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Contrôle Continu

Rappels

— Il sera tenu compte du soin apporté à la présentation et à la rédaction.
— Si vous n’arrivez pas à démontrer un résultat, vous pouvez l’admettre pour la suite de l’exercice.

Exercice 1 (5 points)

Soient α > 0 et r > 0. On considère le cadre bayésien suivant :

θ ∼ Π = P(α, r)

X = (X1, . . . , Xn)
∣∣θ = θ ∼ P⊗n

θ = Unif[0, θ]⊗n ,

où P(α, r) correspond à la loi de Pareto de densité

θ 7→ αrαθ−α−11[r,+∞[(θ) .

1. (a) Représenter la densité de la loi P(α, r).
(b) Déterminer, pour tout t ∈ R, la probabilité P(θ > t).
(c) Soit δ ∈]0, 1[. Trouver cδ ∈ R tel que P(θ > cδ) = δ.
(d) Pour θ ∼ P(α, r) avec α > 1, calculer E[θ].

2. Montrer que la loi a posteriori de θ sachant X est une loi de Pareto P(αX, rX) pour deux paramètres
αX, rX que l’on déterminera.

3. Donner la région de crédibilité de plus haute densité a posteriori de niveau 1− δ, pour δ ∈]0, 1[.
4. On considère la fonction de perte ℓ(θ, t) =

(
t
θ − 1

)2. Déterminer un estimateur de Bayes.

Exercice 2 (5 points)

Soit ε > 0. On considère le cadre bayésien suivant :

θ ∼ Πε = Beta(1 + ε, 1 + ε)

X = (X1, . . . , Xn)
∣∣θ = θ ∼ B(θ)⊗n ,

où B(θ) est la loi de Bernoulli de paramètre θ.

1. Quelle est la loi a posteriori ?
2. On considère la perte ℓ(θ, t) = (t−θ)2

θ(1−θ) .

(a) Déterminer un estimateur de Bayes pour Πε et la perte ℓ. On le notera T ⋆.
(b) Calculer sa fonction de risque.
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(c) En utilisant le fait que si θ ∼ Beta(1 + ε, 1 + ε), alors E
[
(1−2θ)2

θ(1−θ)

]
= 2

ε , montrer que le risque
de Bayes vaut

RB(Πε) =
1

n+ 2ε
·

(d) L’estimateur Xn est-il minimax pour la perte ℓ ?

3. On souhaite tester
H0 : θ ≤ 1

2
contre H1 : θ >

1

2
·

Déterminer le test de Bayes φ⋆ pour l’a priori Π = Unif([0, 1]) et la perte équilibrée, et vérifier que

φ⋆(X) = 1{Xn≥ 1
2
} .

4. (Bonus) Démontrer la formule admise ci-dessus : E
[
(1−2θ)2

θ(1−θ)

]
= 2

ε si θ ∼ Beta(1 + ε, 1 + ε). On
rappelle que Var(Beta(a, b)) = ab/((a+ b)2(a+ b+ 1)).
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