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Controle Continu

Rappels

— Il sera tenu compte du soin apporté & la présentation et & la rédaction.
— Si vous n’arrivez pas & démontrer un résultat, vous pouvez I’admettre pour la suite de I'exercice.

EXERCICE 1 (7 points)
Soit 6 > 0 un paramétre inconnu et Xq,...,X,, des variables aléatoires i.i.d. suivant une loi exponentielle
de paramétre %, c’est-a-dire de densité

1

f9($) = 56_%1x>0-

1. Rappeler ce que valent E[X;] et V(X;). En déduire un estimateur 6, de 6 dont vous justifierez la
consistance et la normalité asymptotique.
Correction. On sait que E[X;] = 0 et V(X;) = 62. Par la méthode des moments, on peut considérer
0, = X,. Il est fortement consistant par la loi forte des grands nombres. De plus, le TCL donne

ﬁ(@n—a) —£ N (0,6%),

n—-+4o0o

ce qui prouve qu’il est asymptotiquement normal.

2. Soit a €]0, 1[. Déterminer un intervalle de confiance de niveau asymptotique (1 — «) pour 6.
Correction. On déduit de la question précédente que

\/ﬁ<§”—1> L L N(0,1).

9 n—-+oo

Ainsi, en notant q;_, /3 = ®~1(1—a/2) le quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi normale centrée réduite,
un intervalle de confiance de niveau asymptotique (1 — «/) est

bn bn ]

d1—a/2 ; d1—a/2
R i v

Remarque : On peut aussi appliquer le Lemme de Slutsky pour déduire de la question précédente
que
0n, — 0
Jni—2 L L N(0,1),

en n—-+4o0o

d’ott 'on déduit 'intervalle

~ Q1fa/2/€\n ~ Q1fa/2/9\n
J= |, - Dol g me/2Tn
[ Jn M
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Ces intervalles sont asymptotiquement équivalents puisque

1 1 d1—a/2
1iq1\7%/2 n—00 T \/ﬁ ’

. Calculer la médiane de la loi de X;. En déduire un nouvel estimateur 9~n de @ et préciser sa normalité
asymptotique.

Correction. On a Fy(x) = (1 — e 9)1,50 donc x1/2 = flog2, et on choisit donc I'estimateur
0, = x1/9(n)/log2, ot w1 /5(n) = X([z1) est la médiane empirique. On a fo(z1/2) = 2179 > 0, d’ou par
le résultat de normalité asymptotique de la médiane empirique

\/’ﬁ ($1/2(7’L) — Hlog 2) ﬁ) N (0, 02)

\/ﬁ(én—e) ﬁ/\/ (0, <1022>2> .

. Lorsque n est grand, entre §n et gn, quel estimateur choisiriez-vous ?
Correction. Puisque 0 < log2 < 1, 0, a une plus petite variance asymptotique et est donc
préférable.

donc

. Déterminer ’estimateur du maximum de vraisemblance.
Correction. On a la vraisemblance

1 1,5 = 1 _1,%
Ln(0) = g e e [[1xs0 = o © X,
i=1

ou l'on a pu supprimer le produit d’indicatrices car les X; sont p.s. strictement positives. On passe
a la log-vraisemblance puis & sa dérivée pour en déduire que
n  nX _
ce qui prouve que que X, est 'unique maximiseur, donc 'EMV est én =X,.
. En remarquant que X suit une loi y(1, 1), en déduire la loi de (nX,)/6.

Correction. On a ”?n ~v(n,1).

. Pour tous parameétres p > 0 et A > 0, on note F}, \ la fonction de répartition d’une loi y(p, A). Celle-ci
étant continue et strictement croissante de [0, +o0o[ vers [0,1], elle admet une fonction réciproque
Fp_i de [0, 1] vers [0, +o0[. Proposer un test de taille (non asymptotique) « pour tester

Hy:60<3 contre Hy;:0>3.

Correction. Il est naturel de chercher un test qui rejette Hy lorsque X,, > cq, 0il ¢ > 0 doit étre
calibré de telle sorte que la taille soit «. On cherche donc ¢, tel que

- X
a= sup Py (Xn > ca) = sup Py (n U nca) = sup 1—Fy1 <%) =1-F,1 (%) ,
0<[0,3] 9e(0,3] 0 0 0<[0,3] 0 3

la derniére égalité venant de la croissance de « — Fj, 1(z). On obtient donc

3F,1(1-a)

n

Ca
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et le test consistant a rejeter Hy si et seulement si

est donc de taille .

Remarque : Pour arriver au méme résultat, on peut aussi partir d'un intervalle de confiance (non
asymptotique) de niveau (1 — «). Puisque le test est unilatére, on cherche un intervalle unilatére de

sens opposé a 0y =|0, 3], c’est-a-dire de la forme [d,, +oo[. Puisque ");" ~ v(n,1), on a pour tout ¢

X, X,
l—a=Py (2 <Fll-a)) =P [0> " —
0 ' Fn,1<1_a)

d’ou lintervalle de confiance -
nX,
F 11 —-a)

n,1

; o0

valable en particulier pour tout # < 3. Par conséquent un test de niveau « consiste a rejeter Hy si
et seulement si I N Oy = (), c’est-a-dire si et seulement si

< s 3F,1(1-a)
n - .
n

Le calcul ci-dessus assure qu’il est en fait de taille a.

8. Soit T,, une réalisation de X,,, déterminer la p-valeur ag(Z,) associée.
Correction. Pour la p-valeur, on utilise & nouveau la monotonie de F}, 1 :

ap(Z,) = inf {a € [0, 1], rejet de Hp au niveau o}

3F 11— )
=inf{ac(0,1], T > —— =

n

- inf{a €0,1], a>1—F,4 (T}f")}
nT
=1 —Fn7]_ (377,) .

EXERCICE 2 (3 points)
Soit 6 €]0,1[ et X une variable aléatoire suivant une loi de Rademacher R(6) de paramétre 6, c’est-a-dire
prenant les valeurs —1 et +1 avec, pour tout = € {—1,1},

P(X =2)=07% (1—0)z,
1. Vérifier que si la variable B suit une loi de Bernoulli de paramétre 6, alors X = 2B — 1 suit une loi
de Rademacher de paramétre 6. En déduire E[X] et V(X).
Correction. D’aprés la formule donnée, une variable qui suit une loi de Rademacher de paramétre
0 prend les valeurs 1 et —1 avec les probabilités respectives 6 et 1 — 6. Or, si B suit une loi de
Bernoulli de paramétre 6, elle est a valeurs dans {0, 1}, donc X = 2B — 1 est a valeurs dans {—1,1}
avec

PX=1)=PB=1)=0=1-P(X =-1).
On en déduit immédiatement que E[X] =260 —1 et V(X) =460(1 —6).
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2. Le modéle (Rg)o<p<1 est-il régulier 7 Si oui, préciser 'information de Fisher I(6) = I;(0) pour une
seule donnée.
Correction. On a Ry = fp-p ou p est la mesure de comptage sur {—1, 1} et, pour tout = € {—1,1},

folz) = 055 (1 — 0)'3" = '3 logb+15% log(1-0),

Pour tout z € {—1,1}, la fonction § + fy(x) est C! sur ]0, 1[ donc les deux premiers points de la

définition d’un modéle régulier sont vérifiés. De plus, la log-vraisemblance s’écrit

1+ X 1-X

log(1 — 0)

donc le score vaut I+X  X-1 X-—(20-1)
N B (20 —
/ X) = =
OX) = T oa =g~ 2w =0

d’ot, puisque E[X] =20 — 1 et V(X) =460(1 —0),

1

Eq [(5(X)?] = 91 —0)

La fonction 6 — 1/(6(1 —0)) étant continue sur ]0, 1[, le modéle est régulier, d’information de Fisher
I1(0) =1/(6(1 —0)).

3. Soient X7, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. suivant une loi de Rademacher de parameétre 6 €]0, 1]
inconnu. Proposer un estimateur @\n de 6 par la méthode des moments. Est-il asymptotiquement
efficace ?

Correction. Puisque Eg[X]| =26 — 1, on a § = (E[X] + 1)/2 donc on peut considérer 'estimateur

o~

0, = (X, +1)/2. Par le TCL, on a

Vi (X — (20 — 1)) —2— N(0,46(1 — 6))

n—o0

d’oti, en divisant par 2,

Vi (B0 = 0)) —1 N(0,0(1 = 0)) = N(0,1/1(6)),

n—oo

ce qui prouve que gn est asymptotiquement efficace.
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