Sorbonne Université 20 octobre 2025
Master Mathématiques et Applications Aucun document autorisé
MU4MA315 : Statistique Durée : 1 heure

Controle Continu

Rappels

— 1l sera tenu compte du soin apporté a la présentation et a la rédaction.
— Si vous n’arrivez pas & démontrer un résultat, vous pouvez I’admettre pour la suite de I’exercice.

EXERCICE 1 (6 points) Soit # > 0 et X une variable aléatoire de densité (par rapport a la mesure de
Lebesgue)

folx) =070V 1 0, g,
On considére un échantillon i.i.d. Xq,..., X, de méme loi que X.

1. Calculer et représenter la fonction de répartition Fy de X. Déterminer la médiane de X.
Correction. Un calcul élémentaire donne

Fy(z) = (1 - 6_9(I_1)> Liz>1ys

bijection de |1, oo[ vers ]0, 1[. On en déduit la médiane /5 =1+ logz.

2. En déduire un estimateur (9;1 de 6. Montrer sa consistance et sa normalité asymptotique.
Correction. Puisque fy(z1/2) > 0, on sait que la médiane empirique ;/5(n) = X([ﬂw) est un
2
estimateur fortement consistant et asymptotiquement normal de x; /2, avec

vn (xI/Q(n) - :L‘l/z) n_}%) N (O, 9_2) .

log 2

Comme 71/, = 1+ = p(f) avec ¢ Cl-difféomorphisme de ]0,c0[ vers |1, c0[, Pestimateur

~

g
0
O = (24 12(n)) = % est un estimateur fortement consistant et asymptotiquement normal

de 6, avec

Vvn (@\n — 0) ﬁ N (0, (0/log2)?) .

3. Quelle est la loi de la variable T':= X — 17 En déduire Ey[X] et Vary(X).
Correction. Par translation, on sait que T' a pour densité

fr(t) = folz +1) = e lasay,

donc T' ~ £(0), d’ou

Eg[X] =1+E[T] =1+ % et Varyg(X) = Var(T) = 9%
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4. Le modéle (fp)o=o est-il régulier ? Si oui, calculer I'information de Fisher I(8) = I;(f) pour une
observation.
Correction. Pour tout réel z, la fonction  + fp(x) est C! donc les deux premiers points de la
définition d’'un modeéle régulier sont vérifiés. De plus, avec les notations du cours et puisque X > 1
p.s. si X ~ fy,

(o(X) = log fo(z) = logh—(X—1)0  donc  fy(X)2 = (é (X - 1))2 _ <X _ <1 + é>>2

donc, d’apreés les calculs de Ey[X] et Varg(X) ci-dessus,

1
Eg [¢4(X)?] = Varg(X) = 7
La fonction # — 62 étant continue sur |0, 00, le modéle est régulier, d’information de Fisher

I(0) =072

5. Déterminer ’estimateur du maximum de vraisemblance gn
Correction. Puisque X; > 1 p.s. si X; ~ fy, on peut se passer des indicatrices dans la vraisemblance
définie pour tout ¢t > 0 par

Ln(t) = [[ £i(X0) = [J eV 1pxny = [ o770,
i=1 i=1

i=1

Ainsi la log-vraisemblance s’écrit-elle

ln(t) = nlogt —n(X,, — 1),

donc £, (t) > 0ssi t <1/(X,, —1) et TEMV est 6, := 1/(X,, — 1).

6. L’estimateur 5,1 est-il asymptotiquement efficace ? N
Correction. En considérant le C-difféeomorphisme () := Ey[X] = 1 + 1/, on note que 6, =
¥p~1(X,,). Or le TCL assure que

v d _9
Vi (X, —¥(0)) m/\/(o,e ),
donc la méthode Delta permet d’en déduire que

N (gn _ 9> _d o (0,6%) =N (0,1/1(9)),

n—o0

et §n est asymptotiquement efficace.

EXERCICE 2 (4 points) Soit 0 < § < 1 et X ~ B(v/0), loi de Bernoulli de paramétre /6.

1. Rappeler ce que valent Ey[X] et Varg(X). En déduire un estimateur 0, de 0 et préciser sa normalité
asymptotique.
Correction. On sait que Eg[X] = v/ et Varyg(X) = v(1 —+/0). On note que () := Ey[X] = V0
établit un C'-diffeomorphisme de ]0, 1[ vers ]0, 1[, donc on considére O, = v HX,) = (X,)?% Par
le TCL, on sait que

Vi (X0 = 0(0)) =5 N (0,V8(01 - VD)),
donc la méthode Delta assure que

NG <5n . 0) L N (0,6%) =N (0,403/2(1 — \/5)> ,
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2. Soit 0 < a < 1. Donner un intervalle de confiance de niveau asymptotique (1 — «) pour 6.
Correction. Notons 0%(0) := 46%/2(1—+/6). Clairement la fonction 6 + () est continue sur |0, 1.
L’estimateur g’\n est un estimateur consistant de 6 (puisqu’il est asymptotiquement normal), donc
le Théoréme de Continuité assure que o(6,,) est un estimateur consistant de o(6). Le Théoréme de
Slutsky permet alors de conclure que

On — —4 5 N(0,1).

U(é\n) n—o00

N

En notant ®~!(1 — a/2) le quantile d’ordre (1 — /2) de la gaussienne standard, il s’ensuit qu’un
intervalle de confiance de niveau asymptotique (1 — a) pour 6 est

s e1—a/20() 5 | 21— 0/2)0 ()

3. Donner un test de niveau asymptotique a pour décider entre Hy : 0 = 1/2 et Hy : 0 # 1/2.
Correction. Deux possibilités :

(a) On applique directement le résultat précédent : en notant X := (Xi,...,X,), on sait qu’on
définit un test de niveau asymptotique « en considérant

T0(X) = 17,n{1/2)=0

c’est-a-dire que l'on rejette Hy ssi

~ 1] (1 —a/2)0(6,)
9n—2‘ > n .
(b) Sous Hy:0=1/2, 0on a
ﬁ(‘;”‘;) SN (ove-1),

donc

[oela—e(v2-12 o e (1—a/2)(V2- 1)V
o - S oo

est un intervalle de confiance de niveau asymptotique (1 — «) pour 1/2, au sens ot

1
Py < e Jn) — i-a
2 n—o00

Par conséquent, le test rejetant Hy ssi

~ 1’ (1 — a/2)(v2 —1)1/2
O — | >
2 vn
est de niveau asymptotique «.
4. Déterminer la p-valeur ap(x) pour une réalisation x = (z1,...,25).

Correction. Notons 6,(x) la réalisation de lestimateur. Il y a deux possibilités, en fonction du
test proposé en question précédente :
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(a) Puisque

A 11 -« aAnx
ao(X)zinf{aG[O,l], en(x)_;‘>‘1’ a J/? (0())}’

il vient

NG
(0 (x))

On(x) — &
ap(x)=2[1- M

(b) Puisque

1‘ o102 (V2 1)”},

O (x) — = NG

ap(x) = inf {a € [0,1], 5

on obtient cette fois
0 1
Vit [u(x) — 3|
(V2-1)7

Oé()(X)ZQ 1—-®

5. (Bonus) Le modéle (Py)oco<1 = (B(V0))o<p<1 est-il régulier ? Si oui, calculer I'information de Fisher
1(0) = 1,(#) pour une observation. L’estimateur B, est-il asymptotiquement efficace ?
Correction. Pour tout 6 €]0, 1], la densité de la loi B(v/6) par rapport a la mesure de comptage
sur {0, 1} s’écrit

folz) = (VO)* (1 - VO)'~*,

donc pour tout z € {0,1}, la fonction 6 +— fy(z) est C* sur ]0, 1[, ce qui assure que les deux premiers
points de la définition d’un modéle régulier sont vérifiés. Pour le dernier point, en notant X ~ B(v/6),
on a

lo(X) = %Xlog@ + (1= X)log(1 — V),

donc le score est
X -0
201 —V0)

Puisque Ep[X] = v/ et Varg(X) = V(1 — /), il s’ensuit que le moment d’ordre 2 du score est

lp(X)

/ _ Varg(X) 1
Ey [%(X)Z] = 462(1 — /9)2 N 463/2(1 — v/6)’

qui est une fonction de 6 continue sur ]0,1[, donc le modéle est régulier et I'information de Fisher
pour une donnée est I1(0) = (460%/2(1—+/0))~'. En particulier, estimateur ,, est asymptotiquement
efficace.
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