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Controle Continu

Rappels

— 1l sera tenu compte du soin apporté a la présentation et a la rédaction. Si vous n’arrivez
pas & démontrer un résultat, vous pouvez ’admettre pour la suite de ’exercice.

— Si T suit une loi exponentielle de paramétre A > 0, alors E[T] = 1 et Var(T) = 3

A2-

EXERCICE 1 (4 points)
Soit # > —1 un parameétre inconnu et X de densité

fg(ﬁ) = (1 + (9)1’91]071[(33).
Dans la suite, on suppose disposer d’un échantillon (X7i,...,X,) i.i.d. de méme loi que X.

1. Montrer que la variable Y = —log X suit une loi exponentielle de paramétre (1 4 6). En
déduire E[Y] et Var(Y).
Correction. Pour toute fonction mesurable bornée ¢, le Théoréme de Transfert et le
changement de variable y = — log x permettent d’écrire

1 00
Ble(¥)] = Ble(—los X)] = [ wl-logalfa(ahde = [~ o)1 +0)e 1y,

ce qui revient bien a dire que Y ~ &(1 + 6). On en déduit que E[Y] = ﬁ et Var(Y) =
1

(146)2 "

2. Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance @L Démontrer qu’il est fortement
consistant et asymptotiquement normal.
Correction. Pour tout 8 > —1, la log-vraisemblance vaut

0,(0) = nlog(l+6)+ GZIOgXi
i=1

donc .
7)) =" log X;.

On voit que £,(f) > 0si 6 < —1 — (% S log X;)het £,(0) < 0sif > —1—
(% S log X;)~! donc TEMV est

o~

1 — _
O =—1— <n_2;1ogxi> '
P
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La loi forte des grands nombres et le Théoréme de continuité impliquent que

O —1— (Eflog X]) ™' = —1 — (B[-Y]) " =0,

c’est-a-dire que gn est fortement consistant. Le Théoréme Central Limite donne, puisque
Ellog X] = —ﬁ et Var(log X) = Var(Y) = L

(1+9)27
1< 1 c 1
=y logX; — | ——— s | -
ﬁ(n;Og ( 1+0>> HN<O (1+9)2>
Autrement dit, en notant ¢(t) = _%th le C''-difféomorphisme de | — 1, oo[ vers | — oo, 0[ de
réciproque ¢~ (u) = —1 — %,
. . 1
vn (qb(@n) - ¢(9)) — N <0a (14‘9)2> .

La méthode Delta permet de conclure que

VB, —60) =5 N (0,(146)%).

3. Le modeéle (fp)g~—_1 est-il régulier ? Si oui, préciser I'information de Fisher pour une seule
donnée I(0) = I,(0).
Correction. Pour tout z €]0,1], la fonction 6 + fy(z) est de classe C* sur | — 1, 00]
donc les deux premiers points de la définition d’un modéle régulier sont satisfaits. Pour le
dernier, on a ¢p(X) = log(1 + 0) + flog X donc le score est la variable aléatoire

1
(X)) =log X + 110 log X — E[log X].

Son moment d’ordre 2 s’en déduit :

E[£)(X)?] = Var(log X) = (ng)
qui est une fonction continue sur | — 1, 00[ donc le modéle est régulier, d’information de
Fisher 1(0) = ﬁ.
4. L’estimateur gn est-il asymptotiquement efficace ?
Correction. Au total, nous avons établi que
VB, —0) =5 N(0,(146)%) =N (0, 1(19)) :

ce qui assure que é\n est asymptotiquement efficace.

EXERCICE 2 (6 points)
Soient A > 0 et n > 1 entier. On considére le modéle bayésien suivant

6 ~T=E(N),
X =(X1,...,Xn) | 0 ~P(O)",

ot £(A) est la loi exponentielle de paramétre A, et P(#) la loi de Poisson de paramétre 6.

2/5



1. Déterminer la loi a posteriori II(- | X).
Correction. Pour tout € > 0, la densité a posteriori est donnée par

(0) ITizs po(Xi)
f(X)

(0] X) ="

On reconnait le terme général de la densité d’une loi I'(nX,, + 1, A +n).
On considére la fonction de perte ¢ définie par

V0 >0, V>0, £(0,t)z%(t—9)2.

2. Déterminer un estimateur de Bayes pour II et la perte £. On le notera T™.
Correction. On cherche & minimiser le risque a posteriori. Pour un estimateur 7', on a

p(ILT | X) = / %(T(X) — 0)%dII(¢ | X)
S}
nXnp+1 +o0o _
_ ()‘ +ﬁ) / }(T(X) o G)QGHXne*()\Jrn)Qde
'nX,+1) Jo 0
nXn+1 —+o00 o
_ <)\ +ﬁ) / (T(X) N 0)2071)(”—16—()\—1—71)9(10
F(an =+ 1) 0

Si X, = 0, ce qui équivaut a dire que X = 0 := (0,...,0), la seule possibilité pour que
cette quantité ne soit pas infinie est que 7(0) = 0. Si X,, > 0, on remarque que, modulo
des constantes multiplicatives, 'intégrale peut étre vue comme le risque a posteriori de T'
pour la perte quadratique et une loi a posteriori I'(nX,, X + n). Le cours nous dit alors
qu’un estimateur de Bayes est donné par

qui vérifie bien 7%(0) = 0.
3. Montrer que la fonction de risque de T* (ou risque ponctuel) est donnée par
n+ \20

VG >O, R(H,T*) — m

Correction. Pour tout 6§ > 0, on a

R(0,T*) = K, B (T*(X) — 9)2]
1 no o — 2\ ?
- 2K, <n+A(X”_9) - Hn)
L/ om2 2262
=5 (Gl =97+ 5
RV
0 <(n—i—/\)2n+ ()\+n)2>
_ n+ A%
= G
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ot 'on a utilisé que Ey[X,,] = 0 et Varg(X,) = 0/n.
. Que vaut le risque de Bayes Rp(II) ?

Correction. Le risque de Bayes s’obtient en prenant I'espérance de Z&fr/\i )‘Z pour 8 ~ E(N) :

RBHU_E{n+v0}_n+XWW} 1

(A +n)2 A+n)?2  A+n’

puisque E[@] = 1/A.

. Que vaut le risque maximal de I'estimateur X,, (pour la perte £) ?
Correction. Pour # > 0, on a

_ 1 — 1
R(H,Xn) = é]EG [(Xn - 0)2] =
n
La fonction de risque de X, est donc constante et Rmax(yn) = %
. Montrer que X,, est minimax (toujours pour la perte £).
Correction. En considérant la suite de lois a priori (IIx)r>1 avec Iy = £(1/k), on a, par

la question 6,
1 1 —
lim Rp(Ily)= lim —— =—=R Xn).
k‘—l>I—il:loo 5(Ik) k—1>r-|I-1c>o 1/k+n n max(Xn)

Comme pour tout k& > 1, on a Rp(Ily) < Ry, on en déduit que X, est minimax.

. Gréce a la formule donnée a la question 3, on veut construire un estimateur Monte Carlo
de Rp(IT) et afficher son évolution en fonction de la taille de I’échantillon Monte Carlo.
Par quoi faut-il remplacer 777 et %%% pour que le script suivant produise le graphique de
la Figure 1 (aucune justification n’est demandée) ?

Lambda = 2 # Paramétre de la loi a priori

n = 30 # Taille du vecteur aléatoire X

N = 1000 # Taille de 1’échantillon Monte Carlo
prior = stats.expon(scale=1/Lambda) # Loi a priori

sample_theta = ??? # N réalisations de la loi a priori
risk = (n + Lambda**2 * sample_theta) / (n + Lambda)**2
est_MC = %%% # Tableau des valeurs de 1l’estimateur Monte Carlo en fonction de N

plt.plot(np.arange(1, N+1), est_MC, label=’Estimateur Monte Carlo’)
plt.axhline(1/(n+Lambda), color=’r’, label=’$\\mathbf{{R}}_{{B}}(\\Pi)$’)
plt.xlabel(’$N$’)

plt.legend()
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FIGURE 1 — Estimation Monte Carlo de Rp(II).
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