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Controle Continu

Rappels

— 1l sera tenu compte du soin apporté a la présentation et a la rédaction.
— Si vous n’arrivez pas a démontrer un résultat, vous pouvez I’admettre pour la suite de I'exercice.

EXERCICE 1 (5 points)
Soient a > 0 et r > 0. On considére le cadre bayésien suivant :
0 ~11="P(a,r)
X = (X1,...,Xn)| 0 =6 ~ P = Unif[0, 6]*",
ot P(a, ) correspond a la loi de Pareto de densité
0 — 047“0‘0_0‘_11[7#00[(9) .

1. (a) Représenter la densité de la loi P(o,r).
Correction. Sur | — oo, r[ la densité est nulle tandis que sur [r, +o00[ elle décroit de a/r & 0.
(b) Déterminer, pour tout ¢ € R, la probabilité P(6 > t).
Correction. Pour tout t <r, on alP(@ >t) =1, et pour t > r, on a

PO >t) = /m ar®9—"1dg = (%)a
t

(c) Soit § €]0, 1[. Trouver ¢5 € R tel que P(0 > ¢5) = 4.
Correction. Pour tout ¢ > r, on a

T\ T
P(9>t):5<:>(¥) :5<:>t:m
Ainsi ¢5 = 61%
(d) Pour @ ~ P(a,r) avec a > 1, calculer E[0)].
Correction.
400 07a+1 +oo a
E[6] = / ar®0=df = ar® = r.
- —a+1], a—1

2. Montrer que la loi a posteriori de € sachant X est une loi de Pareto P(ax, rx) pour deux parameétres
ax, rx que 'on déterminera.
Correction. On a, pour tout # € R,

—a— 1
7T<9 ‘ X) o 0 11[r,+m[(0)971[X(n>7+m[(9)

—a—n—1
oc =" ILGZIrlzax(r,X(n))a

ott X () = max(Xy,...,X,). Ainsi la loi a posteriori est une loi de Pareto P(ax, rx) avec ax = a+n
et rx = max(r, X(,)).
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3. Donner la région de crédibilité de plus haute densité a posteriori de niveau 1 — ¢, pour § €]0, 1[.
Correction. D’aprés la question 1(a), la densité a posteriori est nulle sur | — oo, rx[ et positive
décroissante sur [rx, 00|, donc trouver la région de plus haute densité a posteriori de niveau (1 —J)
revient a trouver cs > rx tel que

]P)(0>C5}X) =94.

Par la question 1(c), on a ¢5 = —%~. Ainsi la région de crédibilité de plus haute densité a posteriori
0 X

1
au niveau (1 — J) est donnée par l'intervalle [rx , X0 X }

4. On considére la fonction de perte £(6,t) = (5 — 1)2. Déterminer un estimateur de Bayes.
Correction. Par minimisation du risque a posteriori p(II, T|X) et la question 1(d), on trouve

a+n+2

TR =™

EXERCICE 2 (5 points)

Soit € > 0. On considére le cadre bayésien suivant :

0 ~1II. = Beta(l +¢,1+¢)
X =(X1,...,Xn)|0=0~B(6)*",

ot B(#) est la loi de Bernoulli de paramétre 6.

1. Quelle est la loi a posteriori? B
Correction. C’est la loi Beta(nX,, +1+¢e,n—nX, +1+¢).

2. On considére la perte £(0,t) = éi;f);)

(a) Déterminer un estimateur de Bayes pour Il. et la perte £. On le notera T*.
Correction. On a

1 ~ J—
E[((6,T) | X] o / (0 — T(X))20"Xnte=1(1 — g)yn—rXntelygg
0

On est ramené a la perte quadratique pour la loi Beta(nX,, + ¢,n — nX, + ¢). Le risque a

nyn +e
n42e °

(T ]
<nf25(X” —0)+ S(nl+2?59)>2]

- 0(11—9) ((nf25>2var9(X”) " <€(nlv:2266)>2>

__n g2 (1-20)2
(n+2)?  (n+2)?260(1—-0)°

posteriori est donc minimisé en 7%(X) =
(b) Calculer sa fonction de risque.
Correction. Pour tout 6 €]0, 1], on a

R(0,T*) = Eo

ot I'on a utilisé le fait que Varg(X,,) = 0(177:9).
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(c) En utilisant le fait que si @ ~ Beta(l +¢,1 + ¢), alors E {(;&ieg;} = 2 montrer que le risque

=2
de Bayes vaut

1
Rp(Il.) = .
5(Il) n + 2¢
Correction. En utilisant l'indication on obtient
Rp(IL,) = !
B\Me) = n + 2¢

(d) L’estimateur X, est-il minimax pour la perte £?
Correction. Pour tout 6 €]0,1[, on a R(6, X,,) = 1. Ainsi

1
= lim Rp(Il;).

n e—0

Rmax (Yn) —

Par un résultat du cours, on en déduit que 'estimateur X,, est minimax.

3. On souhaite tester

1 1
H0:0§§ contre H1:0>§~

Déterminer le test de Bayes ¢* pour ’a priori IT = Unif([0, 1]) et la perte équilibrée, et vérifier que

Correction. Le test de Bayes s’écrit

©*(X) = Linie, | x)>T1(00 | X)} »
avec ©g = [0,1/2] et ©; =]1/2,1]. On a

L _ 1/2 _
(01 |X) >1(6g|X) & [ % (1—0)" ¥ rdf > / "% (1 — 0)" "X n g
0

/2
1/2 _ _ /2 _ _
& / (1—0)"*ng"¥rdf > / 0" (1 — )" "X do
0 0
Or, pour tout 6 €]0,1/2[,onal—6 >0 et

. - - o 1-6 2nX,—n L
(1 . e)angn—an > Q"X“(l . 0)n—an o <9> >1e Xn >

[N

4. (Bonus) Démontrer la formule admise ci-dessus : E {%} =25 0 ~ Beta(l +¢,1+¢). On

3
rappelle que Var(Beta(a, b)) = ab/((a + b)*(a + b+ 1)).
Correction. Si on note Y ~ Beta(e, ¢), alors le Théoréme de transfert donne

E[a_ze)Tz BES) g ayp) =4 BED E[(Y—1>2],

0(1-09) B(l+4+e¢,1+¢) B(l1+4+e¢,1+¢)

or E[Y] =1/2 donc

(1-20)2] Bg,e)
£ [0(1 —0)] Bt )

Il reste a tenir compte du fait que Var(Y) = =1, B(a,b) = Fr(?czig;) et I'(a+ 1) = al'(a) pour en

1(1+2e)°
déduire le résultat.
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