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Examen

Rappels

— Il sera tenu compte du soin apporté & la présentation et & la rédaction. Si vous n’arrivez pas a
démontrer un résultat, vous pouvez 'admettre pour la suite de ’exercice.

— Pour a > 0 et b > 0, la loi Gamma(a, b) a pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R

la fonction .

a—1_—bx
T,50.
F((I)x € x>0

La loi inverse-Gamma IG(a, b) est la loi de 'inverse d’une variable aléatoire de loi Gamma(a,b), et
a pour densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R la fonction

T —

T i:c_a_le_b/m]l 0
F(a) x>0

EXERCICE 1 (9 points)

Soient a > 0 et n > 2. On considére le cadre bayésien suivant :

0 ~ 11 =1G(a, 1)

1)\ %"
X:(Xl,...,Xn)\ofvs(H) ,

et la fonction de perte ¢ : (R* )% — R, définie par
V(6,t) € (R*)?%, €(6,t) = —1 —0)?

1. Soit Z ~ 1G(e,d), avec ¢ > 0 et d > 0.
(a) Montrer que si ¢ > 2, alors E[Z] = -L. et Var(Z) = %.

Correction. Soit Z ~ 1G(c,d) avec ¢ > 2 et d > 0. On a
de  [te° d° T(c—1) d
E[Z] = —Ce=d/T g, — —
1] F(c)/o e 75 R s WP

ot 'on a reconnu le terme général de la densité d’une loi IG(c—1,d). De plus, en reconnaissant
le terme général d'une loi IG(c — 2,d), on a

A [T ww. dST(e—2) &
B2 =1 ) e = e = ey

Ainsi
d2 d? d2
V) = ey e e D)
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b) Quelle est la loi de L ? En déduire E [L] et Var ().
Z A Z
- avec W ~ Gamma(c,d) donc £ W, ie. & ~

Correction. Par définition, Z
Gammal(c,d). Il vient E [£] = & et Var ($) -
Une autre méthode consiste en celle de la fonction muette : pour tout fonction h € Cfbo( ),

1 e} 1 dC [ee) dC
Elh( = — hl= —c—1_—d/x :/ h c—1_—dy
m(Z)] =[G re e = [ gyt
L x= —ZQ. Ainsi, - ~ Gamma(c, d).

avec le changement de variable y = -, 3

2. Donner la loi a posteriori II]- ‘ X]. Veérifier que I'espérance a posteriori mx vaut LinXy of préciser

a+n—1

la variance a posteriori vx.
Correction. On a

(0 | X) ox 07 e 0y H <;6Xi/9)
i=1

x H—a—n—le—(l+nyn)/9]10>0 )

On reconnait le terme général de la densité d'une loi IG(a +n,1 +nX,). Comme n > 2 et a > 0,

on aa+n > 2, et, par la question 1, on a

1+nX, . (14+nX,)?
mx = ———— e vx = :
X a+n—1 X" a+n—12(a+n-2)

3. Déterminer un estimateur de Bayes pour la fonction de perte £ et I’a priori II. On le notera T*.
Correction. On cherche a minimiser le risque a posteriori. Pour 7" un estimateur, on a

1 +nX,)tn [T ladtnt2)—1 _1tnXn
E [¢(0,T)|X] :(r(awz)/o (T — 0)20~(atn+2) === gp

(1+nX,)*" T(a+n+2) /+°° o =
— T —0)°dllx (0
T(a+n) (1+nX,)+t2 J (T = 6)"dlix(6),

ot ﬁx = 1G(a +n+2,1+ nX,). Cette quantité est minimale pour 7' donné par I'espérance de la

C T . 14n X,
loi IIx, soit 754
Une autre facon de faire est de remarquer que le risque a posteriori d’un estimateur 7' s’écrit

E [£(6,T)|X] :E[;Q(T—H)Q\X} =T°E [012|X] — 2TE [;\X] +1.

E[L X
Le risque a posteriori est donc minimal pour 7%(X) = IE[[?{‘X}]' Comme 5 | X ~ Gamma(a+n,1+
92

nXy,), on a
1 1 1
E[‘X}:a—i—n ot E[2|X]:(a+n)(a+n+ )’
0 1+nX, 7] (14+nX,)?
et I'on obtient -
1 X
T*(X) = Lrnin
a+n+1



4. Montrer que pour tout 6 > 0, on a

2
R(H,T*):w <n—|— (;—(Q—I—l)) ) ,

ol R est la fonction de risque associée a la fonction de perte £.
Correction. Pour # > 0, on a

< 2
R(0,T%) = %Ee <m _ 9> ]
= ME@ [(n(yn —0)+1—(a+ 1)«9)2]
= Gy (0 0?)

:w (n—|— (;—(a+1)>2> ,

ot I'on a utilisé que Eg[(X,, — 0)?] = Varg(X,,) = Ul

n
5. En déduire le risque de Bayes Rp(II) pour ’a priori II et la perte /.
Correction. Pour 6 ~ IG(a, 1), soit 5 ~ Gamma(a,1), on a E[5] = a et Var (3) = a. Ainsi

(o))

Rp(Il) = E[R(0,T7)] =

1
E —|—1:Var(0>—|—1:a+1.

On obtient donc .

a+n+1.

6. Pour v > 0, on pose T(X) = vX,.

(a) Calculer la fonction de risque de T, (pour la perte £). Que vaut Rmax(Ty) 7
Correction. Pour # > 0, on a

On obtient une fonction de risque constante. On a donc Ryax(Ty) = 242 — 2y 41

(b) Déterminer v* = arg miny o Rmax (7).

Correction. On trouve v* = 5.
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(c)

Montrer que T’,« est minimax.
Correction. On trouve que Rupax(Th+) = n%rl,
pour I'a priori IG(a,1) quand @ — 0. Par un résultat du cours, I'estimateur T+ est minimax.

qui correspond & la limite du risque de Bayes

7. Soit 6y > 0.

(a)

Montrer que, sous sz”, on a
P
nvx — 0.

. . = P . ..
Correction. Par la loi des grands nombres, X,, — 6y sous Pgﬁ”. Ainsi, en divisant par n3 1

numérateur et le dénominateur de nvx et en utilisant le théoréme de continuité, on a

(¢

Montrer que, sous P(_j%m, on a

\/ﬁ(mx - 90) i> N(O,@g) .

Correction. On a

Vatmx = 00) = i (L2 gy) = i (6, - )+ vl

Or sous Pgﬁ”, on a v/n(X, —6p) £, N(O,H%). Comme —"— — 1, et \/ﬁl—(agl)(?o 0,
n—oo

ta—1l 0o

le lemme de Slutsky donne /n(mx — 6p) £ N(0,63).
Montrer que pour toute suite (My,)n>1 avec M, — +00, on a, sous Pé%" :
M,
P(160—6)>—2|X) 0.
Vn

Correction. Soit (M,,) une suite tendant vers +oo quand n — +oo. Par I'inégalité triangulaire
et une borne union, on a

M, M,
— < — -
P <|0 90‘ > \/ﬁ ‘ X> <P <’0 mxf > 2\/H|X> + l{\mx—90|>;\f/7%

Pour le premier terme, on utilise I'inégalité de Tchebytchev :

M, dnvx P
Xl <— —
N )— w0

]P’(O—mx‘ >

car nvx N 03 et M,, — +oo. Pour le deuxiéme terme, on sait que v/n(mx —6) £, N(0,63),
donc \/77\7;‘1471—90\ L. 0. Ainsi

\/ﬁ\mx—60| 1
Ho (M 73) %

My i> 0. On obtient bien le résultat voulu.

ce qui équivaut a 1
quieq {Imx—0o|> 2z

4/4



EXERCICE 2 (7,5 points)

On considére une variable aléatoire X de densité fy définie par

322
fo(z) = 55 Log) (z),

avec 6 > 0 un paramétre inconnu que 1’on souhaite estimer. Pour ce faire, on dispose de variables aléatoires
iid. Xq,..., X, de méme loi que X.

1. Le modéle est-il régulier ?
Correction. Pour tout z > 0, la fonction 6 — fy(z) est discontinue en 6 = x, donc le modéle n’est
pas régulier.

2. Calculer et représenter la fonction de répartition F' de la variable aléatoire X.
Correction. La fonction de répartition est

F) = () 1) + 1 (0).

3. Déterminer la médiane de la loi de X et en déduire un estimateur é\n de 6. Préciser sa normalité
asymptotique. Pour 0 < o < 1, donner un intervalle de confiance de niveau asymptotique (1—a).
Correction. La médiane est donc xy/y = 2-1/39 d’ont Destimateur 6, = 21/3:1:1/2(11) ol x1/5(n)
désigne comme d’habitude la médiane empirique. Puisque fg(z1/2) = 3/ (22/39) > 0, on sait que

Vi (1) = 2) o N(0,272062/9)

donc .
7 2
N (en 9) — N(0,6%/9).
On en déduit que

3vn (99" - 1) —4 5 N(0,1).

n—oo

d’ott I'intervalle de confiance pour # de niveau asymptotique (1 — «) :

~ ~

0, | 0,
T+ & 1(1-a/2)/Bvn) 1- 2 (1 -a/2)/Bvn) |’

avec ® la fonction de répartition de N(0,1).

4. Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance.
Correction. Pour tout 6, la vraisemblance s’écrit
3T, X?
fonction nulle & gauche de X,y puis strictement décroissante donc 'estimateur du maximum de
vraisemblance est X ().

5. Soit X(,) = maxi<;<, X; . Construire un intervalle de confiance de niveau (1 — ) de la forme
[X(n); CanX, (n)], ol Cq,n > 1 est une constante que 'on précisera.
Correction. Puisque X(,,) < 0, ceci revient & trouver ¢, > 1 tel que P(ca,n X (n) < 0) = a, or

P(X (n) < 0/Can) = F(0/Con)" = <1>3n

Can

ce qui donne

Com = a” /37,

On vérifie au passage qu’on a bien ¢4, > 1 pour tout 0 < a < 1.
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6. Déduire de la question précédente un test au niveau o pour les hypothéses :
Hy:0=1 contre Hp:0#1.

Soit z(,) une réalisation de X(;,). Calculer la p-valeur associée.
Correction. Le lien entre intervalle de confiance et test assure que

T(X) = Lig[X nyicanXn)] = 11g[X(0yia-1/30X ]

est un test de niveau a. Maintenant, si z(,) est une réalisation de X, la p-value associée est donc
définie par

ap(x) = inf {a € [0,1],1 ¢ [(); a*”?’”x(n)]} -

Si 1 < () alors clairement ag(x) = 0. Si (,,) < 1, alors a‘1/3":1:(n) < 1 si et seulement si a > x?g),
donc ap(x) = xf’g)

7. Montrer que n(f — X (n)) tend en loi vers une loi exponentielle dont on précisera le paramétre.
Correction. Les variables n(f — X(,) sont positives. Pour tout réel ¢t > 0 fixé, il suffit alors d’écrire

P(n(@ _X(n)) § t) =1 —F(9 —t/n)”

avec

3n
F(—t/n)" = (1 - t9> 1g,0(0 — t/n) —— e 31/°
T

n—o0

ce qui montre que

(0 — X)) —— £(3/6).

n—0o0

8. Soient A >0et T ~ & (%) Déterminer ¢ ¢ tel que P(0 < T < gq9) = 1 — o. Déduire de ceci et de
la question précédente un intervalle de confiance de niveau asymptotique (1 — a) pour 6.

On prendra pour convention [A, B] = ) lorsque B < A et on vérifiera que l'intervalle de confiance
obtenu est de la forme [X] (n); da,nX. (n)], ol dy, p, est une constante (supérieure & 1 a partir d'un certain
rang) que l'on précisera.

Correction. Par un calcul classique, on obtient g, ¢ = —g log . Or on sait que

n (0 — X)) —— £(3/6)

n—o0

donc

n—oo

]P’(OSn(GX(n))ggloga) — 11—«

ou encore
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9. Pour a €]0, 1] fixé et lorsque n tend vers l'infini, donner des développements asymptotiques de la
forme cop ~ 14 co/n et doy ~ 1+ do/n. Commenter.
Correction. On a d’une part

. 1
Com = a~1/30 = e los ] (;g;la
et d’autre part
d _ 1 1 log o
@ 1+ (log ) /(3n) 3n

Sans surprise, on constate que ¢, = do = (—loga)/3, qui n’est rien d’autre que le quantile d’ordre
(1 — @) d’une loi £(3). En effet, notons

Ca €n
Ca,n:1+7+7
n n

avec (€,) qui tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Puisque 6 > X, on a pour tout n

1l—a= P(X(n) < 0 < Coe,nX(n)) = ]P’(H < Ca,nX(n)) =P Xi — &n < Co
(n)

Or on a vu ci-dessus que
d

ce qui implique en particulier que X(,) tend en probabilité vers 6, donc le Lemme de Slutsky et le
fait que (&,,) tende vers 0 impliquent

n(e - X(n)) e d
X(n) n n—oo

E(3).
La fonction de répartition de cette loi limite est continue sur R donc

l—a=P M—s <cq | — P(E(3) < cq).
X(n) "= n—oo -

Mais si I'on applique la méme démarche pour

d 0
da,n =14+ haied 4 on

n n
il vient d’'une part

P ( — 6, <do | —— P(E(3) < do)

sachant d’autre part que, par la question précédente,
< da> — 1-a

ce qui prouve bien que ¢, = d, = (—loga)/3.
10. Entre X, et §n, quel estimateur choisissez-vous ?

Correction. On choisit bien entendu X, puisqu’il converge a vitesse 1/n vers 6 tandis que 5,1 ne
converge qu’a vitesse 1/4/n.
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EXERCICE 3 (3,5 points)

Les questions 1. et 2. de cet exercice sont indépendantes.

1. On dispose du tableau de données suivant, représentant des réalisations zi,...,z, de variables
aléatoires réelles X1,..., X, 1.i.d., et on souhaite tester (au niveau a €0, 1)

Hy:0<1 contre Hi:0>1

dans le modele P = {N(6,1),0 € R}.

print(x.shape)
print(x[:10]1)

(200,)
[ 3.256617103 -1.24290386 0.21805856 -0.72901134 2.81435003 2.29702943
1.68190239 1.17001241 -0.76642552 1.7031285 ]

(a)

On note ® la fonction de répartition de N(0,1). Par quoi faut-il remplacer 7?77 et $$$ pour
calculer la réalisation du test T'(x) = 1En>1+ﬁ¢*1(1—a) (avec T, = L 31 | 2;) et la p-valeur

associée ap(z) =1 — ®(/n(T, — 1)) 7

alpha = 0.05

threshold = 1 + stats.norm.ppf(l-alpha) / np.sqrt(n)
test = 7?77 > threshold

alpha0 = 1 - $$$

print(test, alphaO)

False 0.4135433062246249

Correction. 777 : x.mean() et $$$ : stats.norm.cdf (np.sqrt(n) * (x.mean() - 1))

Au vu du résultat, rejette-t-on Hy?
Correction. On ne rejette pas Hy au niveau «, d'une part parce que test vaut False, d’autre
part parce que la p-valeur est plus grande que «.

Expliquer en quoi le script suivant échantillonne approximativement suivant la loi de densité
proportionnelle & la fonction f : (z,y) — y? e_(1+x)yﬂx207y20. On détaillera la réponse.

n = 5000

x, y=0,1

sample = [(x, y)]

for i in range(n):
X = stats.expon(scale=1/y) .rvs()
y = stats.gamma(a=3, scale=1/(1+x)).rvs()
sample.append ((x, y))

sample = np.asarray(sample)

Correction. Dans l'itération, x est une réalisation d’une loi qui dépend de y, et y est une
réalisation d’une loi qui dépend de z. Cela conduit naturellement & penser a un échantillonneur
de Gibbs, qui produit bien une trajectoire ((X1,Y1),...,(Xn,Yn)) pouvant étre vue approxi-
mativement comme un échantillon de loi F', correspondant & la loi stationnaire de la chaine de
Markov créée.
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Dans ce context, en prenant (X,Y’) ~ F un couple aléatoire de loi cible voulue, I’algorithme de
Gibbs correspond (étant donné une initialisation (zg,yo)) & répéter :

— construire une réalisation z,41 de la loi de X ’ Y =y,;

— construire une réalisation y,41 de la loi de YV ‘ X = ynt1-

Pour répondre a la question, il suffit donc de vérifier que les lois conditionnelles de l'itération
et de la loi de densité proportionnelle & f coincident.

D’un coté, litération suggere que X ! Y=y~&y)etY | X =z ~ Gamma(3,1 + z) (on a
bien fait attention au fait que, pour les deux lois, le paramétre de forme correspond a l'inverse
du parameétre d’échelle).

De lautre coté, f(z,y) oz e ¥ 1;>0, qui correspond au terme général de la densité de E(y), et
fz,y) ocy 371 e_(1+$)y]ly20, qui correspond au terme général de la densité de Gamma(3, 1+x).
Ces deux lois conditionnelles correspondent a celles utilisées dans le script présenté.

On en conclut que la loi de densité proportionnelle & f est bien stationnaire pour la chaine de
Markov ainsi créée et sample peut étre vu approximativement comme un tableau de réalisations
i.i.d. de densité proportionnelle & f.

(b) Justifier I'illustration ci-dessous.

u = np.linspace(0, 10, num=200)

plt.hist(sample[:, 1], density=True, bins='auto')
plt.plot(u, stats.gamma(a=2, scale=1).pdf(u))

0.40

0.35

\
|
020
01s |
0.10
0.05 ‘l
oo |
0 2 4

Correction. On vérifie par intégration que si (X,Y’) suit la loi de densité proportionnel &
f, alors Y ~ Gamma(2,1). Le script donné compare donc bien un estimateur de la densité
marginale des Y; a la loi attendue, Gamma(2, 1).

G 8 10 12
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