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Examen

Rappels

— Il sera tenu compte du soin apporté a la présentation et a la rédaction.

— Si vous n’arrivez pas & démontrer un résultat, vous pouvez I’admettre pour la suite de I'exercice.

EXERCICE 1 (8 points)
Soient 6 € R un paramétre inconnu et X de densité

On rappelle que si Y ~ N(0,1), alors pour tout réel s, on a E[e?¥] =e7.
1.

1 _ ((logz)—0)?
€ 2 x>0

fo(z) =

V2T

N

S

0+Y

Montrer que si Y ~ N(0,1), alors X a méme loi que la variable aléatoire e’ . Grace au rappel, en

déduire Eo[X] et Varg(X).

Correction. Méthode de la fonction muette ou fonction de répartition. Puis Eo[X] = 3 et
Varg(X) = e!*2(e — 1).
On suppose désormais disposer d’un échantillon i.i.d. (X1,...,X,) de méme loi que X. Déduire de

la méthode des moments un estimateur 6,, de 6 et établir sa normalité asymptotique.
Correction. On pose 0,, :=log(X,,) — %, ou X, = %2?21 X, et on obtient

\/ﬁ(én—e) 4 N0, 1).

n—o0

On note comme d’habitude ® la fonction de répartition de laloi N'(0, 1). Grace a la premiére question,
donner P'expression de la fonction de répartition Fy(z) de la variable X en fonction de ®, 6 et z. En
déduire la médiane de la loi de X.

Correction. Puisque Fy(x) = ®((logx) — 0)1.>0, bijection de |0, co[ vers |0, 1], on a x5 = el

Déduire de la question précédente un nouvel estimateur gn de 0 et établir sa normalité asymptotique.

Correction. On pose O, = log 71 /2(n) et on obtient

\/ﬁ(gn—e) L>N(0,f).

n—o0 2

Déterminer Pestimateur du maximum de vraisemblance 6,,. Grace a la premiére question, préciser
sa loi.

Correction. On obtient 6,, = %Z?:l log X; ~ N(0,1/n) puisque log X; = 0 +Y; avec les Y; i.i.d.
selon une loi normale standard.
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6. Le modéle (fg)per est-il régulier ? Si oui, calculer l'information de Fisher I(#) pour une donnée.
Préciser si I'un des estimateurs précédents est asymptotiquement efficace.
Correction. Pour tout z > 0 fix¢, la fonction § — fy(z) est C' sur R donc les deux premiers
points de la définition d’un modéle régulier sont vérifiés. De plus, le score vaut ,(X) = (log X) — 6,
d’ott 0 — Eg[¢(X)?] = E[Y?] = 1 est une fonction continue sur R, donc le modéle est régulier avec
I(#) = 1. Puisque v/n(6, —0) ~ N(0,1), 'EMV est asymptotiquement efficace (il est méme efficace).

7. Soit a € ]0, 1[. Donner un intervalle de confiance de niveau (1 — «) pour 6.
Correction. On considére bien entendu #,,, ce qui donne l'intervalle de confiance de niveau exacte-
ment (1 — «) et non asymptotique :

- e (1-w/2) . 2N 1—a/2)
- S e

8. Proposer un test de niveau « pour décider entre Hy : § = 0 et Hy : 8 # 0. Déterminer la p-value
ap(x) associée a une réalisation x = (z1,...,Zy).

~ —1/71_
Correction. On rejette Hy au niveau « ssi |0, > w. On en déduit la p-value

EXERCICE 2 (9 points)
Pour a > 0 et b > 0, la loi inverse-Beta(a, b), notée IB(a, b), est la loi dont la densité est donnée par
1

b= B(a,b)

H_a_b(e - 1)b_1]l]1,+oo[(0) )

ou B(a,b) = FF(EI(ZES;) et T est la fonction gamma, vérifiant, pour tout =z > 0, I'(x + 1) = zI'(z). La
distribution 1B(a,b) est la loi de I'inverse d’une variable aléatoire de loi Beta(a,b). Par ailleurs, si Y ~

IB(a,b) avec a > 2, on a

E[Y] = % et Var(Y) = m .
On rappelle que si X suit la loi géométrique de paramétre p € |0, 1], notée G(p), alors pour tout k € N*,
P(X =k) = (1 — p)*p. De plus, E[X] = % et Var(X) = 1});219_
On fixe maintenant a > 0 et un entier n > 2, et ’on considére le modéle :
0 ~ I := 1B(a, 2)

1\ &
X:(Xl,...,Xn)\0:9~g<9> .

1. Montrer que la loi a posteriori est donnée par I1[ - | X] = IB(a+n,nX, —n+2), ot X, =157  X;.

Correction. On a

n X;-1
7(01X) x 0-2(0 — ) ][ ((1 - ;) ;) )

=1
nynfn
029 — 1 1—1 1 0
o (0—-1) 7 11,+00[ ()

~ H_G_nY”_Q(G N 1)nyn—n+1]1]17+oo[(0) .
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On reconnait le terme général de la loi IB(a + n,nX, —n + 2).

2. Donner I'espérance a posteriori, notée mx, et la variance a posteriori, notée vx.
Correction. On a

a+nX,+1 . (a+nX,+1)(nX, —n+2)
mx =———— et ovx= :
x a+n—1 x (a+n—1)2(a+n—2)

On considére la fonction de perte £ définie par

(t—0)?
VO >1,t>1, £60,t) = — -
(6,%) 00 —1)
3. Donner un estimateur de Bayes, noté T™, pour la loi a priori II et la perte £. On pourra introduire
laloi lIx =IB(a+n+2,nX, —n+1).
Correction. On procéde par minimisation du risque a posteriori. Pour un estimateur 7', on a

oo (T(X) — 6)?
1

+oo — —
= — / (T(X) = 0)? 0=~ "Xn=3(9 — 1)"Xn—"dg
Bla+n,nX, —n+2)/1

(0| X)do

Bla+n+2,nX, —n+1)

= +OOTX 0)? dlix (6
- Bla+n,nX,-n+2) /1 (T(X) = 0)" diTx(9),

ot x = IB(a+n+2, nX, —n+1). Cette quantité est minimale pour 7(X) donné par I’espérance
de la loi IIx, soit -
X 2
T*(X) = atnintz
a+n+1

4. Calculer le risque a posteriori de T*, et en déduire que le risque de Bayes Rp(II) vaut ﬁ
Correction. En remarquant que f1+oo (T*(X) — 0)? dIIx (0) correspond a la variance de la loi IIx,
et en utilisant la relation I'(z + 1) = zI'(z), on a

Bla+n+2,nX,—n+1)(a+nX,+2)(nX, —n+1)

p(IL, T* | X) =

Bla+n,nX, —n+2) (a+n+1)2%(a+n)
_Tla+n+2)(nX, —n+1) I'(a+nX,+2) (a+nX,+2)(nX, —n+1)
B T'(a+nX, +3) Ta+n)T(nX,—n+2)  (a+n+1)2(a+n)
1
n+a+1
On a donc Rp(IT) = E[p(IL, T* | X)] = ﬁ
5. On pose T"(X) = ”ifjjl

(a) Pour 6 > 1, calculer le risque ponctuel R(#,7") de T" (toujours pour la perte ¢).
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Correction. On a

, 1 nXn + 1 ?
R(G’T):e(e—l)E" < n+1 _9>]

1 no— 0 —1)\?

9(9—1)1&9 <n+1(Xn_0)_ n—|—1>

1 no\? — . (=1)?
T 0 1) <<n+1> Varo(Xn) + <n+1>2)
1 n \?600-1) (6-1)?
00 —1) ((n—{-l) n +(n—|—1)2>
B n 0—1
Tt 12 o)
1 1

n+1 O(n+1)2"

ott I'on a utilisé que Varg(X,,) = %% = 0(91:1).

(b) En déduire le risque maximal de 7", noté Ryax(7").

Correction. On a Ry (7") = supy-; R(0,T") = %4.1

(¢) Montrer que T” est minimax.

. 1 N .. .
Correction. On remarque que ;- correspond a la limite, quand a tend vers 0, du risque de

Bayes ﬁ pour l'a priori IB(a, 2). Par un résultat du cours, 7" est minimax.
6. Soit Oy > 1.

1\®"
(a) Montrer que, sous G ((T) ,on a

o

nvx i) 9()(90 — 1) et \/ﬁ(mx - 90) n—%&-)oo N(O, 9()(90 - 1)) .

n—-+o0o

. . en — P .
Correction. Par la loi des grands nombres, on a, sous G (%) , Xn — 0. Ainsi, par
0
o P
continuité, mx — 6y et

Yn“‘LH yn_l‘i‘z
( "_)2( - 2 P, 00— 1),
(14 95)" (1+%57)

nvx =

De plus, on a

a+1—(a—1)b N N0, 86(6 — 1))

a+n—1 n—+00

Vvn(mx —6) =v/n (Xn —60) ++/n

a+n—1
par le lemme de Slutsky.

RN
(b) En déduire que pour toute suite positive (M,),>1 avec M,, — 400, on a, sous G (%) ,
- n—oo

M, P

n—-+o0o

Correction. En utilisant I'inégalité triangulaire et une borne union, on a

M, M,
— < —
P <|9 90‘ > \/ﬁ ‘ X> <P <’0 mxl > 2\/5|X> + ]l{\mx—00|>2k\l/%
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Par la question précédente, on a v/n(mx — o) N N(0,60p(6p —1)). Ainsi, comme M,, — +00,
on a
Pgo(\/ﬁ|mx — 90| > Mn/2) — 0,
n—oo

soit ]l{ﬁlmxfeoan/?} L. 0. D’autre part, par 'inégalité de Tchebytchev, on a

M,, dnvx
P(l6- X | < X
(10> 575 1) < 2

Comme nvx — 0o(0p — 1) et M,, — 400, on obtient P (\0 —mx| > 2]\\4/% ’X) )

EXERCICE 3 (3 points)
Soit la fonction f : R? — R, définie par :

+ v])?
R _ (cos|u .

On admet que [[po f(u,v) dudv < oc.

1. Par quoi faut-il remplacer 777 et $$$ pour que I'algorithme de Metropolis-Hastings ci-dessous, oil £
représente la fonction f, simule une suite de variables aléatoires (X;) dont la loi limite est de densité
proportionnelle & f 7?7

[3]: unif = stats.uniform()
kernel = stats.multivariate_normal(cov=1e-2 * np.eye(2))

n = 10000

threshold = unif.rvs(size=n) # Array of the n thresholds U_1%
move = kernel.rvs(size=n) # Array of the n moves from the current postition

sample = np.zeros((n+1, 2))
x = sample[0]
for i in range(n):
y = x + move[i]
crit = £(y) / £(x)
dec = 777
if dec:
sample[i+1] =y
xX=Yy
else:

$83

Correction. On doit remplacer 7?7 par crit >= threshold[i] et $$$ par sample[i+1] = x.

2. Expliquer cet algorithme grace a des éléments théoriques.
Correction. Au vu du script & trous, et en particulier de la ligne crit = £(y) / £(x), il est
clair qu’il s’agit d’un algorithme de Metropolis. Le noyau de proposition est ici, pour tout = € R2,
N (x,107213), dont la densité ¢(z,-) produit bien une fonction ¢ symétrique (d’oit le cas particulier

de Metropolis-Hastings et le ratio qui devient %, ott y € R? est le candidat).
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3. Voici une représentation des courbes de niveau de f et d’une réalisation de la suite (X;)o<i<n
construite par I’algorithme précédent (Sample sur la figure). Quelle est votre analyse de ce résultat ?
Quelle correction peut-on apporter ?

Correction. Le noyau de proposition est de variance trop faible, ce qui empéche la chaine de
Markov de bien explorer ’ensemble des endroits ol la densité est élevée. Il suffirait par exemple de
prendre une variance I au lieu de 1072 15.
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