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Rappels

— 1l sera tenu compte du soin apporté a la présentation et a la rédaction.

— Si vous n’arrivez pas & démontrer un résultat, vous pouvez I’admettre pour la suite de I'exercice.

EXERCICE 1 (10 points)
Soient 6 > 0 un paramétre inconnu et X de densité

0
folz) = —grglaz1.

Dans toute la suite, on suppose disposer d’un échantillon i.i.d. (X1,...,X,) de méme loi que X.

1. Déterminer la médiane de la loi de X. En déduire un estimateur @\n de 0 et établir sa normalité
asymptotique.
Correction. Pour tout 6 > 0, la fonction de répartition

Fy(x) = <1 - ;) 1p>1

établit une bijection de [1, +oo] vers [0, 1] et la médiane vaut donc

I et o log2
$1/2 = F9 (1/2) = 20 < 0= 7log(g:1/2) = go(l'l/g)

En notant z; /5(n) la médiane empirique, on propose donc 'estimateur

N log 2
On = p(x1/2(n)) = lmg(xjg(n))'

Puisque fo(z;/2) = 9/21+% > 0, on sait que
n—oo

Vi (x15(n) — 21 2) N <O, 9) .

La méthode Delta donne alors

Vi (B, —0) N <0, <1022>2

N—
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2. Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance 6,,.
Correction. La vraisemblance s’écrit

o9 =0
Ln(0) = I l g lxi>1 = l l o+1°

les indicatrices étant superflues puisque, quel que soit # > 0, on a X; > 1 presque stirement. On peut
donc passer a la log-vraisemblance :

ln(0) =nlogh — (6+1)) log X;,
i=1

puis & sa dérivée :
n
n
) 9):77 E logXia
0
i=1
or celle-ci est positive si et seulement si

~ 1
<6, =—r——,
! %Z?:l log X;

qui est donc 'estimateur du maximum de vraisemblance.

3. Montrer que la variable aléatoire T' = log X suit une loi exponentielle dont on précisera le paramétre.
En déduire Eg[log X|] et Vary(log X).
Correction. La méthode de la fonction muette ou le calcul de la fonction de répartition donnent
T ~ E(0), donc Eg[log X] = 1/ et Var(log X) = 1/62.

4. Etablir la normalité asymptotique de gn.
Correction. Les variables T; := log X; étant donc i.i.d. suivant la loi exponentielle ci-dessus, le TCL

donne
\/H<Tn—1> LN(of) |

0] nooo 62

Puisque 51@ = 1/T),, il ne reste plus qu’a appliquer la méthode Delta pour obtenir

\/ﬁ(én—e) — S N(0,6%).

n—o0

5. D’un point de vue asymptotique, entre §n et gn, quel estimateur choisissez-vous ?
Correction. Les deux estimateurs convergeant a la méme vitesse 1/4/n, on choisit celui ayant la
plus petite variance asymptotique, c¢’est-a-dire #,, puisque 0 < log2 < 1.

6. Le modeéle (fy)g=o est-il régulier ? Si oui, calculer I'information de Fisher I(f) pour une donnée.
Correction. Pour tout réel z fixé, la fonction 0 + fy(z) est C'* sur © =0, oo[ donc les deux premiers
points de la définition d’un modele régulier sont vérifiés. De plus, le score vaut £,(X) = % —log X

et la fonction
1 2
(0 — log X)

étant continue sur O, le modéle est régulier avec I(0) = 1/62.

0 — Eg [(4(X)?] = Eg = Var(log X) =

02

7. Préciser si 'un des estimateurs précédents est asymptotiquement efﬁcace
Correction. L’EMV 9 est asymptotiquement efficace, tandis que 9 ne l'est pas.
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8. Soit a € 0, 1[. Donner un intervalle de confiance de niveau asymptotique (1 — a) pour 6.
Correction. On considére bien entendu 6,,. On peut partir de la convergence en loi

0 n—o00

¢ﬁ<%—1>—i%AMQD

pour en déduire l'intervalle de confiance asymptotique

0y, _ 0,,
o 1(1—a/2) * 1 _ & (1—a/2)
1+ — 1 —m

Une autre solution consiste & appliquer le Lemme de Slutsky pour dire que

Vn(a%_e>—ii+Ama1)

n—oo

dont il découle l'intervalle

) )

9. Proposer un test de niveau asymptotique o pour décider entre Hy : 8 < 1 et Hy : 0 > 1. Déterminer
la p-valeur asymptotique a(x) associée a une réalisation x = (x1,...,oy).
Correction. Vu qu’on a affaire un test unilatére, on part d’un intervalle de confiance unilatére de
sens opposé a 0y =|0, 1], c’est-a-dire de la forme [A,,, +00]. Les raisonnements sont les mémes qu’en
question précédente. Si I'on part de 'intervalle de confiance asymptotique
O

d1(1-a)
e

I, = ; Foof,

on en déduit que le test T'(X) = 17,nj0,1)=p est de niveau asymptotique a, ce qui s’écrit encore

~ o 11—«
TX) =1 s G514+ 2 19
vn
Pour une réalisation x = (z1,...,z,), la p-valeur asymptotique associée est

o1(1 —

adgznﬁ{aemJL@¢Q>1+ v%‘”}:1—¢(¢ma@y_n)

Si 'on part plutot de Iintervalle
~ (1 - a)

le test T"(X) =1 17 nj0,1]=¢ est lui aussi de niveau asymptotique «, ce qui donne la p-valeur asymp-

totique
1
i -1-asa(1 ).

Noter que ces deux tests sont en fait de taille asymptotique . Sil’on part des intervalles de confiance
de la question précédente, on obtient des tests qui sont bien de niveau asymptotique o mais de taille
asymptotique «/2.
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10. Que se passe-t-il si 'on veut estimer 6 par application de la méthode des moments ?
Correction. On a

>0
E@[X] :/1\ dea

intégrale convergente si et seulement si # > 1. Or a priori on sait uniquement que 6 > 0, donc
cette méthode n’est pas adaptée. Clairement, le méme probléme apparait pour tout k£ € IN* si I'on
souhaite se baser sur le moment d’ordre k, c’est-a-dire Eg[X k], puisque cette espérance n’est finie
que pour 0 > k. On peut également noter que ’étude de 'EMV revient en fait a appliquer le méme
raisonnement que pour la méthode des moments a Ey[h(X)] avec h(z) = log .

EXERCICE 2 (8 points)
Soit 02 > 0 et soient z1, ..., x, des réels fixés et connus. On considére le cadre bayésien suivant :
0~ 1,2 = N(0,6?%)
Y=(Y,...,Y,)|0=0~N(lz,1)® - @N(0zy,1).
Autrement dit, la loi de Y est celle de 8z + ¢, ot & = (21,...,%,), et ot € = (g1,...,&,) ~ N(0,1)®",
avec 0 et ¢ indépendantes.
1. Montrer que la loi a posteriori est donnée par

(- Y) :N( (z,Y) ! > ;

e o e o

ot (z,Y) =" z;Y; et [[z]|* = (z,z) =Y, 22
Correction. Pour tout # € R, on a

_ (=022
2

m(0|Y) e_z%22 He
i=1

o= 3 (020200 (0202 —202,Y7) )

X
_a‘2+uzn2(92_29 (@.Y) )
xe 2 o= 2]
_a*2+uxn2(9_ (,Y) )2
xX e 2 o= 2+z?

On a donc bien

HUZ(-\Y):N< (z,Y) ! ) .

o2+ [[x]*" o7 + la)?

2. Quelle est la moyenne a posteriori my ? Et la variance a posteriori vy ?
Correction. On a
(x,Y) . 1
mY — S BTG ) (§] ’UY = —5 7 5 "
o7+ ||z|? o7 + ||z|]?
3. On considére la perte quadratique £(6,t) = (6 — t).
(a) Donner un estimateur de Bayes. On le notera T*(Y).
Correction. C’est la moyenne a posteriori : T*(Y) = my.
(b) Que vaut le risque a posteriori de T*(Y)?

Correction. On a

1

PILT (V)| Y) =E[(6 = my)*[Y] = vy = o
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(c) En déduire la valeur du risque de Bayes Rp(Il,2).

Correction. On a Rp(Il,2) = E [p(IL, T*(Y) | Y)] = #II%HQ

(d) On suppose que ||z[? > 0 et I'on considére I'estimateur T(Y) = {.X)

I ET
i. Déterminer la fonction de risque de T' (toujours pour la perte quadratique). On pourra
utiliser le fait que sous Py, Y ~ 26 + ¢ avec € ~ N(0,1)%".
Correction. Pour tout # € R, on a

R(0,T) = E, K(ﬁcxﬁ? _ 9)2]

- ||331H4E9 {(<x,m6+8> - “"3"29)2}

1 n 2
i=1
1 n
Z 2
i=1
1

BRETR

ou l'on a utilisé le fait que, sous Py, Y — 0z ~ ¢ ~ N(0,1)®".

ii. L’estimateur T est-il minimax ?
Correction. Comme la fonction de risque de T est constante, on a Ryax(7T) = HIIHQ. De
plus, en considérant la suite de lois a priori (Il = N(0,k))g>1, on a

1 1
lim Rp(llx) = lim = =Rpax(T).
k—+00 B( k) k—+o0 % + HQ;HQ ”33”2 e ( )

Par un résultat du cours, T est minimax.

4. Soit §p € R. Dans cette question, on suppose que les réels x; sont tels que ||z? tend vers +o0o quand
n — 400, et 'on s’intéresse a la consistance de la loi a posteriori en 6.

(a) Montrer que pour tout § > 0, on a

1
P(|0—90|25‘Y)gﬁ(vy—l—(my—ﬁo)z).

Correction. Par 'inégalité de Markov appliquée au carré, on a

P (10— 00l > 5| Y) < B [(6 —00)° | Y]

1
:?
1 2
:ﬁ(’UY"—(mY—QO) ),

E [(6 — my)? + (my — 0)* +2(0 — my)(my — 0p) | Y]

ot 'on a utilisé le fait que E [(8 — my)(my — 6p) | Y] = 0.
(b) En utilisant I'inégalité de Tchebytchev, montrer que

{z.e) B g
]2 '
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Correction. Soit 6 > 0. Comme la variable (x,¢) est centrée, on a, par I'inégalité de Tchebyt-

chev,
(2 €)] ) 1 - 1
IP’( >0 ) < Var rig; | =5 — 0,
Ek sy | 2 Tl e

puisque ||z||* — 400 par hypothése.

. Py
(c) En déduire que my —> 6o, et conclure.
Correction. Sous Py, on a Y ~ 26y + . Ainsi,

(x, 200 +¢€) (z,€) — o209
my b~ o =T e
o2 + ||| o2 + |

En utilisant la question précédente, le fait que ||z||?, et la continuité, on obtient bien my —

O 0. De plus, vy = — 0. Ainsi, l'inégalité de la question 4(a) donne

1

I o
Po,

P(16—6 >5]Y) =% 0.

La loi a posteriori est donc consistante en 6.

EXERCICE 3 (2 points)
On considére le modeéle Poisson P = (P(6)®")g~¢, et Pon souhaite tester

Hy:0=1 contre Hi:0#1-
Pour cela, on considére la perte équilibrée et la loi a priori
IT = ady + (1 — a)Exp(1),
avec a €]0,1[.

1. Calculer II({1}X).

Correction.

n eillxi
aHiZl( X;! )

H{1}X) = e %,
alliL, (e )1(1'&) +(1—-a) ij_\{l} e Tl (e f{?'xz) df
B ae™ "
ae ™ + (1 —a) [;7 gnXne(nt1idp

ae™ "

_ I'nX,+1

2. Montrer qu’un test de Bayes est donné par

p(X) = ]l{ (Xl

(n1)n X+l = a}
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ol ¢, est une constante dépendant uniquement de o que vous préciserez.
Correction. On sait par le cours qu'un test de Bayes est donné par ¢*(X) = lyyq1yx)<1/2- Or

I'(nX,+1)
(n+ 1)nYn+1

(nX,)le” S
(n+ 1)an+1 T 1l-«

M{1}X) < % s ae < (1-a)

On a donc bien la forme souhaitée avec co = 2.
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