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Rappels

— 1l sera tenu compte du soin apporté a la présentation et a la rédaction.

— Si vous n’arrivez pas & démontrer un résultat, vous pouvez I’admettre pour la suite de I'exercice.

EXERCICE 1 (8 points)
Soit # € R un paramétre inconnu et X de densité

1 _ ((logz)—0)2
€ 2 >0

fo(x) =

V2T

M
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On rappelle que si Y ~ N(0,1), alors pour tout réel s, on a E[e?¥] =e7.
1. Montrer que si Y ~ A(0,1), alors X a méme loi que la variable aléatoire e*Y . Grace au rappel, en
déduire Ep[X] et Varg(X).
2. On suppose désormais disposer d’un échantillon i.i.d. (Xi,..., X,) de méme loi que X. Déduire de
la méthode des moments un estimateur 6,, de 6 et établir sa normalité asymptotique.

3. On note comme d’habitude ® la fonction de répartition de la loi (0, 1). Grace a la premiére question,
donner 'expression de la fonction de répartition Fy(x) de la variable X en fonction de @, 6 et x. En
déduire la médiane de la loi de X.

4. Déduire de la question précédente un nouvel estimateur §n de 0 et établir sa normalité asymptotique.

5. Déterminer Pestimateur du maximum de vraisemblance 6,,. Grace a la premiére question, préciser
sa loi.

6. Le modéle (fg)per est-il régulier ? Si oui, calculer l'information de Fisher I(#) pour une donnée.
Préciser si I'un des estimateurs précédents est asymptotiquement efficace.

7. Soit a €]0, 1[. Donner un intervalle de confiance de niveau (1 — «) pour 6.

8. Proposer un test de niveau o pour décider entre Hy : § = 0 et Hy : § # 0. Déterminer la p-value
ap(x) associée a une réalisation x = (21, ...,Ty).

EXERCICE 2 (9 points)
Pour a > 0 et b > 0, la loi inverse-Beta(a, b), notée IB(a, b), est la loi dont la densité est donnée par

1

b= B(a,b)

H_a_b(e - 1)b_1]1]1,+oo[(0) )

ou B(a,b) = % et I est la fonction gamma, vérifiant, pour tout z > 0, I'(x + 1) = zI'(z). La

distribution IB(a,b) est la loi de I'inverse d’une variable aléatoire de loi Beta(a,b). Par ailleurs, si Y ~
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IB(a,b) avec a > 2, on a

E[Y] = aa—i_ii_ll et Var(Y)= m-

On rappelle que si X suit la loi géométrique de paramétre p €]0, 1], notée G(p), alors pour tout k € N*,
— 1-
P(X = k) = (1 —p)*!p. De plus, E[X] = % et Var(X) = p—gp.
On fixe maintenant a > 0 et un entier n > 2, et 'on considére le modéle :
0 ~ 11 :=IB(a,2)
"
X:(Xl,...,Xn)\0:9~g<9> .

1. Montrer que la loi a posteriori est donnée par I1] - ‘ X]=1IB(a+n,nX,—n+2),ou X, = % Yo X

2. Donner I'espérance a posteriori, notée mx, et la variance a posteriori, notée vx.
On considére la fonction de perte ¢ définie par

(t—0)?

3. Donner un estimateur de Bayes, noté T™, pour la loi a priori II et la perte £. On pourra introduire
la loi lIx = IB(a +n + 2,nX,, —n+1).
4. Calculer le risque a posteriori de T*, et en déduire que le risque de Bayes Rp(II) vaut

5. On pose T"(X) = %

(a) Pour 6 > 1, calculer le risque ponctuel R(6,7”) de T” (toujours pour la perte £).

1
n+a+1-

(b) En déduire le risque maximal de 7", noté Ruyax(7").
(¢) Montrer que T” est minimax.
6. Soit Oy > 1.

®mn
(a) Montrer que, sous G <9i> ,on a

o

nx —— Bp(0o—1) et almx —60) —= N(0,00(60 —1)).

n—-+4o0o n—-+o0o

n
(b) En déduire que pour toute suite positive (M,),>1 avec M,, — +00, on a, sous G (%) ,
- n—oo

M, P

n—-+0o0o

EXERCICE 3 (3 points)
Soit la fonction f : R? — R, définie par :

v R2 — M.
(u,v) e R%,  f(u,v) 100+ oA & o
On admet que [[po f(u,v) dudv < oc.

1. Par quoi faut-il remplacer 777 et $$$ pour que ’algorithme de Metropolis-Hastings ci-dessous, ou £
représente la fonction f, simule une suite de variables aléatoires (X;) dont la loi limite est de densité
proportionnelle & f?
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[3]:

2.

unif = stats.uniform()
kernel = stats.multivariate_normal(cov=1e-2 * np.eye(2))

n = 10000

threshold = unif.rvs(size=n) # Array of the n thresholds U_%
move = kernel.rvs(size=n) # Array of the n moves from the current position

sample = np.zeros((n+1, 2))
x = sample[0]
for i in range(n):
y = x + movel[i]
crit = £(y) / £(x)
dec = 777
if dec:
sample[i+1] =y
x=y
else:

$$$

Expliquer cet algorithme grace a des éléments théoriques.

3. Voici une représentation des courbes de niveau de f et d’une réalisation de la suite (X;)o<i<n

construite par l'algorithme précédent (Sample sur la figure). Quelle est votre analyse de ce résultat ?
Quelle correction peut-on apporter ?
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