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CORRECTION DU TD 3

EXERCICE 1
1. (a) Soit f:t € R~ E[(X;—t)?]. Pour tout ¢, f(t) = t* — 2E(X;)t + E(X?) est un trinome en
t strictement convexe. Il admet donc un unique minimum la ou sa dérivée s’annule : f'(t) =
2t — 2E(X1) =0&st= E(Xl)
(b) De la méme maniére que précédemment, t € R — 2 —2 (=137 | X;)t+n~1 3" | X? admet

un unique minimum en son point critique qui est t = n~! Yo X=X,

2. Rappel : pour voir que pour toute v.a. Z > 0, on a bien
oo
E[Z] :/ P(Z > z)dz,
0
il suffit d’appliquer I’égalité de Fubini-Tonelli :

o o0 o
/ P(Z>z)dz:/ E[Lzs.] dz:E[/ ]lz>zdz} — E[Z].
0 0 0
(a) En utilisant 1’égalité ci-dessus pour Z = |X; — t| et en remarquant que
P(|X1—t>2) = P(Xi—t>2)+P(t—X; > 2),

on obtient pour tout t € R
]E(|X1—t|):/OOOIP’(|X1—t|>z)dz
:/OOOIP’(Xl—t>z)dZ—|—/OOOP(t—X1>z)dz
:/000(1—F(z+t))dz+/oooF(t—z)dz
:/too(l—F(u))du—i-/t F(u)du.

—00

Rappelons que les deux intégrales sont finies pour tout réel ¢ puisque les intégrands sont positifs
et que les deux termes sont majorés par E (| X1 — t|) < E|X1| + |t| < co. Etudions la seconde :
on peut donc écrire

/t F(u)du:/o F(u)du+/0tF(u)du:C+/0tF(u)du,

— 00 —00

ou C := ffoo F(u)du est une constante. Comme F' est continue, elle admet une primitive @,

qui est donc de classe C! et vérifie

/t F(u)du = C + ®(t) — ©(0).

—0o0



Par conséquent, la seconde intégrale, vue comme une fonction de ¢, est dérivable sur R, de

dérivée % < /too Flu) du) = ®/(t) = F(t).

Un raisonnement similaire donne
—+o00 “+0o0 t
/ (1— F(u)) du:/ (1— F(u)) du—/ (1— F(u)) du=C' —t+ d(t) — B(0),
t 0 0

ou ¢ := 0+°O (1 — F(u)) du est une constante, si bien que

< (/:OO (1— F(u) du> — P(t) - 1.

Au total, la fonction ¢ — E[|X; —t|] est C! sur R, de dérivée
d
—E[| X1 —t|]] =2F()— 1.
L x, 1] =27()

Par suite, comme F' est une bijection strictement croissante d’un voisinage de x1/3 dans un
voisinage de 1/2, on a

2F(t) = 1>0+=t>xpet 2F(t) — 1 <0<=1t <z

donc la fonction t — E|X; — | atteint son unique minimum en t = zy 5.

(b) La fonction g : ¢t — %Z;;l | X; — t| est affine par morceaux et sa pente change en chaque Xj.
En ordonnant les X; de la fagon suivante

Xy < Xy < < Xy,

et en notant X () = —oo et X(,,11) = +00, on remarque que la pente de la fonction g vaut —n/n
sur | —o0, X[, —(n—2)/nsur [X(1), X9, ..., (n—=2)/m sur [X(,,_1), X(n)[ et n/n sur [X (), ool.
Autrement dit, la pente vaut (2(k — 1) —n)/n sur Uintervalle [X 1), X()[ (en excluant X g
pour k = 1). Ainsi, de deux choses 1'une :

e si n est pair, la pente de g va s’annuler sur un intervalle, correspondant &
[X(n/2)s X(n/241)]- Donc la fonction g est minimale sur intervalle [ X, /9), X(5/241)] (I'arg-
min est alors un intervalle).

e Si n est impair, la pente de g ne va pas s’annuler et cette fonction atteint son unique
minimum en X((,41)/2)-

Cependant, puisque la médiane empirique est définie de fagon unique par z; /Q(n) = X215
c’est-a-dire X((,11)/2) si n est impair et X, /9) si n est pair, elle minimise dans tous les cas la
fonction g. Plus précisément, c’est la plus petite valeur minimisant g.

EXERCICE 2
Rappel : le fait que X et —X aient méme loi signifie que pour toute fonction ¢ telle que la variable p(X)
soit intégrable, on a E[p(X)] = E[¢(—X)].
1. Par symétrie, on a X ~ —X donc E(X) = E(—X) ce qui donne E(X) = 0. Ainsi, Eyg(X1) =
0+E(X)=6.

2. Comme X est symétrique, on a
P(X > 0) = E[1x>0] = E[1_x>0] = E[1x<0] = P(X <0),

i.e. puisque F' est continue : 1 — F'(0) = F(0), donc F'(0) = 1/2. Comme F est strictement croissante

sur un voisinage de 0, la médiane de la loi de X est donc égale & 0. A présent, on a Fy(0) = F(6—0) =

F(0) = 1/2 donc comme Fy est strictement croissante sur un voisinage de ¢, on a 6 = F” 1(%)



3. Dans les trois questions suivantes, la loi de X admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue,
qui est paire, continue et strictement positive en 0. Ainsi, F' est continue sur R et est strictement
croissante au voisinage de 0, et la loi associée est symétrique. D’aprés 1) et 2), les X; ont donc pour
espérance et médiane 6.

(a) On suppose que F est la fonction de répartition de la loi normale A(0,02). On a par le TCL

V(Xn — 0) —2 N(0,02).

n—oo

Par ailleurs, comme la fonction Fy est dérivable en 6 avec une dérivée égale a fp(6) = f(0) =
1/v2ma? > 0, le théoréme de convergence en loi des quantiles empiriques nous donne dans ce
cas

\/ﬁ(xl/Q(n) —0) LN <O, 411(27710)—2> = N(0,702/2).

La moyenne empirique est donc un meilleur estimateur que la médiane empirique, et ce quel
que soit o.

(b) On a Var(X) = E(X?) = 1/5 et le TCL implique

V(X —0) —2— N(0,1/5).

n—00

Comme la fonction Fj est dérivable en 6 avec une dérivée égale a fp(0) = f(0) = 3/4 > 0, le
théoréme de convergence en loi des quantiles empiriques donne

Vil js(n) —0) o N (0, 1(3/14)2> — N(0,4/9).

La moyenne empirique est donc meilleur que la médiane empirique.
(c) Si X a pour densité %e"m‘ (loi de Laplace), on a

Var(X) = E(X?) = /R zexp(—z)dr =T(3) = (3 —1)! = 2.

On a donc par le TCL

V(Xn — 0) —25 N(0,2).

n—oo

Comme la fonction Fy est dérivable en 6 avec une dérivée égale a fy(0) = f(0) =1/2 > 0, le
théoréme de convergence en loi des quantiles empiriques implique

V(e s(n) —0) —s N <0, 111(1/12)2) — N0, 1).

n—o0

La médiane empirique est donc meilleure que la moyenne empirique.

EXERCICE 3

1. Puisque Ey(X1) = 6/2, un estimateur de 6 par la méthode des moments est donné par 0, = 2X,,
lequel est fortement consistant par la LEGN.



2. Concernant 6, la f.d.r. de la loi [0, 6] s'écrit : F(x) = 7 pour x € [0 0]. Ainsi, Vz € [0, 1], F(0x) =
et F~'(u) = Ou. La médiane de la loi U[0, 0] est donc définie par : F~1(1/2) = 6/2. On peut définir
Destimateur G = 212(n) = 2F,}(1/2, ou F), est la f.d.r. empirique de I'échantillon X1,..., X,.
Puisque Fy est strictement croissante en /2, alors par le théoréme de convergence des quantiles

empiriques, 71 /5(n) 2% /2, donc 05 gt 0 est un estimateur (fortement) consistant de 6.
Concernant 673, sa fonction de répartition s’écrit :
VxE]R:F(;(x):IP’<maX Xigx)
3 1<i<n

= (P(X1 <2))"

0 siz <0
=< z2"/0" six€]0,0]
1 sinon.

De plus 53 < # p.s., donc nous avons :

V6>0:IP’<\§3—0|>6):P(9—§3>6)

=I5, (0—¢)

|0 sie>0
| (0—¢€)"/0™ sinon
— 0.

n—-+o0o

Autrement dit, 53 E) 0 et 53 est un estimateur consistant de 6. A linstar de 9Al et 52, §3 est
aussi fortement consistant par application du Lemme de Borel-Cantelli, puisque pour tout € > 0,

P (]53 -0 > e) = 1" avec 7 € [0,1[, donc 33 o, P (|§3 -0 > e) < 0.
3. Pour la convergence en loi de 51, le TCL nous indique que :

V(0 — 0) —%— N(0,4 Varg(X)) = N(0,6%/3).

n—oo

Concernant la convergence en loi de #y, F est dérivable sur 10,01, de dérivée f(z) = 07 1) /().
D'ow, f(0/2) = 6~ > 0. Ainsi, par le théoréme de convergence en loi des quantiles empiriques :

Vitteyan) - 0/2) s & (0. 2052 —wvio.02/a),

n—oo

On obtient donc par la méthode delta :

V(0 — 0) —2— N(0,62).

n—0o0

Considérons enfin la convergence en loi de 93 Puisqu’il n’y a pas de théoréme central limite pour
93, nous allons étudier la convergence simple de la fonction de répartition de n(6 — 93) (le choix de
n plutdt que /n ainsi que 6 — 93 plutdt que 03 — 6 se détermine par analyse et synthése) :

VxeR:P(n(6—§3)§x>: (93 G_E)

om0
1 sixz > nb
=< 1- (1—%)n si x € [0,nd]

0 sixz < 0.



En remarquant que

(1—%)n:exp(nln(l—%)> et nln(l—%)w—%n:z—f

mais aussi que 1 ,g)(z) — I, (7) et Tjpg o) () — 0, on obtient

n—-+oo

VxER:P(n(9_§3)§x> {1exp(z) six

Autrement dit,
n(0 — ) + £(1/0).

Ainsi, les estimateurs 6 et #, sont asymptotiquement normaux, ce qui n’est
d

vp(Xy —a) —— X,
n—oo

P . . . ~ s . .
alors X, — a. Ainsi, on retrouve le fait que les estimateurs 61, 6, et 63 sont consistants (ils convergent

en probabilité vers 6).

4. é\g converge a la vitesse 1 /n alors que (/9\1 et 672 convergent a la vitesse 1 /+/n. On préfére donc 53.
donc & 65. Mais il faut

Par ailleurs, 81 a une plus petite variance asymptotique que 02, on le préfére
vraiment utiliser 3!

5. Pour déterminer un IC, on utilise le meilleur estimateur de 6, a savoir 53. On sait que :

P(@, < 0) — 1,
Vi € [0,0],1@(53 < a:) - %:
Ainsi, .
Vz € [o,e},xp(x <8 < 9) —1- ‘;in

Donc, pour a € [0,1], en choisissant = = #a'/", on obtient z € [0, ], puis :
P(Ga””ﬁ@;ﬁ@) =1-a,

i.e.

P(gg <f< ail/"@g) =1-o.

En conséquence, un intervalle de confiance de niveau (1 — «) pour 6 est donné par [53, a V "53}

EXERCICE 4
1. Notons f(z1/9) la dérivée de F' en x1/o. Par hypothése f(z;/2) >0, et I'on a

\/77(531/2(”) —551/2) a /\/(0, Af( ! >

n—roo 561/2)2
C dant
ependan - < )_ @‘1(1—(1/2) ' ( )+ @_1(1—(%/2)
I YISV

2f(w1/2)v/n

ne constitue pas un intervalle de confiance satisfaisant car f est inconnue! Il faut donc faire autre
chose. On va voir qu’on peut en fait s’en sortir méme sans supposer F' dérivable en sa médiane!

>0

0 sinon.

pas le cas de 63. Pour
conclure sur les propriétés de convergence de ces trois estimateurs, on peut invoquer le résultat du
cours indiquant que lorsqu’il existe un réel a et une suite (v,,) de réels tendant vers +oo tels que

|



2. Comme F est continue sur R, on a F(z;/9) = 1/2, et le TCL vu en cours donne
d
V(En(x1/2) = F(21/2)) = Vn(Fp(x1/2) — 1/2) — N(0,1/4).

3. Principe : L’astuce est de déterminer un intervalle de fluctuation pour F,(x;/5) et « d’'inverser »
F,, en remarquant que, pour tout w, x — %Z?:l Lx,(w)<e est la fonction de répartition d’une loi
discréte, donc par la relation du cours sur l'inverse généralisée, pour tout t € Ret ¢ € R :

Fu() > q <= = > F;'(q).
Par contraposée, il vient pour tout q1,q2 € R :
@ < Fo(z) < g2 <= F, ' (q1) <z < F, ' (g2). (1)

Maintenant, si g, = ®~ (1 — /2), la question précédente implique

P@ S < Fy(a) 1 2f>ml—a.

Grace a (1), ceci fournit directement un intervalle de confiance de niveau asymptotique (1 — «) pour

s
=l am) el

On peut remarquer que puisque

133 <l < g+ gl {5~ gl Bl < g g

I'intervalle ) .
I | p-l qo . F—1 qo
= |m (5 amm) B (ot

est un intervalle de confiance de niveau asymptotique (1 — ) par excés pour 1 /5.

4. Par ce qui précéde, et en utilisant le fait que ®~1(0,975) < 2, un intervalle de confiance pour la

médiane est donné par
1 1 1 1
Fl-——):; FY=+—]]|
G ) G )]

En se rappelant que pour tout p € [0,1], xp(n) = X(p)), et en prenant n = 10%, on obtient
Iintervalle de confiance pour la médiane [X (4900)» X (5100)5.

EXERCICE 5
On note P = ~(q,0) la loi de X. Révisez les formules relatives a la loi Gamma vues en TD1!

1. On suppose ¢ > 0 connu et § > 0 inconnu.
(a) Comme Ep(X) = %, on a # = ¢/Ep(X) et on propose § = q/X, comme estimateur de 6
(méthode des moments).
(b) On applique le TCL aux variables X7, ..., X,, i.i.d. dans L? de variance commune ¢/6? :

V(X — /) —— N(0,q/6%). (2)



La méthode delta donne
Vi(f - q) —— N(0,6*/q),

donc

Jan (g— 1) —4 4 N(0,1),

n—o0

Ainsi, en notant g, = ®1(1 — a/2) le quantile d’ordre 1 — a/2 d’une N(0, 1), il vient

6
]P)<_QO4§ qn<_1>SQO¢) 1 —«
0 n— 00

d’ot 'on déduit 'intervalle de confiance de niveau asymptotique (1 — «) :

;o ]
qo_ qo :
T+ % 1%

Remarque : Une autre méthode (asymptotiquement équivalente) consiste a dire que, par la mé-
thode delta appliquée a (2),

V(X6 — q) —— N(0,q),

donc

Pour a = 0.05, ¢ =2 et n =10, on a g, ~ 1.96 et I'intervalle I s’approche par
[(2 —~1.96/V5) /X, (2 + 1.96/\/5)/)(4 ~ [1.12/X ,,,2.88/X ).

Noter cependant que n = 10 n’est pas assez grand pour justifier I'utilisation d’un intervalle de
confiance asymptotique!
2. On suppose ¢ > 0 inconnu et # > 0 connu.
(a) Comme Ep(X) =%, onaq=0Ep(X) et on propose § = #X,, comme estimateur de ¢ (méthode
des moments).
(b) On applique le TCL aux variables X1, ..., X,, i.i.d. dans L? de variance commune ¢/6? :

Vi(Xa = a/6) —— N(0,q/6%).



3.

Ainsi, en utilisant la méthode delta, on obtient la convergence
~ d
Vn(@—q) —— N(0,9),
n—oo
donc via Slutsky

Vil 4o, 1).

\/a\ n—oo

En notant g, = ®~1(1—a/2) le quantile d’ordre 1 —a/2 d’une N'(0, 1), on en déduit un intervalle
de confiance pour ¢ au niveau asymptotique (1 — «) :

I: A_Qa\/a\ /\+qa\/a\
q NG » 4 Jn |

On suppose ¢ > 0 et § > 0 inconnus. On cherche deux équations de moments : on a E(X) =

Var(X) = z5. On a donc

et

Sa{ESY

BX) (B

0= ,
Var(X) Var(X)
on propose donc les estimateurs empiriques :
~ X N X )2
gzgggﬁgfetnglgﬁgf

X% - (Yn)Q - (YR)Q

X2
n
Comme d’habitude, la LFGN donne X, 3 ¢/0 et X2 23 ¢/62 4+ (¢/6)? ce qui montre que les
estimateurs sont fortement consistants.

EXERCICE 6
Ce modeéle est le méme que celui proposé dans la feuille de TD2. On a X; /6 —1 qui suit une loi exponentielle

de paramétre 1.

1.

2.

Comme Ey(X;/0 —1) =1, on a EgX; = 20 donc 6 = Ey(X1)/2 et 'estimateur par la méthode des
moments est § = X, /2.

D’aprés le TCL appliqué aux Y; = X;/0 — 1 i.i.d. de loi exponentielle de paramétre 1, nous avons

V(Y —1) — N(0,1),

n—oo
l.e.

Vi(X,/6 —2) —2= N(0,1),

n—oo

soit, par la méthode delta,

V(0 —60) —— N(0,62/4).

n—oo

Comme 8 = X, /2 est sans biais,
E ((5— 9)2> = R(8,0) = Var(X,/2) = Var(X1)/(4n) = Var(X1/0 — 1)62/(4n) = 62/ (4n)

car la variance de la loi exponentielle de paramétre 1 est 1. Donc ) converge vers  en moyenne
quadratique (2 la vitesse 1/n). Notez au passage que cela est cohérent avec la variance asymptotique
trouvée plus haut.



3. Le risque de 8 est de D'ordre de 1 /n donc d’ordre beaucoup plus grand que 1/n?, qui ¢tait Pordre du
risque de l'estimateur X(;) du TD2. Donc on doit ABSOLUMENT préférer Xy a 6.

EXERCICE 7 Soit # > 0 un paramétre inconnu. On considére la densité fy par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R définie par

1
fo(z) = %(1[0,9] (z) + 1j20,30())-
Dans toute la suite, on suppose disposer de n observations i.i.d. X1,..., X, de densité fy.

1. On voit facilement que E[X;] = 30/2 et
1 [/ /° 3 1062 1362
E[X?] = % (/0 x2dx + /20 x%ix) =5 = Var(X;) = BT

On déduit de la loi des grands nombres que gM’n =2X, /3 est un estimateur consistant de 6. Le
théoréme central limite et la méthode Delta assurent quant a eux que

Vi(Orrp — 0) % N(0,136%/27).

2. La fonction de répartition de X; vaut

T 1 T 1
Fy(x) = %1[0,9[(95) + 51[9,20[(55) + <29 - 2) 1126,36((7) + L[39,400[(Z)-

3. Le premier quartile vaut ¢ = ;4 = 0 /2, point ol Fy est strictement croissante et dérivable, de dérivée
fo(0/2) = 1/(20). En notant z;,4(n) le premier quartile empirique, on en déduit que gq,n = 2z /4(n)
est un estimateur consistant pour #, et asymptotiquement normal avec

~

V(0 — 0) —2— N(0,362).

n—oo

4. Du troisieme quartile QQ = w3/, = 50/2, on déduit comme ci-dessus que éQ,n = 2w3/4(n)/5 est un
estimateur consistant pour 6, et asymptotiquement normal avec

~

V(0. — 0) # N(0,362/25).

5. Parmi éM,n, gq,n, an, on choisit celui ayant la plus petite variance asymptotique, i.e. é\Q,n.
6. Soit X(n) = maxi<ij<n X;. 01 0 <z < 0, alors 20 < 360 —x < 30 et le calcul précédent de Fj donne
T\
P(X,,) < 30— ) = (Fs(30 — ”:(1—7> .
(X(n) <30 — ) = (Fy(30 — 2)) 50

Si on pose é\sm = X(n)/3, alors presque siirement é\gm < 6 et pour tout 0 < e < 0/3, on a

. ~ 3e\"
(B~ 61 2 ) = Pl <0 - ) =Xy <30 -3) = (1= 3£ =0

Autrement dit, §S7n est un estimateur consistant de 6.



7. Pour tout ¢t > 0 fixé, on a 0 < ¢t/n < 6/3 pour n assez grand donc on peut appliquer le calcul

10.

précédent en remplacant € par t/n, ce qui donne

~ t\"
P(fs, <0 —t/n) = (1 - 3) — e,

20n n—00

Pour tout t > 0,

P(n(0 — O5,) < t) = 1 —P(s, < 0 —t/n) —— 1 — e 3.

n—o0

Ceci prouve que la suite de variables aléatoires (n(6 — (/9\gn)) converge en loi vers une variable de loi
exponentielle de paramétre 3/(26).

Les estimateurs é\M,n, gq,n et (Z)\Q,n convergent a vitesse 1/4/n, tandis que é\gm converge a vitesse 1/n.
C’est donc ce dernier que 'on choisira asymptotiquement.

La médiane de la loi de X7 est par définition
-1 . 1
r12=F, (1/2) =infqx €R, Fy(z) > 3(= 0.

Puisque Fp n’est pas strictement croissante en x5, on ne peut pas appliquer le résultat de conver-
gence de la médiane empirique vers la vraie médiane. La médiane empirique va en fait osciller
éternellement entre des valeurs inférieures a 6 et des valeurs supérieures a 26.

Pour trouver un intervalle de confiance bilatére non asymptotique pour 6 au niveau (1 — ), on peut
appliquer une inégalité non asymptotique, de type Tchebychev ou Hoeffding. Par exemple, pour
Tchebychev, il suffit d’écrire que pour tout ¢ > 0,

— 30 Var(X;) 1362 ~ 13
P(|X,-2|>c)< - <:>]P>‘ n-‘>\/ <
<‘ 2|~ C) - nc? 12¢?n Orn =) 20 27an | = ¢

Pour tout couple (n, ) tel que na > 13/27, un intervalle de confiance non asymptotique pour € est
donc

9M,n . HM,n
) .
/ 13 / 13
1+ 27an 1 - 27an

Si na < 13/27, il suffit de remplacer la borne de droite par U'infini.




