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CORRECTION DU TD 7

EXERCICE 1 (Lois conditionnelles et vecteur gaussien)

1. (a) Par définition la densité marginale f de X s’obtient & partir de la densité jointe de (X,Y’) en
intégrant par rapport a y. Donc pour tout z € R,
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Ainsi £(X) = N(0,1). De méme, la densité g de Y est donnée par, pour tout y € R,

1 —y2/2 —y2/4
9(y) = /RQW exp(—2? + 2y — y*/2) dx = ¢ 5 /e_(m_g)2+y2/4 dz = & o /6—(2?—3)2 dz
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On reconnait la densité d'une loi N(0,2), qui est donc la loi de Y.

(b) Par définition la densité conditionnelle de Y sachant X = z est, si h(x,y) est la densité du
couple (X,Y) (ici par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?),

o) = @) hlay) g ep(ca® +ay —y7)2)
e Jgh(z,y)dy — flz) \/%e—aﬂ/z y

d’aprés le calcul de f(x) ci-dessus. On simplifie et on obtient

1
9:(y) = \/72?

Ainsi L(Y | X = z) = N(z,1). On aurait aussi pu obtenir ce résultat par la méthode du
‘proportionnel &’. Utilisons cette méthode pour déterminer I’autre densité conditionnelle, f,(x).
Comme on s’intéresse a une fonction de x, tout ce qui ne dépend pas de x peut aller dans la
constante :

o (-2)2/2

fy(@) ocz exp(—2? + zy — y?/2) o<, eI oy e (ETY/DP Y o o=@y,

Ainsi L(X |Y =y) = N(y/2,1/2).
2. On rappelle que la densité d'un vecteur gaussien N (i, V) dans R?, avec p € R? et V une matrice
symétrique définie positive de taille d x d est donnée par

1 _
z —(27r)ddet(V) exp {—2 (z—p)V 1z - M)} .



Ici, on nous dit que Z = *[X,Y] (avec ‘u la transposée de u) a pour loi N'(u, V). Il suffit d’identifier
w et V avec 'expression de h(x,y) donnée par I’énoncé. Remarquons déja que d’aprés la question
précédente E(X) = E(Y) = 0 ce qui suggére de poser u = 0. Pour déterminer V', on peut procéder

par identification. Pour 'z = ![z,y], et M = [a c] une matrice 2 x 2 symétrique définie positive,

b
on a )
5 taMz = ax? /2 + bxy + cy? /2.
En identifiant avec I'expression f(z,y) il vient a = 2, b = —1, ¢ = 1. Ceci nous donne la matrice

V-l = [_21 _11] La formule d’inversion (transposée de la co-matrice) donne alors
11
v=1 3

On en conclut £(Z) =N ( [8] , E ﬂ > Remarquons que l'on aurait aussi pu identifier V' par

| Var(X) Cov(X,Y)
V= [COV(X,Y) Var(Y) ]

On sait que E[X] =E[Y] =0, Var(X) =1 et Var(Y') = 2. De plus, on a

Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y] = E[XY] =E [XE[Y | X]] = E[X?] =1,

car L(Y | X) = N(X,1). On trouve donc directement V = [1 1]. On peut ensuite vérifier que la

1 2
densité jointe de 1’énoncé est bien celle d'un vecteur gaussien centré de matrice de covariance V.

EXERCICE 2 (Lois conjuguées)

1. On part de IT = Gamma(a,b). Dans le modele P = {Gamma(p, \)®™, A > 0}, la loi a posteriori
I1[- } X] a pour densité

n n
(A ‘ X) x 7(A) Hp,\(Xi) x A e M 4 H )\pe_AX"]IXDO ox \npta—l e_(b+"X"))‘]1/\>0.
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Ainsi II[- | X] = Gamma(a + np, b+ nX,). La moyenne a posteriori vaut X

Gamma(a,b) est a/b).
2. On procéde de méme. On part de IT = Beta(a,b). Dans le modéle P = {Geom(0)®", 0 €]0,1[}, la
loi a posteriori II[- | X] a pour densité

m(0| X) o w(0) [ [ po(Xi) o 0971 (1-0)"gcpr [ 01—0)% " o gotn—l(1—g)btnXn-n-lgy, o ..
=1 i=1

a+n7

Ainsi II[- | X] = Beta(a +n,b+nX, —n). La moyenne a posteriori vaut e o

Beta(a,b) est a/(a +)).

(la moyenne d'une



3. Soit IT = N(u, 02). Il suffit de montrer que, si on prend II comme loi a priori sur @ dans le modéle
{N(6,v)®", 6 € R}, la loi a posteriori II[- | X] est encore gaussienne. Ici X = (X1,...,X,), et
X |6 ~N(8,v)%". On a

La densité a posteriori s’écrit
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(1)

o2 4+nvt o724 nu!

HHm:N<

. e 1, . . , . . —2 -1y
Donc la famille considérée est conjuguée. La moyenne a posteriori vaut E[0 ’ X] = % On

peut noter que cette moyenne a posteriori est une moyenne pondérée entre la moyenne u de la loi a
priori et la moyenne empirique X,, des observations :
o2 no~! R

El@0 | X| =
[ ‘ ] 1M+a—2—|—m}—1

o2+ nv-

En particulier, plus le nombre n d’observations est grand et moins la loi a priori affecte la loi a
posteriori.

EXERCICE 3 (A priori impropre)

1. Notons que
1 _x-0?

‘/ﬁ uﬁw./ﬁ<1 “%N>M</ S0 =1 <+
bol A = € < e = 0.
Ri—1 R \V2T R V2T

Ainsi le dénominateur dans la formule de Bayes est fini et la loi a posteriori est bien définie. Pour
0 € R, la densité a posteriori est donnée par

| (x;-0)2
H S e~ T
. V 4T n ~
(0| X1,...,Xn) = 11:11 ; o x e 5(0-Xn)?
/H e” 7 db
R ;. V 2T
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On en déduit II[- | X] = N (X, 1).

ny n



2.

(a)

On prend © = N* ’ensemble des valeurs possibles pour le nombre total de tramways dans la
ville. Sachant qu’il y a N tramways dans la ville, le numéro du premier tramway observé est
supposé uniformément distribué entre 1 et N. Plus formellement

N ~1I
X |N ~ Unif({1,...,N}),

ot II est une loi a priori sur N* & choisir.

Si 'on ne veut vraiment rien supposer a priori, on est tenté de prendre l’a priori impropre
II = Zle Om, i.e. attribuer & chaque nombre de tramways possible le méme poids 1. Le
probléme avec ce choix est que, pour tout X € N* on a

=1
/* pn(X) dII(n) = Z E]lXe{l,.‘.,n} =
n=1 n

Cet a priori est donc « trop impropre » : la loi a posteriori n’est pas définie.
On considére maintenant, pour k > 2 donné,

N ~1I
X = (X1,...,Xp) | N ~ Unif({1,..., N})®*,

avec a nouveau Il =3 ;. On a alors, pour X = (Xi,...,Xj) € (N*)k,

oo k 1 [e%s) 1 X(Ic)_l 1
/*Pn(X) dIl(n) = Z H (n]]‘XiG{l,.‘.,TL}> = Z = C(k) — Z v
N n=11i=1 n=X) n=1
ott X(j) = max(Xy,...,Xg) et ¢ est la fonction zéta de Riemann, définie sur |1, 0o[. Dés que

k > 2, cette somme est finie et la loi a posteriori est bien définie. On a alors, pour tout n € N*,

1
m(n | X1,..., X)) x 71712)(@) :

nk
Pour essayer de répondre a la question du nombre total de tramways dans la ville, on peut par
exemple considérer la moyenne a posteriori E[N | X] (nous verrons pourquoi dans la suite du
cours), qui existe dés que k > 3 et vaut alors :

%) 1 Xi—1
E[N | X] = Ln=xpy T _Ch—1) =58
= v 1= X —1 :
ZTL:X(IC) nk C(k) =2 & nik

n=1

Par exemple, lorsque k = 3 et X(3y = 100, E[N } X] = 199.

Remarque : Si a > 1 et ng > 1, 'encadrement série/intégrale (faire un dessin) donne

[e.o]

1 1 1 * 1 1
_12/ —deZ—g —dx = 1
(o —1)ng ng T ne no—1 L% (a —1)(ng — 1)1

0 n=ng 0—

d’ou, si k > 3 et Xy > 1,

k=1, 1\ SEodr kot 1\
- —1< < . .
k—2 (1 X(k.)> (X —1) = D N (1+X(k)+1> Xw)



Donc si X() > 1, on obtient

1
ZZO:X(M D, Ly
oo 1 (k)

En revenant a l'exemple numérique ci-dessus ou k = 3 et X(3y = 100, on retrouve bien
E[N | X] ~ 200.

E[N | X] =

EXERCICE 4 (Bayésien empirique)
1. Modéle exponentiel.
(a) La loi marginale de X; a pour densité

“+00 “+o00
falz) = / po(z) Al (0) = / fe 1,500 M df = Llpo / O\ + z)e A2 qg
) 0 - A +x - 0

A A

= 2 1.50E[EON =2 1.50.
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(b) La densité marginale de (X7, ..., X,) s’écrit, calculée aux points observés,
n 00 _ by 00 o _
/ [ pe(X:) dT(6) = / e X NN df = —— / 0" (A + nX,)e” X g
e 0 A+nXy Jo
A nlA

= mE[(S(/\ +nX,))"] = TS S

Remarque : dans 'intégrale ci-dessus, pour laquelle on a utilisé le moment d’ordre n d’une loi
exponentielle, on peut aussi passer par la densité d'une loi y(n + 1, A + nX,,).

(c¢) Il suffit donc de trouver le point o le maximum de cette densité est atteint, ce qui revient a
déterminer le maximum de

P(\) = log(n!) +log A — (n + 1) log(A +nX,).

On annule la dérivée et on trouve que N = X ,,, aprés avoir vérifié qu’il s’agit bien d’un maximum
(la dérivée est positive puis négative donc c’est bien le cas). La loi a posteriori finale suggérée
par la méthode est donc II5[- ’ X]. On calcule la densité a posteriori pour tout \ fixé

(0 ’ X) x 9”6_0\_‘—”7")01920.
Donc II,[- } X] est une loi y(n + 1, + nX,). Ainsi, la pseudo-loi a posteriori est une loi
y(n+1,(n+1)X,).

On remarque que la pseudo-moyenne a posteriori est 1/X,,. Elle coincide donc ici avec I'esti-
mateur du maximum de vraisemblance pour € dans ce modéle.
2. Modéle Poisson.

(a) La variable X; est a valeurs dans N. Pour tout « € N, sa densité en = par rapport a la mesure
de comptage est

too gx A 400
f)\(x) = / pg(x) d].__[)\(a) = / 7‘679)\67)\0 d0 — '/ exef()d’l)@ d@,
(C] 0 0

xT: xT.

donc

CAT@E+1) A 1N\ A

C’est bien une loi géométrique a valeurs dans N et de paramétre A\/(A + 1).



(b) De méme, la densité marginale de (X7, ..., X,) s’écrit, calculée aux points observés,
/ﬁpg(XA) dIT,(0) = ﬂefne)\efw do — # /Hane(n+A)0 a0
i=1 I, Xi! I, Xi!
_ A F(nyn + 1)
H?:l Xﬂ ()\ + n)l-l—nyn ’

(c) Il suffit donc de trouver le point ou le maximum de cette densité est atteint, ce qui revient &
déterminer le maximum de

P(A) =log A — (14 nX,)log(A + n).

On annule la dérivée et on trouve que, si X, # 0, alors X=1 /X, aprés avoir vérifié qu'’il
s’agit bien d’un maximum (la dérivée est positive puis négative donc c’est bien le cas). La loi a
posteriori finale suggérée par la méthode est donc HX[' ‘ X]. On calcule la densité a posteriori
pour tout A fixé B

7T)\(9 ‘ X) X G"X”ef("*\)elgzo.

Donc IT,[- } X] est une loi Gamma(nX, + 1,7 + A). On en conclut
— nX,+1
5[ | X] = v <an +1, ;) .

n
On remarque que la pseudo-moyenne a posteriori est X,,. Elle coincide donc & nouveau avec
I’estimateur du maximum de vraisemblance pour # dans ce modéle.

3. Modéle gaussien.

(a) Premiére méthode :

Pour calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance marginale, on n’a pas besoin de
déterminer exactement la densité f,(X) = f.(X1,...,X,), mais seulement a une constante
indépendante de p prés.

- 1 ) 2\ 1 ) 2 2
paley V2 2T

ﬁ / 77174»1(97 nY»,H—u)z (nyn-ﬂb)? L;_"_(nyn-ﬁ-uﬂ
e

/ 6—%92-‘!-%?719—%924-9/1 do

) 2 n+1 2(nt1)  df - 2(n+1) _2(7::-1) (h—Xn)?
O(Mﬂ e e OCH e O(“ e .

Le maximum en p de la densité marginale de X est donc atteint pour p = X,,.

Deuxiéme méthode :

Soient @ ~ N (i, 1) et X|@ ~ N(01,1,,). Il apparait que X — 01 et 8 sont indépendants puisque
par définition X — 1|0 ~ N(0, I,,), loi qui ne dépend pas de 6. Ainsi X = 01 + (X — 61) £
01 +Z, ot Z ~ N(0,1,), 01 ~ N (ul, J,), ou J, = 1*1 est la matrice uniquement composée
de 1, et Z L 6. Le vecteur X est donc gaussien de loi N (u1,X) avec ¥ = I, + J,. Puisque
Jn = nP, ou P est la matrice de projection sur Vect(1), J, admet n comme valeur propre
simple (associée au vecteur propre 1) et 0 comme valeur propre de multiplicité (n — 1), donc ¥
admet (n 4 1) comme valeur propre simple (associée au vecteur propre 1) et 1 comme valeur

propre de multiplicité (n — 1). En particulier X est inversible et 711 = 24-1

n+17""
Remarque : On aurait aussi pu simplement affirmer qu’en prenant 8 ~ A (p, 1) indépendant
des variables (Y7, . ..,Y,) ellessmémes i.i.d. selon une loi A/(0, 1), alors la construction bayésienne

de I'énoncé revient a dire qu’en loi, on a X; = 6 + Y; pour tout i. Les (n + 1) variables 6 et



(Y1,...,Y,) étant gaussiennes indépendantes, le vecteur X est gaussien. Par contruction les X;
sont de méme loi et de moyenne u. Par ailleurs, un calcul immédiat donne Var(X;) = 2 pour
tout 4, et Cov(X;, X;) = 1 pour tout ¢ # j, ce qui correspond bien & la matrice X.

Cherchons maintenant i, 'estimateur du maximum de vraisemblance marginal. Puisque ¥ est
inversible, X a une densité f,, par rapport a la mesure de Lebesgue sur R", définie pour tout
x € R" par
ful@) = ——pe 3 = o),
(2m)2[X|z

Maximiser en p la vraisemblance f,(X) revient & minimiser

X - p)E (X - p),

ce qui équivaut & minimiser, en tenant compte du fait que X711 = T}rl]lv
tqy—1qy,,2 txr -1 noo9 n <

1 D)p” —2(°XE" " 1)p = —2 Xppt.

( = 2( =i = 2 X

On obtient I'estimateur i = X,,.
(b) La loi a posteriori correspondant & la loi a priori II, = N(,1) est, par le calcul habituel

(voir I’équation (1)), une loi N (”ifj_ir“ , n%rl), on obtient comme pseudo-loi a posteriori la loi

N (Yn, ﬁ) On remarque que cette loi est centrée en le maximum de vraisemblance X,, pour

ce modéle.

EXERCICE 5 (Famille gaussienne conjuguée dans R?)

1. Soit X |0 ~ N (6,2)%" et @ ~ I = N(p, A). La formule de Bayes donne

n

(0] X) exp{—;ﬂxi —OYSN(Xi—0) — 50— A6 —m}.

i=1

Il suffit de regrouper les termes en 6 pour former une nouvelle forme quadratique dans ’exponentielle,
de la forme —%(0 —mx)’ 2)_(1 (0 — mx). On cherche donc mx, ¥x tels que, en développant chaque
forme quadratique,

(=t ATHO -2/ AT+ (nX,)ETH0 = 05510 — 2mk 216,
En identifiant, il suffit donc de poser
Yx = mE P+ ATHTE

et de choisir mx tel que
mx 25 = AT 4 (nX,) S
ce qui donne mx = Xx (A~ lu+nY71X,).

2. La famille {N(u,A), p € R4 A € STH(R)} est done conjuguée pour le modele {N (0, $)ycpa} pour
toute matrice X € S (R) fixée.

EXERCICE 6 (A priori de Jeffreys)



1. Notons 9 = ¢~ Let @y = Py (), SOIt Py = qy(p)- L'information de Fisher J(n) dans le modéle paramétré
par 7 s’exprime en fonction de celle I(#) dans le modeéle paramétré par 6. En effet, q?7 P'(n )
donc

_ [ a(@)? 2 = o ()2 pgﬁ(n)(%)2 2 — o ()2 '
30 = [ ana) = v/ [ T an@) = 0/ 1000r)

Prenons II I'a priori de Jeffreys dans le modéle paramétré par 6, de densité m(0) = +1/I(6) avec
A donné dans I’énoncé. Cherchons la densité de II o ¢!, la mesure image de II par ¢. Soit f une
fonction mesurable bornée. Par le théoréme de transfert et la définition de II, on a

/p(@)f(”)dﬂow—l(n)=/®f(<p(9)) /f ) v/1(8) df .

—

), on obtient
MV~ () [(e7) ()] dn
mvI(n)dn,

En effectuant le changement de variable n = ¢

A/f ) VI(B) do =

== I>\H

~6\~/§\

(©)

1

ot 'on a utilisé 'expression de J(n) donnée plus haut. Ainsi la mesure image ITo ¢~ " a pour densité

— %\/J (n). C’est donc bien I’a priori de Jeffreys dans le modéle paramétré par 7.

2. (a) L’information de Fisher est donnée par

vo €]0,1[, 1(60) =

6(1—6)
Ainsi la loi a priori de Jeffreys est celle dont la densité 7(0) est proportionnelle a
7(0) o< \/I(0) = 072(1 — ) =.
11
29 5)
(b) Ici I(6) = 1 pour tout # € R. L’a priori de Jeffreys est donc la mesure de Lebesgue sur R. Il
s’agit d’un a priori impropre.

On reconnait la densité d’une loi Beta(

(c) Pour tout 0 € R, la log-vraisemblance est donnée par
lp(X)=—0+ X In(f) — In(X!),

et en dérivant par rapport & 6, on obtient le score

X
f’g(X):—lJrg-

Cette variable posséde bien un moment d’ordre 2 et 'on a

1(0) = By [£,(X)?] = 0—12Var,9(X) _ %

L’a priori de Jeffreys est I'a priori impropre de densité 6 — 0~1/2 par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R .

EXERCICE 7 (%) (Famille de Dirichlet et modéle multinomial)



1. (a) Soit Z =(Zi,...,ZK) ~ Dir(a), ot a = (ay,...,ax).
Premiére méthode. Soit ¢ : R — R continue bornée. On commence par remarquer qu’intégrer

sur le simplexe Sy, c’est en fait intégrer sur {z € [0, 1]5~1, Efi}l zi < 1} (et zx est alors donné
par 1 —z; — -+ — zg_1)
1 Ko k-1 \ 7"

Elp(Z1)] = Ba) /[071]1(1 p(z1) g zl 1- ; 2 ]l{zf(:—ll 21} dzp ... dzg—1.

En intégrant d’abord sur z; puis sur le reste, il vient
K-1 k-1 \ <!

/[07111(1 o(z1) 11 P - ; 2 ]l{zf;—ll s<1) dzy ... dzr_1

1 K—1 ko1 \ <t
— /0 ga(zl)zfl—l /[0’1’21];(2 g Z;“—l 1—2 — ]; 2; H{Zfiglziglle} dzg...dzg_1 | dz1
et en effectuant, pour z; fixé, le changement de variable u; = lijzl pour j =2,...,K —1 (de
jacobien (1 — 21)%=2) on a

K-1 k-1 \ !
/[0,1z1]K2 Z:H2 z?i—l 1—2 — j; Zj 1{21‘1(:51 s<iom) dzo ... dzg_1
K-1 K-1 ot
=(1- zl)qu a;—1 /[07111(2 g u;.“*l 1— ]; u;j ]I{Zf:zl wi<t} dus ... dug_1 .
Enfin, en remarquant que
K-1 k-1 \ "
/[0)1]1(2 11 w1 - 2 u;j ]l{zx:l <1} dug ... dug_1
~ Blas, .., ax) = H;iQKF(aJ) ’
F(Zj:Q a;)

on obtient

Elp(Z1)] =

1 K
go(zl)zi”fl(l — z1)21=2 4=z .
T(a)T(35, a5) /0

Autrement dit, Z; ~ Beta(a1, ZJK:2 a;).
Seconde méthode. On note f(z;) la densité de Z; et on utilise le symbole o, sous-entendu

o, . Puisque la densité jointe de z = (z1,...,2x—1) par rapport a la mesure de Lebesgue sur
RE-1 vaut
-1
K-1 K-1 \“¥
f(zl,...,zK_l) = L Zqi_l 1-— zj 1 K—1 K-1 y
B(a) 117 Z {zel01]K -1, 32K <1}
=1 7=1
ou encore
-1
K-1 K-1 \ %
a1—1 a;—1 )
flzrso2m-1) o 2 H S s Z & Loy, 255 sigi-a
i=2 j=2



la marginalisation donne, pour tout z; € [0, 1],

ag—1

K-1 K-1
ocall/ e : 1 dzy... dzg—
fla) ez [0,1—21]K—2 3255 & A1 jz;Z] {25 si1-2} 922 K-
En effectuant, pour z; fixé, le changement de variable u; = =~ LK =1 (de
jacobien (1 — z1)%72), on en déduit
ag—1
PO a;—1 _
f(z1) o 27? (1 2p)2-i=2% /[01]K ) Zl_I u; 1 Z u;j H{Zfigluzél} dug ... dug_1
ol le terme intégral a le bon gotit de ne plus dépendre de z;, donc
a1—1 Zﬁ,a%l
f(z1) o2t (1 — zp) =02
ce qui prouve que Z; ~ Beta(ay, Zszz a;).
On se place dans le cadre bayésien :
p=(p1,...,px) ~I =Dir(a), aveca=(a,...,ar) € (R})*
K @n
X|p~ (Zm&g) -
k=1
Autrement dit, conditionnellement & p, les variables Xi,...,X, sont ii.d. & valeurs dans

{1,..., K}, de loi donnée par
Vke{l,...,K}, P(Xlzk‘p):

La loi a posteriori s’écrit

m(p|X) Hpk b pesKHHpﬂX -

i=1 k=1

| |(1+N<4
X pkk . ]]-pESK7
k=1

ot l'on a noté N = > | 1x,— le nombre d’observations égales & k dans I'échantillon. Ainsi
I[p | X] = Dir(a; + Ni,...,ax + Ng). La famille des lois de Dirichlet est donc bien conjuguée
pour ce modéle.

Pour tout j € {1,..., K}, la variable N; suit une loi binomiale B(n, p;).

Pour avoir N; = n; pour tout j, il faut

i. choisir une partition de {1,...,n} en K sous-ensembles U; U---U Uk de tailles respectives

ni,...,ng. Il y a, par définition, (m " nK) fagons de faire cela.

ii. pour une partition fixée, la probabilité que les observations (X;);cy, soient toutes égales &
k vaut p,*, pour tout 1 <k < K.

On note enfin qu’il faut avoir ZjK:1 n; = n, puisque

ZZ]IXi:j:ZZﬂXi:j:ZIZH.
o i i



(c) Soit
p=(p1,...,px) ~ Il =Dir(a), aveca=(ai,...,ax)€ (Ri)K
N = (Ny,...,Ng) ‘pw Mult(n, p1,...,pK).

La loi a posteriori s’écrit
K K
-1 N
m(p| N) o [T pesic [ [ i
k=1 k=1

K
ar+Nr—1
X Hpkk * ]lpESK7

k=1

Ainsi II[p | N] = Dir(ay + Ni,...,ax + Ng). La famille des lois de Dirichlet est donc bien
conjuguée pour ce modéle.

EXERCICE 8 (Estimateur de Laplace-Bayes)
1. S’il y a r boules rouges dans 1'urne, alors, pour = € {0,...,r}, on a
N—
(2) (hr)
()
n
En effet, le nombre total de tirages possibles est (]7\[ ), et le nombre de tirages qui donnent x boules

rouges est (;) (gj;) (on choisit x boules parmi les r boules rouges et n — x parmi les N — r boules

noires). La loi conditionnelle de X sachant r, notée Py, est la loi hypergéométrique de paramétre

P (X =2x)=

(N,n,r).
2. La loi conditionnelle de r sachant X est donnée par
G0 e o
7.[.(7. } X) _ N+l (]r\[) _ (X) (n—X) o (X) (n—X) .
- k\(N—k\ — _ -
SIAII = Y [ S
oll 'on a utilisé la formule donnée en indication sous la forme : (5:11) = éV:ll (k)_(l) (Nn“‘_l);k) En

effet, si on considére N + 1 boules numérotées et on s’intéresse au nombre de fagons de tirer (sans
prendre en compte 'ordre) n + 1 boules parmi ces N + 1 boules. On met les boules ainsi tirées dans
lordre et on regarde la X 4 1-éme boules ainsi obtenue. Si celle-ci vaut k, cela veut dire qu’il y a
X boules prenant leurs valeurs dans {1,...,k — 1} (et donc (k)}l) fagons de les choisir) et N — X

boules prenant leurs valeurs dans {k +1,..., N + 1 (et donc (N]\f_l)_(k) fagons de les choisir), ce qui

nous fait (k;(l) (N]\ﬁl;(k) tirages tels que la X + 1-éme plus grande boule vaille k. On obtient ainsi (en
sommant sur tous les k possibles)

(J;fi;) _ ]:Ej <k)—( 1> (Nn+_1); k:)

Une autre preuve, analytique, est la suivante : on commence par montrer par récurrence que pour

tout n € N* : .
1 n+j7—1 -
1—-x) :Z< j >Xj’

§=0

1
T—X)mFI-

puis on développe de deux maniéres = )%)n 7T X |



3. Notons E I’événement « la (n + 1)™¢ boule tirée est rouge ». Par la formule des probabilités totales
appliquée, on a pour tout x < N

N
IP’(E’X::U):ZW(T}X:x)P(E’X:x,R:r).
Or -
P(E|X:x,R:r):N_n-
Ainsi

S WG -

P(E|X=1)=)_

= (NH) N-n
(@41 i( r ><N—r>
W -m () e+ 1) \n e
e+l (G)

N-n (Vi)
_:c+1
_n+2

Puisque cette formule est valable pour tout £ < N, on a donc

X+1
eI =

EXERCICE 9 (Identifiabilité)

1. Soit (g;);>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli B(p). Alors la variable Y a la
méme loi que

X
E E;.
1=1

On a que L(X) =P(A) et X et les ¢; sont indépendantes.

(a) Les variables aléatoires X et Y sont a valeurs dans N, avec par construction Y < X. De plus,
pour tous 0 <y <z,

PY =y et X =10x)

PY=y|X=1x)=

P(X =)
B PO jei=y et X =x)
P(X =z)

P a=y)PX =2) [
EELgcurtion _p( )

ot 'on a utilisé 'indépendance de X et des g;. Or > 7 | &; suit une loi binomiale B(z, p), donc
la loi L(Y | X =) est une B(zx,p), i.e.

PY =3 X =) = BBl =) = (1)1 - e



(b)

Le modele statistique s’écrit P = {Pyp, (A, p) € RS x]0,1[}, ot Py, est la loi du couple (X,Y).
Pour déterminer cette loi, il suffit de se donner P(X = z,Y = y) pour tous z,y € N. On a
P(X=2Y =y =PX =z)P(Y =y| X =2x)
=P(P(A) = 2)P(B(z,p) = y)

_ X r— 7)\)\%‘
—<y>Py(1—p) et

On peut aussi noter que se donner la loi jointe de (X,Y’) est équivalent & se donner les lois
L(Y | X) et L(X), ce qui revient & la premiére identité de la série d’égalités précédente.
Montrons que ce modele est identifiable. Supposons Py, ,,, = Py, p,. Alors si X, Y suivent cette
méme loi, on a Ey, ,, [X] = E[P(A1)] = A1 et de méme Ey, p,[X] = E[P(A2)] = A2. Les deux
lois étant les mémes, les espérances sont égales soit A\; = Ao. Puis notons que

Eh,m [Y] = EM,pl [E/\l,pl [Y ‘ X]]
=Exn i [Expn [BX,p1) | X]] = En, py [Xp1] = Mipr.
En écrivant ceci sous Py, ,, et en utilisant le fait que les espérances sont égales on obtient

A1p1 = Agpe. Donc p1 = pg car Ay = Ao > 0. Le modéle est donc identifiable.
Puisque Ey ,[X] = X et Ey ,[Y] = Ap, la méthode des moments incite & proposer

~ 1 <& _
)\n:nz;Xi:Xn
1=

.Y,
Pn = ilipo'

En effet la LFGN implique que Xn converge p.s. vers Ey ,[X] = A > 0 et que Y,, converge p.s.
vers ) ,[Y] = Ap. Ceci assure que p,, converge p.s. vers Ap/\ = p.

Remarque : la méthode du maximum de vraisemblance méne aux mémes estimateurs. En effet,
la vraisemblance de I’échantillon (X1,Y7), ..., (X,,Ys) en (A, p) vaut

Ln()‘ap) = H <}/Z>pyl(1 —p)Xi_Yi _AXiz-! — Cp”yn(l _p)n(Xn—Yn)e—nA)\an,
i=1
ou C ne dépend ni de A ni de p. La log-vraisemblance s’en déduit :

LA\, p) =log C +nY ,logp +n(X, — Y,)log(l —p) —nA +nX,log A,

de dérivées partielles respectives

ol, _ X,
a()\»?) =n </\ > )
et _
(‘%n Yn - an
__° )\’ —
op *Ap) p(1—p)

On peut noter que si X, = 0, alors Y,, = 0 (par construction du modéle, puisqu’on a toujours
0<Y, < X,), auquel cas la log-vraisemblance vaut log C' — n), maximale en (Xn, Pn) = (0,p)
pour tout 0 < p < 1. Noter que, en toute rigueur, ce n’est pas un estimateur du maximum de
vraisemblance car 0 n’est pas une valeur possible de A pour une loi de Poisson. Si X,, > 0 (ce
qui arrive p.s. asymptotiquement par la LFGN), 'unique maximum est obtenu en annulant les

~

dérivées partielles ci-dessus, et 1'on retrouve le couple (A, p,) de la méthode des moments.



2. (a) Pour tout y € N, on a

PY=y)=) PX=2,YV=y)=> PX=z)P(Y =y|X =2
= (;C)py(l - p)“’@”%
=y

= O i) — O ) — )

Ainsi la loi de Y est une loi de Poisson P(Ap).

(b) Si le paramétre d’intérét est toujours le couple (A, p), le modeéle statistique associé s’écrit P =
{Qxp, (A, p) € RFX]0,1[}, ot @y est laloi de Y décrite ci-dessus, ¢’est-a-dire la loi de Poisson
de paramétre Ap. Ce modéle n’est pas identifiable. En effet, il suffit de choisir A1, Ao, p1, p2 avec
A1 # A2 mais A\jp; = Aop2 (par exemple \; = 2,p; = 1/4 et Ay = 1,p; = 1/2), car alors la loi
de Y sous chacune de ces lois est toujours P(A1p1) = P(Aap2).

EXERCICE 10 (Lois conditionnelles) Une solution consiste a passer par les fonctions caractéristiques.
Puisque X et Y sont indépendantes, on a en effet, pour tout réel u,

Do(u) = Px(u)Py(u).

Il “suffit” donc de connaitre les fonctions caractéristiques des lois de X et de Y et de reconnaitre celle
qui en découle pour S. Dans ce qui suit, nous faisons les calculs de deux maniéres : via les fonctions
caractéristiques d’une part, et d’autre part en calculant directement le produit de convolution des lois de
XetdeY.

1. Par les fonctions caractéristiques : pour tout réel u,
Bs(u) = Px (u)Py (u) = exp(A(e™ — 1)) exp(u(e™ — 1)) = exp((A + p)(e™ = 1))

donc S ~ P(A + p).
Produit de convolution : pour tout s € N, on a

k=0
B ZS: emOFm Nk ys=h o= (0tn) Zs: N A1) (X + p)
El(s — k)! s! k s!
k=0 k=0

Ainsi S ~ P(A + p).

Pour x,s € N, on a

P(X =2)P(S =s| X =)  P(X =2)P(Y =5 —1x)
P(S = s) B P(S = s)

P(X =z|S=s)=



Ainsi £(X | S) = B (S, ﬁ) et E[X | 5] = 325,

. Par les fonctions caractéristiques : pour tout réel u
Bg(u) = Px(u)Py(u) = (1 —iu/N) (1 —iu/N) = (1 —iu/A) "+

donc S ~ (r +t, \).
Produit de convolution : notons respectivement fx, fy et fg les densités en jeu. Puisque S > 0, le
produit de convolution des densités s’écrit, pour tout s > 0,

$ \Tpr—le—Az )\t(s _ x)t—le—)\(s—fb)

() 0 ar

fs() = [ fx@isys - oo = [

donc, via le changement de variable u = x/s,
)\7"+tsr+t—1€—)\s 1 1 )\7‘+t8r+t—le—>\s
s) = w1 —w) it du =
fs(s) T(r)(#) /0 (1-u) T(r+1)

car on a reconnu dans 'intégrale la densité non normalisée d’une loi Beta(r,t). Ainsi S ~ y(r +t, A).

Déterminons maintenant la densité de S|X. Soit ¢ une fonction borélienne bornée. Pour tout z,

E[p(S)|X =z] =E[p(z+Y)| X =]
_Efp(a+)

:14¢@+vawdy
— / o(5)fy (s — ) ds
R

ot 'on a utilisé I'indépendance de X et Y. Ainsi, S|X = z a pour densité s — fy (s — z).

Autre méthode : pour déterminer la densité de S|X, on commence par celle du couple (X, S). Soit
¢ une fonction borélienne bornée de R? dans R, alors I'indépendance de X et Y permet d’écrire, via
un changement de variable,

IMMXﬁHZEWMLY+YH=//w@w+y%ﬂ@h@ﬂmy

et le changement de variable s = x 4+ y donne

Ewmxsnz//wwﬁwyunyw—xwmm

ce qui montre que la densité jointe du couple (X, S) est fx(x)fy (s — z).

. de X sachant S = s est donnée, pour z > 0,

A présent, pour s > 0, la densité conditionnelle fX ‘ o

par :

ﬁxbzgm>mxfxu»ﬁws—x)«zf‘%s—xV—HMQKsmm(i)r1(1_)tlnwf<y

Cela correspond a la densité d’une variable s Beta(r,t). Ainsi X ’ S ~ S Beta(r,t) et E[X ’ S]=25S.

. Par les fonctions caractéristiques : si X ~ B(n,p), alors ®x (u) = ((1 — p) + pe'™)™ pour tout réel u,
d’ou
O5(u) = Px () Py (u) = ((1—p) +pe)"((1 - p) +pe)™ = (1 = p) +pe"™)"™



donc S ~ B(n + m,p).
Produit de convolution : pour tout s € [0,n + m], on a

P(5=2)= ;P(X = B)B(Y =5 —k) = ZS: <Z> <$ 711/,5)1?'“(1 —p)" TR - p et

k=0
= kZi:O (Z) (3 Tk>1?5(1 —p)tmT = (n J; m)zf(l —p)

ol l'on a utilisé I'identité de Vandermonde, & savoir que

(070 (27,

laquelle peut se déduire des deux facons d’obtenir le coefficient de X*® dans le polynome
(14 X)"™ = (14 X)"(1+ X)™.

Ainsi S ~ B(n + m,p).

Pour arriver au méme résultat, une méthode plus rapide consiste a considérer des variables (B;)1<i<n+m
i.i.d. selon la loi de Bernoulli B(p) et a voir que, en loi, on a X = By + -+ B, et Y =
Bpi1+ -+ Bpym, desorte que S = X +Y = 37" B; ~ B(n+m,p). Pour z,s € [0,n+m], on a

P(S = s GE)

P(X:x|5:s):

S

On reconnait la loi hypergéométrique de paramétres (N,p,n) = (n 4+ m,n/(n +m),s). On a donc
par l'indication de I’énoncé : E[X ’ S] = —2-S. Ce résultat peut se retrouver comme suit :

E[X|S] =Z:x(2£f:;) = (ném) §”<n;1> <5 _72— 1> B (&21) N nfms

ou l'on a & nouveau appliqué I'identité de Vandermonde.



