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CORRECTION DU TD 9

EXERCICE 1 (Modéle Gamma-Poisson)

1. Notons 7 la densité de la loi a priori et 7 (- { X) la densité a posteriori. Pour tout € R* , on a

no_—0pX; _

(0| X) o gr—1eA H eT o P Xn—le=(nN0g, o

i=1 !

Ainsi la loi a posteriori II[- } X] est une loi Gamma(p +nX,,n + \).
2. Un estimateur de Bayes pour II est donné par ’espérance a posteriori, soit ici
+nX

0 =

3. Pour tout 6 > 0, on peut effectuer une décomposition biais-variance, en tenant compte du fait que
Eg[X ] = 0 et Varg(X,) = %, ce qui donne

4. Puisque 8 ~ Gamma(p, \), on sait que E[f] = p/\ et Var(8) = p/\2.
Premiére méthode :

Puisque le risque ponctuel a été calculé a la question précédente, on peut obtenir le risque de Bayes
pas intégration :

Ry(I) = Rp(IL, T*) = E [R(0, T*)] = m <nE[0] TR [(e . i)zb
donc
1 p
Rp(IT) = CEBYE (nE[6] + \* Var(0)) = SCESYE

Deuxiéme méthode :
Puisque I'on considére la perte quadratique, le risque de Bayes est donné par

Rp(I) = Rp(I, T*) = E[(mx — 0)%] = E[E[(mx — 0)? ’ X]| = E[vx] = E [p + an] .

(n+ )2
En remarquant que X ‘ 6 = 0 est un n-échantillon de loi P(#), on obtient

E[X,] = E[E[X,, |6]] = E[ELX: | 6] = E[6] = %.

AinSi, R(G,T*) = m



5. On cherche un minimiseur du risque a posteriori. Le risque a posteriori d’un estimateur T pour la
perte £ s’écrit
p(IL,T | X) :/ 0%e=2%(0 — T)*dII(0 | X).
©
En utilisant que I1[- | X] = Gamma(p + nX,, A + n), on obtient

(A + n)p‘i”HYn

o) = (e

+oo —
/ 6 — T)29p+an+2e—(>\+n+2)6 de.
0

Ainsi, la fonction T+ p(II, T | X) est proportionnelle a E [(6 —T)?] X} ot la loi de @ sachant X

est la loi Gamma(nX,, +p+3, A\ +n+2). Comme pour toute variable aléatoire Z de carré intégrable,
la fonction a +— E[(Z — a)?] est minimale en a = E[Z], on obtient qu'un estimateur de Bayes pour II
et la perte £ est donné par
~ X 3
T(X) = m
A4n+2

EXERCICE 2 (Estimateurs de Bayes)

1. Un estimateur de Bayes pour la perte quadratique est la moyenne a posteriori 1/9\(X ) = E[6 ‘ X].
Comme vu lors d’'un TD précédent, un simple calcul montre que la loi a posteriori est

X 1
H[.\X]:N<02+1,02+1> |

Ainsi 0(X) = U%H et, comme en exercice précédent,

1

Rp(Il) = Elvx] = o211

-~

Remarque : Tout comme ci-dessus, on peut commencer par calculer le risque ponctuel R(60,0(X))

~

puis écrire que Rp(II) = E [R(G, 0(X ))} , ce qui correspond & intégrer ce risque ponctuel par rapport

a la loi a priori de 6. En effet, la décomposition biais-variance permet d’obtenir que, pour tout 8 € R :

R o462
R(0,5(X)) = (0_29;1)12

Le résultat s'obtient directement en utilisant le fait que E[§?] = 2.

2. Le raisonnement est le méme que ci-dessus. Un estimateur de Bayes pour la perte ¢ peut s’obtenir
en cherchant un minimiseur en 7" du risque a posteriori

2 52 2
p(H,T\X):/@z(e,T)dH(e}X)o</R(9—T)2exp{3Z— ;1 (G—J;XH) }dG

x /R(e ~T) exp {‘0_2 = (9 - 1/2)2} 40

L’intégrale est convergente si et seulement si ¢~2 > 1/2. Dans ce cas, la quantité

o {2 0~ ) }




est le terme principal (non normalisé) de la densité d’une variable gaussienne A/ <U,2)£ /2 0,21_1 /2>.

Ainsi, la fonction T — p(IL, T'| X) est proportionnelle a E [(5 -T)?| X ] ot la loi de @ sachant X

est la loi N <0,2{1/2, 0,21_1/2>, donc

X

T =="p

est un estimateur de Bayes pour la perte /.
Pour calculer le risque de Bayes de T, on commence par calculer le risque ponctuel : pour tout réel
0, il s’écrit

302

R(0,T*) = Bglt(0, T*)] = % Ey [(T* - 9)2} = " (Varg(T) + (Bq [T*] — 0)?) .

Or on sait que Eg[X] = 6 et Varg(X) = 1, donc en posant ¢ := c~2 — 1/2, c’est-a dire T* = X/c, on
en déduit que
1+ (c—1)%0% 302

R(0.T") = —— ¢
Il s’ensuit que
1 362 1 302 1 02
Rp(II,T*) =E[R(0,T%)] = <E | (1 —1)%20%)e" 1 _/1 —1)%20%)e’ T 207 d6.
WILTY) = BIRO.T)] = |1+ (e~ 170 % | = 5 [ arlem1p9e® Lo

Ceci montre que le risque de Bayes est infini si 0> > 2/3, puisque dans ce cas cette intégrale est
divergente. Si 02 < 2/3, on fait & nouveau apparaitre une loi gaussienne en notant que

302 1 _ 6 1 072 —=3/2 _o7%-3/2,
e 4 ——e 202 = e 2 .

V2mwo? 1 —-302%/2 2T
Soit Y ~ N(0,1/(c72 - 3/2)), alors E[Y?] =1/(c72 - 3/2) =1/(c — 1) donc

Rp(L,T) = — —E[(1+ (-1} = —— — !

c2\/1—30%/2 c/1-302/2  (072-1/2)y/1—30%/2

Remarque : Les calculs précédents montrent que si 02 > 2/3, tout estimateur est de Bayes puisque
tout estimateur est de risque infini, qui est le risque de Bayes.

EXERCICE 3 (De Bayes et de risque constant implique minimax)

1. La formule de Bayes donne, pour tous a,b > 0,
Tap(0]X) o 0*71(1 — 0) Mgt 8757 (1 — )" Kn o grnXn=l(q — gybrnonXa=lyy .

La loi a posteriori est une loi Beta(a + nX,,b+ n — nX,). Par le cours, un estimateur de Bayes

8,,5(X) pour I, et la perte quadratique est la moyenne a posteriori. En utilisant que I’espérance

d’une loi Beta(a,b) est égale a %, on obtient

~ a+nX,

ab(X) = ————.
a+b+n

>



2. D’aprés le cours, un estimateur de Bayes de risque constant est minimax. Il suffit donc de trouver,

parmi les estimateurs (ga,b(X)) bt (qui sont de Bayes), un estimateur qui soit de risque constant.
>

)

L’énoncé suggére de poser a = b, on calcule donc le risque quadratique de I'estimateur é\a,a(X),

<n(Xn —0) 246 — a)2

2a +n 20 +n

Eg [(é\a,a(x) - 9)2} =Ep

_ n?Varg(X,) a*(20 — 1)

~ (2a+n)? (2a +n)?

= (2a+n)"? (nf(1 — 0) +a*(20 — 1)?)

= (2a +n) % ((4a® — n)0* + (n — 4a®)0 + a?) .

On en conclut que si l'on choisit a tel que 4a® = n, soit

N

ap = 5
I’estimateur _
G (X) = +vnX,
Un,0n - 1 4 \/ﬁ
est de risque constant et de Bayes donc, d’aprés un théoréme du cours, il est minimax.

3. Pour savoir si T' est minimax, il suffit de comparer Ry,ax(7") au risque minimax Rjs. Or on peut
calculer ce dernier car la question précédente a fourni un estimateur minimax, a savoir 6, 4, (X).
Le risque maximal de ce dernier est, d’aprés la question précédente, puisqu’il est de risque constant,
égal &

2

~ a n
R 0 X)) = “ = .
max( anyan( )) (2an+n)2 4<n+\/ﬁ)2

Or, le risque maximal de T" vaut

Riax(T) = sup R(0,T) = sup Varg(X,)= sup (1-96) = i,
9€[0,1] 0€[0,1] oc0,1] 1 an

On en conclut Ryax(T) > Rmax(gaman (X)) = Ry, done T n’est pas minimax.

EXERCICE 4 (Controle continu 2020)

1. SiY ~ N(0,s?), alors par parité de la fonction intégrée

> 1 v? 2 y2 ] 2
E Y == 2/ 67252(1 g \/»8 |:_6252:| — \/78.
o 0 y\/m Y e o =

2. Un calcul classique donne I1[-|X] = N <“072+ny" L )

nto=2 7 nto—2

3. Par un résultat du cours, un estimateur de Bayes pour la perte en valeur absolue est donné par la
. . . . PN . -2 X,
meédiane a posteriori de 8, qui correspond ici & sa moyenne, i.e. T%(X) = ’MWF%QX”

4. On a, en utilisant la question préliminaire,

R (1,7°) = & 0 - o)) = B £ 0 - o) X =& [ (0. L5 )| = 22—



5. Le risque ponctuel de I'estimateur X,, est donné par

R(9. X) = By [[ X~ 0] = =EINO.D)) = /2

Ainsi, le risque de X, est constant donc Rmax(yn) = \/% ﬁ En considérant la suite de lois a priori
(I, )k>1 avec I, = N(0, k), on obtient

Ryax(Xy,) = lim = lim Rp(I).

k—+o0 \/> / k—>+oo

Par une Proposition du cours, on en déduit que X,, est minimax pour la perte en valeur absolue.

EXERCICE 5 (Controle continu 2020)
1. On a

T (0]X) o %711 — 0)" 1y 11(0 H (X;+1)(1—0)%0%
x 0a+nynfl(1 o 0)b+2n7 1[071}(0)
et on a donc 6|X ~ Beta (a +nXp, b+ 2n). Ainsi,

a+nXny (a+nX,)(b+2n)
E[0]X] = =, V(0X)= — 2 = :
a+b+2n+nX, (a+b+2n+nX,) (a+b+2n+nX,+1)

2. Avec les calculs usuels on obtient l'intervalle de crédibilité

I01-o(X) = [E 0]X] + V(0|X)]

(67

3. Un estimateur de Bayes pour la perte quadratique est donné par la moyenne a posteriori E[8|X].

4. On considére maintenant la perte £(0,T) = ﬁ(@ —T)2

(a) On cherche un élément 7 qui minimise le risque a posteriori, i.e. la fonction T' +— p(II, T ‘ X)=
E[¢(0,T)|X]. On a

1(0_T)2 a+nX,—1 _ p\b+2n—1
/@e(a,T)dH(mX)oc/o g =0y

1 —
x / (0 - T)20a+anfl(1 _ 9)b+2n73d0
0

et comme n > 1, otnXn=1(] _ 9)b+2"*31[o71] (0) est le terme général de la densité d'une loi
Beta(a + nX,,b+ 2(n — 1)), et on obtient donc 'estimateur de Bayes

a—i—nyn

T(X) = = .
X) a+b+nX,+2(n-1)




(b) On souhaite estimer

I=Rp() =E[((O,T"(X1,.... X)) .

Pour cela, on prend N € N* et on simule N vecteurs (Oj,Xf, .. .,X%), j=1,...,N,iid. de
méme loi que (6, X1,...,X,). Cela est possible en simulant d’abord 8; de loi Beta(a,b). Puis,
sachant 6, en simulant X f, . ,X% i.i.d. de loi Py, (loi binomiale négative de paramétres 2 et
1 — 6;). Ensuite, pour j =1,..., N, on calcule

a4+ Xz‘j

TF =THX],..., X)) = —
a+b+2n—1)+>", X/

J J n

)

et
* 1 *\ 2
08, 15) = m(‘% —17)"-

On approche alors I par I'estimateur Monte-Carlo classique
LN
Iy = > 00,.7)).
j=1

qui est fortement consistant par la loi forte des grands nombres.

Remarque : Ce dernier point suppose que I = Rp(Il) < oo, sans quoi 'estimateur Monte-
Carlo tend presque strement vers l'infini. Ceci découle du fait que 7™ minimise la fonction
T ~ E[((6,T)|X]. En particulier, il fait mieux que l'estimateur trivial 7' = 1, pour lequel
E[¢(0,T)|X] = 1 et dont le risque de Bayes, qui majore celui de T*, vaut donc 1.

EXERCICE 6 (Rattrapage 2020)
1. Pour tout # > 0, on a

n
Tap(0)X) oc 07 Le 15 H <96_0Xi>
=1
- 9n+a—le—(b+nyn)019>0 .

Ainsi I, 4[- ‘ X]=T (a +n,b+ nyn) En particulier,

a+n a—+n

m = et v =
X b nx, X7 b+ nX,)?

2. On procéde par minimisation du risque a posteriori. Pour tout estimateur 7', on a

p(H, T | X) =K [6(97 T(X)) } X] — /+OO M(T(X) _ 0)29a+n—36—(b+nyn)9 d6.

0 I'(a+n)

A constante prés, on reconnait f0+OO(T(X) — 0)2dIIx () avec IIx = ['(a+n — 2,b+nX,). On en
déduit qu'un estimateur de Bayes est donné par

a+mn-—2
Tl = %,
n

qui correspond a 'espérance (conditionnelle & X) de la loi ﬁx.



3. Au vu de la question précédente, on peut chercher a exprimer le risque a posteriori de T} ; en fonction
de la variance de la loi IIx. On a

E [E(O,Tmb(X)) } X] = W /0+ (Ta,b(X) _ 9)29a+n—3€—(b+nyn)9 d6
b + nyn 2 oo b + nyn atn—2 atn—3 — n—n
"~ (a+t TE —1)(a —I-)n —2) /0 : ['(a+ n)— 2) (Top(X) — 0)207 3= 0EnXn)0 qg
_ (b+nX,)? a+n—2
C(atn—-1(a+n-2)(b+nX,)?
1
Tatn-1

Ainsi le risque de Bayes vaut Rg(Il, ) = ﬁ

4. Soit # > 0. On commence par calculer le risque ponctuel. En utilisant I'indication de I’énoncé, on a

n—2

R(0,T") = Eg [(92”1)( B 1>2]

n—2 1 2
Z )
ou Z ~ I'(n,1). Par le rappel de 1’énoncé, on a

EH Mn—1) 1

Z I'(n) n—1
et
g[1]_Te-2) _ 1
Z? I'(n)  (n—1)(n-2)
Ainsi,
R(0,T*) = (n — 2)’E N —2(n—-2)E 2
’ A Z
1 1
= (n—2)? —2(n—2 1
e P 1) i e b
1
S n—1
Le risque de T* est donc constant égal a ﬁ En particulier, Ryax(7%) = ﬁ
5. En considérant la suite de lois a priori (II; /4 1)k>1, on a
lim Rp(Il ) = ! L Ry(T%)
im = lim = = x :
koo DN R e 1/k+n—-1 n-—1 e

Par une proposition du cours, on en déduit que T est minimax.

EXERCICE 7 (Quantiles)
On peut commencer par remarquer que dans le cas ott « = b = 1, il s’agit de la fonction de perte en valeur
absolue, pour laquelle nous avons vu en cours qu’un estimateur de Bayes est la médiane a posteriori.



Pour trouver un estimateur de Bayes pour II, il suffit de trouver un minimiseur du risque a posteriori soit
T*(X) = arg mtin/ 0(0,t)dII(0] X) = argmtinE [€(0,t)| X].
S)

Par hypothése, la loi a priori (donc aussi la loi a posteriori) a une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R. En particulier, la fonction de répartition F' = Fg x de la loi a posteriori est continue. Par
définition de £, on a, pour tout ¢ € R,

E[£(0,t)| X] =E[b(0 — t)1gs | X] +E [a(t — 0)1g<; | X].

Notons que, 8 étant par hypothése intégrable pour la loi a priori II, les deux termes sont finis presque
stirement car positifs et d’espérance finie. En effet, on peut par exemple écrire pour le premier :

E[E [0 — 1)Los | X]] = E[b(6 — 1)1gs] < bE[6 — 1] < b(E[O]] + |1]) < oo.

Ensuite, pour toute variable aléatoire positive U, on a E[U] = [(*P(U > u) du, donc

+o0 +oo
E[z(e,t)yx]:/o ]P(b(a—t)>u\X)du+/o P (a(t—6) > u|X) du

:/0+<>o (1—F<t+%>) du+/0+ooF(t—Z) du
:b/tJroo(l—F(s)) ds—i—a/tooF(s)ds,

ot l'on a effectué les changements de variables s =t + § et s =t — ¢ respectivement. Rappelons que les
deux intégrales sont finies pour tout réel ¢. Etudions la seconde : on peut donc écrire

t 0 ¢ t
/ F(s)ds:/ F(s)ds—i—/ F(s)ds:C+/ F(s)ds.
—00 —0o0 0 0

Comme F est continue, elle admet une primitive ®, qui est donc de classe C! et vérifie

t
/ F(s)ds = C + ®(t) — ©(0).
—0o0
Par conséquent, la seconde intégrale, vue comme une fonction de t, est dérivable sur R, de dérivée

< <a / " Fs) ds) — a®/(t) = aF (1).

—0o0

Un raisonnement similaire donne

400 +oo t
/ (1— F(s)) ds:/ (1— F(s)) ds—/ (1— F(s)) ds = C' — t + ®(t) — ®(0),
t 0 0

si bien que
) a4 <b / o) ds) = b(F () ~ 1).

Au total, la fonction t +— E [6(0, t) { X] est C! sur R, de dérivée

d
+E [€(6,t) | X] = (a+b)F(t) —b.



Pour trouver son minimum, on écrit

%E [0(6,t)| X] >0 & F(t) >

b
a+b

Notons comme d’habitude F~! I'inverse généralisée (ou fonction quantile) de F. On rappelle que pour
tout 0 < uw < 1, le quantile d’ordre u est défini par

F~Yu) = inf{t € R, F(t) > u},
et que l'on a I’équivalence suivante :
Fit)>u & t>F(u).

En particulier, ¢ < F~1(u) implique F(t) < u. Rappelons aussi que, si F' est continue (comme c’est le cas
ici), on sait que F(F~1(u)) = u pour tout 0 < u < 1. Pour ce qui nous concerne, en notant 7*(X) le
quantile d’ordre b/(a + b) de F, il s’ensuit que la dérivée de ¢ — E [¢(6,t) | X] est strictement négative
sit < T*(X) et positive (au sens large) si ¢ > T%(X). Ce dernier est donc un minimiseur de la fonction
t— E[€(0,1) ‘ X]. Au total, T*(X) est un estimateur de Bayes pour la fonction de perte £. Ceci généralise
bien le cas a = b =1 vu en cours.

Remarque : La fonction F' est continue mais rien n’empéche qu’elle soit constante sur un intervalle de
la forme [T*(X),T*(X) + h], auquel cas toute valeur T'(X) € [T*(X),T*(X) + h] est aussi un estimateur
de Bayes. Il n’y a donc pas nécessairement unicité.



