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Cours : A. Guyader TD : M. Sangnier

TD 1 : SIMULATION MONTE-CARLO

EXERCICE 1 (Méthode d’inversion)
1. Soit A > 0. Rappeler la définition d’une fonction mesurable ¢y :]0,1[— R, telle que si U ~
Unif([0, 1]), alors ¢ (U) ~ Exp(A).
Correction Puisque la fonction de répartition de la loi Exp()\) est F': 2z € R = (1 — e™)1,>,
dont l'inverse généralisée est

—0 pour u =0
Fliue[0,1] < —log(l —u)/A lorsque u €]0,1]

00 pour u =1,

et que 1 — U ~ Unif([0,1]), il vient Exp(\) = Loi(F~Y(U)) = Loi(F~!(1 — U)) = Loi(—log(U)/\).
Il suffit donc de prendre, pour tout u €]0, 1], pa(u) = —log(u)/A.

2. Donner un générateur de la loi de Pareto de paramétres (z,,, k) € R x R%, dont une densité est

donnée par :
k

. $m

Correction On obtient par intégration que la fonction de répartition de la loi de Pareto considérée
est F:z € R (1 — (2/7)") 14>y, dont 'inverse généralisée est

—0 pour u =0
Fliue0,1] 0 apm/(1—uw)F lorsque u €]0,1]
00 pour u = 1.

En prenant U ~ Unif([0, 1]), on obtient simplement comme générateur F~1(1 — U) = z,, /UY*.

3. Proposer une maniére de simuler la loi de Cauchy de paramétres (m, o) € R x R*, dont une densité

est donnée par :
o

f:xG]RHﬂ_[(:Cim)szJz].

Correction On obtient la fonction de répartition de la loi de Cauchy considérée par intégration
(en utilisant le changement de variable y = (t —m)/o) :

z—m

V:UE]R:F(Q;):/ 1o 5 dt:/ 0 12dy:1+1arctan<x_m>.
7mw[1+(x—m)} oo T[1+ Y2 2 o

o
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On obtient alors pour inverse généralisée :

—00 pour u =0
F7'iue]0,1] = { m+otan (m(u—13)) lorsque u €]0,1]
00 pour v = 1.

En prenant U ~ Unif([0, 1]), on obtient comme générateur F~*(U) = m + o tan(x(U — 1/2)).

4. Faire de méme avec la loi de Bernoulli de paramétre p, Ber(p), ou p €]0, 1].
Correction La fonction de répartition de la loi Ber(p) et son inverse généralisée valent respective-

ment :
0 siz <0 —o0 siu=0
F:z€R—={1—-p si0<z<1 et Fliuec0,1]~<{0 si0<u<l—p
1 sil<zx 1 sil—p<u<l.

En prenant U ~ Unif([0, 1]), on obtient comme générateur £~ (1 — U) = 1y<,.

5. Proposer une maniére concréte de simuler suivant la loi géométrique de paramétre p, Geoy«(p), ou
p €0, 1.
Correction Pour rappel, si X ~ Geoyn(p), alors X a comme issues N* et pour tout k € N*,
P(X = k) = (1 — p)*~p. En notant, pour tout k € N*, z, = k et pr = (1 — p)*p, la fonction de
répartition s’écrit :

Ve e R, F(x)= Zpklxkgx-

k>1
Soit u €]0, 1], un dessin montre que :
n—1 n
F(z) > u <= x> x,, pour n € N* tel que Zpk <u§2pk.
k=1 k=1
Ainsi,
—00 siu=0

Vu € [0,1]: F~Hu) = dons1 Talsn 1y cuss o si0<u<1

00 siu=1.

On pourrait donc prendre U ~ Unif([0, 1]) faire une boucle while pour déterminer N € N* tel que
Z,]j;ll pr < U< Zévzl pi et retourner N. En réalité, cette démarche est excessivement compliquée
car nous avons une formule explicite pour la fonction de répartition de X :

VzeR, F(z)=PX <z)=PX < |2])=1-P(X > [z])=1—(1—p)l.
On obtient donc que pour tout u €]0, 1] :

F*l(u):inf{xeR,l—(l—p)LzJ zu}:inf{xeR,WS m}: [m]

Un générateur de Geon-(p) est donc [log(U)/log(1l — p)].
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6. Soit p €]0,1[. Montrer que si T' ~ Exp(—log(1 — p)), alors |T' + 1| ~ Geoy-(p).
Correction Soit U ~ Unif([0, 1]). Alors, d’aprés la question 1, Loi(7") = Loi(log(U)/log(1 — p))

puis Loi(|7+1]) = Loi([log(U)/log(1 —p) +1]). Or [log(U)/log(1 —p) + 1] = [log(V)/ log(1—p)]
p.s. donc |T + 1] ~ Geon+(p) d’aprés la question précédente.
On aurait aussi pu raisonner directement : pour tout k € N*,

PQT+¢J:kyzwk—1gT<wg:(1—&“ﬂkﬂ)—(1—é“ﬂbﬂbm):(1—mb4p

Ainsi [T + 1| ~ Geon=(p).

EXERCICE 2 (Méthode du rejet)
Soit A €]0,1[.

1. Décrire la méthode du rejet pour simuler la loi Poi(A) & partir de la loi Geoy(1 — ).
Correction Les deux lois considérées sont toutes les deux absolument continues par rapport a la
mesure de comptage sur N, avec pour densités respectives :

T

f:xENr—)e_)‘% et gz €N (1—-(1-XN)"1-XN)=X(1-)\)

(la loi géométrique sur N est la loi du nombre d’échecs avant le premier succés). Il vient donc

m = sup 7f(x) = sup e = e
zeN 9(x)  penz!(1—A) (1_)‘)7

puis,

flz) 1

mg(x) x!
Ainsi, on peut considérer deux suites indépendantes (Y;,) et (U,) de variables aléatoires i.i.d. de
loi Unif([0,1]), et définir N = min{n > 1,U, < 1/(|log(Y)/log(N\)|)!} (car [log(Y,)/log(A)] ~
Geon(1 — A)). 11 vient, par la méthode du rejet : [log(Yn)/log(A)| ~ Poi(\).

Vr e N:

2. Comment simuler simplement ¥ ~ Geoyn(1 — A) ?
Correction Voir ci-dessus.

3. Quelle est la probabilité de rejet ?

Correction La probabilité de rejet p, est la probabilité que la variable aléatoire N soit strictement
supérieure a 1, or on sait que N ~ Geon+(1/m) donc

1
,=1-P(N=1)=1——=1—(1-))e
p ( ) - ( Je
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EXERCICE 3 ((x) Méthode du rejet optimisée)
On veut simuler une loi normale A/(0,1) en utilisant comme proposition une loi de Laplace de paramétre
A > 0, c’est-a-dire de densité gy(z) = e,

1. Déterminer la valeur de A qui permet de minimiser la probabilité de rejet. Vérifier que cette derniére
vaut environ 0,24.

Correction En notant f la densité de la loi normale A/(0,1), commengons par noter que pour une
méthode de rejet basée sur le couple (gy,m)) vérifiant pour tout x,

f(x) < maga(),

la probabilité de rejet est la probabilité qu’une loi géométrique de paramétre 1/m, soit strictement
supérieure a 1, c’est-a~dire 1 — 1/my. Minimiser la probabilité de rejet revient donc & minimiser
my. Autrement dit, on cherche le couple de parameétres (A, my) tel que f < mygy avec my minimal.
Pour ceci, notons que par symétrie,

1 1
Vz € R, T2 < mAAe_)"g"’| <~ Vx>0, /2 < m,\ée_’\x

V2o 2 Vo 2

ceci étant encore équivalent a

21 . 21
> xr/2:\/>)\/2: ).
=2 5 -3 =)

Il reste & minimiser la fonction ¢ sur (0, +00), ce qui est équivalent & minimiser son logarithme, ce
qui donne A = 1. II suffit ensuite de prendre

2 1
mleD(l):\/f — 1_7711:1_\/1%0.24.

2. Comment simuler une variable X suivant une loi de Laplace ?

Correction Pour appliquer cet algorithme de rejet, il faut donc commencer par simuler Y suivant
une loi de Laplace de paramétre 1. Il y a plusieurs possibilités : la méthode générique consiste a
appliquer la méthode d’inversion. Partant de la fonction de répartition

1 1
F(y) = §€y1y<0 + (1 — 2€_y> 1y20>
on en déduit son inverse

Fﬁl(u) = 1Og(2u)10<u<1/2 —log(2(1 — U))11/2§u<1‘
1l suffit donc de tirer U ~ Unif([0, 1]) puis de poser Y = F~1(U).

On peut aussi voir la loi de Laplace comme un mélange équiprobable d’une exponentielle positive
et d’une exponentielle négative. Ainsi, une méthode de simulation est de commencer par tirer une
Rademacher R, c¢’est-a-dire R = +1 de fagon équiprobable, soit

R= _1U§1/2 + 1U21/2 avec U ~ Umf([O, 1])

On tire par ailleurs une loi E ~ Exp(1), pour obtenir Y = R X E qui suit bien une loi de Laplace
de paramétre 1.
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Quoi qu’il en soit, aprés simplifications, la fonction rapport d’acceptation est alors définie par
fY)
mg(Y)

Soit enfin V' ~ Unif([0, 1]), alors si V' < r(Y), la variable X = Y suit une loi normale centrée réduite.
Le résultat précédent dit qu’en moyenne, environ 3 fois sur 4, la proposition Y est acceptée.

_ e 3YI-1?,

r(Y) =

Remarque : on peut gagner un peu de temps dans la simulation par Y = R x E puisque la loi de
Laplace et la loi normale sont symétriques : on tire d’abord Y suivant une loi exponentielle, on
regarde si la proposition est acceptée via le méme rapport que ci-dessus, c’est-a-dire

f(Y)
mxg(Yo)

1 2 1 2
—1(|Yo|-1 “l(vp—1
= e 2(| OI ) = e 2(0 ) R

r(Yo) =

et, pour V' ~ Unif([0, 1]), alors si V' < r(Y)), on tire une Rademacher R et on pose Y = R x Yj.

EXERCICE 4 (Conditionnement et inversion)

On considére le couple (X,Y") de densité
f:(zy) e R? y$y_1€_y1y>010<z<1-

1. Quelle est la loi de Y 7
Correction La densité de Y s’obtient en marginalisant par rapport a x, ce qui donne ici

1
fly) = /0 f(x,y)de = e V1,50,

et Y suit donc une loi exponentielle de paramétre 1.

2. Soit y > 0. Déterminer Loi(X|Y = y).
Correction La densité conditionnelle de X sachant Y = y vaut donc pour tout y > 0 fixé,

f(zly) = yl‘y_110<ac<1-

On reconnait la loi Beta(y, 1).

3. Déterminez, pour tout x €]0,1[, P(X < z|Y = y) et en déduire une méthode de simulation du
couple (X,Y).
Correction Pour tout x entre 0 et 1, on a donc :

P(X < o]y = y) = /0 f(aly)da = oV,

La variable y étant fixée, on peut inverser cette fonction de répartition conditionnelle et appliquer
la méthode d’inversion. Puisque
u=1" < x=uY,

on en déduit que pour simuler une réalisation du couple (X,Y), il suffit de commencer par générer
Y suivant une loi exponentielle de paramétre 1 puis générer U suivant une loi uniforme sur [0, 1] et
enfin poser X = UVY.
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EXERCICE 5 ((x) Conditionnement)
On considére le couple (X,Y") de densité
1
fi(zy) eR?— Ee_y%ﬂe_ﬁlxw.

1. Soit z > 0. Quelle est la loi Loi(Y|X =x)?

Correction Pour déterminer la loi de Y sachant X = z, on utilise le symbole “x” (comme en
statistique bayésienne) et on reconnait immédiatement une gaussienne centrée :

flylz) o e /? = Loi(Y|X = z) = N(0,1/z).

2. Quelle est la loi de VX ?
Correction La régle de Bayes donne :

1
— -V
= = e V1o,
fylz) 2z -0

d’ott 'on déduit la fonction de répartition de la variable v/ X : pour tout r > 0,
F(r)=P(VX <r)=P(X <r?) / f(z dx—/ e Vide =1—¢,
0 2z

via le changement de variable ¢ = /x. Bilan : v/ X suit une loi exponentielle de parameétre 1.

3. En déduire une méthode de simulation du couple (X,Y).

Correction Pour simuler le couple (X,Y) : on simule 7' ~ Exp(1), puis on considére X = T2 et
on simule Y ~ N(0,1/X).

EXERCICE 6 (Rejet et conditionnement)

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F', supposée bijective, et de densité f par rapport
& la mesure de Lebesgue sur R. On suppose savoir simuler la loi de X.
1. Exhiber une densité de Loi(X|X > a).

Correction Puisque F est bijective, on a P(X > a) > 0 pour tout réel a. La fonction de répartition
de Loi(X|X > a) s’écrit :

Pla < X <) _ F(x)—F(a)l
P(X > a) 1—F(a) &%

Ve eR, PX <z|X >a)=

En dérivant partout sauf en x = a, on obtient une densité pour Loi(X|X > a) : pour tout = € R,

fa(x) = f(x)1x>a/(1 - F(a))
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2. Comment simuler Loi(X|X > a) a 'aide d’une méthode de rejet 7 Que se passe-t-il lorsque a devient

grand ?
Correction Si l'on prend comme loi instrumentale Loi(X), on a :
m = sup fa(@) = sup loxa = = !
vk [(¥)  zerl—F(a) 1-F(a) PX>a)
puis,
fa(x)
Ve eR: =124
T mi) T

Ainsi, pour simuler Loi(X|X > a) a 'aide d’une méthode de rejet, il suffit de simuler Y7 suivant
Loi(X), puis de poser X =Y si Y] > a, et de recommencer avec une nouvelle variable Y3 sinon, et
ainsi de suite jusqu’a obtenir Yy > a.

Avec les notations du cours, il s’ensuit que la variable aléatoire N suit une loi géométrique de

paramétre 1/m = P(X > a). Le nombre moyen d’essais pour obtenir une réalisation de Loi(X|X >

a) est donc égal a 1/P(X > a), quantité qui tend vers 0 quand a tend vers I'infini. Cette méthode

est donc a proscrire lorsque a se situe dans la queue de la distribution de X.

Remarques :

— Il n’est en réalité pas nécessaire que Loi(X) soit a densité, ni que F soit bijective, pour appliquer
la méthode du rejet. En effet, puisque 'idée est de simuler Loi(X|X > a) grace a la loi auxiliaire
Loi(X), il suffit de remarquer que toutes les deux sont absolument continues par rapport a
Loi(X)! Les densités respectives sont f, : x € R +— 1,5,/P(X > a) et f: 2 € R~ 1. Bref, la
seule condition importante est que P(X > a) > 0, sans quoi I'algorithme ne s’arréte jamais...

— C’est en fait une méthode de rejet basique : pour simuler X selon la loi de X sachant {X € B},
on simule des réalisations suivant la loi de X jusqu’a tomber dans B.

3. Soient U ~ Unif(]0, 1]) et 7" définie par
T=F1F(a)+(1-F(a)U).

Déterminer la fonction de répartition de T' et en déduire une méthode de simulation de X condi-
tionnellement & X > a. Comparer & la méthode de la question précédente.
Correction Soit U une variable de loi uniforme sur [0, 1] et T définie par

T =FYF(a)+ (1 - F(a))U).

Puisque F'(a) + (1 — F(a))U > F(a), la variable T" est supérieure a la valeur a. Plus précisément,
sa fonction de répartition Frp vaut, pour tout t > a,

Fr(t) = B(T < t) = P(F'(F(a) + (1 - F(a))U) < 1) = B(F(a) + (1 - F(a))U < F()),

F(t) - F(a)\ F(t)— F(a)
FT(t):P(US 1= F(a) ) =1 —Fl)

D’aprés la premiére question, on en déduit que T ~ Loi(X|X > a). Ceci permet de simuler la loi
de X conditionnellement & X > a trés simplement :

U ~ Unif([0,1])) = T =F Y (F(a) + (1 — F(a))U) ~ Loi(X|X > a).

ce qui conduit &

Cette méthode est bien plus efficace que la méthode de rejet précédente, puisqu’on ne rejette rien
et qu’elle fonctionne quel que soit a. Elle nécessite cependant la connaissance et 'inversion de F,
contrairement a la méthode de rejet, qui n’exigeait que la capacité a simuler suivant la loi de X.
Remarques :
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— Si F n’est pas bijective, tout ce qui précéde est encore vrai en notant F~! I'inverse généralisée
de F' (ou fonction quantile). Il suffit pour s’en convaincre d’utiliser la relation fondamentale vue
en cours : F(z) >u & x> F (u).

— Bien entendu, cette méthode n’est rien d’autre que la méthode d’inversion...

4. Détailler comment simuler X de loi de Cauchy conditionnellement & X > a?
Correction Par I'exercice 1, la fonction de répartition d’une loi de Cauchy standard, de densité
x> 1/[r(1+ 2?)], est

1 1
VeeR: F(z) = 5 + — arctan(z),
7r

d’inverse généralisée :

—00 pour © =0
Vu € [0,1], F(u) = { tan (7 (u— 3)) lorsque u €]0, 1]
00 pour v = 1.

En prenant U ~ Unif([0, 1]), on obtient comme générateur de Loi(X|X > a) :

F~Y(F(a)+ (1 - F(a))U) = tan (arctan(a) + (g - arctan(a)) U) :

EXERCICE 7 ((x) Méthodes de Box-Muller et de Marsaglia)

On cherche ici & proposer deux méthodes de simuation de la loi A(0,1).

1. Soit (U, V) un couple de variables i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Montrer que les variables X et Y

définies par
{ X =+/—2logU x cos(27V)
Y = /—2logU x sin(2rV)
sont i.i.d. gaussiennes centrées réduites. Le principe consistant & simuler U et V puis & calculer X
et Y est appelé méthode de Box-Muller.
Indication (changement de variable multivarié¢) : Soient d un entier non-nul quelconque, U et V
deux ouverts de R%, f : V — R intégrable et ¢! : U — V un C'-difféomorphisme. Alors

/Vf=/UfO<p‘1!det(J¢1)|,

ot J,-1 est la matrice jacobienne de o L.

Par exemple, dans le cas d = 2 ot ’on cherche & évaluer

/ f(u,v)dudv,

\%4

il suffit d’écrire (z,y) = ¢(u,v), puis « dedy = | det(Jy,(u,v))|dudv », ou (u,v) = ¢~ (x,y) puis
« dudv = |det(J,-1(x,y))|dzdy », conduisant &

dzdy
| det((Jp 0 0™ 1) (2, y))|

/ (v dudw = / (fou (. y) - / (fou™ ) ()| det(J, -1 (x, ) |dady.
1% U U
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On rappelle que, pour tout (u,v) € V, si on écrit p(u,v) = (¢1(u,v), p2(u,v)) € R?, alors :

To(u0) = <‘“’f;<u,v> (. v)) |

0
D (w,v) FE(u,v)

et que ¢ est un C'-diffeomorphisme si et seulement si :

(a) ® est une bijection;
(b) pest Ct;
(c) pour tout (u,v) € V, det(J,(u,v)) # 0.

Correction On applique la méthode de la fonction muette. Soit donc h : R? — R une fonction test
(par exemple continue bornée), alors le Théoréme de Transfert implique :

E[A(X,Y)] =E |k (ng(zm V=2logUsin(27V))]
//0 " v/ —2log u cos(2mv), \/Togusin(%rv)) udw.

L’application ¢ : (u,v) — (v/—2logucos(2mv),/—2logusin(27v)) est clairement une bijection

C! de ]0,1[?> dans R? (a des ensembles de mesure nulle prés) et son jacobien vaut, pour tout

(u,v) €]0, 1%

—cosCmv) - _on /"9 Tog usin(2mv 2
detw(u’v)):‘um v—2Tog usin( >‘ 4

—sin(2
% +27/—2log u cos(27v)

C’est donc bien un C!-difféomorphisme et I'on peut appliquer le théoréme de changement de va-
riables (en notant (z,y) = ¢(u,v)) :

1
W= [ e e

1 B ie*x2;y2
|det(J, (o=, y)))| 27 ’

2 2
. 1 _u ozt .
PUISQUE [qerr7 )] = 2n et u=e 2 . Cela donne au final :

1 a:2+/u2
h(X,Y)]:// h(z,y)5—e” = "xdy,
R2 T

et montre que les variables X et Y sont bien i.i.d. gaussiennes centrées réduites.

avec

2. Soit (R,0) = (v—2IogU, 27V les coordonnées polaires du point (X,Y) dans R2. Quelle est la loi
du vecteur (R%,0)?
Correction Par construction, R? et 8 sont indépendantes et @ ~ U([0,27]). Le calcul de la fonction
de répartition de R? montre ensuite que cette derniére suit une loi exponentielle de paramétre 1/2.

Remarque : Pour la loi de R, une autre méthode (sans calcul) consiste a se souvenir que si U est
uniforme sur [0, 1] alors —log U ~ Exp(1). Ici, on a donc R? = —2log U ~ Exp(1/2).
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3.

Déterminer la loi du couple de variables aléatoires (W, Z) = (\/U cos(27V), VU sin(27rV)>. Com-
ment peut-on simuler cette loi par méthode du rejet ?

Correction L’application ¢ : (u,v) €]0,1]? = (y/ucos(27mv), \/usin(27v)) € D, ot D est le disque

unité privé de son centre, est un C''-diffeomorphisme, de jacobien 7 (informellement, le changement
de variable (w, z) = ¢(u,v) aboutit donc & dwdz = wudv). Ainsi, pour toute fonction h : R? — R
continue bornée,

h(W, Z)] //01 Vucos(2mv), V/usin(27v) ) udv = // w, 2) wdz

Ceci montre que (W, Z) est uniformément distribué sur D.
Remarque : Cela revient a déterminer la loi du couple de variables aléatoires

X 2 2 Y 2 2 2 2
(W, Z) = (\/me_x IY ,WG_X IY ) = (COS(B)E_R;,SiH(O)G_i) .

La densité de la loi que 'on cherche a échantillonner est f : (w, z) — %1(1072)6@. Considérons la loi
uniforme sur [—1,1]?, de densité g : (w, z) — il(w,z)e[—l,l]? Nous avons bien f < mg, avec m = %,
donc I’ algomthme du rejet nous assure que Z, ~ U(D) lorsque (Z,)n>1 est i.i.d. selon U([0,1]?) et

r=inf{ie N r(Z;)>T;, ()},

ou

(a) (Th)n>1 est id.d. selon U([0,1]) et indépendant de (Z,)n>1;

(

b) r(z) = "j:g(?;) = 1,2:_6173,1]2 ,Vz € R? (avec la possibilité de prendre la valeur 0o).

Dans notre cas, 17(Z;) = 1lz,ep presque siirement et le critére (x) est alors équivalent a Z; € D
presque stirement.

Autrement dit, I’algorithme du rejet revient a échantillonner sur le carré [—1,1]? puis & conserver
uniquement les points tombant & I'intérieur du disque unité.

Déduire de la question précédente une nouvelle méthode de simulation de la loi N'(0,1). Cette
derniére est appelée méthode polaire de Marsaglia. Quel est son avantage par rapport a 'algorithme
de Box-Muller. Quel est son défaut ?

Correction Par construction,

X =+/2logU cos(27V) = \/W\f_\/ 2log(W?2 + 72)——— %%Z
Y =+—2logUsin(27 )_W\f_\/ 2logW2+Z2)W

Pour échantillonner la loi N'(0, 1), il suffit donc de simuler (W, Z) selon la méthode du rejet établie
a la question précédente et d’appliquer la transformation.

L’avantage de la méthode polaire est de s’affranchir des calculs de cosinus et sinus (qui sont relative-

ment cotiteux) : en effet, le point < ) est sur le cercle unité, ainsi ses coordonnées

w Z
VW24+227 VW24 272
peuvent naturellement étre interprétées par (cos 0, sin ). Le défaut de cette approche est d’utiliser
une méthode de rejet mais en réalité, on rejette relativement peu : en moyenne environ un point

sur 5 (précisément une proportion égale a 1 — /4 ~ 0,21).

10
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EXERCICE 8 (Loi de Poisson)

On s’intéresse a la simulation de la loi de Poisson : Poi(\), ot A > 0. Dans la bibliothéque Python Numpy,
ceci est mis en place via deux méthodes décrites ci-dessous, selon la valeur de A. La premiére génére
concrétement un processus de Poisson, tandis que la seconde est une méthode d’inversion ne nécessitant
pas de calculer I'inverse généralisée de la fonction de répartition de la loi Poi(\).

1. Méthode du processus de Poisson

(a)

Soient (X,,) une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi Exp(\) et

N:sup{neN,Zng 1}

k=1

(avec la convention qu'une somme vide vaut 0). Montrer que N ~ Poi(\).

Indication : Le volume du simplexe {z € [0,1]", 21 + -+ 4+ 2, < 1} est 1/n!

Correction N prend ses valeurs dans N et pour tout n € N (en notant ci-dessous Z, =

ZZ:l xk/”)?
n n+1
P(N=n)=P (ZXk < 1,ZXk > 1)
k=1 k=1

_ n+l_—A(nZn+z
- /n+1 1nin§11nin+xn+1>l)\ € (nZn n+1)d«r1 B dmn+1
R
+

/Ri

:/ 1nin§1)\n€_)\dﬂ§1...da¢n
R

n
+

lm-gngl)\ne_AmE" (/ lmn+1>1_m-cn)\€_/\x"+ldl’n+1> d:l?l .. dl’n
Ry

Donc N ~ Poi(A).

Remarque : Si 'on connait la théorie des processus de Poisson, ce résultat est classique. La
variable aléatoire N compte le nombre d’événements jusqu’a la date t = 1, or de fagon générale
le nombre d’événements jusqu’a la date ¢ suit une loi de Poisson de paramétre t.

En déduire une maniére de simuler la loi Poi(\) & partir de variables aléatoires uniformes.
Correction L’idée est de générer séquentiellement une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi
Exp()) et de s’arréter lorsque leur somme dépasse 1. Il suffit alors de compter combien on a pu
« empiler de variables » avant de dépasser 1.

Ceci étant, d’aprés 'exercice 1, la loi Exp(\) peut étre simulée a partir de variables aléatoires
uniformes : soit (U,,) une suite de variables i.i.d. selon la loi Unif([0, 1]), alors (—log(U,)/\) est
une suite de variables i.i.d. de loi Exp()). Ensuite,

N 2 sup {n ENaZ*IOg(Uk)/)\ < 1} = sup {n 6N’l_[U”€ = 6_)\}'

k=1 k=1
Il suffit donc de calculer un produit cumulatif de variables aléatoires indépendantes et uniformes
et de s’arréter lorsque ce produit est strictement plus petit que e *. La longueur du produit
moins 1 suit la loi Poi(A).

11
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2. Méthode du rejet transformée

(a)

Soient P une loi de fonction de répartition F' et de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R, et ¢ :]0, 1[— R un C'-diffeomorphisme. Montrer que g = (f o ¢)|#’| (prolongée & 0 aux
extrémités du segment [0, 1]) est une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Correction Il est clair que ¢ > 0 et le changement de variable y = ¢(x) dans 'intégrale
ci-dessous permet de conclure :

/M dw—/f DIe' (@ Idw—/f

Soient @ la loi sur [0, 1] de densité g et Z ~ Q. Quelle est la loi de ¢p(Z) 7

Correction Soit h : R — R une fonction continue bornée. Alors, le changement de variable
y = ¢(z) dans l'intégrale ci-dessous donne :

Bl(6(2))) = |

[0,1]

maaﬁwwmwwWwaémwﬂw@.

Ainsi ¢(Z) ~ P.

On suppose qu'il existe 0 < m < oo tel que ||g||oc < m. Expliquer comment simuler la loi @ a
partir de la loi uniforme.

Correction La loi @ étant sur [0, 1], il suffit de prendre comme loi auxiliaire Unif([0, 1]). On a
alors

et le ratio d’acceptation vaut, pour tout x € R, g(x)/m. Ainsi, on peut considérer deux suites
1ndependantes (Yy,) et (U,,) de variables aléatoires i.i.d. de loi Unif([0, 1]), et définir N = min{n >
L, mU, < f(¢(Yn))|¢'(Yy)|}. I vient, par la méthode du rejet : Yy ~ Q.

En pratique, ¢ a pour objectif d’approcher F~1, de sorte qu’au lieu de simuler P par inversion
classique, i.e. via F~1(U), o U ~ Unif([0,1]), on la simule grace & ¢(Z), avec Z ~ @ (on
comprend que la loi @ est « proche » de la loi Unif([0, 1])).

Dans le but de simuler Poi(\), on choisit donc

R ATy 0,1 2 1/2

r €ER— ———e t U € — — .
Montrer que f est bien une densité. On admettra que, dans ce cas, ¢ :]0,1[— R est un C!-
diffeomorphisme et ||g|loo < 00.

Correction Il est clair que f > 0 et

| r@ys

Concernant la partie admise, il apparait que ¢ ainsi choisie est dérivable sur |0, 1] avec

1
(1/2 = Ju—1/2))*

k+1 )\k:
/ f(z)dx = Ze =1
k k!

k>0 k>0

Vu €]0,1[, ¢'(u) =

12
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donc, lorsque u # 1/2, on a
$(u)?
T —
o) = Jm= 1/2)2°
Ensuite,

ALe(@)1g(2)>0]

Vo €]0,1[, g(x)= o 6_/\1¢(z)20|¢/(@”)\a

) Lg(z)>0]!
et lorsque x < 1/2, ¢(z) < 0 donc g(x) = 0. De plus, lorsque z > 3/4, ¢p(x) > 0 et

B A\Lo(@)] A P(z)?
90) = 6@ i — 172

Ale@] )
< 4L¢($)J!e lo(z) +1]
< 42 )\—ke_A(k: +1)2
=

=E[(X +1)%] < oo,

pour X ~ Poi(}).

(e) En déduire un algorithme de simulation de la loi Poi(A).

Correction En reprenant la question 2c, on peut considérer deux suites indépendantes (Y5,)
et (U,) de variables aléatoires i.i.d. de loi Unif([0,1]), et définir N = min{n > 1,mU, <
F(d(Yo))|#' (Yn)|} (avec m un majorant de ¢). Par la méthode du rejet, Yy ~ @, donc ¢(Yy) ~ P
et |¢p(Yn)| ~ Poi(N). On remarque au passage que pour simuler suivant une loi discréte (ici
Poi(\)), on a en réalité seuillé une simulation suivant la loi continue dont une densité est la
prolongation constante par morceaux de la fonction de masse de la loi discréte considérée.

Remarque : il existe une facon de simuler la loi normale en se fondant sur la méme idée. Dans ce

cas, la fonction ¢ utilisée a la méme forme que celle ci-dessus. Cela a du sens car, si ’on prend

(Xp) ii.d. selon Poi(\), alors par le TCL > | X; = N(nA,nA). Or par stabilité de la loi de

Poisson par la somme, » """ ; X; ~ Poi(n)). Autrement dit, pour A > 0 grand (en pratique plus
grand que 5, Ce qui est le cas dans la situation d’utilisation de cette procédure de simulation —
cf. la derniére question), Poi(\) & N (), \).

3. Justifier intuitivement qu’en pratique, la premiére méthode soit utilisée lorsque A < 10 et la seconde
lorsque A > 10.

Correction La seconde méthode est trés générale et fonctionne pour n’importe quelle valeur de
A. En revanche, elle fait appel & un mécanisme de rejet, ce qui la rend moins désirable que la
premiére approche. Toutefois, dans la premiére méthode, lorsque A est grand, les réalisations de la
loi Exp(A) seront trés proches de 0 (leur espérance est 1/A). Il faudra donc en « empiler » beaucoup
pour dépasser 1, ce qui rendra la méthode peu efficace. 10 est bien str une valeur trés arbitraire et
non-optimisée.
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EXERCICE 9 ((x) Méthode du rejet sur I’hypographe d’une densité)

Soit P une loi de densité f par rapport & la mesure de Lebesgue. On définit, pour toute fonction A : R — R,
son hypographe (au-dessus de 'axe des abscisses) par :

hyp(h) = {(z,u) e R x Ry, u < h(z)}.

1. Montrer que la surface de hyp(f) est finie.
Correction Par intégration d’une fonction positive, on obtient :

f(=)
// Lz w)enyp(s) drvdu = / (/ d“) dr = / f(z)dz = 1.
R2 R \Jo R

2. Soit (X,U) ~ Unif(hyp(f)). Quelle est la loi marginale de X ?
Correction Le couple (X,U) a pour densité (z,u) +— 1(;u)chyp(f) Par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R2. II vient que X posséde une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R,
s’écrivant :

Vr € R, /R]-(z,u)ehyp(f)du = f(:L‘)

Ainsi X ~ P.

3. Soit maintenant une loi ) de densité g par rapport a la mesure de Lebesgue, telle qu'il existe m > 0
vérifiant : Vo € R, f(z) < mg(x).
Montrer que le couple (Y,U) dont la loi est définie par

Y~Q et UJY ~ Unif(0,mg(Y))

suit la loi uniforme sur hyp(mg) : (Y,U) ~ Unif(hyp(mg)).

Correction Soit S = {(y,u) € R x Ry,g(y) > 0}. Le support de Loi(Y,U) est inclus dans S
puisque P((Y,U) ¢ S) = P(¢g(Y) = 0) = 0. Par ailleurs, par construction, le couple (Y,U) posséde
une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?, s’écrivant :

Lo<usmg(y) _ Locusmgly) _ L(y,u)ehyp(img) '
mg(y) m JJr2 Ly ) ebyp(me) @y du’

V(y,u) € S:g(y)

Ainsi Loi(Y, U) a une densité qui coincide sur son support avec la densité de la loi Unif(hyp(mg)).
Do (Y, U) ~ Unif(hyp(myg)).

4. En remarquant que hyp(f) C hyp(mg), décrire une méthode de simulation de la loi P & partir de
la loi @ (que 'on suppose savoir simuler facilement).

Correction On sait que si 'on simule (X,U) ~ Unif(hyp(f)), alors X ~ P. Ensuite, puisque
hyp(f) C hyp(mg), il est possible de simuler la loi Unif(hyp(f)) par rejet depuis Unif(hyp(mg)).
Enfin, cette derniére loi peut étre simulée selon le schéma décrit & la question 3.

Pour récapituler :

(a) Simuler Y ~ @ puis U|Y ~ Unif([0,mg(Y)]) (on obtient (Y,U) ~ Unif(hyp(myg))).
(b) SiU < f(Y), définir X =Y, sinon retourner a 'étape précédente.

(c) Retourner X.

14
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5. Siladensité f a pour support un intervalle borné et est telle que || f||c < 00, quelle loi Q proposeriez-
vous ? Décrire I'algorithme résultant.
Correction Si f est bornée et a son support dans un intervalle borné, alors hyp(f) C [a,b] x [0, ¢/,
pour des réels a, b et c. En gardant a ’esprit la deuxiéme étape de la méthode proposée, il est alors
possible de simuler (Y,U) ~ Unif([a,b] x [0,¢]). Dans ce cas, on peut choisir ¢ = Unif([a, b]) et
I'algorithme est similaire & celui proposé a la question précédente en remplacant la premiére étape
par :

(a) Simuler indépendamment Y ~ Unif([a, b]) et U ~ Unif([0, ¢]).

EXERCICE 10 (() Simulation de la loi Gamma)

Soient @ > 0 et A > 0. On souhaite simuler suivant la loi Gamma(a, \), dont une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue est donnée par :

)\al,a—l

I'(a)

fix— e M1,00.

On suppose dans la suite que a > 1 et on note

gz eER— 2% e 1,00 et D= {(x,y) eR} xR,z < g(y/x)}

1. Calculer sup,cp g() et sup,cr 2%g(x). En déduire que D C [0,24] X [0,ya), ot 7, = (%1) 2 et
at1
va= (1) 7
Correction Soient p € Net h: x € R — zPg(x). h est positive et nulle sur R_ donc sup,cp h(x) =
SUD; Ry h(x). Par ailleurs, h est dérivable sur R, telle que

Ve eRY, HW(x)>0 < (a+p—1)a"P 2% g e 50 = z<atp—1.
Or a > 1, donc (a+p—1) € R} et h atteint son maximum en (a +p —1) :
1 a+p—1
suph(z) =h(a+p—1) = <a—|—p> .
zeR e

a—1
e

En particulier, pour p = 0 et p = 2, il vient sup,cp g(x) = ( )a_l = 22 et sup,ep 22g(z) =
(L—i—l)a+1 _ y2

e a*

Maintenant, pour tout (z,y) € D, on a trivialement

r<\gly/r) < /E}é%g(ﬂ”/) =g

2 2

2 Yy~ 9 Y (y> 2 / 2
=—=r’'<=—7=¢gl|=)<supx ) =vy..
e g LAY 1/6% 9(=) = v

et

D’ou D C [0, 4] X [0, ya].
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2. Soit (X,Y) ~ Unif(D). Quelle est la loi de W =Y /X ? En déduire que la surface de D vaut I'(a)/2.

Correction On note |D| la surface de D. Puisque D C [0,24] X [0,yq], |D] < oo et il est licite
de considérer la loi Unif(D). Ceci étant, par construction, le couple (X,Y’) a pour densité (x,y) €
R? — 10<I§\/mly>g/ﬂ)] par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?. Il vient que pour tout
fonction h : R — R continue bornée :

E[h(W)] =E [ < ﬂ //*XR* !1191 1 Jardedy.

Par le changement de variable (u,v) = (z,y/x), i.e. (z,y) = p(u,v), avec ¢ : (u,v) € R} x R —
(u,uv) € R x R%, qui est bien un C'-difféomorphisme, de jacobien det(.J,(u,v)) = u # 0 pour
tout (u,v) € R} x R, il vient

// RY |D| 0<u<\/7 1,>0|uldudv
* >< *

— /i h(v)‘%‘ </0 o udu) dv

1
= [ h(v)=—=v""te V1,5 0dv.

On reconnait a coté de h(v) le terme général de la loi Gamma(a,1). On en conclut que W ~
Gamma(a, 1) et que |D| =T'(a)/2.

3. Conclure que Z = W/X ~ Gamma(a, \).
Correction De nouveau par la méthode de la fonction muette, pour tout fonction h : R — R
continue bornée :

[e's) wa—l 00 aza—l
E[Z] = /O h(w/A)F(a) e Vdw = /0 h(z))\r(a) e Mduw,

par le changement de variable z = w/\. Ainsi, Z ~ Gamma(a, \).

4. Comment simuler suivant les lois Unif(D) et Gamma(a, \) ?
Correction Puisque D C [0, z4] x [0, 4], on peut simuler suivant Unif(D) via la méthode du rejet :
(a) Simuler indépendamment X ~ Unif([0, z,]) et Y ~ Unif([0, y4]).
(b) Si X < /g(Y/X), retourner (X,Y), sinon recommencer a I’étape précédente.
Concernant la loi Gamma(a, \), & partir de (X,Y") ~ Unif(D), il suffit de calculer Y/(AX).

5. On vient de voir que pour simuler suivant la loi Gamma(a, 1), il est inutile de connaitre la constante
I'(a) (seule la fonction g suffit). Est-ce que remplacer g par cg, ot ¢ > 0, dans la méthode ci-dessus
change son efficacité ?
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Correction L’efficacité de la méthode proposée ci-dessus réside dans le taux d’acceptation de
lalgorithme du rejet pour simuler Unif(D), qui vaut 1/m ot m est le majorant choisi pour calculer
le ratio d’acceptation. Ici (avec la convention 0/0 = 0),

. Layen/|D  Zala
m = sup = .
(z,y)€RE xR 1(1’,y)€[0,xa]><[O,ya]/(xaya) |D|
Ainsi, la probabilité d’acceptation pour la méthode décrite ci-dessus vaut —x‘apy‘a =P((X,Y) € D)

lorsque (X,Y) ~ Unif([0, z4] x [0,y,]). La question est donc de savoir si cette probabilité change
en remplagant g par cg.
Appelons D, = {(z,y) € R} x R%,x < +/g(y/x)}. En refaisant le raisonnement, il vient :

(a) Pour tout (x,y) € De, & < \/Supyer cg(z’) = Vexq et y? < supyep 2’?cg(z’) = cy?. Donc
D. C [0, Vexa] x [0, v/eya)-
(b) La surface de D, vaut :

cg(v) cI'(a) / v?le cI'(a)
D.| = 1 1, dudv = dv = 1y>0dv = ——.
= [ gy oyttt = [ 0= S8 [ Eaitso =5

*
+

Ainsi, simuler par rejet Unif(D.) a partir de Unif([0, z,] % [0,y,]) conduit & un taux d’acceptation

D] _ Dl
de e (Ve = wa
Remarque : On aurait aussi pu remarquer que (z,y) € D. <= (z/\/c,y/\/c) € D, donc D,
est une dilatation (suivant les deux axes) de D : D, = +/c¢D. Ainsi, il devient clair que D, C

Ve([0, z4] X [0,4,]) et |De| = ¢|D|, et que la probabilité d’acceptation de change pas.

. L’efficacité ne change donc aucunement avec ¢, et autant prendre ¢ = 1.
a

EXERCICE 11 ((f) Algorithme Ziggourat)

Le but est de simuler selon une densité f de facon trés efficace. Les deux idées-forces de la méthode
Ziggourat sont élémentaires et ont déja été croisées :

— Si le point (X, Y") est uniformément distribué dans ’hypographe de f, c’est-a-dire dans le domaine
H(f) :={(z,y) e R:0<y < f(x)}, alors X a pour densité f;

— Si f < g et si U'on sait simuler uniformément dans 'hypographe de g, alors on sait simuler uni-
formément dans H(f), donc selon f : il suffit d’effectuer des tirages uniformes dans H(g) jusqu’a
tomber dans H(f), c’est la méthode de rejet basique.

Noter que g n’est pas une densité puisque f < g, mais peu importe. Le principe est ainsi de trouver une
fonction g telle que :

— g majore f de facon trés fine, afin de rejeter le moins possible;

— il soit possible d’effectuer des tirages uniformes dans '’hypographe de g de fagon trés rapide.

Le cadre est le suivant : on considére une densité de probabilité f : R — R continue strictement décroissante
sur R4 et nulle sur R*.

1. Premiére partie : Construction de g
On fixe un entier n, par exemple n = 256. Pour x; > 0, on note y; = f(z1) et

A=y + / £ )y,
T1

puis par récurrence Y1 = yr + A/x) et Tp1 = f (yry1). Le réel 21 est choisi de telle sorte que
(Znyyn) = (0, £(0)). Notons T7 := {(z,y) € R2 : y < y11lacy, + f(2)1y>4, } la tranche inférieure
et, pour k =2,...,n, Tr := [0;2k—1] X [yr—1; yx| les tranches supérieures.
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(a)

Faire un dessin pour comprendre comment est construite la séquence ((zx, yx))1<k<n.

Correction La séquence ((zx, yx))1<k<n est construite de telle sorte que les tranches 71,..., 7,
alent toutes la méme surface, en 'occurrence égale a A.

Expliquer pourquoi une méthode de dichotomie permet de déterminer la séquence ((xg, yx))1<k<n
avec une précision arbitraire.

Correction La fonction A : Ry —]0,1] qui & z > 0 associe
Alw)i=af(a)+ [ Fw)dy

est continue (car f l'est) et strictement décroissante puisque® si 0 < z < 2’ (un dessin rend les
choses limpides) :

Aw) =of@+ [ sy + [y > ot @)+ [ 5@y [T i@y = @)

La fonction x — A(x) étant positive décroissante, elle admet une limite L > 0 en 'infini. Cette
limite ne peut étre que 0 : en effet, si on avait L > 0, alors comme

| iy 2o,

on aurait f(x) ~ L/x en I'infini, ce qui est impossible car I'intégrale de f serait alors infinie, or
f est une densité. On a par ailleurs A(0) = 1.

Si lon fixe 1 > 0, ceci fixe y1 = f(x1) et A = A(xq). Ceci détermine yo = y; + A/x1.
Si yo < £(0), alors il existe zo €]0, 71 tel que 2 = f~(y2), ce qui permet de déterminer
Y3 = y2 + A/x2, et ainsi de suite. Puisque = — A(z) effectue une bijection de R4 vers ]0, 1], on
voit que si la condition initiale z; est trop proche de 0, il existera k < n tel que y; > f(0), donc
¢a ne marchera pas. A l'inverse, si 1 est trop grand, alors on aura x, > 0, donc ¢a ne marche
pas non plus. En résumé, la fonction x; — x,, est ou bien non définie (sl existe k < n tel que
yr > f(0)) ou bien strictement croissante. Par conséquent il n’existe qu'une valeur possible x;
telle que (2, yn) = (0, £(0)) et celle-ci peut étre déterminée par dichotomie.

22
Exemple : pour la demi-gaussienne, i.e. f(x) oc e™ 2 1,0, et n = 256 tranches on trouve

1 ~ 3.6541528853610088 et A ~ 0.00492867323399

Cette étape préliminaire est bien str cotiteuse mais elle est effectuée une seule fois et permet
d’aboutir a la fonction majorante g en escalier (hormis pour la rampe d’accés & droite de x7) :

n
g(x) :== f(x)lﬂch + Zyklxk§x<xk_l-
k=2

Sil’on suppose savoir tirer uniformément dans 7; (nous reviendrons sur ce point ultérieurement),
expliquer comment simuler uniformément dans I’hypographe de g.

Correction Puisque toutes les tranches ont la méme surface A, il suffit de choisir une tranche
au hasard puis d’effectuer un tirage uniforme dans cette tranche :

1. Pour f dérivable c’est trivial car alors la fonction A I’est aussi avec A'(x) = zf'(z) < 0 car f est strictement décroissante.
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i. simuler K ~ Unif({1,...,n});

ii. si K = 1, on tire uniformément le point (X,Y’) dans 77 par une méthode ad hoc; si 2 <
K < n, il suffit de tirer X ~ Unif([0;z;_1]) et Y ~ Unif([yx—_1;yx]). Nous verrons plus loin
qu’on n’a pas forcément besoin de simuler Y, mais passons.

2. Deuxiéme partie : Méthode de rejet
Nous savons maintenant simuler (X,Y’) uniformément dans I’hypographe de g a partir du tirage
uniforme dans I'une des tranches. Comme nous allons le voir, une astuce permet trés souvent de se
dispenser du tirage de Y. Pour l'instant, on suppose donc uniquement K ~ Unif({1,...,n}).

(a)

Vérifier que si 2 < K =k <n et X ~ Unif([0; xx_1]), alors si X <z, on accepte X.

Correction A priori on devrait simuler Y ~ Unif([yx_1; yx]) et vérifier si Y < f(X) mais c’est

inutile car si X < xp, alors f(X) > f(zx) = yx > Y. Bilan : nul besoin de simuler Y, la
proposition X est automatiquement acceptée !

On suppose toujours 2 < K < n et X ~ Unif([0;2x_1]), mais cette fois xp < X < xp_1.
Comment appliquer I'idée du rejet ?

Correction Cette fois il faut simuler Y ~ Unif([yx—1; yx]) puis : si Y < f(X), on accepte X ; si

Y > f(X), on refuse X et on revient au début, c’est-a-dire au tirage de K ~ Unif({1,...,n}).

On suppose désormais K = 1 et on note xp := A/y1. Montrer que si X ~ Unif([0; z]), alors si
X < x1, on accepte X.

Correction Il faut tirer uniformément dans T1. Ecrivons 71 = T/ UT{" avec T{ := [0; 21 [x[0; 1]

et =T1\ 7{. Si on note p, ul et ,u ! les lois uniformes sur ces trons ensembles, on peut voir
w1 comme un mélange des lois p) et pf

Ty, 1T,
“ =
ce qui signifie qu’on peut procéder en deux temps : on fait un premier tirage pour décider du
domaine, puis on simule uniformément dans ce domaine. Pour le premier tirage, il suffit de
connaitre les pondérations, or

@ R S V) I

il A mop @

Or X ~ Unif([0; zg]) vérifie X < z; avec probabilité x;/xo donc dans ce cas on devrait simuler
un point (X', Y”) uniformément dans 7{ := [0; 21 [x[0; y1[, mais c’est inutile : on dispose déja de
X uniforme sur [0;z1[ et, pour les mémes raisons que ci-dessus, il n’y a pas besoin de simuler
Y’ puisqu’on aura forcément Y’ < f(X). Bref, on accepte X.

Si le tirage précédent a donné X > xq, montrer qu’il "suffit" de générer un nouveau X selon la
densité cf (2)1z>q4, -

Correction Vu ce qui précéde, la probabilité que X ~ Unif([0; zg]) vérifie X > z1 est exacte-
ment celle avec laquelle on doit simuler un point uniformément dans

7-1// = {(x7y) S R?‘r - Z LY S f(x)}
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Cependant, n’oublions pas que si on y arrive, i.e. si (X,Y) ~ Unif(7]"), alors on conservera
uniquement X . Par conséquent, il suffit de montrer que dans ce cas X a pour densité cf(z)1,5y, .
Or cette vérification est directe car

o0 1
7= | fade =,
1 c
et pour toute fonction test ¢, si (X,Y) ~ Unif(7{"), il découle de Fubini que

Ly (z,y)

Ble(x)] = [[ o) T iy = [ ol@)es @)t ds

Il reste maintenant & expliquer comment générer X selon la densité cf(z)1y>5,. Ceci dépend
bien siir de f. Si f est la loi exponentielle de paramétre 1, montrer que c’est élémentaire. Si f
est la densité de la variable absolue de la gaussienne standard, montrer qu’on peut se servir de
la loi 1 + Exp(z1) comme loi de proposition et appliquer une méthode de rejet.

Correction Par la propriété d’absence de mémoire, la loi d’une variable exponentielle sachant

qu’elle est supérieure & 1 > 0 est la loi exponentielle translatée de x1 donc la simulation est
immeédiate.

Si f est la densité de la variable absolue de la gaussienne standard, alors la densité d’une variable
ayant cette loi sachant qu’elle est supérieure & x1 > 0 est

2
fl(x) = Cle_%]-a?Zl‘l?

tandis que celle de la loi instrumentale x; + Exp(z1) est
g(z) = xlefml(zfxl)lxle.

Dans ce cas, un calcul rapide montre que

Hz)  fiz)
r>x g(l’) g(‘rl)

9

donc, pour tout x > x1, le rapport d’acceptation vaut

r(x) = IC)) — o 3l@—a1)?
)= ng(a) '

Au total, pour simuler selon fi, on simule des variables X ~ x1 + Exp(z1) et des variables
uniformes sur [0, 1] jusqu’a ce que

U<rX)= e~z (X—e1)?,

Dés que cette condition est satisfaite, I’algorithme renvoie X.

3. Troisiéme partie : Synthése
On se focalise sur la loi normale standard en supposant que la séquence 0 = z,, < -+ < xg est
donnée une fois pour toutes.
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(a)

Pourquoi n’est-il pas restrictif d’avoir supposé f =0 sur R* ?
Correction La densité de X ~ |N(0,1)] est

2 2
x) = e 2 1.9
f@) = = F 1.
et répond aux conditions d’application précédentes puisqu’elle est continue strictement décrois-
sante sur R4. De plus si X ~ f et si R suit une loi de Rademacher et est indépendante de X,
alors W := RX ~ N(0,1).

Donner le pseudo-code de 'algorithme Ziggourat.
Correction L’algorithme peut donc se décrire comme suit :
1 Simuler K ~ Unif({1,...,n}).
2 Simuler U ~ Unif([0, 1]), calculer X = zx_1U et :
— Si X < xg, renvoyer X.
— Sinon :
— Si 2 < K < n, simuler V' ~ Unif([0,1]), calculer Y = yx_1 + (yx — yx—1)V et si
Y < f(X), renvoyer X, sinon retourner en 1.
— Si K = 1, retourner X selon la densité cf(x)1;>z, selon une méthode adaptée (cf.
Question 2e).

Remarque : on prendra garde au point suivant : si K =1 et 29U > x1, on applique la méthode
de rejet jusqu’a obtenir X ~ cf(z)1;>4,, autant de fois que nécessaire; tandis que si K > 2
et xg_1U > x, on ne teste Y < f(X) qu'une seule fois, c’est-a-dire que si Y > f(X) il faut
retourner au début et retirer K ~ Unif({1,...,n}), et non rester dans la méme tranche jusqu’a
ce que la condition Y < f(X) soit satisfaite.

Discuter de l'efficacité de cet algorithme.

Correction La seule étape coiiteuse est le tirage selon la densité cf(x)1;>,,, mais on n'y fait

appel que moins d’une fois sur n, puisque méme lorsque le premier tirage donne K = 1, alors
si X = 2oU < x1, on n’y a pas recours. De plus, quelle que soit la tranche, la plupart du temps
on ne fait pas appel & f car la condition xx_1U < z est trés souvent satisfaite lorsque n est
grand (les xj étant alors proches les uns des autres).

Pourquoi l'algorithme Ziggourat porte-t-il ce nom ?

Correction Ce nom vient de la forme de la fonction g, qui rappelle celle des édifices religieux

mésopotamiens. Cet algorithme est dii & George Marsaglia et Wai Wan Tsang, The Ziggurat
Method for Generating Random Variables, Journal of Statistical Software, Vol. 5(8), 2000.
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