Sorbonne Université, Master 1 UM4MA379, Statistique Computationnelle, 2025-2026
Cours : A. Guyader TD : M. Sangnier

TD 4 : ECHANTILLONNEUR DE GIBBS

EXERCICE 1 (Cas d’école pour Gibbs)

On considére la densité ) 2 2)
Y z*(1+y+y
f(x,y)—CeXp<—2—2>,

ou C' est la constante de normalisation.
1. Soient (z,y) € R2. Quelle est la loi de X sachant Y = y? Et celle de Y sachant X = x?

Correction : Pour tout réel y, on a

.I2 2
Faly) o o) ocemp (L)),

donc

1
Loi(X|Y =y) =N [0,—— ).
oiX] v) ( 1+y+y2)

De méme, pour tout réel x, I’écriture

z? ? ’
f(aly) o f(w,y) o< exp (‘ & <y "o x2>> )

. z? 1
Loi(Y|X =2) =N i ) 1va)

montre que

2. En déduire un échantillonneur de Gibbs séquentiel de loi cible f produisant une chaine de Markov
((Xn,Yn))nZO-
Correction : Un échantillonneur séquentiel de Gibbs de loi cible f est alors trés facile & construire
puisqu’il suffit de simuler des variables gaussiennes. Sachant (X,,,Y,) = (z,y) :

1
X’::U’N/\/'<0,2>;
14+y+y

— on simule

— ceci fait, on simule

2
1
Y =y ~ N (-t :
Y 21+ 22 1+22)°

— on pose (Xp41, Yni1) = (2, 9).
Pour l'initialisation, on peut par exemple partir de Xy = (0,0).

3. La chaine ((X,,,Y5))n>0 ainsi construite vérifie-t-elle la convergence vers f en variation totale et le
Théoréme ergodique ?
Correction : Le support R? de la loi jointe étant le produit cartésien des supports des lois margi-
nales, un résultat du cours assure que convergence en variation totale et Théoréme ergodique sont
vérifiés pour presque toute condition initiale Xy = (g, yo) appartenant au support de f, ¢’est-a-dire
pour presque toute condition initiale dans R? puisque f étant strictement positive, la loi de densité
f et la mesure de Lebesgue sont équivalentes.
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EXERCICE 2 (Somme d’exponentielles contrainte)

Soient X7,..., Xy des variables exponentielles indépendantes de paramétres Aq,..., Ay > 0 donnés. Soit
S =Xq+- -+ X, leur somme et s > 0 une constante fixée.
1. Donner la densité m du vecteur aléatoire (X1, ..., Xy4) sachant S > s.
Correction : La densité 7 est la restriction de la densité du vecteur (X1,..., Xy) au domaine

S:{(ml,...,xd)GRi:xl—i—---—l—:rdZs},

c’est-a-dire

d
1 >
ey = ||)\ ARk 2 i . P
7T(961 xd) (k:1 k€ xk20> IP(SZS)

2. Soit x_j := (z2,...,%4) € ]Rflfl fixé. Déterminer la densité conditionnelle 7(-|z_1) de Loi(X;|X_1 =

x_1,5 > s). Quelle loi reconnaissez-vous ?

Correction : Pour tout x_; := (z2,...,24) € ]Rfl[1 fixé, la densité conditionnelle s’écrit

m(xy|z_1) x w(xy,x-1) = w(x1, ..., 24) X e_’\lzllxlzolxl+...+zd25 = 6_)‘”“1x12(5_(m2+...+$d))+,

avec la notation x := max(z,0). On reconnait une loi exponentielle translatée :

Loi(Xi| X1 =2-1) = (s — (x2 4+ - + zq))+ + Exp(\1).

3. En déduire un échantillonneur de Gibbs séquentiel de loi cible 7.
Correction : Pour l'initialisation, on peut par exemple partir du point Xy =
Sachant X,, = (x1,...,24), on simule tout d’abord
X =a) ~(s—(z2+ - +2a)+ + Exp(\),
puis
Xy =ah~ (s — (2] + 23+ +x4))1 + Exp(Aa),

et ainsi de suite sur les d coordonnées jusqu’a obtenir X, 41 = (21,...,2}).

., 8/d).

4. Le support S(7) de la loi jointe 7 correspond-il au produit cartésien des supports des marginales ?

Correction : Comme vu-ci-dessus, le support de 7 est
S(m) = {(xl,...,:cd) 6Ri:x1+--~+xd23}.
Pour tout ;1 € R4, notons

S(xy) := {(acg,...,xd)EIRi_l:xl-i-'“—l—ﬂ:dzs}.

Bien entendu, quel que soit 1 > 0, ensemble S(z1) est non négligeable pour la mesure de Lebesgue
sur R41, si bien que l'intégrale d’une fonction strictement positive sur S (1) est non-nulle. Ainsi,

la marginale en z1, i.e.

71'1(.731) = )\16)‘1331/

S(z1)

d
(H )\ke’\m> dzs . ..dzy

k=2
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est strictement positive, d’ott S(m) = Ry, et

S(ﬂ') g S(?Tl) X X S(Wd).

Par conséquent, pour montrer que la chaine est irréductible, on ne peut pas appliquer le critére des
supports.

5. On veut montrer que la chaine (X,,) ainsi construite, de noyau noté P, est irréductible. Pour
simplifier les notations, on suppose d = 2 et on considére un borélien B de Ri tel que m(B) > 0.

(a)

Soit x € S(m). Rappeler la densité du noyau P par rapport a la mesure de Lebesgue, c¢’est-a-dire
la fonction p(z,2’) = p((x1, x2), (¢}, z})) telle que P(x,dz’) = p(z, 2 )dx’.
Correction : On a, d’aprés le cours,

pla,a") = m(2h|wo)mw(zh|a)).

Soient x = (z1,72) € S(7) N (R4 X [s,00]) et B un borélien de R? tel que 7(B) > 0. Montrer
que P(z,B) > 0.
Correction : Soit x = (x1,22) € S(7) N (R4 X [s,00]). La densité du noyau de transition P
vérifie ici :

va' € (]R+)27 p(l":U/) - 7T(:L'/1|:132)7T($/2|:L‘/1) X e_>\1$l1 1x/120€_>\2x/2 11/22(57$/1)+

_ r_ /
x e Mg ’\2”52196/65(@.

Ainsi, le support de la loi de probabilité P(z,-) est S(m). Puisque, par hypothése w(B) > 0, on
en déduit que A\y(BNS(m)) > 0, d’ou P(z, B) > 0.

Un dessin permet de comprendre ce qui se passe. Partant de z = (21, 22) € S(7)N (R4 X [s, 00]),
on commence par simuler X{ ~ Exp()\;), de support Ry. Puis, sachant X{ = 2/, on simule
X} ~ (s — )+ + Exp(A2), de support (s — 2)+ + R4. Par conséquent le support de la loi de
probabilité P(z,-) est S(m).

En déduire que, pour tout z = (z1,22) € S(r) et tout borélien B de R% tel que 7(B) > 0, on
a P*(z,B) > 0.

Correction : De nouveau, un dessin permet d’éclairer les choses. Partant de = = (z1,z9) €
S(7), on commence par simuler X{ ~ (s — z2)+ + Exp(A1), de support (s — x2)4 + R. Puis,
sachant X| = 2/, on simule X} ~ (s—a)4++Exp(\2), de support (s—z/)++R. Par conséquent
le support de la loi de probabilité P(x,-) est S(7) N ([(s —x2)+, 00[xR4). Ainsi, partant de z, on
peut aller n’importe ot dans S(7) sauf éventuellement dans une étroite bande verticale & gauche.
En notant A = [(s — x2)4, 00[X[s, 00|, qui est inclus & la fois dans S(m) N ([(s — z2)+, 00[xR4)
et dans S(m) N (R4 X [s,00]), on comprend donc que 'on a une probabilité strictement positive
d’aller dans A depuis z, puis de A, d’aller dans B (d’aprés la question précédente).

Plus formellement, nous avons, par définition :

P2(z,da") = / P(z,dz)P(a!, d2’) = ( / p(x,x’)p(m’,x”)dwl> da”.
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Ainsi, en appliquant Fubini-Tonelli, on obtient :
P%*(z,B) = /13($”)P2($,d:c") = /lB(a:") </p($,x’)p($',x")da:’> da”

/p (/ 1p(x )p(m’,:r”)dx”) dx’
/p P(«/, B)da'
Lo

p(x,2")P(z', B)dx'

v

S(m)N(R4 X [s,00])

/ P(2', B)da'.

Or, pour tout 2’ € A, p(x,z’) > 0 et puisque 2’ € S(m) N (R4 X [s,00]), la question précédente
assure que P(z/, B) > 0. Ainsi P?(x, B) > 0.

v

6. La chaine (X,,) ainsi construite vérifie-t-elle la convergence vers 7 en variation totale et le Théoréme
ergodique ?
Correction : Puisque P%(z, B) > 0 pour tout z = (z1,22) € S(7) et tout B tel que 7(B) > 0,
la chaine est m-irréductible. On peut montrer par ’absurde qu’elle est aussi apériodique. La chaine
vit dans 'espace E = S(). Supposons alors qu’il existe d > 2 et une partition de S(7) = U;lzlEj
tels que

P($,Ej+1):1 \V/I'GE]', VjG{l,...,d—l}
{ P(a:,El):l Ve € Ey.

Supposons pour commencer d = 2, alors pour tout € Fj, le support de P(x,-) est Ey donc
P%(z,Ey) = / P(z,dz\P(z', Ey) = / P(z,dz') = 1.
EQ EQ

Mais par la propriété P?(x, B) > 0 pour tout B tel que 7r(B) > 0, ceci implique 7(F3) = 0. Prenons
alors © € Fy : pour les mémes raisons que ci-dessus, on a P%(z, F3) = 1, ce qui implique 7(F;) = 0
et contredit le fait que w(Ey)+m(E2) = 1. Le cas d > 2 se traite de la méme fagon. Par conséquent,
la chaine est apériodique. Par construction de 1’échantillonneur de Gibbs, elle est bien entendu
également m-invariante. Ainsi, pour m-presque tout condition initiale, ¢’est-a-dire pour presque tout
x dans S(), la convergence vers 7 en variation totale et le Théoréme ergodique sont satisfaits.

EXERCICE 3 (Modéle de mélange et variables latentes)

Soient (a,b) € (R%)?, (mg,m1) € R?, (09,01) € (R%)? connus et fixés. On considére le schéma bayésien
suivant : la loi a priori sur 8 est II = Beta(a,b). Sachant 6 = 0, les observations X = (Xi,..., Xx) sont
i.i.d. selon le mélange de gaussiennes de densité

1 _ (w=mg)? 1 _(@=mp)?

e 20(2) + 0 X e 20‘%
2103 210?
o oY

po(x) = (1 = 0)go(z) + 061 (z) = (1 - 0) x

1. Déterminer la loi a posteriori, ¢’est-a-dire Loi(€|X). Est-ce une loi classique ?
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Correction : En notant comme d’habitude 7(0|X) la densité de la loi a posteriori, on a

m(0]X) oc 0971 (1-0)"""150,1((6 Hpe ) =071 (1-0)"""150,47(0 H{l— )Po(X;) + 091(X;)}

qui n’est pas une loi classique. En particulier, ce n’est pas une loi Beta. En d’autres termes, la
famille des lois Beta n’est pas conjuguée pour le modéle de mélange gaussien.

2. On considére le schéma bayésien hiérarchique suivant : la loi a priori sur € est encore II = Beta(a, b).
Puis, sachant @ = 6, les variables Z = (Z1,...,Zy) € {0,1}* sont i.i.d. selon la loi de Bernoulli
Ber(0). Enfin, sachant Z = z et 8 = 6, les observations X = (X, ..., Xx) sont indépendantes avec

. . . 2
Loi(X;|Z = 2,0 = 0) = Loi(X}|Z; = 2;,0 = 0) = Loi(X;|Z; = z;) = N(m.;,0%,).

Les variables aléatoires Z; sont appelées variables latentes (car non observées).

(a) Soit ¢ : R — R4 une fonction test, montrer que

Elp(X)|6] = /R o (@)po(z)d.

Qu’en déduisez-vous pour la loi a posteriori Loi(@|X) de ce schéma bayésien hiérarchique ?

Correction : On commence par appliquer la formule des espérances conditionnelles emboitées :
E[p(X1)|60] = E[E[p(X1)[Z1, 0]|6],

or par hypothése Loi(X1|Z1,0) = Loi(X1|Z;) = N(mzl,az ) donc

Elp(X1)| 71, 6] = Elp(X1)|21] = /R (@) ()

On note par ailleurs que
¢Z1 (':U) — ¢U(x)1Z1:0 + ¢l ($)1Z1:17

si bien que

Ble(00)121] = ( [ laonfalds) 120+ ( [ olo)oro)te) 12,2 = anlz o+ otz
R R
donc, tenant compte du fait que Loi(Z|@) = Ber(8), il vient
E[(,D(Xl)|0] = E[Oxolzlzo + a0121:1|0] = OzoIP(Zl = 0|0) + Oél:[P(Zl = 1|0) = (1 — 0)0[0 + 60aq,

ce qui donne bien

Elp(X1)|6] = /R o(@)((1 — B)go(x) + 0¢n (x))dz = /R o(@)pe(z)da.

Ainsi, sachant 6, les observations X; ont toutes la méme loi et celle-ci correspond a celle du
modéle bayésien de la Question 1, c’est-a-dire un mélange de gaussiennes. De plus, sachant 6, il
est intuitivement clair que les X; sont indépendantes, ce que I'on peut le vérifier par les fonctions
tests :

E[p1(X1) ... on(Xn)|0] = E[E[p1(X1) ... o8 (XN)[Z, 0]|0] = E[E[01(X1) ... on (Xn)|Z]|6],
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avec, par indépendance conditionnelle des X; sachant les Z;,

N

N
Elp1(X1)...on(Xn)I1Z] = [ [ Bles (X125 = [[ ¥3(2))
j=1

j=1

De méme, par indépendance conditionnelle des Z; sachant 6,

N N
Efy1(Z1) ... ¥n(Zn)|0] = [ ] Blv;(2))10) = [ | EElp,(X;)|Z;]|6],
j=1 J=1
et on refait le film a ’envers :
N N
HE o (X;)17,116) = [ | E[Ele;(X;)1Z;, 0116] = [ [ Elv;(X;)(6]
j=1 Jj=1
pour conclure que
N
Elp1(X1) ... on(XN)[0] = H

ce qui prouve que, sachant 6, les observations X; sont indépendantes. Bref, tout ¢a pour dire
que, sachant @, les observations X sont i.i.d. et de densité pg(x), le mélange gaussien introduit
en début d’exercice. Puisque la loi a priori sur 0 est également la méme qu’en Question 1, on
en déduit que la loi a posteriori Loi(€|X) est la méme qu’en Question 1.

Quelle est la loi de @ sachant Z 7 Quelle est la loi de 6 sachant (Z,X)?

Correction : On a affaire & un schéma bayésien classique ot la loi a priori sur 6 est une loi Beta
et, sachant 6, les Z; sont i.i.d. selon une Bernoulli de parameétre 8, donc la la loi de @ sachant Z
admet une densité par rapport & la mesure de Lebesgue, laquelle se calcul comme d’habitude :

7(0)Z) o 99711 — 0)> " 1504(0 H 0%i(1 — = goHNINTL(] )N NIy (),

ce qui signifie que B B
Loi(0|Z) = Beta(a + NZn,b+ N — NZy).
Pour la loi de 8 sachant (Z,X), notons f(0,z,x) la densité du triplet (8,Z,X) par rapport a la

mesure dominante A ® u&N @ AN ot A et 1 désignent respectivement les mesures de Lebesgue
sur R et de comptage sur {0,1}. Alors, avec des notations évidentes,

W(Q‘LX) = f(H‘Z,X) X f(H,Z,X) = f(ﬁ)f(z\ﬁ)f(x]z,ﬁ),

or par construction f(x|z,0) = f(x|z), qui ne dépend pas de 6 donc passe a la trappe du "o",
d’ou

m(0lz,x) o< f(0)f(2|0) o w(0]z),
c’est-a-dire que Loi(0|Z,X) = Loi(0|Z), ce qui était intuitivement clair : si 'on connaissait
les variables latentes Z;, les observations X; n’apporteraient aucune information de plus sur le
paramétre 6.




Sorbonne Université, Master 1 UM4MA379, Statistique Computationnelle, 2025-2026
Cours : A. Guyader TD : M. Sangnier

()

Quelle est la loi de Z; sachant (6,X)?

Correction : Les observations X; étant conditionnellement indépendantes sachant les Z; et
les Z; étant elles-mémes conditionnellement indépendantes sachant 6, on commence par noter
que! Loi(Z1]0,X) = Loi(Z1]0, X1). Ensuite, puisque Z; ne peut prendre que les valeurs 0 et
1, la loi de Z; sachant (8,X) est bien entendu une loi de Bernoulli dont le paramétre dépend
du couple (8,X). Nous modifions un peu les notations de la réponse a la question précédente
comme suit : f(0,z1,x1) est la densité du triplet (6, Z1, X;) par rapport a la mesure dominante
A® p® A Pour z1 € {0,1} on a donc, par les mémes arguments que ci-dessus,

P(Zy = z1|0,21) = f(21]0,21) o f(0, z1,21) < f(x1]21,0) f(21|0) = f(x1]21) f(21]0),

ce qui donne
P(Z1 = 210, 21) o< 07 (1 = 0)1 71, (1),

: _ 0¢1(X1)
Loi(Z1]0,X) = Ber <<1 o0 (X1 £ 9¢1(X1)> .

et signifie que

Quelle est la loi de Z; sachant (0,X, Zs,...,ZN)"

Correction : Pour les mémes raisons que précédemment et en reprenant les notations du cours,
on a

Loi(ZﬂO, Z_l, X) = LOi(lea, )(7 ZQ, ceey ZN) = Loi(Zl\B, X) = Loi(Z1]0, Xl)

En déduire un échantillonneur de Gibbs permettant de construire, sachant X, une chaine de
Markov ((6,,, Zy))n>0 admettant pour loi stationnaire la loi a posteriori du couple (0, Z), c’est-
a~dire Loi((0,Z)|X).
Correction : On rappelle que les observations X; sont connues et fixées une fois pour toutes. On
part d’une condition initiale (8¢, Zo) = (6o, zo) €]0,1[x{0, 1}V arbitraire : on peut par exemple
simuler 8y ~ Beta(a, b) et une fois ceci fait simuler Zo ~ Ber(8y)®" . Sachant (0,,,Z,) = (0,z) =
(0,(z1,...,2n)), une étape de I’échantillonneur de Gibbs séquentiel fonctionne comme suit :
— On simule

0 =0 ~ Beta(a+ NzZy,b+ N — Nzy).

— On simule / / 0 p1(X1)
Zy =z ~ Ber ((1 —0")po(X1) + 0l¢1(X1)> '
_ On simule / / 0 o1(Xn)
Zy = Zy ~ Ber ((1 — 0)do(Xn) + 9,¢1(XN)> |
— On pose

(0n+17 Zn+1) = (9/? Z/) = (6,7 (zlla s >Z§V))'

1. Pour I’établir rigoureusement, on peut a nouveau passer par les fonctions tests.
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(f)

La chaine ((6),,Zy,))n>0 ainsi construite est-elle irréductible ? apériodique ?

Correction : La densité jointe a posteriori vérifie :

lZ¢Z( )}

::]2

7((0,2)X) o< 0" (1 — )" 15046
z:l

Ainsi, le support de la loi jointe a posteriori Loi((0,Z)|X) est ]0,1[x{0,1}" et coincide avec
le produit des supports des marginales a posteriori Loi(0|X) et Loi(Z|X). Par un résultat du
cours, ceci assure que la chaine est apériodique et irréductible pour la mesure correspondant a
Loi((6,Z)|X), elle-méme équivalente a A\ | ® p®N

La convergence en variation totale de Loi(8,|X) vers la loi a posteriori Loi(6|X) et le Théoréme
ergodique sont-il vérifiés ?
Correction : A une fonction ¢ : © = [0,1] — [0,1] on peut associer ® : © x {0, 1} — [0, 1]
par ®(0,z) := ¢(0). Ainsi

[E[¢(0,)[X] — E[p(6)[X]| = [E[®(0,, Z,)|X] — E[®(6, Z)[X]|,
or I'une des caractérisations de la distance en variation totale assure que
[E[®(0n, Z0,)[X] — E[®(6, Z)|X]| < [[Loi((6r, Zn)|X) — Loi((8, Z)|X)]l,
donc en prenant le supremum sur les fonctions ¢, on en déduit que
|Loi(6,]X) — Loi(8X)]| < [Loi((Br, Za)[X) — Loi((8, Z)X)

Nous venons de voir que pour Ajg 1] ® p®N _presque toute condition initiale (g, zg), le majorant
tend p.s. vers 0. Il s’ensuit que pour presque tout 6y de [0, 1], on a

|Loi(8,,|X) — Loi(8]|X)| 22 0

On montre de méme que le Théoréme ergodique est vérifié.

La suite de variables aléatoires (6,,) est-elle une chaine de Markov ?

Correction : La réponse est oui et c¢’est un résultat général pour I’échantillonneur de Gibbs.
Dans notre cas particulier, si I'on se référe a la construction donnée en réponse a la Question
2e, on voit que 0,41 est obtenu par simulation d’une loi Beta dont les paramétres dépendent
de Z, et que le vecteur Z,, est lui-méme obtenu par simulations de variables de Bernoulli dont
les paramétres dépendent de 6,,. Par conséquent on peut trouver une suite d’éléments aléatoires
(Wa)n>1 = ((Un, Vi) n>1 1.1.d. et indépendants de (89, Zo) tels que, pour tout n, on puisse écrire

0n+1 - h(zna Vn+1> = h(g(ena Un+1)a Vn+1) - f(ana WnJrl)a

ce qui prouve que (6,,) est une chaine de Markov.

Attention : De facon générale, si ((Xp,Y,))n>0 est une chaine de Markov, (Y},),>0 n’en est pas
forcément une, cf. par exemple les modéles de Markov cachés.




Sorbonne Université, Master 1 UM4MA379, Statistique Computationnelle, 2025-2026
Cours : A. Guyader TD : M. Sangnier

EXERCICE 4 (Gibbs simultané = Gibbs erroné)

On considére sur R? le couple de variables aléatoires (X,Y) oit X est gaussienne standard et Y = X + W
avec W gaussienne standard indépendante de X.
1. Quelle est la densité de la loi jointe 7 du couple (X,Y")?
Correction : Le vecteur [X, W]T est gaussien puisque X et W sont deux variables gaussiennes
indépendantes. Par conséquent le vecteur [X, Y]T = M[X, W] est gaussien en tant que transformée
linéaire du vecteur gaussien [X, W|T. 11 suffit donc de spécifier le vecteur moyenne et la matrice
de covariance. Clairement E[X] = E[Y] = 0 donc le vecteur moyenne est nul. Pour la matrice de
covariance, on a par construction Var(X) = 1, Var(Y') = Var(X) + Var(W) = 2 et Cov(X,Y) =
EXY] - EX]E]Y] =1, dou

7r=Loi(X,Y)zN<[ 5 ] , [ - D — N (m, %),

Sa densité est donc

1 1 x 1 1
m(r,y) = ———expq —=|z, v = —exp{ —— (222 — 22y + 2 }
(@) = ;= p{ 5[] [y}} o p{ 5 ( y+y°)

2. Quelles sont les lois conditionnelles Loi(Y|X) et Loi(X|Y)?
Correction : Puisque Y = X +W avec W indépendante de X, il est clair que Loi(Y|X) = V(X 1).
On peut le retrouver par le calcul :

m(ylw) o w(@,y) o exp {—; (v - 2361/)} o exp {—; (y— w)Q} :

On procéde de la méme fagon pour déterminer la loi conditionnelle Loi(X|Y') avec cette fois

m(zly) o< 7(x,y) o< exp {— (z* — 2y) } ox exp {— (x - g)Q} ,

ce qui prouve que Loi(X|Y) =N (%, %) Autrement dit, sachant Y, on a la représentation en loi

X =Y/2+4 Z//2 oul Z est gaussienne standard indépendante de Y.

3. Décrire une étape de '’échantillonneur de Gibbs séquentiel pour passer du couple (X,,Y,) au
couple (Xp4+1, Yy4+1) grace a des simulations de variables gaussiennes. Vérifier que la loi 7 est bien
stationnaire.

Correction : Notons Wy, 1 et Z,, 11 deux variables gaussiennes standards indépendantes entre elles
et du couple (X,,,Y,,). D’aprés la question précédente, une étape de I’échantillonneur de Gibbs sé-
quentiel consiste tout simplement a poser X, 41 = Yn/2+Zn+1/\/§ puis Y11 = Xp41+Wht1. Pour
vérifier que 7 est bien stationnaire, il suffit de montrer que si (X,,,Y;,) ~ 7, alors (X, 41, Y1) ~ 7.
Or, dire que (X,,,Y;) ~ 7 signifie en particulier que [X,,, Y,]T ~ N (m,X) est un vecteur gaussien.

Ainsi
A A

est la somme de deux vecteur gaussiens indépendants, ce qui en fait un vecteur gaussien. Il est claire-
ment de moyenne nulle. Sa matrice de covariance peut se calculer via la représentation précédente :

comime
Xn+1 Xn Wn+1
=A + B ,
[Yn-i-l } [Yn } { Zn+1 }

9
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on a, par indépendance,

Cov ([ Xni1 D = ACov ([ Xn D AT 4+ BCov ({ Wit D BT = AxAT + BLBT =%,
Yn+1 Yn Zn+1

ce qui prouve que, comme vu en cours, la loi 7w est stationnaire pour ’échantillonneur de Gibbs
séquentiel.

Remarque : Sans calcul matriciel, une autre fagon de vérifier que la matrice de covariance est bien
> est de dire que

Var(X,11) = Var(Y, /2 + Zp1/V2) = %Var(Yn) + %Var(Zn) =1,

puis
Var(Y,4+1) = Var(X,, 11 + Wy 1) = Var(X,41) + Var(W,41) = 2,

et enfin
COV(Xn+1, Yn+1> = COV(Xn+1,Xn+1 + Wn+1) = Var(XnH) =1.

4. On considére maintenant une chaine (X,,Y,,) dont la dynamique est la suivante : sachant (X, Y,),

on simule X,,y; selon la loi conditionnelle Loi(X|Y;,) = 7(-|Y,) et Y41 selon la loi conditionnelle
Loi(Y|X,,) = 7(:|X,,). Cette fagon de se déplacer s’apparente donc & un échantillonneur de Gibbs
ol les deux coordonnées seraient remises & jour simultanément. Montrer que dans ce cas la loi 7
n’est pas stationnaire.
Correction : Avec les mémes notations qu’en question précédente, on a cette fois X,,11 =Y, /2 +
Zni1/V2 mais Yy 11 = X+ Wiyt Si (X, Yy) ~ 7 = N (m, X), le vecteur [X,,41, Yni1]” est encore
gaussien centré, les variances de X, 11 et Y,41 sont les mémes que celles de X, et Y,,, a savoir
respectivement 1 et 2, mais la covariance a changé :

1 1
Cov(Xn41,Ynt1) = Cov(Y, /2 + Zn+1/\/§, Xn+Whi) = §C0V(Xn, Y,) = 5 # 1= Cov(X,,Y,),

ce qui prouve que 7 n’est pas stationnaire. Morale de I'histoire : il ne faut pas remettre les deux
coordonnées & jour en méme temps !

EXERCICE 5 (Slice Sampling)
On considére la fonction
7T($7y) = 11’>010<y<%exp(7\/5)'

1. Montrer que la fonction m(z) =  exp(—/z)1y>0 est une densité sur R et en déduire que 7(z,y)
est une densité sur R2. Quelle loi reconnaissez-vous pour le couple (X,Y) de densité 7(z,y)?
Correction : La fonction 2 — () est positive et le changement de variable t = \/x montre qu’elle
somme a 1 :

| geet-vans = [ et = o) - 1
0

2 0

La fonction (x,y) — m(z,y) est positive et, par Fubini-Tonelli,

00 3 exp(—V/2) % |
// m(x,y)dzdy = / / dy | de = / —exp(—vz)dr = 1.
R2 0 0 0o 2
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Un couple (X,Y) de densité 7 est tout simplement un couple distribué uniformément dans I’hypo-
graphe de la densité x — 7(x). On retrouve le fait que, dans ce cas, la premiére coordonnée X a
pour densité 7(x).

2. Soient x > 0 et y > 0. Quelle est la loi de Y sachant X = z 7 Quelle est la loi de X sachant Y = y?

Correction : Pour tout z > 0, on a
m(ylz) o< w(z,y) = 10<y<%exp(7\/§)7
donc Loi(Y|X = z) = Unif(]0, 3 exp(—/z)[). Réciproquement, pour tout y > 0, on a
m(ly) o w2, y) = Lon0Locyel exp(—yam) = Lo<a<(log2y)?

donc Loi(X|Y = y) = Unif(]0, (log(2y))?]).

3. En déduire un échantillonneur de Gibbs séquentiel pour simuler une chaine de Markov ((X,,, Y;,))n>0
admettant 7(x,y) pour loi stationnaire. On pourra également faire un dessin pour comprendre
graphiquement comment fonctionne cet algorithme.

Correction : On part d’une condition initiale appartenant a I’hypographe de x — 7(x), c’est-a-dire
un couple (o, o) tel que zg > 0 et 0 < yo < m(zg) = 1 exp(—y/Zp). Sachant (X,,,Y;,), une étape
de I’échantillonneur de Gibbs séquentiel se décompose de la fagon suivante :

(a) Simuler X, 1 ~ Unif(]0, (log(2Y;,))?[);

(b) Simuler Yy, ;1 ~ Unif(]0, 3 exp(—v/Xn41)[).

On sait que la chaine ((X,,Y3))n>0 ainsi construite admet 7(z,y) comme loi stationnaire. Gra-
phiquement, cet échantillonneur consiste & alterner des déplacements horizontaux et verticaux de

fagon uniforme dans les segments délimités par les frontiéres de I'’hypographe de 7(x) : c¢’est donc
une marche aléatoire dans cet hypographe.

4. Montrer que (X,)p>0 est une chaine de Markov admettant m(x) comme loi stationnaire.
Correction : Pour la méme raison qu’en Exercice 3, question 2h, la suite (X;),>0 est bien une
chaine de Markov en tant que suite définie par une récurrence aléatoire :

Xn-i-l = h(an Vn+1) = h(g(Xan-i-l)v Vn-i-l) = f(Xm Wn—i—l)'

Pour montrer qu’elle admet m(x) pour loi stationnaire, il suffit de prouver que si Xy ~ w(z)
alors X1 ~ m(x). Or si Xg ~ 7(z), considérons la variable Y; dont la loi conditionnellement &
Xy est définie par Loi(Yy|Xp) = Unif(]O,%exp(—\/TO) [). Ainsi construit, le couple (Xo,Yp) a les
mémes premiére marginale et seconde loi conditionnelle que celles de la densité jointe m(z,y) donc
(X0, Yp) ~ m(x,y). Durésultat précédent on déduit que (X1, Y1) ~ 7(z,y). Par la premiére question,
il en découle que X; ~ m(z) et au final (X,),>0 est bien une chaine de Markov admettant 7(z)
comme loi stationnaire.

5. (a) Partant de Xo =« € RY, préciser Loi(X;|Xo = z). En déduire que le noyau de transition de la
chaine (X,,)n>0 est P(z,dz") = ([ w(y|z)m(2'|y)dy)d’.
Correction : Pour obtenir X; a partir de X, on simuler d’abord Yy de sorte que, sachant
Xo, Yo a pour densité 7(-|Xp), puis X; de sorte que, sachant Yy (et Xp), X; a pour densité
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7(+|Yp). Ainsi, sachant Xy = x, le couple (X1,Yp) a pour densité (2/,y) — w(y|z)m(2'y). Par
marginalisation, Loi(X1|Xo = z) a pour densité z — [ 7(y|z)r(z|y)dy. Ainsi la chaine (X,,)n>0
a pour noyau de transition P(z,dz") = ([ n(y|z)r(2'|y)dy)dz’.

(b) Soit un borélien B de R4 de mesure de Lebesgue non-nulle. Montrer que pour tout = € R,
P(z,B) > 0. En déduire que la chaine (X;,),>0 est Lebesgue-irréductible et apériodique.

Correction : Puisque B est de mesure de Lebesgue non-nulle, il existe un segment [a, b] C Ry tel
qu'en notant B’ := [a, b]NB, A\(B") > 0. Par suite, en prenant ¢ = min(exp(—+/z)/2, exp(—v/b)/2),
le borélien B’ x [0, ] est inclus dans I’hypographe de x +— exp(—+/x)/2 (i.e. dans le support de
m(x,y)). Il vient ensuite, en appliquant Fubini-Tonelli :

P(z,B) = /1leBP($,dfr/) = // 1epm(y|lo)m(2’|y)dydx’

> [wtlo) ([ w@inas) ay

rmavel oo ([, )
\(B)

© 1
L exp(—v/z) /0 (log(2y))

Un résultat du cours assure enfin que la chaine (X, ),,>0 est Lebesgue-irréductible et apériodique.

sdy > 0.

6. Montrer que si X a pour densité 7(x), alors la variable T := /X suit une loi classique et en déduire
une nouvelle méthode pour simuler X. Entre cette derniére et I’échantillonneur de Gibbs, laquelle
choisissez-vous 7
Correction : Il suffit d’appliquer la méthode de la fonction muette : pour toute fonction test ¢,
on a en effet

Blo(T)] = Elp(vX)] = | olv)5exp(—vaLsods = [ c(tte st

ce qui prouve que 1" ~ Gamma(2,1). Puisque tout logiciel digne de ce nom sait simuler selon
une loi Gamma, il suffit pour simuler X de densité 7(z) de commencer par simuler 7" suivant
cette loi Gamma(2,1) puis de prendre sa racine carrée. Cette méthode est bien sir préférable a
I’échantillonneur de Gibbs puisqu’elle permet en particulier de simuler autant de variables i.i.d. que
I'on veut exactement selon la loi 7, tandis que ’échantillonneur de Gibbs construit une suite de
variables corrélées dont la loi tend vers 7. Néanmoins, ceci est dii au fait que nous sommes sur un
exemple trés particulier.

7. Généralisation. La méthode par échantillonnage de Gibbs introduite ci-dessus est connue sous le
nom de Slice Sampling. Soit 7(x) une densité sur R, expliquer & quelles conditions et de quelle
fagon cette méthode peut s’appliquer pour construire une chaine de Markov de loi stationnaire 7 ?

Correction : Pour tout couple (zg,y0) € R x R, notons
A(zo) :={y : 0 <y < 7(x0)} =]0,7(x0)]

et
B(yo) :=A{z : m(z) = yo} -

12



Sorbonne Université, Master 1 UM4MA379, Statistique Computationnelle, 2025-2026
Cours : A. Guyader TD : M. Sangnier

Le Slice Sampling consiste a effectuer des tirages uniformes dans des ensembles A(x) et B(y). Pour
tout réel z, le tirage dans A(x) est immeédiat deés lors que l'on sait calculer 7(z) : il nous faut donc
juste une formule pour cette densité. L’autre étape est plus exigeante puisque pour tout y > 0, il
faut pouvoir simuler uniformément dans B(y), donc il faut non seulement avoir accés a cet ensemble,
mais également que le tirage uniforme dans celui-ci soit possible. Si ces conditions sont remplies,
alors tout ce qui a été fait précédemment dans un cas particulier se généralise de fagon immédiate.

EXERCICE 6 ((f) Modéle d’Ising, échantillonneur de Gibbs et dynamique de Glauber)

Soit N un entier naturel fixé. On considére le carré C = {(4,7) € {1,..., N}?}, chaque site (i, j) ne pouvant
prendre que deux valeurs S;; = %1 (son spin). A une configuration de spins S = (Sij)1<ij<n donnée est
alors associée 1'énergie V'(S) définie par

V(S)=— Y SiSk avec (i,j) ~ (k,0) & |i—Fk|+]j—¢ =1
(ivj)N(k’g)

Dans la somme définissant V interviennent donc toutes les paires de sites voisins dans la grille C. A une
température T > 0, on associe a V' la mesure de Gibbs

1 1
S)=— —=V(S
pr(S) = 5 exp (- 1V(S) )
oll Z7 est la constante de normalisation.
1. Soit (49, jo) un site fixé dans C. Préciser la loi conditionnelle g7 (Siyjo|S—(igjo))-
Correction : Si X = 2B—1 avec B ~ Ber(p), on dira que X suit une loi de Rademacher généralisée
de paramétre p, noté X ~ Rad(p). C’est bien le cas ici puisque le spin S;,;, ne peut prendre que les

valeurs +1. Pour déterminer le paramétre, on fait comme d’habitude, en éliminant tous les termes
parasites grace au symbole de proportionnalité :

Sioi
o (Siod ’S7(i0j0)) o< 11 (Siago: S*(iojo)) & exp %JO Z Sij
(7‘7-])N(7‘07.70)
Ainsi
1
P (Si"jo = 1|S—(iojo)) X exp T Z Si;i |,
(7’7])N(Z07]0)
donc
1
P <T 2 (i)~ (iosdo) Sz‘j)
1 n 7

o <T 22(19)~(ioo) S”') Texp (*T 2 (i.4)~io.jo) Sz‘j)

P (Siojo = LIS _(igjo)) =

c’est-a-dire

1
2
14 exp <_T Z(ivj)N(ioJo) Sij)

LOi(SZ‘OjO ‘S*(iojo)> = Rad

2. En déduire un échantillonneur de Gibbs aléatoire (donc non séquentiel) pour construire une chaine
de Markov (Sy,),>0 de loi stationnaire 7.
Correction : On part d’'une configuration de spins Sy quelconque, par exemple chaque spin est
tiré indépendamment a pile ou face. Si a I'instant n la configuration est S,, = (Si;)1<i j<n :
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(a) On tire un site (g, jo) au hasard uniforme.

(b) On simule
1

1+ exp <_% 2 (i)~ (io.jo) S )

S .~ Rad

10J0

(¢) On pose Sp4+1 = (SZ(OJ-O,S,@OJO)).
Cet échantillonneur de Gibbs produit une chaine de Markov (S,)n>0 pour laquelle la mesure de
Gibbs ur est réversible, donc stationnaire. Cette fagon de faire évoluer la configuration de spins est

également appelée dynamique de Glauber.

3. On se place dans le cadre d’un espace d’états quelconque. Dans ’algorithme de Metropolis, au lieu
de a(z,y) = min(1, p(z,y)), on considére plus généralement une fonction h : Ry — [0, 1] vérifiant
h(u) = uh(1/u) et la fonction d’acceptation a(z,y) = h(p(z,y)). Par exemple h(u) = u/(1 + u)
vérifie cette équation fonctionnelle.

(a) Montrer que la réversibilité de la chaine vis-a-vis de la loi cible est encore satisfaite.

Correction : Avec les notations du cours, il suffit de vérifier que, pour tout x # y,
m(z)a(z,y)q(z,y) = n(y)aly, ©)q(y, ).
Or, puisque h(u) = uh(1/u), on a
m(x)q(z, y)a(r,y) = m(z)q(z,y)h(p(z,y)) = 7(y)q(y, ©)h(1/p(x,y)) = 7(y)q(y, z)o(y, ),

et le résultat est établi.

(b) On revient au modéle d’Ising. Montrer que 1’échantillonneur de Gibbs ci-dessus correspond a
un algorithme de Metropolis ou, partant d’une configuration S = (S;;)1<; j<n, on commence
par tirer un site (4o, jo) au hasard (uniforme) et on propose de changer S;,j, en —Sj,;,. On note
5(i0:30) cette nouvelle configuration ot un seul un spin a changé de signe. On calcule le rapport
d’acceptation p(S, $(0:90)) puis on décide en fonction de

(8, §U0:0)y = p(p(S, Sl0d0)Y),

avec h(u) = u/(1+ u).
Correction : Ce Metropolis est symétrique et le rapport d’acceptation vaut

o (S (i0:30) 1 o 28,
(S, S 0:]0)) - TIIET(S)> =exp |~ (V(S( oJo)) _ V(S))) = exp _TOJO Z Sij
(4,3)~(i0,Jo)
donc (io.d0)
o o S. §\t0.J0 )
5, 50:89)) = p(p(S, §liodo))y — PSS
Oé( ) ) (p( ’ )) 1+ ,O(S, S(“LJO))’
donne

1

a(s, st e -
1+ eXp( T 2o 0.d)~iowdo) S%’j)
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Par conséquent, si le spin valait Sj,;, = —1, alors la probabilité qu’il devienne 1 vaut
1
2 ?
1+ exp <_T 25,4 ~iosjo) Sij)

P(Unif([0,1]) < «(S, S(iog‘o))) —

qui est exactement le paramétre de la Rademacher susmentionnée. Si a 'inverse le spin valait
Siojo = 1, alors la probabilité qu’il reste a 1 est celle que la proposition soit refusée, c’est-a-dire

1
2
1+ exp (T Z(i,j)w(io,jo) Si )

P(Unif([0,1]) > a(S, $(0:50))) =1 —

)

c’est-a-dire & nouveau )

: .
1+ exp <_T 20,4 ~iouo) i )

Ceci prouve que les algorithmes sont les mémes.
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