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Chapitre 1

Séries numeériques

Introduction

Soit (uy,) une suite numérique, c’est-a-dire de nombres réels ou complexes. On s’intéresse au com-
portement de la suite des sommes partielles de (u,) : ug, ug + uy, etc. C'est ce qu’'on appelle
I'étude de la série numérique > u,. A de rares exceptions prés, on ne saura pas calculer la limite
éventuelle, appelée somme de la série. On tentera cependant de préciser sa nature (convergente ou
divergente) ainsi que des équivalents asymptotiques. On commence par quelques rappels sur les
suites.

1.1 Suites numériques : rappels et compléments

On appelle suite numérique (uy),>0 toute suite de nombres réels ou complexes. On notera (up )n>n,
la suite ne commengant qu’a l'indice ng. Dans les énoncés, on supposera que les suites commencent
a 'indice 0. On notera alors plus simplement (u,) la suite, a ne pas confondre avec wu,, qui est son
terme de rang n.

1.1.1 Généralités

Définition 1.1 (Monotonie, Majoration, Minoration)

Soit (uy) une suite de réels. On dit que (uy,) est :

— croissante (respectivement : strictement croissante, décroissante, strictement décroissante) si :
Vn >0, upy1 > uy, (respectivement : >, <, <).

— monotone si elle est croissante ou décroissante.

— stationnaire si elle constante a partir d’un certain indice.

— magjorée (respectivement minorée) s’il existe un réel M (respectivement m) tel que : ¥n > 0,
up, < M (respectivement u, > m).

— bornée si elle est majorée et minorée, ce qui revient a dire que la suite (|uy|) est majorée, i.e. il
existe un réel M > 0 tel que : ¥n >0, |u,| < M.

Soit plus généralement (u,) une suite de nombres complexes. Notons |z| € RT le module de z. On
rappelle qu’on peut décomposer z en partie réelle/partie imaginaire : z = a + ib, avec a et b réels,
auquel cas |z| = Va2 + b2; ou bien décomposer z en module/argument z = re?, avec r > 0 et
0 € [0, 27], auquel cas |z| = r. Comme pour le cas d’une suite de réels, on dira que (u,) est bornée
si la suite (|uy,|) des modules est majorée. En notant :

Up = Ay + 1by = rpe”™,
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F1G. 1.1 — Suites géométriques de premier terme ug = 1 et pour différentes valeurs de la raison.

ceci revient & dire que les deux suites réelles (a,,) et (b,) sont bornées, ou encore que la suite (r,)
est majorée.

Exemple : la suite géométrique
On considére la suite géométrique (u,,) définie par :

UuQ =1
Un+1 = QUp

oll v est un réel, appelé raison de la suite. Le terme général s’écrit :
Vn >0 U, = a’.

Le comportement de la suite dépend donc de la valeur de la raison (voir figure 1.1) :

a €]1,400[ : la suite est strictement croissante, minorée par 1, non majorée.

a =1 : la suite est constante égale & 1 (donc bornée).

a €]0,1] : la suite est strictement décroissante, majorée par 1 et minorée par 0.

a =0 : la suite est stationnaire a 0.

a € [—1,0[ : la suite est majorée par 1, minorée par .

a €] — 00, —1] : la suite n’est ni minorée, ni majorée.

Si on considére une suite géométrique de raison « € C, on vérifie aisément qu’elle est bornée si et
seulement si |a| < 1.

Etudions le cas particulier ot &« = —1/2 : on a alors u,, = (—1/2)". On vérifie que la suite des
termes pairs (u2n)n>0 est une suite géométrique de premier terme ug = 1 et de raison 1/4, donc
décroissante. La suite des termes impairs (ug,41)n>0 est une suite géométrique de premier terme
up = —1/2 et de raison 1/4, donc croissante. Les suites (w2, )n>0 €t (U2n+1)n>0 sont appelées suites
extraites, ou sous-suites, de la suite (u,). Donnons une définition générale.

Arnaud Guyader - Rennes 2 Suites & Séries
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F1G. 1.2 — Suite u,, = n+ (—1)™.

Définition 1.2 (Sous-suite)
Soit (up)n>0 une suite numérique. On dit que (Uy(y))n>0 €st une sous-suite, ou une suite extraite
de (up)n>0 si Uapplication ¢ : N — N est strictement croissante.

Par exemple, pour la sous-suite (u2,)n>0, I'application ¢ : n +— 2n est bien strictement croissante

de N dans N.

1.1.2 Limite, convergence
Définition 1.3 (Suite convergente)
On dit que la suite numérique (u,) converge (ou tend) vers L si :

Ve >0, dng € N, Vn > ng lup, — L| < e.

On note alors limy, oo 4y, = L, ou limu,, = L, ou encore u, — L.
Cette définition est valable aussi bien pour les suites & termes réels qu’a termes complexes : le
symbole |.| correspond respectivement & la valeur absolue et au module.

Proposition 1.1
La suite a termes complexes (uy), 00 Uy, = a, + iby,, tend vers L = a + ib si et seulement si (ay)
tend a et (by,) vers b.

Nous ne rappelons pas ici les propriétés classiques des limites : unicité si existence, stabilité par
combinaison linéaire, produit, quotient lorsque la limite du dénominateur est non nulle, etc. Dans le
cas d’une suite réelle non convergente, on distingue encore les divergences vers plus ou moins I'infini.

Définition 1.4 (Limite infinie)
Soit (uy,) une suite de réels. On dit que (u,) tend vers 400 si :

VM >0, dng € N, Vn > ng Uy > M.

On note encore lim,,_, oo U, = +00 0U U, — +00.
n—oo

Remarque. Une suite qui tend vers +o00 n’est pas nécessairement croissante. Prendre par exemple
la suite définie par u, = n + (—1)", représentée figure 1.2.

Suites & Séries Arnaud Guyader - Rennes 2



4 Chapitre 1. Séries numériques

On a bien siir une définition équivalente pour une suite qui tend vers moins I'infini. Noter qu’on
dit dans ces situations que (u,) admet une limite, mais pas qu’elle est convergente. Revenons un
peu aux sous-suites.

Proposition 1.2
Si (up) admet une limite (finie ou infinie), toute sous-suite de (u,) admet la méme limite.

Il faut bien str noter qu’'une suite peut admettre des sous-suites convergentes sans étre elle-méme
convergente. Par exemple si u, = (—1)", la sous-suite (ugy,)n>0 est constante égale a 1 donc conver-
gente, et la sous-suite (’LL2n+1)n20 est constante égale & —1 donc convergente aussi. Pour autant
(un)n>0 n'est pas convergente. Enongons un résultat utile dans 'étude des séries.

Proposition 1.3
Si les sous-suites (ugy) et (ugn+1) admettent la méme limite L, alors (u,) admet pour limite L.

Le cas des suites monotones est paisible, car on a toujours une limite.

Proposition 1.4 (Suite monotone)
Soit (uy,) une suite de réels. Supposons (uy) croissante. Ou bien (u,) est majorée, auquel cas elle
est convergente. Ou bien elle ne l'est pas, auquel cas elle tend vers plus linfini.

De méme, une suite décroissante est convergente si elle est minorée, tend vers moins 'infini sinon.

Remarque. Ce résultat, assez anodin a priori, sera particuliérement utile dans 1’étude des séries
& termes positifs.

Corollaire 1.1 (Suites adjacentes)
Soit (uy,) et (v,) deux suites de réels. Supposons :
— (uy) croissante,
— (vp) décroissante,
- Up — Uy — 0,
n—oo

alors (uy,) et (vy) sont convergentes de méme limite.

On verra un exemple d’application de ce résultat dans ’étude des séries alternées.

1.1.3 Relations de comparaison

Dans le cas général, deux suites numeériques (u,) et (v,) étant données, on dit que :

- (uy,) est un petit o de (vy,), ou que (uy,) est négligeable par rapport a (v,,) et on note u,, = o(vy,)
si:
dng € N, J(en)n>ny, ¥ > np Uy, = Enln et lim &, = 0.

n—oo
- (up) est équivalente a (vy,) et on note wu, ~ vy, si :

dng € N, 3(en)n>ny, Y1 > ng up = (1+ep)vp et lim e, = 0.

n—oo

L’indice ng rend ces définitions un peu lourdes. Sa raison d’étre est la suivante : si (v,,) s’annule
un nombre fini de fois, il n’y a aucune raison d’imposer la méme contrainte a (u,), puisqu’on ne
s’intéresse qu’a la comparaison asymptotique des deux suites. De fait, si (v,,) reste différent de 0,
ce qui sera généralement le cas, on peut réécrire les choses bien plus simplement.

Arnaud Guyader - Rennes 2 Suites & Séries



1.1. Suites numériques : rappels et compléments )

Définition 1.5 (Relations de comparaison)

Soit (uy) et (v,) deux suites numériques avec v, # 0 pour tout n. On dit que :

- (un) est un petit o de (vy), ou est négligeable devant (vy), et on note u, = o(vy) silimy, o0 $* = 0.
- (up) est équivalente a (vy) et on note uy, ~ vy, si limy, oo Z—: = 1.

Remarques.

— Ainsi on pourra écrire sans probléme qu’une suite (u,) qui converge vers L est équivalente a L si
L est différent de zéro. Si L est nul, dire que u,, ~ L revient a dire qu’a partir d’un certain rang,
tous les u, sont nuls. Par exemple, la suite (u, = %) tend vers zéro, mais on ne peut pas écrire
que u, ~ 0. Ceci devient crucial lorsqu’on compose une suite avec une fonction : si u, ~ L, on
ne peut a priori écrire f(uy,) ~ f(L) que si f est continue en L avec f(L) # 0. Exemple typique :
onal-+ % ~ 1, mais In(1 + %) ~ In1l = 0, puisque la suite n’est pas nulle & partir d’un certain
rang.

— De méme, dire qu’une suite (u,) est un petit o d’une constante non nulle signifie qu’elle tend
vers zéro. Dire qu'une suite (u,,) est un petit o de 0 signifie qu’a partir d’un certain rang, tous
les u,, sont nuls.

Exemples.
~ Siu, =n®+n+3, onau, ~nd De facon générale, si P est un polynéme et u, = P(n), la

suite (u,) est équivalente au monéme de plus haut degré.

n?4+n+sinn
n+2

- Siwu, = , 0N a Uy ~ N.
Propriétés 1.1 (Propriétés opératoires classiques)

Soit (uy), (vy) et (wy,) trois suites numériques.

- 81 up = o(wy) et si v, = o(wy) alors u, + v, = o(wy,).

- 51 up = o(vy) alors uyw, = o(vywy,).

- ST Uy ~ vy et Si(uy), (vy) et (wy) sont toutes de méme signe, alors w, + wy, ~ vy, + Wy
- 81 Uy ~ Uy alors upw, ~ v,Wy,.

n2+n+sinn

Exemple. En exploitant les résultats ci-dessus, on a directement n>+4mn 43+ ~nd4n ~

n+2
3 3 n?+n+sinn 3 _ 4
n° et (n° +n+3) SRR ~ Y on =t
Achtung!
— Se méfier des sommes d’équivalents lorsque les suites ne sont pas de méme signe, comme le
montre 'exemple suivant : u, = 1 + % ~ v, =1+ %, mais si w, = —1, il est clair que

Uy + Wy, = % o Uy + Wy = %, puisque le rapport des deux suites tend vers 1/2 et non vers 1.
— La composition d’un équivalent par la fonction exponentielle ne se passe pas toujours sans heurt.
Prenons u, =n+1 et v, =n. On a bien u, ~ v,, mais :

eln

evn ’

donc e“r ~ e, De fagon générale, on retiendra que :

o~ e & ouy, — v, — 0.
n—oo

(&

Lorsque la suite (u,) est définie par u,, = f(n), on pourra souvent utiliser les critéres de compa-
raisons classiques.

Proposition 1.5 (Comparaisons des suites classiques)
Pour toutes constantes strictement positives o, 3, v, 6, on a : (Inn)® = o(n?), n® = o(e™) et
e’ = o(n!®).

Suites & Séries Arnaud Guyader - Rennes 2



6 Chapitre 1. Séries numériques
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F1G. 1.3 — Suite (2),>1 (croix) et série harmonique >, -1 L (cercles).

En bref, on retiendra que le factoriel 'emporte sur I’exponentielle qui 'emporte sur la puissance
qui ’emporte sur le logarithme.

1.2 Séries numériques : généralités

Définition 1.6 (Série numeérique, somme partielle)
Soit (un)n>0 une suite numérique. On appelle série de terme général uy,, notée Y, -up ou plus

simplement ) uy, la suite des sommes partielles (sy)n>o, définie par sy = Zf:;o Up, -

Remarque. Si la suite (uy)p>n, n'est définie qu’a partir d’un certain indice ng, il en va de méme
pour la série, que 'on note alors up,. La suite des sommes partielles est (Sy)n>n,, avec

_ N
SN = D peng Un-

n>ng

Exemples :

— La série harmonique
A la suite (%) >1 est associée la série harmonique Zn21 % Les premiéres sommes partielles sont
donc: 1,1+ %, 1+ % + %, etc. Voir figure 1.3 pour la représentation.

— La série géométrique
On part de la suite géométrique définie par ug = 1 et u,4+1 = auy,, ot a est un nombre réel ou
complexe fixé différent de 1. Les premiéres sommes partielles sont donc : 1, 1 + o, 1 4+ o + o2,
etc. On peut calculer explicitement les sommes partielles sy de cette suite géométrique par la
formule valable en toutes circonstances :

Somme = (ler terme écrit-ler terme non écrit)/(1 — «), ce qui donne ici : sy = 1_1011\;“
— Le développement décimal

Tout nombre réel z de l'intervalle [0, 1] s’écrit de fagon unique sous la forme :

= x x x

x = a0 = 22

Z" 10+1OO+ —i_lO"+

n=1
avec x, € {0,1,...,9} pour tout n. C’est le développement décimal de x et on écrit encore
x=0,T1%2 - .- Tp ... On convient en général que ce développement décimal ne finit pas par une
infinité de 9 : c’est-a-dire qu’on écrit x = 0.3780000 ou plus succinctement x = 0.378, plutdt
que x = 0.37799999 . .. . Voir aussi I'exercice 1.8 (Nombres rationnels et développement décimal).

Arnaud Guyader - Rennes 2 Suites & Séries



1.2. Séries numériques : généralités 7

5} Exs) B 30 pre) S0 =y ) .5 E 15 B 2.5 = EXY

F1G. 1.4 — Suites et séries géométriques pour a = —0.6 (& gauche) et o = 0.7 4 0.17 (a droite).

Définition 1.7 (Nature d’une série, reste d’une série convergente)
On dit que la série > u, converge (respectivement diverge) si la suite (sy) des sommes partielles
converge (respectivement diverge). En cas de convergence, la limite s = limy_,oo SNy est appelée
somme de la série et notée :
+o00
5= Z Up.
n=0

Dans ce cas, on peut définir le reste ry a l'ordre N par ry = s — sy, qui s’écrit aussi :

N+p
ry = lim g Uy = E Uy -
p—00
n=N+1 n=N+1

Remarques.

— On parle de nature d’'une série pour désigner la convergence ou la divergence de celle-ci. Par
exemple, il est clair qu’on ne change pas la nature d’une série si on change un nombre fini de
termes. Par contre, en cas de convergence, la somme est changée.

— Se méfier du symbole de sommation dans ’écriture de la somme d’une série s = :o% Uy @ CE
n’est pas une somme au sens usuel, car elle n’est pas commutative en général (voir 'exercice
“Probléme de commutativité”).

— Les sommes partielles d’'une série sont toujours définies, mais les restes ne le sont que lorsque la
série est convergente : (ry) est alors une suite de limite nulle.

— Si le terme général u,, = ay, + ib, est complexe, la série Y uy, Converge siet seulement si les deux
séries réelles > a, et > b, convergent, auquel cas : :O% Up = Y 220 an + 1 z

Exemple : la série géométrique
D’aprés le calcul de la somme partielle sy, on voit que si la raison « est de module strictement

inférieur & 1, alors limy_.oo V11 = 0, donc la série converge (voir aussi figure 1.4), de somme :
“+oo
E up, = lim sy =1/(1 — a).
o N—o0
n—=

Le reste a I'ordre N s’écrit : ry = V1 /(1 — a). La suite (ry) tend & vitesse géométrique vers 0.

Propriétés 1.2 (Structure d’espace vectoriel)
1. Si X # 0, les sém’es 2un et > (Auy) sont de méme nature, avec en cas de convergence :

Suites & Séries Arnaud Guyader - Rennes 2



8 Chapitre 1. Séries numériques
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F1G. 1.5 — Suites et séries géométriques pour r = 1.2 et r = 1.1 + i % 1.05.

2. Si les séries Y uy, ety v, sont convergentes, alors la série somme Y (u, + vy) est conver-
. +oo o +oo +oo
gente, avec : Y 0% (up +vn) =D 020 Un + D0 2 U

3. Si > uy, est convergente ety vy, divergente, alors Y (u, + vy) est divergente.

Preuve.

1. Notons respectivement (sy) et (o) les sommes partielles des séries > uy, et > (Auy,). Il est
clair que pour tout N, on a oy = Asy. Si A # 0, on a donc (o) convergente si et seulement
si (sy) lest, auquel cas :

“+oo —+00

E (Aup) = lim oy = lim Asy = A lim sy =\ E Up,.
0 N—oo N—oo N—o0 0

n= n=

2. Notons respectivement (sy), (on) et (Xn) les sommes partielles des séries Y wuy, Y, v, et
> (up + vy). 11 est clair que pour tout N, on a Xy = sy + on. Donc si (sy) et (on) sont
convergentes, (Xy) l'est aussi avec :

+oo +oo +oo

E (up +v,) = lim ¥y = lim (sy +on) = lim sy+ lim oy = E Uy, + E Up-
0 N—oo N—oo N—o0 N—oo 0 0

n= n= n=

3. On reprend les notations du point précédent, on a toujours pour tout NV : Xy = sy +op, or
la somme d’une suite convergente et d’une suite divergente est divergente donc (X ) diverge,
i.e. la série Y (uy + vy,) est divergente.

Remarque. Si ) u, et > v, sont divergentes, on ne peut rien dire a priori de la série somme :
prendre par exemple u, = 1, v, = 1, w,, = —1. Les trois séries > u,, >, v, et Y w, sont diver-
gentes. Mais > (u, + vy,) est divergente, alors que » (u, + wy,) est convergente.

Proposition 1.6 (Critére de triviale divergence)

Si la série Y u, est convergente, alors son terme général (uy) tend vers zéro. Autrement dit, si
(up) ne tend pas vers zéro, la série diverge. On dit dans ce cas qu’elle diverge trivialement, ou
grossierement.

Exemple : la série géométrique
Sijal > 1, on a|a”| = |a|™ > 1 pour tout n, donc la série diverge trivialement (voir figure 1.5).

Preuve. Soit sy = Zivzo uy la somme partielle. Si la série est convergente de somme s, on a
limpy o0 SNy = 8, ainsi que imy_,o0 sSy—1 = 8, donc limy oo (sy —sny-1) = 0, i.e. limy_ouy = 0.

Arnaud Guyader - Rennes 2 Suites & Séries



1.2. Séries numériques : généralités 9

Remarque. La proposition précédente donne une condition nécessaire de convergence : elle

n’est nullement suffisante, comme le montre la série télescopique Zn>lln("7+1) .On asy =
Zgzl In(ZH) = In(N + 1) donc (sy)n>1 est divergente : la série Y - In(ZHL) est divergente.
Néanmoins, son terme général tend vers zéro :

n+1 1

lim In( )= lim In(1+—)=In1=0.
n—oo n n—o0 n

Exercice. Via une minoration des sommes partielles (sy), montrer que la série ) -, ﬁ est di-

vergente, mais non trivialement.

. L. . 1
Exemple : la série harmonique En21 >

La série harmonique est un exemple typique de série divergente non trivialement divergente. Pour
montrer qu’elle diverge, considérons ses sommes partielles (sy). On a :

1 1 1

I >N -
S:INTSN=g T ON = N 2

Or si (sy) convergeait vers s, on aurait aussi convergence de la sous-suite (son) vers s, donc
(san — sn) tendrait vers 0, ce qui est exclu vu l'inégalité précédente.

Pour I'étude des suites numériques, on dispose du critére de Cauchy : celui-ci est surtout d’un
emploi théorique (théoréme du point fixe, absolue convergence = convergence pour les intégrales
généralisées, etc.). Il est utile dés que 1'on veut montrer la convergence d’une suite dont on ignore
la limite. Il en va de méme pour les séries.

Rappel : Critére de Cauchy pour les suites
Une suite numérique (uy,) est convergente si et seulement si :

Ve >0, dng €N, Vn > ng, Vp >0 [tntp — upn| < e.

Théoréme 1.1 (Critére de Cauchy pour les séries)
La série Y uy, est convergente si et seulement si la suite (sy) des sommes partielles satisfait le
critére de Cauchy :

Ve >0, ANy € N, VN > Ny, Vp >0 |snip — SN| < e.

On retrouve la méme application de ce critére pour les séries que pour les intégrales généralisées :
absolue convergence implique convergence.

Définition 1.8 (Série absolument convergente)
Soit > uy, une série numérique. On dit que cette série est absolument convergente si la série Y . |uy|
est convergente. Une série convergente non absolument convergente est dite semi-convergente.
. N " PP . 1 o 1
Exercice. On considére la série ano u, définie par : uo, = g et ugnt1 = — g Calculer les
sommes partielles (sy) en fonction de la parité de N. En déduire que la série est semi-convergente.
E le : la série h i lterné S i
xemple : la série harmonique alternée anl ~
La série harmonique alternée est un exemple typique de série semi-convergente. On a déja vu que
L, . . 1 . L. .
la série harmonique anl - est divergente, on verra dans le paragraphe sur les séries alternées que

Suites & Séries Arnaud Guyader - Rennes 2
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0.6
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0.2 M T
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-0.4 "
-0.6 Pt 5
-0.8 = °.2.2.0 °
710 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
. —r - . . —r
F1G. 1.6 — Suite (( n) Jn>1 et série harmonique alternée » -, %
la série 37 o, EU° et dant t
a série ), -~ est cependant convergente.

Remarque. Le symbole |.| désigne la valeur absolue ou le module selon que u,, est réel ou complexe.
On rappelle I'inégalité triangulaire :

V(21,...,20) €C" |21 4+ + 2u] <z + - 4 |2l

Dans le cas d'une série absolument convergente, cette inégalité passe a la limite.

Théoréme 1.2 (Absolue convergence = convergence)
Sila sériey . uy, est absolument convergente, alors elle est convergente et on a l'inégalité triangulaire

+00 +00
|2l <3 fual.
n=0 n=0

Preuve. Supposons Y u,, absolument convergente, alors d’aprés le critére de Cauchy :

généralisée :

Ve >0, dNy, VN > Ny, Vp >0 ]uN+1]+~-+]uN+p\ <e,
et d’aprés I'inégalité triangulaire on a donc :
Ve >0, ANy, VN > Ny, Vp >0 |UN+1+"'+UN+p| <E.

Ainsi la série ) u, vérifie le critére de Cauchy : elle est donc convergente. Toujours par l'inégalité
triangulaire, on a alors pour tout NV :

N N
2 unl <D lunl.
n=0 n=0

Les deux suites sont convergentes et I'inégalité est encore vérifiée en passant a la limite sur N, ce
qui donne le résultat voulu.

Pour étudier la nature d’une série a termes de signes variables, on commencera donc par regarder
si elle est absolument convergente. Pour les séries & termes positifs, on dispose de nombreuses
méthodes pratiques, qui font I'objet de la section suivante.

Arnaud Guyader - Rennes 2 Suites & Séries
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1.8

1.6

o TeTeTe
o ©
o ©

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

o R SR S
o 5 10 15 20 25

F1G. 1.7 — Suite (#)nzl et série Y o4 €.

n

1.3 Séries a termes positifs

1.3.1 Reésultats généraux

Dans le cas d’'une série Y u, de terme général u,, positif, la suite (sy) des sommes partielles est
croissante puisque syy+1 — Sy = uny+1 > 0. Il n’y a donc que deux comportements possibles pour
une telle série : ou bien elle converge vers s € R™, ou bien elle diverge vers +oo.

Proposition 1.7 (Critére de convergence)
Une série a termes positifs > u, converge si et seulement si la suite (sy) des sommes partielles
est majorée.

Exemple : convergence de ), -, -

1

Pour tout n > 2, on a # < y = ﬁ — %, d’ou 'on déduit que :

n(n—1
A 1.1 1 1 1 1
n=1

Les sommes partielles sont majorées par 2, donc la série est convergente. On peut montrer que sa
2 . . . . . , s

somme est % ~ 1.645 (voir aussi figure 1.7). Que vient-on de faire? Majorer une série par une

autre, dont on connait la nature. Cette méthode est générale :

Corollaire 1.2 (Comparaison de séries positives)

Soit Y uy, et > v, deux séries a termes positifs telles que pour tout n : 0 < up, < vy,.
- Si > v, converge, Y u, converge.

- Si > uy, diverge, Y vy, diverge.

Preuve. Dans le premier cas, on a pour tout N : anzo Up < anzo vy, < 00w, ce qui prouve

que Y uy, converge. Le second point est la contraposée du premier.
[ |

Exemple. ) sin 2% est une série convergente, via 'inégalité sin z < x valable pour tout x positif,

et la convergence de la série géométrique de raison %

Ainsi, on peut déduire la nature d’une série de celle d’une série plus simple. Plus précisément,
il suffit de comparer asymptotiquement les termes généraux, i.e. u, et v, lorsque l'indice n tend
vers I'infini. En ce sens, les notions de "petit 0” et d’équivalent seront ici d’'une redoutable efficacité.

Suites & Séries Arnaud Guyader - Rennes 2
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o Exs) 20 30 pre) S0 ) ) 20 ER) 20 50

F1c. 1.8 — A gauche : suites (£),>1 (+) et (:‘;i’f)nzl (0). A droite : séries associées.

Propriétés 1.3 (Sommation des relations de comparaison)
Soit Y uy, et > v, deux séries 4 termes positifs.

a- St up, = o(vy,) et si Y v, converge, alors y . u, converge.

b- Siu, = o(vy,) et si Y uy, diverge, alors v, diverge.

c- Si Uy ~ vy, alors les séries Y uy et Y v, ont méme nature.

Preuve. Notons (sy) et (o) les sommes partielles respectives des séries > u, et > vy,.

a - Puisque u,, = o(v,), il existe Ny tel que : Vn > Ny, u, < v,. On en déduit que : VN > Ny,
SN < sny + (o8 —ong) < SNy + (00— sn,). Donc (sy) est majorée et > w, converge.

b - est la contraposée de a -.

¢ - Puisque u, /v, — 1, il existe Ny tel que : ¥n > Ny, %vn <u, < %vn. On en déduit que :

1 3
VN > Ny 5(01\7—01\/0) < SN =8Ny < 5(01\/—01\/0),

d’on 'on déduit que (sy) est majorée si et seulement si (ox) Pest, i.e. les séries > u, et > v, ont
meéme nature.

n?4+n
n3+1

n?+n
n3+1

Exemple. La série est divergente puisque

figure 1.8).

~ L et la série harmonique diverge (cf
n

Nota Bene. Revenons a ce qui a été dit plus haut sur les équivalents en considérant la série
> In(1+ %) L’erreur classique pour conclure sur sa nature consiste a écrire : 1+ % ~ 1, ce qui est
vrai, donc In(1+2) ~ In1 = 0, ce qui est faux. Or 3° 0 est convergente, donc Y- In(1+21) est conver-
gente, ce qui est faux. Dans ce genre de situation, il faut étre plus fin et dire que In(1+ %) ~ % > 0,
or > L est divergente donc 3 In(1+ 1) est divergente.

Remarques.

— On s’est contenté ici de donner des résultats de convergence. Des résultats plus précis sur les
comparaisons des sommes partielles et restes des séries seront donnés plus loin.

— Pour que le résultat sur les séries a termes équivalents soit valide, il suffit en fait que 'une des
deux séries soit & termes positifs. Par contre, ¢ca peut déraper si les deux suites sont de signes
variables. Voir 'exercice “Equivalents de signes alternés”.

1.3.2 Reégles pratiques

En général, on ne saura pas calculer la somme d’une série. Par contre, grace aux relations de
comparaison ci-dessus, on saura préciser sa nature en se ramenant a des séries plus simples, telles

Arnaud Guyader - Rennes 2 Suites & Séries
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Frey

el

a1al

azb 5
° &
1ol &

° M OM
~ _1
F1G. 1.9 — Suites (-%),>1 et séries de Riemann Zn>1 —&- A gauche, o = 5. A droite, a = 3.

les séries de Riemann.

Proposition 1.8 (Séries de Riemann)
La série Y, <4 n% converge st o > 1, diverge si o« < 1.

Preuve. Si a < 1, alors 2 - < 1 , or la série harmonique diverge, donc il en est de méme pour la

série >, <4 n% Sia>1etsi on note B =a—1>0, la série télescopique Zn>1(nlﬁ (n+1) 7) est

donc convergente. Or on a aussi :

11 1., 1 B B  a-1

(-4~ B 2
nf  (n+1)» nﬁ( (+n) ) n® " n  nftl no

Par la propriété des séries (positives) équivalentes, on en déduit que pour tout a > 1, la série

a—1
> n>1 e converge, c’est-a-dire que la série de Riemann zn>1 —& converge.

|

Remarque. Le résultat est donc le méme que pour les intégrales généralisées dites de Riemann

o . L. . ’ s s ., . 11 - . .

f1+ x% dx. Le lien entre séries et intégrales généralisées sera détaillé plus loin. On retrouve aussi
pour les séries la fameuse régle de Riemann des intégrales généralisées en +oc.

Proposition 1.9 (Régle de Riemann, ou régle n®u,,)
- S’il existe o > 1 tel que (n®uy,) tend vers 0, alors > u, converge.
- SVl existe o < 1 tel que (n®uy) tend vers 400, alors Y uy, diverge.

Preuve. Dans le premier cas, c¢’est exactement dire que u,, = o(1/n%), avec o« > 1, donc conver-
) n ) )
gence de > 1/n%, et a fortiori de > u,. Dans le second cas, on a par contre : 1/n% = o(u,,), avec

a < 1, donc divergence de Y 1/n%, et a fortiori de > wy,.
[ |

Exemple. la série ) e~2V™ st convergente, puisqu’on a par exemple lim,,_, o n2e” 2V = (.

Remarque. On peut donner une formulation plus fine de ce principe, mais celle-ci suffira trés
souvent en pratique.

Proposition 1.10 (Régle de d’Alembert, ou régle M)

Soit > uy, une série a termes strictement positifs telle que (“”“) tend L € [0,+o00]. Alors
-Si L <1, > u, converge.

-Si L>1, > uy, diverge trivialement.

Suites & Séries Arnaud Guyader - Rennes 2
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OO0 OO0 OO0 OO0 OO O O O

o 0000000000000 OO

F1c. 1.10 — A gauche : suite (),>0 et série >, >0 LA droite : suite (£&),>1 et série Y, o 2.

Preuve.
-SiL < 1:soitm = % Il existe un indice ng tel que pour tout n > ng, on ait : 0 < u:—fl <m < 1.

On aura donc pour tout n > ng : u, < uy,m"~"°. Donc pour les sommes partielles sy = Zﬁfzo Uy

N—n _
S 1 — miV-—notl Ung
VN > ng SN < Spg—1 + Ung E m" = Spo—1 + Upg——F——— < Spy—1 + ,
Pt 1—m 1—m

borne indépendante de N. Ainsi les sommes partielles sont majorées et la série est convergente.
-SiL>1:soit M = 1+L . Il existe un indice ng tel que pour tout n > ng, on ait : u"“ > M > 1.
C’est-a-dire que pour n > no, la suite (u,) est positive et strictement croissante : elle ne peut donc
tendre vers zéro et la série est trivialement divergente.

Exemples :

— La fonction exponentielle : soit z un nombre complexe fixé, alors la série ), - 2—7: est absolument
convergente (donc convergente). C’est clair si z = 0, auquel cas la somme vaut 1. Si z # 0 on
applique le critére de d’Alembert & la série a termes strictement positifs ) |%7 =Sk " on

obtient :

Tl
N - R &

— = — 1.
(n+1)! " nl 0<

" n+1 nooo
Ceci est une fagon de définir la fonction exponentielle pour tout nombre réel ou complexe :
e* = :L'O% Zr: Voir figure 1.10 & gauche pour e! = e et I'exercice “Fonction exponentielle”.

— La série ) = L est convergente (voir figure 1.10 a droite). C’est un peu moins immédiat que dans
I’exemple precedent :

Un1 _(_n _ ooy 1 <1
Un, n—+1

n—oo @

— 1
)n — ¢ nin(1+;)

Remarque. Dans le cas L = 1, les deux comportements sont possibles, comme le montrent les
séries de Riemann.

Lorsque L = 1, on peut s’en sortir en écrivant un développement limité a Pordre 1 en + de %
C’est Pobjet du résultat suivant (admis), que I'on peut donc voir comme un raffinement du critére
de d’Alembert.

Arnaud Guyader - Rennes 2
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1o ES) 30 a0 50 60 7o B0 ER) 100

F1G. 1.11 — Suite (£2),,5¢ et série >, o S,

Proposition 1.11 (Critére de Raabe-Duhamel)

Soit 3~ uy une série a termes strictement positifs telle que = =1 — & + o(%), alors
-sta>1, > uy, converge.

-sia <1, > uy, diverge.

Exemple. La série Y (e"n!/n") est divergente (voir figure 1.11). On obtient cette fois :

Unt1 _ tenin(1+3) | on(h-glpto() _ kod) g Lo, (LY
Uy 2n

On voit donc que la régle de d’Alembert ne permettrait pas de conclure, mais que le critére de
Raabe-Duhamel s’applique avec o = —1/2 < 1, d’ou la divergence de la série. Plus précisément,
on peut en fait montrer la formule de Stirling :

n
n! ~ <E> 27n.
e

1.3.3 Comparaison série/intégrale

Lorsque le terme général correspond & une fonction facilement intégrable, I’étude de la série en
découle trés simplement.

Théoréme 1.3
Soit f : [0,4+00[— RT continue et décroissante, alors la série Y -, f(n) a méme nature que

lintégrale généralisée f0+oo f(x)dx.
Preuve. Par décroissance de f, on a :
Vn >0, Vz € [n,n+ 1] fn+1) < f(z) < f(n),

d’ou 'on déduit en intégrant entre n et (n + 1) (voir figure 1.12) :

n+1
Vn >0, Yo € [n,n + 1] f(n+1) S/ f(z)dz < f(n),

n

et par suite pour tout n > 1 :

/ " @) do < f(n) < / : f(@) de,

Suites & Séries Arnaud Guyader - Rennes 2
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fn) 4oL
flo+1) N

n n+1

F1G. 1.12 — Illustration de l'inégalité : f(n+ 1) < f;“ f(z)dx < f(n).

ce qui donne un encadrement de la somme partielle sy = Zg:o f(n):

N+1 N
/ @) de < sx < £(0) + / f(z) de,
0 0

donc deux situations possibles :

- ou bien f0+°° f(z)dzr < +00, auquel cas sy < f(0) + f0+oo f(z)dr < 400 : les sommes partielles
sont majorées, donc la série est convergente.

- ou bien f0+°O f(z)dz = +oo, auquel cas limy_. f0N+1 f(z)dz = +oo et I'inégalité de gauche
assure qu’il en est de méme pour (sy) : la série est divergente.

Remarques.
— En particulier, si on a convergence, la preuve montre en passant a la limite en N :

+oo

+oo +oo
/0 f@)de <3 ) < FO)+ [ f(2)da.
n=0

0

— Silasérie ), u, ne commence pas & l'indice 0, mais a l'indice ng, on considére bien entendu
I'intégrale généralisée de ng & I'infini.

Exemple. On retrouve ainsi trés simplement le résultat sur les séries de Riemann pour v > 0 : la
série > <4 n% a méme nature que 'intégrale f1+oo :cLa dx.

Proposition 1.12 (Estimation du reste ou de la somme partielle)
Sous les mémes hypothéses que précédemment, la suite (sy — fON f(x)dx)nen est convergente. Et :
- Si lintégrale converge, alors f;ﬁ fl@)de <ry < f;oo f(x)dz.

- Si Uintégrale diverge, on a l’équivalence sy ~ fON f(x)dx.

Preuve.
Soit wy = sy — fON f(z)dz. La suite (wy) est décroissante puisque :

N
wy —wy—1 = f(N) — () dz <0,
N-1

Arnaud Guyader - Rennes 2 Suites & Séries
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5} Exs) B 30 pre) S0 Er<) EXs) 20 30 pYe) S0

FIG. 1.13 — A gauche : sommes partielles de la série harmonique 3, -, L (0) et suite (Inn),>1 (x).
A droite : suite (1 + % + 4 % —In N)n>1, convergence vers la constante d’Euler v ~ 0.577.

d’aprés la majoration de f(IN) déja vue. Par ailleurs, on a vu également que :

N+1
sNE/ f(x)dx,
0
d’ou 1l vient :
N N+1
wN:sN—/ f(x)dwz/ f(z)dz >0,
0 N

par positivité de f. Ainsi (wy) est décroissante minorée : elle converge.
- Si l'intégrale converge : soit ry = Z:;ONH f(n), or on a vu que pour tout n > 1 :

" ) da < fn f
/

ce qui donne en sommant membre & membre de (N + 1) (N + p) et en faisant tendre p vers

I'infini :
+o0 +o0

fl)de <ry < f(x)dx

N+1 N
- Si l'intégrale diverge, alors en notant L la limite de (wy), on a le développement asymptotique :
SN — foN f(x)dr = L+ o(1), avec limy .o L + o(1) = L, donc :

- SN 1y L+o( )
fo f(x)dx fo x)dx N—+oo

Exemples :
— L’erreur faite en remplacant % Z
de 1072, De facon générale, la suite (r
1
(%)
— La série harmonique ), -, % est divergente, de somme partielle (sy) équivalente a (In V). Plus

par la somme des 100 premiers termes est de 'ordre
es restes de la série D # est équivalente a la suite

QA3M|>—

=1
N) de

précisément, la suite (1 4+ % + -4+ % —In N) admet une limite v, appelée constante d’Euler :

1 1

autrement dit on a le développement asymptotique : EnN 17 =InN + v+ o(1), illustré figure
1.13.
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1.3.4 Sommation des relations de comparaison

Une fois établie la convergence ou la divergence d’une série, on voudrait : en cas de convergence,
savoir & quelle vitesse, i.e. obtenir une évaluation des restes () (qui tendent vers zéro) ; en cas de
divergence, avoir un équivalent des sommes partielles (sy) (qui tendent vers U'infini). Tout comme
pour la détermination de la nature d’une série, on se raméne en général a des séries plus simples.
On précise ainsi les résultats de la propriété 1.3.

Propriétés 1.4 (Sommation des relations de comparaison)

Soit Y uy, et Y vy, deux séries a termes positifs. Leurs sommes partielles sont respectivement notées
(sn) et (on), leurs restes lorsqu’ils sont définis (rn) et (pn). On a alors

a - siuy = o(vy) ety vy, converge, alors Y u, aussi et ry = o(pn).

b - st u, = o(vy) et > u, diverge, alors Y vy, aussi et sy = o(on).

C - Si Uy ~ Uy, les deux séries ont méme nature avec en cas de convergence (respectivement de
divergence) : vy ~ pn (respectivement sy ~ o).

Preuve. Si u, = o(vy,), soit € > 0, alors il existe Ny tel que :
VYn > Ny 0 <u, <cv,.
a - Si la série converge, on a donc pour tout N > Ny, pour tout p > 0 :
0<snip—sN <e(oNtp — ON).
On fait tendre p vers 'infini pour obtenir :
0<rny <epn,

ce qui prouve bien que ry = o(py).
b - Si la série diverge : pour Ng comme ci-dessus, puisque limy_.,, oy = 00, il existe N; tel que :

VN > N; 0<sn, <eon,
mais alors pour tout N > max(Ng, Ny) :
0 SSNZSNO—F(SN—SNO) SEUN—I-&(UN—SNO) < 2eopn,

ce qui prouve bien que sy = o(on).
¢ - Méme principe que ci-dessus.

|
Nota Bene. Les relations de comparaison ne peuvent se sommer que pour ’évaluation des restes
des séries convergentes, et des sommes partielles des séries divergentes.

Exemples :
. 2 . . 2 )
— La série ), - %% est divergente puisque %% ~ % De plus, la suite (sy) de ses sommes
partielles est équivalente a celle de la série harmonique :

N
sNNZgwlnN.
n=1

Al n’4n : n’4n 1 :
— La série Enzo P est convergente pulsque poe s A De plus, la suite (ry) de ses restes

est équivalente & celle de la série > Elg :

+
X1 1
rN ~ g —_~ .
n? N

n=N+1
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1.4 Séries a termes quelconques

1.4.1 Séries absolument convergentes

Soit Y u, une série numérique générale, i.e. ses termes ne sont plus nécessairement positifs. On a
montré grace au critére de Cauchy que si la série est absolument convergente, c’est-a-dire si Y |uy,|
converge, alors elle est convergente. Puisque ) |u,| est une série a termes positifs, on peut lui
appliquer les critéres de la section précédente, que 1'on récapitule ici.

Propriétés 1.5 (Critéres d’absolue convergence)

Soit Y uy, une série a termes quelconques et Y v, une série & termes positifs.

- si |up| < vy, avee Y vy, convergente, alors | uy, est absolument convergente.

— si |up| = o(vy,) avec Y v, convergente, alors Y u, est absolument convergente.
— 80 |up| ~ vy, avec Y vy, convergente, alors | u, est absolument convergente.

— s’il existe a > 1 tel que limy, oo n®|uy| = 0, alors Y uy, est absolument convergente.
[unii]
lunl '
alors > u, est trivialement divergente.

— sl existe a > 1 tel que % =1-—2+0(L), alors 3" u, est absolument convergente.

=L < 1, alors Y u, est absolument convergente ; si limy,_, o luneil — 7 > 1,

— 81 lim,,— 00 ]

Nota Bene. Pour des séries a termes quelconques, le critére d’équivalence n’est plus valable : on
peut avoir u, ~ vy, »_ v, convergente, mais y  u, divergente (cf I'exercice “Equivalents de signes
variables”).

1.4.2 Séries alternées

Définition 1.9 (Série alternée)
On appelle série alternée toute série du type Y (—1)"ay, avec a, de signe constant.

Convention. Dans la suite, on supposera par commodité a,, > 0. Tous les résultats se traduisent
sans probléme dans le cas contraire en considérant la suite u,, = —ay,.
(_1)7L

Exemple. > (—1)" et > -, = sont des séries alternées. La premiére est trivialement diver-

gente. Le théoréme suivant montre que la seconde est convergente.

Théoréme 1.4 (Critére des séries alternées)
Soit la série alternée Y (—1)"ay. Si la suite (ay,) décroit vers 0, alors la série est convergente.

Preuve. C’est un raisonnement de suites adjacentes, dont on rappelle le principe : si (uy) est
croissante, (vy,) décroissante, avec u,, < v, pour tout n et lim,,_,o (v, — u,) = 0, alors (u,) et (vy)
convergent vers la méme limite. Ici, les suites adjacentes seront les sous-suites (son+1) et (s2n) de
la suite des sommes partielles. En effet : (son41) est croissante puisque :

SaN+3 — S2N+1 = AaN+2 — a2N+3 = 0.
De méme, (son) est décroissante puisque :
SaN+42 — S2N = GaN+2 — AaN+1 < 0.

Par ailleurs, pour tout N, sony > sani1, puisque sony — Sony+1 = aan+1 > 0, et par hypothése
limy o0 Son — San41 = limy oo aon+1 = 0. Donc il existe un réel s tel que limy_oo Sony =
my_ oo Son41 = 8, Cest-a-dire que limy .o sy = s : la série > (—1)"a, est convergente, de
somme s. La figure 1.14 illustre le phénoméne.
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S0
+ao
S2 | Q
o
—as o
— +oo
s = n=0an oo AR o ____
+az
S3 —ail o
S1 o

F1G. 1.14 — Illustration du critére des séries alternées.

)" )
~— 7 est donc convergente. C’est un exemple ty-

pique de série semi-convergente. On peut montrer que sa somme est —In2 ~ —0.693 (voir I'exercice
“Série harmonique alternée”). La convergence est illustrée Figure 1.6.

Exemple. La série harmonique alternée ), -, (

Exercice. Montrer que la série >, - sin(mv/n? 4+ 1) est convergente.

Mieux, si la série ) (—1)"a,, vérifie le critére des séries alternées, on a une majoration trés simple
du reste de la série.

Proposition 1.13 (Reste d’une série alternée)
Si la série alternée > (—1)"a, vérifie le critére des séries alternées, alors le reste a l'ordre N est
magjoré par le premier terme négligé : |ry| < an41-

Preuve. Puisque (son) est décroissante et (sgn41) est croissante, on a pour tout N : son1 < s <
son, d’ott 'on déduit que :

—aaN41 = SoN41 — SoN S 1oy = 5 — Soy < 0.

De méme, I'inégalité : son+1 < s < sonyo donne :

0<ront1=38—5SaN41 < SaN4+2 — S2N4+1 = G2N42-

Ainsi on obtient bien de fagon générale : VN, |ry| < anyi.
|

Remarque. La preuve montre méme que 7y est du signe du premier terme négligé (—1)N +1aN+1.
En cas de doute, le plus simple est de faire un dessin comme figure 1.14.

—-1)" .
:g ( n2) par la somme des 100 premiers termes est

Application. L’erreur faite en remplacant
inférieure a 1074,
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F1G. 1.15 — Suite (%)nzg et série associée.

Nota Bene. Pour pouvoir appliquer le critére des séries alternées, il est essentiel que la suite
(an) elleeméme soit décroissante : il ne suffit pas qu'un équivalent le soit. Par exemple, la série

Yo(=D)tan =359 % est alternée, avec a, ~ L et (1) décroissante vers zéro. Mais (a,,) n’est

: on ne peut appliquer directement le critére
(_1)7L
n+(—1)">

on montre que la série est bien convergente (voir I'exercice 1.24 “Série alternée sans critére”).

pas décroissante puisque agpt1 = % > a9y = T{H

des séries alternées (voir figure 1.15). Néanmoins, par un développement limité en % de

1.4.3 Techniques classiques

a - Développements asymptotiques

Dans de nombreuses situations, on conclut sur la nature d’une série en se ramenant & une série
plus simple. On a vu que pour les séries & termes positifs, il suffit de se ramener & un équivalent.
Ceci n’est plus le cas avec des séries a termes quelconques (penser au contre-exemple donné dans
lexercice “Equivalents de signes alternés”). Par ailleurs, un équivalent correspond & une approxi-
mation au premier ordre, laquelle ne permet pas forcément de conclure.

Dans ces deux situations, il suffit souvent d’écrire un développement asymptotique du terme géné-

ral, c’est-a-dire d’étre plus précis dans 'approximation. Celui-ci est généralement en % ou en ——

v

et s’arréte au premier terme absolument convergent, en # ou n3—1/2

Exemples :

L. —_1)"
L. Lasérie >, o In(1 + %

) est divergente. En effet, on sait que pour x voisin de 0 :

In(l+x) =z —2%/2 4+ 2%/3 + 23¢(x),

="
Jn

-1 -1 1 -1 n
ln<1+(\/ﬁ)>:(\/ﬁ) ™ (?)71—332—’_#7

. - ="
avec lim,,—o €, = 0. Or la série Zn>1 Tn
—1n

les séries ). 4 énw et >_,>1 355 sont absolument convergentes par le critére de Riemann,

avec lim,_,ge(x) = 0. Puisque lim,,_, o =0, on en déduit :

est convergente par le critére des séries alternées,

mais - = est divergente par ce méme critére. Il s’ensuit que > nsoIn(1 + %) est
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L L L L L L L L L |
) 1000 2000 5000 2000 5000 6000 7000 5000 9000 10000

F1c. 1.16 — Suite (In(1 + %))nzg et série associée.

divergente. On en déduit plus précisément que la série diverge vers moins l'infini & la vitesse

—% In N, ce qu'illustre la figure 1.16.

2. La série 3, o un = Y5, (= — /nsin 1) est absolument convergente. Au voisinage de 0 :

v

o 2 : _ 11, 1 T
sinz =z + 2°¢(x), avec lim; ge(z) = 0, donc sin ;- = -~ + —z¢&,, et par suite :

1 .1 1
—= — /N sin

— = ——¢
Jn n o
) N _ 1 - 1 N
c’est-a-dire que u,, = O(W)' Or la série Zn21 —575 est absolument convergente par le critére
de Riemann, donc la série qui nous intéresse 1’est aussi. Les restes ry tendent vers zéro plus
. 1
vite que N
Rappel. Presque tous les développements limités classiques au voisinage de 0 se déduisent des
trois développements suivants :

2 3 n
T IR I
' =1ta+opt ot + g +ate(a),

dont on déduit les développements limités de cos x, sin x, cosh x, sinh z, etc.

1
T —1+az+a?+23+-- 42" +2"(z),
—x
dont on déduit les développements limités de @, In(1 £+ %), arctan z, etc.
Celui-ci peut d’ailleurs étre vu comme un cas particulier du développement limité de la fonction
puissance :
(a—1) , ala—1)...(a =n+1)

(1+w)a:1+aw+aTw + 4+ o " + x"e(x).

b - Groupements de termes

Considérons une série numérique » -, u, dont on veut déterminer la nature. On commence par
s’assurer que le terme général (u,) tend vers zéro, sinon la série est trivialement divergente. Ceci
fait, il faudrait montrer que la suite (sy) des sommes partielles est convergente, ce qui n’est pas
toujours facile. En particulier, il est parfois plus simple de montrer qu’'une sous-suite de (sy)
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converge, par exemple en effectuant des regroupements de termes, et de conclure ensuite.

Cadre typique d’application : on réussit & montrer que (sgn) converge, disons vers s. Alors pour
la sous-suite (san+1), il suffit d’écrire :

SoN+1 = So2N + UaN L1,

et si la série ne diverge pas trivialement, on a limy_.o Son+1 = limpy 00 Son = 8, ¢’est-a-dire que
“+oo

limy oo SN =8 =), (U : la série converge.

Exemple. Dans 'exercice intitulé “Convergence de la série harmonique alternée”, en notant sy =
N (_1)n71 .

> n—1 —— On commence par prouver que la sous-suite (s2) converge vers In 2. La convergence

de la série découle alors directement de I’argument ci-dessus.

1.4.4 Transformation d’Abel

Théoréme 1.5 (Critére d’Abel)
Soit la série Y apby,. Si la suite (a,) décroit vers O et si les sommes partielles de la série Y by,
sont bornées alors > anb, converge.

Remarque. Dire que les sommes partielles de la série > by, sont bornées signifie qu'il existe M > 0
tel que :

N
YN >0 E bn| < M.
n=0
Si par exemple b, = sinn, on montre que :
N . .
. sin % sin %
By = g sinn = —=———*—,
= sin 5

d’ou 'on déduit que les sommes partielles By sont bornées, avec :

1

.1
Sln§

YN >0 |By| <

Preuve. Le résultat se montre en effectuant une transformation d’Abel : c¢’est 'analogue d’une
intégration par parties pour les séries. En ce sens, notons :

n
Oy = Qp, — Ap—1 B, = E by.
k=0

() peut étre vu comme la dérivée de (a,,) et (B,) comme la primitive de (b,). Pour prouver
que la série ) apb, converge, puisqu’on n’a aucune idée de sa limite, on passe par le sacro-saint
critére de Cauchy. Notons comme d’habitude Sy = zr]:fzo anby, les sommes partielles. Voici en quoi
consiste 'affaire :

N+p N+p N+p N+p
SN—i—p - SN = § anbn = § an(Bn - Bn—l) = § aan - § aan—l'
n=N+1 n=N+1 n=N+1 n=N-+1

On réindexe alors la seconde somme :

N+p N+p—1 N+p—1
SN—I—p - Sy = g an By, — g apt1By = aN+pBN+p —ant1BNy + E (an - an—l—l)Bna
n=N+1 n=N n=N+1
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pour obtenir in fine :

N+p—1

SN+p — SN = antpBN+p —an+1BN — g Qpt1Bp.
n=N+1

C’est ce qu’on appelle une transformation d’Abel. On note M un majorant des |By| et on utilise
les hypothéses de positivité et de décroissance de (a,) pour majorer :

N+p-1

|SN4p — SN| < anypM + an1 M + Z n1 M,
n=N+1

or la derniére somme est télescopique, donc il reste simplement :
‘SN-i-p - SN’ < 2]\4CLN—HD <2May,

par décroissance de la suite (a,). Puisque (a,) tend vers zéro, on en déduit que :

9
Ny, VN > N, —
Ve > 0, 0, = Ny O<CLN<2M7

Ceci prouve que la suite (Sy) des sommes partielles vérifie le critére de Cauchy, donc que la série
> anpby, est convergente.

Remarque. La formule obtenue par transformation d’Abel :

N+p N+p—1
E anbp = aN—i—pBN—i-p - CLN-i-l-BN - 5 an—i—an
n=N+1 n=N+1

est a rapprocher de I'intégration par parties :

b b
/ F(x)g(x)dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) —/ f(2)G(x) dx.

Exemple. La série ) -, % est convergente pour tout « (voir figure 1.17 avec a = 1). Dans le

cas particulier o = 7, on retrouve la convergence de la série harmonique alternée.

Remarques.

— Le critére des séries alternées ), -q(—1)"a, peut en fait se voir comme un cas particulier du
critére d’Abel : avec b, = (—1)", on a By = Zivzo
sont bien bornées.

— Il existe un résultat analogue pour les intégrales du type 0+OO f(x)g(x)dx : si f décroit vers 0 et

si les intégrales fOX g(x) dx sont bornées indépendamment de X > 0, alors l'intégrale généralisée

by, qui vaut 0 ou 1, donc les sommes partielles

f0+oo f(x)g(z) dx est convergente.

1.4.5 Produit de deux séries

Définition 1.10 (Produit de deux séries)
Soit Y, s Un €t Yo Un deux séries. La série produit Y wy, est définie par wy, =Y 1 UiUnp—;.

Remarques.
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F1G. 1.17 — Application de la transformation d’Abel : suite (Sifbn)nzl et série D, 5, sinn

n

1. On Pappelle aussi produit de Cauchy ou produit de convolution des deux séries. Il faut bien
str noter que le terme général w, de la série produit n’est pas le simple produit terme a
terme de u,, et v,. Pour se souvenir de la définition de w,, il suffit de penser au coefficient
de X™ dans le produit de deux polynémes de coefficients u,, et v,. Ceci deviendra tout & fait
clair dans le chapitre sur les séries entiéres.

2. Si on considére des séries Y, un et > -, v, ne commencant pas a l'indice 0, il suffit de
compléter les deux suites par ug = vg = 0, ce qui donne : w, = Z?:_ll u;vy—;. Par exemple,
le produit de la série harmonique -, % par elle-méme est la série > -, wy, avec wg =0

_ywn-1_1
et wn = 3 121 Ty

n+1

Exemple. Si u, = v, = 1/2", alors w, = > 1" uvp—; = 5.

Théoréme 1.6 (Convergence d’une série produit)
Si les séries Y, ~oUn €t Y, ~oUn SOt absolument convergentes, alors ) wy, est absolument conver-

gente, avec l’égalité :
+o0o +0o0o +o0o
E Wy = E Uy | X E Un
n=0 n=0 n=0

Remarque. Ce résultat justifie appellation “série produit”.

Preuve. On commence par traiter le cas ou les deux séries Y a,, et Y b, sont convergentes a termes
positifs. On note ) ¢, la série produit. On utilise des majuscules pour les sommes partielles. La
série Y ¢, est clairement a termes positifs, donc pour établir sa convergence, il suffit de montrer
que ses sommes partielles sont majorées, ou plus simple : que la sous-suite (Coy) est majorée
(rappelons qu’une suite croissante dont une sous-suite converge est convergente). Or on vérifie
sans probléme la double inégalité (voir figure 1.18) :

N N 2N 2N 2N
AN x By = j{:an X j{:bn S;CEATZZZE:Cn:S-A2N'X<B2N': j{:an X j{:bn
n=0 n=0

n=0 n=0 n=0

Or, si N tend vers l'infini, les membres de gauche et de droite tendent vers la méme limite. Ceci
montre que la série Y ¢, est convergente, de somme :

+oo —+00 +00
E Cp = E an | x E by,
n=0 n=0 n=0
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b
ban |
bn
by, Anbn
b1
QAn
a1l an anN asN

FiG. 1.18 — Illustration de l'inégalité : Ay x By < Con < Aoy X Ban.

Le résultat est donc établi dans le cas de séries positives. Passons maintenant au cas général de
séries numériques Y u, et Y v, absolument convergentes et notons :

n
n= Y il - i,
i=0
Par le point précédent, > ¢, est convergente, avec I'égalité :
+o0o +00 “+oo
> = (32 ) x (3 ).
n=0 n=0 n=0

Considérons 'ensemble Ty = {(4,7) : 1 <4,j < N,i+j > N}, alors on a :

(iu><§3>—§3w =| X wva| < Y fulloasyl.

Or on peut écrire :
DR O o1%) BY DT S or

quantité qui tend vers zéro, donc le terme de gauche de I'inégalité précédente aussi, et puisque
les sommes partielles des u,, et des v,, convergent toutes deux, celles des w,, également, avec a la

limite :
+00 +00 +00
Fon ($0) - (80
n=0 n=0 n=0
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Exemple. Si u,, = v, = 1/2", on en déduit que :

+00 00 2
n+1 1
St (S5) -

Remarques.

1. On peut en fait montrer mieux : il suffit que I'une des séries soit convergente et 'autre
absolument convergente pour obtenir la convergence de la série produit, avec toujours la
relation “somme de la série produit= produit des sommes”.

2. Le produit de deux séries semi-convergentes peut étre convergent (u, = v, = ~—-—) ou

. —)n . . . .
divergent (u, = v, = D" yoir exercice “Produit de séries semi-convergentes”).

\/ﬁ )

“C’est la vie, que voulez-vous, les chemins parfois se croisent et d’autres fois divergent et divergent,
c’est beaucoup pour un seul homme...” Pierre Desproges, Chroniques de la haine ordinaire.

1.5 Exercices

Exercice 1.1 (Calculs de limites)
On rappelle qu’au voisinage de 0, on a In(14x) ~ x et € ~ 1+z. Déterminer les limites suivantes :

1. limy,oo(1 4+ %)n

2. limp_oo(1 + n)n.

3. limy, oo n?((n + 1)% _ n%)

4t (1 (54 3) 4+ (34 8)"),

nln n

Exercice 1.2 (Utilisation de développements limités)
On considére la suite (uy,)n,>0 définie par :

Un =vVn+avn+1+bvn+2

ol a et b sont deux paramétres réels.
1. On fixe a = b = 1. Quelle est la limite de la suite 7 Donner un équivalent.
2. On fixe a = 1 et b = —3. Mémes questions.

3. On fixe a = 1 et b = —2. Mémes questions.
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Exercice 1.3 (Equivalents)
Donner des équivalents simples des suites :

1 1 1
vn+l n(n+lnn) n(vnZ+n+1—vn2—n—1)
1 2+4n? 1\—nvn
nH(—D)nvn In 750 (1+3)

n? +300n + 1000 n+ (Inn)?°%  nlnn+e"

. .
ettt 1+ sinn e 142
n+2n2+5 sin L 1

n+sinn n ND Vn+1
lnT" cos% sinhn

2 . 2
cosh (7;‘2125) arctan <£‘3:ﬁ) sin () cos (%IZQ)
n

2 n n2+3n 2
n? 49 T 1H(7’L —|—1)—1H7’L

1, 1yn 1\" 1 1/3 1/3
(3+31) e—(1+73) (L)% —nl/?)

2 2
n-5nt3 n? +ncosn In (%)

Exercice 1.4 (Suite définie par récurrence)
On considére la suite (uy,),>0 définie par :

{ Ug =2

Un+1 = V 2+ up

1. Montrer que Vn > 0 : u2 < 4. En déduire que la suite (uy,),>0 est bornée.

2. Montrer que la suite (uy,),>0 est monotone (étudier par exemple le signe de u2 1 u?).
3. La suite (uy)n>0 est-elle convergente ? Si oui, calculer sa limite.

4. Retrouver graphiquement ce résultat en représentant la fonction x — /2 4 x.

Exercice 1.5 (Le principe de 1’étau)
On définit la suite (up)n>0 par :

1 1 1
U = + o ——
m2r1l VnZi2 vn?4+n

1. Encadrer la suite (u,) par deux suites (vy,) et (w,) de méme limite.

2. En déduire la limite de la suite (uy,).

Exercice 1.6 (Flocon de Von Koch (1904))
Le flocon de Von Koch est un exemple de courbe fractale : on le construit itérativement a partir
d’un triangle équilatéral et comme indiqué figure 1.19 pour les étapes 0, 1 et 2. Précisément, si on
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note K, l'intérieur du polygone obtenu & la n-éme itération, le flocon de Von Koch est défini par :
+oo
K=|JK,
n=0

1. Donner le nombre C,, et la longueur L,, des cotés du polygone & la n-éme étape (on suppose
que le triangle équilatéral initial a pour c6té 1). En déduire que le périmétre P, tend vers
I'infini.

2. Montrer qu’a I’étape n, la surface du polygone vaut :

w2350 8))

En déduire la surface du flocon de Von Koch.

Remarque : Les polygones successifs étant de surface croissante mais tous contenus dans le cercle
circonscrit au triangle, on pouvait conclure directement sur le fait que le flocon est de surface finie.

F1G. 1.19 — Premiers flocons

Exercice 1.7 (Convergence de suite via une série)
1. Déterminer la nature de la série ), <, uy, avec :

2. On considere la suite (vy,)p>1, définie par :
1 1
vp=1+5+-+——Inn.
2 n
Déduire de la question précédente que (v,) admet une limite ~.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de décembre 2004.

Exercice 1.8 (Nombres rationnels et développement décimal)

1. On veut écrire le nombre x = 0.777... sous la forme IT;'

(a) Premiére méthode : comparer 10x — 7 & z et en déduire x sous forme de fraction.

(b) Seconde méthode : remarquer que z = :[i’i 10Ln et retrouver le résultat précédent grace

a une série géométrique.

2. Par I'une des deux méthodes ci-dessus, mettre sous forme de fraction le nombre x = 0,4747....
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3. Mettre sous forme de fraction le nombre z = 0, 124747....

4. De méme, mettre sous forme de fraction le nombre x = 5,124747.... Ainsi, tout nombre z
dont le développement décimal admet la répétition d’un motif & partir d’un certain rang (ce
qu’on appelle une période) est un rationnel.

5. Réciproquement, on considére deux entiers naturels non nuls p et ¢ premiers entre eux. En
posant la division £ comme dans les petites classes, expliquer pourquoi le développement

décimal de IT; est forcément périodique.

Exercice 1.9 (Sommes de séries)

1. On veut connaitre la nature de la série ) -, m et sa somme éventuelle.

(a) Décomposer la fraction rationnelle en éléments simples, ¢’est-a-dire sous la forme :

1 a b c

XX+DX+2) X X+1 Xt2

(b) Voir alors que dans la somme partielle :

al 1
SN:;n(n+l)(n+2)’

des termes se télescopent, et en déduire une expression simple de Sy.

(c) Montrer que la série est convergente et calculer sa somme S = z:g m
2. On étudie cette fois la série ), ¢ gr-

(a) En notant par exemple que n = (n + 1) — 1, montrer que :

1
Sy =2SN4+1 + oN 2.
(b) Grace a la relation liant Sy et Sy41, en déduire que la série est convergente, de somme
égale a 2.

3. On consideére enfin la série ) -, %"

(a) Notons Sy = Eﬁ;o Gt et Ty = Zg:o slin Remarquer que Sy + 4Ty est la somme
des termes d’une suite géométrique.

(b) En déduire que la suite a termes complexes (Sy +iTn)nN>0 est convergente, et calculer
sa limite.

(¢) Montrer alors que :
+oo

Zcosn 4 —2cos1

o 5 —4cosl’

n=0

Exercice 1.10 (Série harmonique alternée)
oL R .. 1y L . .
On s’intéresse a la série Zn21 ( , appelée série harmonique alternée.

1. Notons Sy = 32V (=)

n=1 n
nique. Montrer que :

n

ses sommes partielles et oy = 25:1 % celles de la série harmo-

Son = 09N — ON.
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2. Grace aux sommes de Riemann, montrer que :

e~ 1
—g k——»lnz
nk:ll—i_ﬁ n—-+o0o

En déduire que limy_ 4o Sony = In2.
Donner une relation simple liant Son et Sony1. En déduire limy 400 Son+1-

. En déduire que la série harmonique modifiée est convergente. Est-elle absolument conver-

gente ?
. A est la somme de la série harmonique entre 1004 et 2007, c’est-a-dire A = ﬁ 4+ 4 ﬁ.
B est la somme de la série harmonique alternée entre 1 et 2007, c’est-a-dire B = 1 — 5 +

T ﬁ + Wlm. Calculer A — B.

Montrer que :
—+00

1 An — 3 In3
3" ~sin "o} = 22 05493,
n 6 2

n=1

Exercice 1.11 (Série harmonique modifiée)

On sait que la série harmonique Zn>1% est divergente. On va montrer que si on supprime les
entiers dont I'écriture décimale comporte le chiffre 0 (i.e. 10,20,...,90,100,101, etc.), alors cette
série harmonique “modifiée” converge. On note : Ng = {1,2,3,...,9,11,...} I'ensemble des entiers
naturels ainsi obtenu, et S(N) = 3",y n<n 1 Jes sommes partielles modifiées.

1.

Caractériser I'écriture décimale d'un entier naturel n de I’ensemble NoN]10%, 10*+1]. En dé-
duire le cardinal de cet ensemble.

2. Montrer alors que :
k+1 k 1 ght!
S(10 —5(10%) = - < —.
n€NgN]10F,10%+1]
3. En déduire que S(108*1) < 90.
4. Conclure sur la nature de la série ), ., %
Exercice 1.12 (Natures de séries)
Préciser la nature de chacune des séries suivantes :
1 1 1

im0 B > nz0 3 > nso 2%
Zn21(ni+1)n ano % ano(\/m —n)
> on>1 an D> n ﬁﬁﬁz D s (1 + %)_"\/ﬁ
ZHZO % anl((l + ﬁlf)n - 1) ang m

>ns1In(nsin 1) Yoz (1= (cos 72)") 3oy sin (5z) cos (5)

(I . l . l .
En21 n!sinlsingsing...sin

1142144 (n—1)! U424+ (n—2)!
Zn22 Zn22 3

n! n! n

Suites & Séries
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o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

F1G. 1.20 — Série harmonique et série harmonique modifiée.

Exercice 1.13 (Somme de série)
On considere la série >, -, CEASIER

1. Quelle est sa nature?

2. Décomposer le terme général en fonction de (n—:l)z et (n—11)2‘

3. En déduire la somme de la série.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet d’avril 2004.

Exercice 1.14 (Equivalent de la somme partielle)
On consideére la fonction

F:{ [37+Oox[ :lﬂi(lnm)

1. Déterminer lim,_, 4o F(z). Quelle est la dérivée f de F'7 Montrer que f est décroissante et
positive sur [3, o0l

_1

n>3 ninn Soit Sy la somme partielle d’ordre N. Encadrer Sy par

2. On considére la série )
deux intégrales.

3. En déduire un équivalent de Sy .

4. Répondre aux mémes questions pour la série ) -4 lnT"

Corrigé
Ceci est un cocktail d’exercices corrigés en annexe, sujets d’avril 2004 et de janvier 2005.

Exercice 1.15 (Equivalent du reste)
On considére la série numérique -, %

1. Préciser la nature de cette série.

2. Soit N > 1. Encadrer Ry =Y 7 y 11 % par deux intégrales, et calculer ces intégrales.
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3. Combien de termes suffit-il de prendre en compte dans la somme partielle pour obtenir une
valeur approchée a 0.01 prés de la somme de la série ?

4. Donner un équivalent de Ry.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de novembre 2005.

Exercice 1.16 (Produits infinis)
1. Soit la suite (Py)n>1 définie par : Py = Hi:[:l(l + #) Montrer qu’elle admet une limite
quand N tend vers l'infini. Par analogie avec les séries numériques, on note :

00 1
I (1+ ) = Jim 2y

n=1

2. Geéneéralisation : Soit (uy,) une suite de réels positifs. Montrer que le produit infini [J(1 + u,)
est convergent si et seulement si la série Y u, Pest.

Exercice 1.17 (Divergence de la série harmonique)
On considére des briques de méme taille, de longueur unité. On rappelle la formule du barycentre,
ou centre de gravité, Gy, de n points M; d’abscisses (;)1<i<n €t de masse 1 :

1 n
1=

La propriété d’associativité assure que G, est aussi le barycentre de M, d’abscisse x,, affecté
de la masse 1 et de G,,_1, barycentre des (n — 1) premiers points, affecté de la masse (n — 1),
c’est-a-dire que X, = 1((n — 1) X1 + 2y,).
1. On empile les briques (par en dessous!) de fagon a étre juste a I’équilibre (voir Figure 1.21).
Déterminer les coordonnées successives des barycentres Xo, X3, X4 pour deux, trois, quatre

briques.
, A 5N : n 1
2. Montrer par récurrence que le centre de gravité des n premiéres briques est X, = > )’ 5.

3. Conclure.

Fia. 1.21 — Début de 'empilement.
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Exercice 1.18 (Natures de séries)
Préciser la nature de chacune des séries suivantes :

—1)n X
D on>2 (lm)z D1 (1) sin D s (—1)" cos
-1 nlnn -1 nﬁ -1 1
Zn22( ) NG anl( ) nn anl Sl .- €os -~

1 .
> on>1 H("T > n>1(arctan %) sinn Y2, 5 (=1)"(1 —cos %)"

Exercice 1.19 (Equivalents de signes alternés)
On considére les deux suites (up)n>1 et (v,),>1 définies par :

1. Montrer que ces deux suites sont équivalentes.

2. Montrer que les deux séries > -, upn et > -, v, ne sont cependant pas de méme nature.

Exercice 1.20 (Valeur approchée)

On considére la série :
Z(—l)" <\/ n2+1-— n) .

n>0
1. Montrer qu’elle est convergente. On note S sa somme.
2. Est-elle absolument convergente ?

3. Soit Sy9 la somme des 50 premiers termes de la série. Majorer I'erreur d’approximation

’5—549’.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de décembre 2004.

Exercice 1.21 (Comparaison a une série géomeétrique)

N - sinn) "
On considere la série D, 4 (24 o),

1. Montrer que pour tout n >3 :0 < (2 + Si%)_l < 0.6. En déduire la convergence de la série.

2. Prouver la majoration suivante du reste Ry :

5 3 N+1
N >2 <Z.(= :

3. Avec combien de termes dans la somme partielle est-on certain d’obtenir une valeur approchée

4 107% pres de :
= sinn\ "
2

n=1
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Exercice 1.22 (Probléme de commutativité)
On a vu précédemment (cf 'exercice “Série harmonique alternée”) que :

+o00 -1
(—1)" _ 1 1 1 _
321 - =1 2+3 4+ =1In2.

On va montrer que si on permute les termes de cette série, on peut converger vers une autre limite.
::6 ... ne peut étre considéré comme
une somme classique. Considérons la série harmonique classique ), %, et notons sy la somme
partielle d’ordre N :

Ceci signifie que le symbole de sommation dans I’expression

N
1 1 1
— —_ = 1 —_ DY —_
SN= to b
n=1
On rappelle que le paralléle série/intégrale permet d’obtenir le développement asymptotique de la
suite (sy) :
sy =InN +~v+en,

ot 7 &~ 0.577 est la constante d’Euler et (ex) une suite tendant vers zéro.

1. L’idée est de permuter les termes la série harmonique alternée de sorte que deux termes
positifs soient suivis d’'un terme négatif, ceci indéfiniment. On note oy la somme partielle
d’ordre N de la série ainsi formée. On a donc :

T T I S IO G S
TIN = 379 577 1 IN—-3 aN—-1 2N )"

Montrer que :

1

03N = S4N — 5(821\7 + sN).

2. En déduire la limite de (o3x), puis que la somme de la série permutée est % In2, et non In 2.

3. Montrer que si on alterne deux termes négatifs avec un terme positif, la série obtenue tend
cette fois vers %ln 2.

Exercice 1.23 (Développement asymptotique)
Soit a et b deux réels. On considére la série numérique :

Z(lnn +aln(n+ 1)+ bln(n + 2)).

n>1

1. Donner un développement asymptotique du terme général de cette série sous la forme :
_ 6 1
Inn+aln(n+1)+bln(n+2) =alhn+~+ = +o| — |,
n o n n

ol «, 0 et v sont des réels a déterminer en fonction de a et b.
2. En déduire les valeurs de a et b pour que la série converge.
3. Pour ces valeurs de a et b, calculer alors Sy = 320 (Inn + aln(n + 1) + bln(n + 2)).

4. En déduire la somme de la série.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de juin 2004.
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Exercice 1.24 (Série alternée sans critére)
On consideére la série numérique :

(=1)"
2

n>2

. Cette série est-elle absolument convergente ?

Est-ce une série alternée ? Pourquoi ne peut-on lui appliquer le critére des séries alternées ?

(="

3. Donner un développement asymptotique de T et conclure quant & la nature de la série.

4. Soit Sy la somme partielle d’ordre N de cette série. Montrer que Son11 = — Zszl m
5. Donner la nature de la série :
> s
= 2k(2k + 1)
Retrouver la nature de la série ), -, % Comment s’appelle cette méthode pour déter-
miner la nature d’une série ?
Corrigé
1. Cette série n’est pas absolument convergente puisque :
- | 1 1
n+ (=" n+ (=) n’
et que la série Y % est une série de Riemann divergente.

2. C’est une série alternée, car de la forme ) (—1)"a, avec a,, = m > (0 pour tout n > 2.
Cependant on ne peut lui appliquer le critére des séries alternées puisque la suite (a,,) n’est
donc pas décroissante :

Vn > 1 ! > !
n a = — Qa = .
= 2n+1 om = 2n+1 om+ 1
3. Un développement asymptotique de % est :
-1" -1" 1 -1" -1H" 1
(1" =y NN ANC AN
n+ (=1)" n 14 &Y n n n
n
c’est-a-dire que le terme général de la série est la somme des trois termes a, = (_i)n,
b, = —# et ¢, = o(n—lg). La série > ay est convergente par le critére des séries alternées,
la série Y b, est convergente par le critére de Riemann et la série > ¢, est convergente a
fortiori. Par conséquent, la série initiale est convergente.

4. On a:

g 11 n 1 1 P 1 1
NHLT3 2775 4 2N +1 2N’

ce qui s’écrit encore :

N 1 il 1
SQN“:_;(%_%H) :_kzzlzk(zkﬂ)'

Arnaud Guyader - Rennes 2 Suites & Séries



1.5. Exercices 37

5. La série Zkzl W}H—l) est convergente par le critére de Riemann puisque :

1 1

~

2k(2k +1)  4k2

La sous-suite (Sony1) de la suite des sommes partielles (Sy) est donc convergente. Par
ailleurs, la sous-suite (Son) est également convergente de méme limite puisque :

1
Son = 5! — — lim § 0.
2N = D2N+1 T gg T AL SN
Les deux sous-suites (San) et (San+1) étant convergentes de méme limite, la suite (Sy) des

(_1)nn est convergente. C’est

sommes partielles converge. En d’autres termes, la série ) -, P ey

la technique dite de groupement de termes.

Exercice 1.25 (La fonction exponentielle)
. 4 RN L. L . am
Soit @ un réel. On considére la série numérique ), -, 7.

1. Justifier la convergence absolue de cette série. On appelle exponentielle du nombre a la

somme de cette série :
+oo  n

a
e“:Z—.
n!

n=0
2. Soit a et b deux réels. Soit ) - ¢, la série obtenue en faisant le produit de Cauchy des deux
séries 3,00 % et 3 <o % Calculer ¢, en fonction de a, b et n.

3. En déduire la relation classique :
Ya,b € R ¥t = ¢ b,

4. Montrer que ces résultats s’appliquent encore si on remplace “x € R” par “z € C”. Ceci
permet de définir 'exponentielle d’'un nombre réel ou complexe comme somme d’une série
numérique.

5. On dit que la variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0, et on note
X ~ P(N), si X est valeurs dans N, avec :

)\TL
Vn € N P(X:n):e_)‘-m.

Soit X ~ P(a) et Y ~ P(f3), avec a et 3 strictement positifs. Notons Z = X + Y la variable
aléatoire somme. Supposons X et Y indépendantes. Montrer que :

Z ~Pla+f).

Corrigé

1. Si @ = 0, la série est nulle donc clairement convergente. Pour tout réel a¢ non nul fixé, on
peut appliquer le critére de d’Alembert :
|al

= 0<1,
n+1 n—+oo

Un+1
Un

P n
donc la série )~ -, % est absolument convergente.
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2. On obtient par définition du produit de Cauchy de deux séries :

ak bn k . k k
n—
kl ﬂw— | nl:z:(j b
et on reconnait la formule du binome de Newton :
a—+b)"
. _la+d)
n!
7L b

3. Les deux séries Y o %r et >, 5o r ¢tant absolument convergentes, on en déduit que
> >0 Cn est absolument convergente, avec :

Y (&) (5e) =

Par ailleurs, on a vu que :

par définition de 'exponentielle dans la premiére question.

4. On en déduit que pour tous réels a et b, on a :

5. Soit z un nombre complexe. Si z = 0, cf premiére question. Si z # 0, on applique a nouveau
le critére de d’Alembert, la valeur absolue étant remplacée par le module :

I
n+1 n—+oo

Uﬁ+l

0<1.
Un

Exercice 1.26 (Produit convergent de séries semi-convergentes)

On considére la série :
Sa=Y =t
" n
n>1 n>1
Notons >, -, ¢, le produit de Cauchy de " - a, par elle-méme.
1. Montrer que ), -, a, est semi-convergente.
2. Exprimer le terme général ¢,,.

3. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle ﬁ et en déduire que :

2°¢11
Vke{l,...,n—1} lenl == -
nkzlk‘

4. Via le lien série/intégrale, donner un équivalent de :

1

3
|

=
Il
o
x| =

En déduire lim,, o |¢p].
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5. Montrer la relation : )
n—

1
len| = [ent1] = -
n(n+1) = k

En déduire que la suite (|¢,|),>1 est décroissante.

6. Conclure sur la nature de la série Y - ¢p.

Corrigé

1. La série anl an est convergente par le critére des séries alternées, mais pas absolument

convergente puisque la série harmonique est divergente.

2. Pour tout n > 2, on obtient : ¢, = (—1)" Z:i —k(nl R

3. La décomposition en éléments simples donne : X = %(% + = L), On en déduit que :
—1/1 1 (&1 1
C":,;;@* ;(;g 25
Mais les deux sommes sont identiques donc :
21
Cn = — 2 T

4. La fonction x +— % est continue décroissante positive sur [1, +oo[, donc série et intégrale ont
méme nature, i.e. divergentes, avec :

n—1
% N/ dr =In(n—1)
k=1 1
Ainsi on a : )
2¢~1 In(n—1)
= T T
k=1
5. On calcule :
2n 1
len] = len] =2 __n—i-l k;

qui s’écrit encore :

n—ll 92 ) 2 2
[en] = lensa| = (Z E) (5 - n+1> Tt 1) nlnr)

k=1

Ainsi :
— 1
len] — lengt1| = n—i—l kZ_:E

et la suite (¢, |)n>1 est bien décroissante.

6. Lasérie 0, 1 ¢ = _,51(—1)"[cy| vérifie le critére des séries alternées donc elle est conver-
gente. On a ainsi montre que le produit de Cauchy de deux séries semi-convergentes peut
étre convergent.
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Exercice 1.27 (Produit divergent de séries semi-convergentes)

On considére la série :
1)
o=y 50
Vn
n>1 n>1

Notons ), -, ¢, le produit de Cauchy de ), - a, par elle-méme.

1. Montrer que ), -4 a, est semi-convergente.
2. Exprimer le terme général c,,.
3. Montrer que :

Vke{l,...,n—1} VkvVn—k <n.

4. En déduire que la série ), -, ¢, est trivialement divergente.

Corrigé
1. La série ), -, ay, est convergente par le critére des séries alternées, mais pas absolument
convergente puisque la série de Riemann ), - % est divergente.
2. Pour tout n > 2, on obtient : ¢, = (1) S.72] ———.
= k(n—k)
3. Pour tout k€ {1,...,n—1}:
VEVn —k < v/nvn = n.

4. On a donc :
— 1 n—1
= > — = — 1.
lenl = Z %_k Zn —
Donc il est clair qu’on ne peut avoir lim, .o ¢, = 0, c’est-a-dire que la série ) -, ¢, est
trivialement divergente. On a ainsi montre que le produit de Cauchy de deux séries semi-
convergentes peut étre divergent.

Exercice 1.28 (Lemme de Kronecker)

Le but de cet exercice est de montrer un résultat di a Kronecker et utile en probabilités pour
prouver, par exemple, certaines versions de la loi forte des grands nombres. Il utilise un résultat
de convergence en moyenne pour les suites, que I’on commence par rappeler.

1. Montrer le Théoréme de Césaro : soit (uy)n>1 une suite numérique convergente, de limite L,
alors la suite (my,),>1 des moyennes :

1 n
==Y
" k=1
tend vers la méme limite L (on dit aussi qu’elle converge au sens de Césaro).
2. Montrer sur un exemple que la réciproque est fausse : une suite peut converger au sens de
Césaro sans converger au sens usuel.
3. En déduire le Lemme de Kronecker : si la série anl “n est convergente, alors la suite (my,)

tend vers zéro.

Indication : en notant .

So=0 Sp =
k=1

Ug,

k

les sommes partielles de la série, observer que u = k(Sk — Sk—_1), puis se ramener a la pre-
miére question.
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Exercice 1.29 (Point milieu et valeur approchée)
Considérons la série numérique ) -, %
1. Justifier la convergence de cette série. Notons Sy la somme partielle des N premiers termes,
S la somme de la série et Ry =S — Sy le reste & 'ordre N.

2. Via le lien série/intégrale, établir : < Ry < ﬁ En déduire un équivalent de Ry .

I
2(N+1)2
3. En déduire que Sy + % (% + m) est une valeur approchée de la somme S & ﬁ preés.

4. En déduire le nombre de termes & prendre en compte pour obtenir une valeur approchée de
S a 1078 pres.

1 1
2(N+1)2 My aNZ?

Ay

FiG. 1.22 — Point milieu et valeur approchée.

Corrigé

LY -1 # est une série de type Riemann avec o = 3 > 1 donc elle est convergente.

2. La fonction f : z +— m—lg est décroissante sur [1, +o00[ donc on peut appliquer le théoréme sur

le lien série/intégrale :
+oo q +oo q
N+1 & N T

Ce qui donne :

_ 1 g b
2N +1)2 — N = aN%

On en déduit un équivalent du reste :

3. D’aprés la question précédente, on a :

1 1
_ < S5 - < —.
2(N+1)2—S SN < o

Ainsi le nombre (S — Sy) est dans l'intervalle [m, ﬁ] Par conséquent le milieu My

de l'intervalle est une valeur approchée de (S — Sn) au rayon prés Ay de cet intervalle (voir
Figure 1.22). C’est encore dire que Sy + My est une valeur approchée de S & Ay prés.

Or on a d’une part :

My — & vty 1/t .t
Moo \av 2 Ten?) T a\(V+1)2 T N2 )
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et d’autre part :

N =

1(1 1 >_(N+1)2—N2_ 1 1
=3 =

_ = < .
2NZ  2(N +1)2 AN2(N+1)2  2N2(N+1) — 2N3

On en déduit le résultat attendu.

4. La question précédente permet d’approcher de S via les sommes partielles avec une majo-
ration de l'erreur faite. Pour avoir une erreur inférieure a 1072, il suffit de prendre N tel

que :
1
<108 N> (5-107)/3 ~ 3684
c’est-a-dire N > 369. On a alors : Ssg9 + %(ﬁ + ﬁg‘) qui est une valeur approchée de

::3 El,; a 1078 prés.

Exercice 1.30 (Natures de séries)
On rappelle que e =~ 2.72. Etudier la nature de chacune des séries suivantes :

LY ey ———
n22
2. Y1 (Vn? +n—n);

n

n
3. anl 2X4X - X2n "

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de novembre 2006.

Exercice 1.31 (Valeur approchée et équivalent)
On considére la série numérique ) 4 %

1. Montrer que cette série est convergente.

2. Combien de termes faut-il prendre en compte dans la somme partielle pour obtenir une valeur
approchée a 1072 prés de la somme de la série.

3. La série ), -4 (CD® est-elle absolument convergente ?

NG
4. Donner un équivalent de Sy = Zﬁf:l ﬁ

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de novembre 2006.
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Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

Introduction

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions de méme domaine de définition. On s’intéresse dans un premier
temps a la convergence de cette suite vers une nouvelle fonction f et aux propriétés dont f hérite.
On applique ensuite ces idées aux séries de fonctions ano fn-

2.1 Suites de fonctions

Dans la suite, les fonctions f,, sont supposées définies sur un méme intervalle I de R.

2.1.1 Convergence simple

Définition 2.1 (Convergence simple)
On dit que la suite de fonctions (fy,) converge simplement, ou ponctuellement, vers f si pour tout
x de I, la suite numérique (fn(x))nen tend vers f(x). Autrement dit

Ve eI, Ve >0, dng € N, Vn > nyg |fn(x) — f(2)] <e.

Exemples.
1. La suite de fonctions (fy,)n>1 est définie par :

fnz{R —>I§

r ==
n

On voit que pour tout réel z, lim, .o & = 0, c’est-a-dire que la suite de fonctions (f,)
converge simplement vers la fonction nulle (figure 2.1 & gauche).

2. La suite de fonctions (f,,)n>1 est définie par :

) Rt —R

Fixons le réel positif z : on a
(1 + z)n _ enln(l-‘,—%)7
n
et par I'équivalent classique au voisinage de 0 : In(1 + u) ~ u, on en déduit que :

lim fo(z) = lim e"™0+5) = ¢,
n—oo n—oo

c’est-a-dire que la suite (f,,) converge simplement vers la fonction exponentielle (figure 2.1 a
droite).

43



44 Chapitre 2. Suites et séries de fonctions

F1G. 2.1 — Fonctions f1, fo, fio et la limite simple f.

Remarque. La convergence simple est souvent facile a établir, mais elle ne conserve pas certaines
propriétés des fonctions (continuité, aspect borné, intégrabilité), comme le montrent les exemples
suivants.

Exemples :

1. Continuité

h:{mu — R

x — "
La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction

. 0 six € [0,1]
ﬂ$H{1 siz=1

Ainsi les f,, sont toutes continues sur [0, 1], mais f ne 'est pas (figure 2.2 a gauche).
2. Aspect borné

0,1 —R
fn: e gq<x§%
< si - <x< 1
La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction
0,11 —R
f:{]i 1
xT

Bilan : chacune des fonctions f,, est bornée sur 0, 1], mais f ne l'est pas (figure 2.2 au centre).

3. Intégration
£ 0,1] — R
" r —nlr™(1—x)

On vérifie aisément que (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1] (figure 2.2
a droite), dont I'intégrale sur ce segment vaut 0. Pourtant :

| 1 ; | n2 n2 1 n2
i , = i - = lim —— = 1#£0.
nho 0 ful) du 0o <n+1 n+2> oo (n+1)(n+2) 7

Ainsi la convergence simple ne conserve pas les propriétés des fonctions : ceci justifie la définition
d’une nouvelle forme de convergence, plus difficile & vérifier, mais valide pour les passages a la
limite.
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F1G. 2.2 — Fonctions f1, fo, fio et la limite simple f.

2.1.2 Convergence uniforme

Définition 2.2 (Convergence uniforme)
On dit que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f si :

[fn(z) = fz)] <e.

Ve >0, dng € N, Vn > ng, Ve € I

F1G. 2.3 — Convergence uniforme vers f

Remarques.

— La convergence uniforme signifie que pour n assez grand, on est assuré d’étre dans un tube de
rayon ¢ autour de f (voir figure 2.3).

— Si on compare les définitions avec quantificateurs logiques des convergences simple et uniforme,
on voit que la seule différence se situe dans la position de la variable x. Dans le premier cas, le
ng dépend de € et de z, tandis que dans le second il ne dépend que de . Penser a la différence

entre continuité et uniforme continuité d’une fonction. En particulier, la convergence uniforme
est plus forte que la convergence simple.

Proposition 2.1 (Convergence uniforme = Convergence simple)
Si la suite de fonctions (fy) converge uniformément vers f, alors elle converge simplement vers f.

Méthode. Pour étudier la convergence d’une suite de fonctions (f,,), on commence par la conver-
gence simple : & x fixé, trouver la limite de la suite (f,,(x))nen. Si cette limite existe pour tout x,
notons la f(x), il y a convergence simple vers la fonction f. Il faut alors étudier la suite (M,,) définie
par M, = sup,cr|f(z) — fn(x)|. La détermination de M, peut passer par I'’étude des variations

Suites & Séries

Arnaud Guyader - Rennes 2



46

Chapitre 2. Suites et séries de fonctions
0.4
0.35 N
025} ,

\

0.3 P // \

\

o2 / 0.25 - N !
% : LTS X !

/ - ’ S N
015 )/ 0.2 ) o
, , e , N \
/ 0.15 4 / I \\ )
0l ' / / ro !
/ N , / / NV
/ N /
, e N 0.1 )/ , / N ‘\ l,
005 / e v , L / U
/ p - 0ost ., , \
/ _ - A\ , - - \\'
ob=Z == \ o=l - N
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fi1G. 2.4 — Fonctions f1, fo, fio et la limite f.

de f. Si (M,) tend vers zéro, la convergence est uniforme, sinon elle ne 'est pas.

Exemples :

1. Convergence uniforme
£ 0,1] —R
" x —a"(1l—x)
Il est clair que (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1]. Pour déterminer
My, = sup,epoq) [f(2) — fu(@)] = supgep,q] fu(®), on étudie les variations de fy, :

fala) = 2" Hn — (n + D),

donc f,, est croissante de 0 & -2~

a7 et décroissante ensuite. Elle admet son maximum au point
n 9 S : .
i Cest-a~dire :

n n \" n n
< M, = fn = 11— <1l- ?
0= U <n+1> <n+1> < n+1> n+1 0

n—oo

Et (f,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1] (figure 2.4 a gauche).
2. Convergence simple, non uniforme

£ L0 =R
" r —nz"(1—x)
A nouveau, (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1]. Mais on a cette fois

- - n - n \" n n an(1--L) 1
M, = n =Jn = 1- ntl ’ =
22, F#(@) w() = () () ‘

:n—i—l n—oo e

Il y a convergence simple, mais non uniforme, de la suite (f,) vers la fonction nulle (figure
2.4 a droite).

Contrairement & la convergence simple, la convergence uniforme conserve les bonnes propriétés des
fonctions. C’est ce que nous allons montrer dans la suite de ce paragraphe.

Rappel. Soit E un espace vectoriel réel. Une norme sur F est une application de F dans Rt vé-

rifiant les propriétés de séparabilité, d’homogénéité et d’inégalité triangulaire. Dans R", on définit
par exemple la norme infinie d'un vecteur z = [x1, 2,)7 par ||z||se = Supj<;<;, |2i|. On a une
norme comparable sur l'espace des fonctions bornées.
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Définition 2.3 (Norme infinie)
Soit I un intervalle de R. On note B(I,R) l’espace des fonctions bornées de I dans R. L’application

[NF (i ot
oo : Fo [ flloo = supges | £()]

est une norme sur cet espace, appelée norme infinie, ou norme du sup.
Si les fonctions f,, et f sont bornées, dire que la suite de fonctions (f,) converge uniformément

vers f est donc exactement dire que lim,_.o ||f — fulloc = 0, ou encore : dans l'espace B(I,R)
muni de la norme infinie, la suite (f,,) tend vers f (figure 2.5).

(B(L,R), [|-]]e0)

Fic. 2.5 — “Baby keep smiling, you know the sun is shining...” Lou Bega.

On peut maintenant se poser la question suivante : si les f,, sont bornées et qu’elles convergent
uniformément, est-ce que la fonction limite ’est 7 La réponse est oui.

Proposition 2.2 (f, bornées = f bornée)
Si les fonctions fp, sont bornées sur I et convergent uniformément vers f, alors f est bornée.

Preuve. Dans la définition de la convergence uniforme, prenons ¢ =1 :
dng € N, Vn >ng, Vo eI |f(z) — fo(z)] < 1,

or fy, est bornée par hypothése, disons par M, donc en appliquant I'inégalité triangulaire, on a
pour tout x de I :

[f (@) < [f(2) = fro (@) + [ fro(2)] < M +1,
c’est-a-dire que f est bornée par M + 1.

Passons & la continuité.

Proposition 2.3 (f, continues = f continue)
Si (fn)nen converge uniformément vers f sur I, avec f, continue pour tout n, alors f est continue
sur I.

Suites & Séries Arnaud Guyader - Rennes 2
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Preuve. Soit ¢ > 0 et xg € I fixés. Par convergence uniforme des f, :
dng €N, Vn >ng, Ve €1 If(z) — fo(x)] <e,
et par continuité de f,, en zg :
360 >0, Ve € I, |x —x0| <= |fno(x) — fro(mo)| < e.
D’ou par inégalité triangulaire :

Vo e, |lz—zo| <= |f(x)=f(zo)| < [f(2) = fro(€)[+|Fno () = fuo (20) |+ | fng (w0) = f (20)] < 3e,

c’est-a-dire que f est continue en xg. Le point xg étant arbitraire, f est continue sur I.

Remarques :

— Ce résultat est souvent utile sous forme contraposée : si une suite de fonctions continues converge
simplement vers une fonction non continue, la convergence n’est pas uniforme (cf 'exemple étudié
précédemment : z — x" sur [0, 1]).

— On peut le voir comme une interversion de limites, puisqu’on a montré que :

lim lim f,(x) = f(zg) = lim lim f,(x).
T—x0 N—00 n—00 T—T

— On montre de méme que si les f,, sont uniformément continues et convergent uniformément vers

f, alors f est uniformément continue.

Pour l'intégrabilité, on doit prendre quelques précautions quant & I'intervalle d’intégration.

Proposition 2.4 (Intégrabilité)
Si (fn)nen converge uniformément vers f sur lintervalle borné I, avec f, intégrable pour tout n,
alors f est intégrable sur I et :

/f(fl?) dr = lim [ f.(z)dz.
I I

n—oo

Preuve. Pour simplifier, on suppose les f, continues, ce qui sera généralement le cas, et que
I'intervalle I = [a,b] est fermé (i.e. on ne démontre pas le résultat pour les intégrales générali-
sées). Puisqu’il y a convergence uniforme, f est elle aussi continue, donc intégrable. Soit comme
d’habitude € > 0 fixé, alors :

dng € N, Vn > ng, Yo €1 |f(x) — fu(x)] <e.

On intégre membre & membre pour en déduire que pour tout n > ng :

b
[ 1#@) = fa@ldz < <o~ a),
et puisque :

b b
/ (F(2) = ful)) da| < / (@) — fula)| dr,

on en déduit que :
b b
|/ Ful@) dz —/ F(x)dz| < e(b— a),

quantité arbitrairement petite, donc on a bien :

/abf(a:) dx = nh_)ngo /ab fn(z)dx.

Arnaud Guyader - Rennes 2 Suites & Séries



2.1. Suites de fonctions 49

Remarques :
— En bref, on a passé la limite sous le signe somme :

lim fn(x)dw:/ lim f,(z)dz.

— Ce résultat s’applique typiquement lorsque les f,, sont continues sur [a,b], mais n’exclut nulle-
ment les intégrales généralisées, pour peu que l'intervalle soit borné (c’est-a-dire I de la forme
la,b], [a,b] ou |a,b]). Si I est de longueur infinie, ¢a peut partir en sucette, comme le montre

I’exemple suivant.

Exemple. On considére la suite de fonctions (fy,)n>1 sur [0, +o0o[ comme représentées figure 2.6

aj/n2 si0<z<n
foire—=< 2/n—a/n? sin<ax<2n
0 si2n <z

On voit que || fp||oo = SUp,sq | fn(z)| = L donc (f,) converge uniformément vers la fonction nulle,
pourtant la surface des triangles reste inchangée :

+oo
Vn € N* / fulz)dr =1,
0

et ne tend pas vers f0+oo 0dx = 0.

0.9
0.8
o7 1!

06— !

05~ 1 LN
0.4 [N —
03 S A
0.2

|
01t/ | \ e m e

FiG. 2.6 — Fonctions f1, fa, fio et la limite f.

Remarque. Les théorémes les plus efficaces pour passer la limite sous le signe somme sont les
théorémes de convergence monotone et de convergence dominée. Ils relévent de la théorie de I'in-

tégration de Lebesgue, qui sera vue en Licence 3.

Pour la dérivation, les hypothéses sont moins simples.

Proposition 2.5 (Dérivabilité)
Si (fy) converge simplement vers f sur lintervalle I, avec f, de classe C* pour tout n, et si (f))
converge uniformément vers g, alors (f,) converge uniformément vers f, f est de classe C' et

f'=g.
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F1c. 2.7 — A gauche, f1, f2, fio et la limite f. A droite, f] et f},.

Preuve. Prenons z dans l'intervalle I, alors il existe a et b tels que a < x < bet [a,b] C I. La suite
de fonctions (f]) converge uniformément vers g donc g est continue, donc admet des primitives.

En particulier, celle qui coincide avec f en a s’écrit :

De la méme facon, on peut écrire pour tout n :

.mm=nw+/WWMu

mais alors :

mm—nmw{ﬂ@<mw+[b@—ﬁmmw

n
Soit € > 0 fixé. Puisque (f,) converge simplement vers f :

dng € N, Vn > ng |f(a) = fu(a)] <e.

Puisque (f}) converge uniformément vers g :

dny € N, Yn > ny, Vt € [a,b] lg(t) — fL(t)] < e.

Mais alors pour tout n > max(ng,n1), on a :

|G(z) — fu(x)| < (z—a+1)e < (b—a+1)e.

Puisque ¢ est arbitraire, ceci montre que (f,) converge uniformément vers G, qui est donc égale a
f, et par suite f est de classe C!, avec f’ = g.

Remarques :

— la preuve montre qu’on peut remplacer 'hypothése de convergence simple des f,, vers f sur I
par la convergence en un seul point :

dzg € 1, nlirrgo fn(zo) = f(z0)-

Arnaud Guyader - Rennes 2
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1.5

—0.2 P '

F1G. 2.8 — A gauche, fonctions f1, fa, fio et la limite f. A droite, fonctions fi, f}, fi, et limite g.

— Il importe de noter que la convergence uniforme d’une suite de fonctions dérivables n’implique
pas la convergence de la suite des fonctions dérivées : sur R, prenons f, : z — %sin(nw). Il est
clair que (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle. Pourtant, si on dérive, on obtient
fl+ x — cos(nx). Or la suite numérique (cosnz) n'admet de limite que pour z congru a 0
modulo 27. La suite (f)) ne converge donc méme pas simplement (voir figure 2.7).

— Notons aussi que la convergence uniforme d’une suite de fonctions n’implique pas la dérivabilité

%

tout point. Pourtant, elles convergent uniformément vers la fonction valeur absolue, qui n’est

pas dérivable en 0 (voir figure 2.8). Le premier exemple de fonction continue en tout point de R,

mais dérivable nulle part, était d’ailleurs construit a partir d’une suite de fonctions dérivables

uniformément convergentes. Il a été donné par le mathématicien allemand Weierstrass en 1870.

de la fonction limite. Sur R, les fonctions (f,,) définies par f,(x) = 1/22 + - sont dérivables en

Comme d’habitude, lorsqu’on ne dispose pas d’'une forme explicite de la fonction limite, le critére
de Cauchy est incontournable.

Proposition 2.6 (Critére de Cauchy uniforme)
Une suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f sur I si et seulement si elle vérifie le
critere de Cauchy uniforme par rapport a x :

Ve >0, 3ng e N, Vn >ng, Vpe N, Ve €I : |frip(x) — fu(z)| <e.
Il permet par exemple de montrer que l'escalier du diable est une fonction continue (cf exercice du
méme nom).

2.2 Séries de fonctions

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur l'intervalle I et (sy) la suite des sommes partielles,
i.e. la suite de fonctions définie par :

N
Veel sy(x) = an(:n)
n=0

On s’intéresse dans cette section & la convergence de la suite de fonctions (sy)n>0, ¢’est-a-dire &
la série de fonctions ) f,,. On effectue donc en quelque sorte un cocktail du chapitre sur les séries
numériques et des résultats obtenus pour les suites de fonctions.
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Fi1G. 2.9 — Fonctions sg = fo, s1 = fo+ f1, s10 = fo+ -+ + fio et la limite s.

2.2.1 Convergence simple, convergence absolue

Définition 2.4 (Convergence simple)
On dit que la série de fonctions Y f, converge simplement vers s sur I si la suite de fonctions
(sn) converge simplement vers s sur I. On note alors :

et s est appelée somme de la série de fonctions >, f,.
Exemple. Si I =] — 1,1[ et f,(z) = 2™ alors sy(z) = 1_19”_]\;“ et la série > f,, est convergente
(voir figure 2.9) de somme
{ ]-1L,1] —-R
S 1

€ Hl—x

Définition 2.5 (Convergence absolue)
On dit que la série de fonctions >, f, converge absolument si la série de fonctions > | fn| converge
simplement.

™

Exemple. La régle de d’Alembert permet de montrer que la série de fonctions - &

absolument sur R (voir chapitre 1). Sa somme est la fonction exponentielle.

converge

On retrouve bien stir pour les séries de fonctions le résultat vu pour les séries numériques.

Proposition 2.7 (Convergence absolue =- convergence simple)
Si la série de fonctions Y fn est absolument convergente sur I, alors elle est simplement conver-
gente sur I.

Preuve. Pour tout x de I, la série numérique > |f,(x)| est convergente, donc la série > f,(x)
aussi. C'est exactement dire que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur I.
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F1G. 2.10 — Sommes partielles s1, s2, s3 (pointillés) et sig (traits pleins) associées respectivement
=" N 1
32zt o 8 Lns1 o

<

(—1"
Vit

critére des séries alternées), mais ne converge absolument en aucun point de R (le vérifier grace a
un équivalent). Voir figure 2.10.

Exemple. la série de fonctions ), converge simplement sur tout R (le vérifier grace au

Exercice. Montrer que la série ) -, % est simplement convergente sur 'intervalle semi-fermé
[—1,1], mais n’est absolument convergente que sur l'intervalle ouvert | — 1,1[. Voir aussi figure
2.11.

2.2.2 Convergence uniforme, convergence normale

On définit de la méme fagon que pour une suite de fonctions la convergence uniforme d’une série
de fonctions.

Définition 2.6 (Convergence uniforme)

On dit que la série de fonctions Y fn converge uniformément vers s sur I si la suite de fonctions
(sn) converge uniformément vers s sur I. Ceci revient a dire que la suite (ry) des restes converge
uniformément vers zéro :

sups(z) — s ()| = sup ()| —— 0.
z€l z€l N—oo
Exemple. Soit « €]0,1[. La série > ™ converge uniformément vers ﬁ sur Uintervalle [—a, .
En effet :
2N+ aN+1
sup |rw(z)| = sup < 0
z€[—a,a] z€[—a,al l—z l—a N—oo

On peut avoir convergence absolue sans avoir convergence uniforme et convergence uniforme sans
avoir convergence absolue.

Remarque : Convergence uniforme non absolue
© 1 . —1)"
On considére les fonctions (f,),>1 constantes sur R, avec f,,(z) = ( n)
alternées, Y -, fn est uniformément convergente. Par contre, elle n’est pas absolument conver-
gente (divergence de la série harmonique).

. Par le critére des séries
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F1G. 2.11 — Sommes partielles s1, sa, s19 (pointillés) et somme de la série entiére (traits pleins)
associées respectivement & > o L et a > o [E].

n

Pour une série de fonctions uniformément convergente, on peut appliquer les résultats de la section
précédente.

Propriétés 2.1 (Séries de fonctions uniformément convergentes)
Soit Y fn une série de fonctions qui converge uniformément vers s sur l'intervalle I, alors

1.

> fn converge simplement vers s sur I.

2. Siles fn sont bornées sur I, s est bornée sur I.
3.
4

. Siles fn, sont intégrables sur lintervalle borné I, s est intégrable sur I, avec :

Si les f, sont continues sur I, s est continue sur I.

/I<7§fn(:n)> da ::i:z/lfn(az) da.

Si les f, sont C' sur lintervalle I, siy_ f, converge simplement vers s et si . f! converge
uniformément vers o, alors Y fn converge uniformément vers s, s est dérivable et ' = o.

Autrement dit :
00 00 !
Vo el > i) = (Z fn<:c>) :
n=0 n=0

Critere de Cauchy uniforme : > f, converge uniformément vers s sur l'intervalle I si et
seulement st :

Ve >0, ANg € N, VN > Ny, Vpe N, Vz €I : |snip(x) —sny(z)| <e.

Remarque : Convergence absolue non uniforme

T —x"—a"

fni{[o’l] oK +1

On a clairement sy(x) = 1 — 2V*! donc convergence simple sur [0, 1] vers la fonction

v, 1 siosa<t
' 0 siz=1

Arnaud Guyader - Rennes 2 Suites & Séries



2.2. Séries de fonctions 55

Les f, sont continues et s ne ’est pas, donc il n’y a pas convergence uniforme. Par contre, puisque
les f,, sont positives, on a pour tout = de [0,1] :

N—oo

N N
Z ‘fn(x)’ = an(x) = SN(‘T) — S(w)7

c’est-a-~dire convergence absolue.

Pour montrer la convergence uniforme d’une série de fonctions, on montre en général la conver-
gence uniforme des restes vers zéro. Encore faut-il disposer d’une expression manipulable pour ces
restes... Gott sei Dank, il existe un critére pratique trés simple, dii & Weierstrass, pour montrer
la convergence uniforme : la notion de convergence normale. On s’en servira constamment dans
I'étude des séries entiéres (chapitre 3).

Définition 2.7 (Convergence normale)

On dit que la série de fonctions Y f, converge normalement sur I s’il existe une suite de réels
positifs (ay,) telle que :

(1) Vo eI, |fo(@)] < o,

(11) > oy, est une série numérique convergente.

La terminologie est d’une logique implacable : si ) f,, est normalement convergente, les f,, sont
bornées, avec ||fn|lco < @y pour tout n; de plus, la série des normes infinies est convergente,
puisque > 2| fulloo < 3272 ay, < +00. D'ott le nom de séries normalement convergentes.

Exemple. La série de fonctions ) -4 est normalement convergente sur R. En effet, on a

(1) Vz € R, L L

nZ42Z| = n2>

.. 1 L, .
(44) > ,>1 77 est une série convergente.

1
n2+z2

La convergence normale présente I'intérét de mettre tout le monde d’accord.

Proposition 2.8 (Convergence normale = autres convergences)
Si la série de fonctions >, f,, est normalement convergente sur I, alors elle est simplement, abso-
lument et uniformément convergente sur I.

Preuve. Supposons Y f,, normalement convergente sur I, avec () comme ci-dessus, alors il est
clair que pour tout x, ) |fn(z)| converge, donc la série > f,, est absolument convergente, donc
simplement convergente : notons s sa somme et montrons la convergence uniforme via 1’étude des
restes :

+o0 +oo
Vo e I, [ry(@)| = [s(@) —sn(@)| =] Y fal@)| < Y an=pn,
n=N+1 n=N-+1

ou (pn) est la suite des restes d'une série convergente, donc (py) tend vers zéro indépendamment
de z, ce qui est bien dire que ) f,, est une série de fonctions uniformément convergente.

Corollaire 2.1 (Séries de fonctions normalement convergentes)
Toutes les propriétés vues pour les séries de fonctions uniformément convergentes sont encore
vraies pour les séries de fonctions normalement convergentes.
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F1G. 2.12 — Sommes partielles s1, s2, s3 (pointillés) et sig (traits pleins) associées respectivement

. [N 1
a ZnZl itz et a ZnZl Vntz

Remarque. Quel est I'avantage de la convergence normale sur la convergence uniforme? Il est
double : d’une, elle est treés simple & vérifier puisqu’il suffit de trouver une bonne série numérique
> ay, 5 de deux, elle ne nécessite pas de connaitre la fonction limite (tout comme Cauchy uniforme).
Cet intérét est manifeste dans I'exercice intitulé “Fonction continue partout dérivable nulle part”.

Notons enfin que la convergence uniforme n’implique pas la convergence normale. La situation
typique est celle des séries de fonctions alternées.

Exemple : Convergence uniforme non normale

[0,400[ — R
fn s o 2D
vn+x

A x fixé, la série anl fn(x) converge par le critére des séries alternées, donc la série de fonctions
converge simplement. De plus, pour tout z, la majoration du reste par son premier terme donne :

-0 <L
vn+l+z = vn+1

v ()

et la convergence des restes vers zéro est uniforme en z, i.e. Y f,, converge uniformément sur R*.
Par contre, elle n’est pas absolument convergente : & x fixé, la série Y | fn(z)| est équivalente a la
série % A fortiori, elle n’est pas normalement convergente sur R™ (voir figure 2.12).

Remarque. Au total, le schéma de la figure 2.13 résume les implications entre les différents types
de convergence pour les séries de fonctions.

Convergence

/ Uniforme \

Convergence Convergence
Normale Simple

\ Convergence /

Absolue

F1G. 2.13 — Liens entre convergences pour les séries de fonctions.
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2.3 Exercices

Exercice 2.1 (Convergence simple, convergence uniforme)

Etudier les convergences simples et uniformes des suites de fonctions suivantes :
L. (fn)n>o est définie sur [0,1] par : fu(2) = 552
1
14+nx

2. (fn)
3. (fa)n>1 est définie sur R par : f,,(z) = 22 — S0,
4. (fn)

frn)n>0 est définie sur [0,1] par : f,(z) =

n
fn)n>1 est définie sur [0,1] par :

o2 siogxgﬁ

() =< 2n—2nx sis <ax<4i
2n n

0 Si%ﬁﬂj‘gl

Exercice 2.2 (Suite de fonctions et limite d’intégrale)
Soit la suite de fonctions f,, : [0, +oo[— R définies par :

fo(x) =In <em + %)

1. Déterminer la limite simple f des f,.
2. Montrer que f,(z)— f(x) > 0 pour tout > 0. A-t-on convergence uniforme de (f,) vers f 7
3. Déterminer lim,,_, fol In (ex + %) dx.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de décembre 2004.

Exercice 2.3 (Suite de fonctions et suite des dérivées)
On considére la suite de fonctions f, :]0,1] — R définies par f,(z) = 2™ Inz.

1. Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur |0, 1] vers une fonction f.
2. La suite (f,) converge-t-elle uniformément vers f sur |0, 1] ?

3. Calculer f]. La suite (f]) converge-t-elle simplement sur 0, 1] 7 uniformément ?

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de janvier 2005.

Exercice 2.4 (Produit de suites de fonctions)
On veut savoir si un produit de fonctions uniformément convergentes est uniformément convergent.
1. Convergence uniforme de la suite de fonctions (f)n>1 définies sur [0, +oo[ par : f,(z) =
1

2. Convergence uniforme de la suite de fonctions (g, ),>1 définies sur [0, +-o00[ par : g,(z) = = ?

S

3. Que dire de la suite de fonctions (fngn)n>1 sur [0, +oo[?

Exercice 2.5 (Suite de fonctions dérivées)
On considére la suite de fonctions

fn:{ 1,1 —R

T
o= 14+n2z2
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1. La suite (f,,) converge-t-elle simplement ?
2. La convergence est-elle uniforme ?

3. Calculer f]. La suite (f]) converge-t-elle simplement ? uniformément ?

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de juin 2004.

Exercice 2.6 (Probléme de dérivabilité)

On considére la suite de fonctions
R —R
f n - 1

2 . 1
€T w+n2

1. Montrer que (fy,)n,>1 converge simplement vers une fonction f.
2. Montrer la convergence uniforme.

3. Les fonctions f, sont-elle dérivables sur R? Et f 7

Exercice 2.7 (Limite d’intégrale)
Soit la suite de fonctions f,, : [0,1] — R définies par f,(z) = 2

n+x

1. Déterminer la limite simple des f,,.

2. Y a-t-il convergence uniforme ?

2 . . 1 x
3. Déterminer lim, .o [y 255 d

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet d’avril 2004.

Exercice 2.8 (Intervalle non borné d’intégration)
Soit la suite de fonctions (fy,)n>1 définies sur [0, 00| par :

fu(x) =

L sizen,2n]
0 sinon

1. Montrer que la suite (f,) converge uniformément vers la fonction nulle.
2. Caleuler [["*° f,,(x) da.

3. En déduire que la convergence uniforme d’une suite de fonctions (f,,) vers une fonction f sur

[0, 400 n’assure pas :
+oo

lim fn(x)dr = /0+00 f(z)dz.

n—~00 0

Exercice 2.9 (Probléme de dérivabilité)

On considére la suite de fonctions
R —R
f n - 1

2 . 1
T :E—l—n2

1. Montrer que (f,),>1 converge simplement vers une fonction f.
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2. Montrer la convergence uniforme.
3. Les fonctions f, sont-elle dérivables sur R? Et f 7

Exercice 2.10 (Suite de fonctions)

On considere la suite de fonctions (fy,)n>0 définies sur RT par f,(z) = ze T,
Montrer que la suite (f,) converge simplement sur Rt vers une fonction f.
La suite (f,) converge-t-elle uniformément vers f sur R* ?

Calculer f!. La suite (f},) converge-t-elle simplement sur RT ?

La suite (f}) converge-t-elle uniformément sur Rt ?

SIS

Soit n > 0 fixé. Gréace a une intégration par parties, calculer :

1
.2
In:/ ze VT dx.
0

Que vaut lim,_, . I, 7 Pouvait-on prévoir ce résultat ?

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de janvier 2006.

Exercice 2.11 (Suite de fonctions avec parameétre)
Soit o un nombre réel. Considérons la suite de fonctions

fn:{[o’l] R nx

T — n%xe”

1. Trouver la limite simple de (fy,).
2. Pour quelles valeurs de « a-t-on convergence uniforme ?

3. Pour quelles valeurs de a a-t-on :

1 1
lim fn(z) da):/ lim f,(x)dz
0

n—oo 0 n—oo
Y a-t-il contradiction avec le résultat vu en cours ?

Corrigé

1. Siz =0, 0n a f,(z) =0 pour tout n donc convergence vers 0. Si = €]0,1], on a le produit
d’une suite “puissance”’, u, = n%, par une suite “exponentielle”’, v, = e~ ™. On sait que
I’exponentielle impose sa limite, donc :

lim f,(xz)=0.

n—~00

La suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle.
2. On a donc sur [0,1] :

dn(z) = |fn(@) = f(2)| = [fal2)] = nze™™".
La fonction d,, est dérivable, avec :

d (z) = n% " (1 — nx).
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1

On en déduit que d,, est croissante sur [0, 1], décroissante sur [, 1]. Son maximum est donc :

1
M, = dn(ﬁ) =n el

Il est clair que (M,,) tend vers zéro si et seulement si v < 1. Ainsi il y a convergence uniforme
de (fn) vers f si et seulement si o < 1.

3. Par la question précédente, on est assuré que pour o < 1, on aura bien :

n—~0o0

1 1 1
lim fn(x)dx = / lim f,(z)dx = / Odx = 0.
0 o "Tee 0

Mais la condition de convergence uniforme pour pouvoir passer la limite sous le signe somme
est une condition suffisante. On n’a jamais dit qu’elle était nécessaire. C’est ce qui va
apparaitre ici. Dans cet exemple, on peut calculer sans probléme les intégrales :

1 1
/ fn(z)de = no‘/ xe " dx,
0 0

Il suffit en effet de poser u(z) = z, v/(z) = e, donc v/(z) = 1 et v(z) = —&—, et
d’appliquer la formule d’intégration par parties :

1 1
! = [u(z)v(x)]s — [ o (x)v(z)dz
| wle @ de = fu@p@)y - [ @,

1 —nz1 1 —nx
_ xe e
/ re "dx = [— +/ dx,
0 n 0 0o n

n? |, n? n n?’

on en déduit :

ce qui donne :

Finalement :

1
2)dr =n®"2 —n® e — n® 2,
fn(2)
0

Pour le passage a la limite en n, les deux derniers termes ne posent pas probléme puisque
I’exponentielle impose la convergence vers 0. Ainsi :
1
lim fulz)dr = lim n® 2,
n—oo 0 n—oo

c’est-a-dire que :
1

lim folz)dr =0 a < 2.

n—oo 0

Ainsi on peut permuter limite et intégrale pour tout o < 2 alors qu’on a convergence uniforme
seulement pour a < 1.
Exemple. Prenons o = 1. L’étude précédente montre que la suite de fonctions

fn:{[o’l] — R nx

T — nxe

converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1], mais pas uniformément puisque :

1
M, = sup dp(z) =- -+ 0.
z€[0,1] e
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Néanmoins, on a bien :

1 1
lim nre "dr =0= lim nze ™ dzx.

Exercice 2.12 (Suite de polynémes)
(P,) est une suite de polynémes qui converge uniformément sur R vers une fonction f.

1. Ecrire le critére de Cauchy uniforme pour la suite (BP,).
2. Montrer qu'un polyndéme borné sur R est constant, donc égal a sa valeur en 0.

3. En revenant au critére de Cauchy uniforme ci-dessus, en déduire qu’il existe ng € N tel que
pour tout n > ng, pour tout m > 0 et pour tout réel x :

Prym(x) = Po(z) = Py (0) — Po(0).

4. En déduire que f est une fonction polyndéme.

Exercice 2.13 (Série harmonique alternée)
1. Par une simple majoration, montrer que :

1 n
/ x dx 0.
o 14+ n—+400

2. Soit x € [0, 1[. Donner une expression plus simple de la somme :

1—z+a>— - (=1)"a",

(=)t

3. En déduire que la somme de la série ) -, est In 2.

Exercice 2.14 (Calcul d’intégrale)
Soit 0 < a < b. On veut la valeur de l'intégrale :

+o00 ,—ax —bx
(& — €
I = —dx.
0 X

[

. Justifier la convergence de cette intégrale.

[\)

. Montrer que pour tout z strictement positif :

—azx —bx b

e — € _

- = e du.
T a

3. Grace au Théoréeme de Fubini, en déduire I'égalité :

n _—ax —bx b —nu
e —e 1—e
——dx = — du.
0 x a U

4. La suite de fonctions (f,,) est définie comme suit :

In { [a7 b] - ]11%—6*”"

u

Cette suite de fonctions converge-t-elle simplement sur [a,b] ? uniformément ?
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5. En déduire que :
I=1In-.

Exercice 2.15 (Intervalles de convergence uniforme)
Considérons la suite de fonctions
R —R
fn : 2n

T 111‘277’
. Représenter fi, fo, fn.
. Montrer que (f,) converge simplement.

. La convergence est-elle uniforme 7

=W N

. Donner les intervalles sur lesquels la convergence est uniforme.

Exercice 2.16 (Convergence uniforme sur tout compact)
Soit la suite de fonctions

R —R

fn : 1 siz=0
xr 2 . 1 .
I+ 2z%sin = sinon
Convergence simple de la suite (f,,) 7 On appelle f la fonction limite.
Pour n fixé, calculer : lim, . |fn(z) — f(2)].

Y a-t-il convergence uniforme de (f,,) vers f sur R?

=W =

Soit M > 0 fixé. Montrer que si on se restreint a l'intervalle [—M, M], alors il y a convergence
uniforme.

fo f1 f2

I I I
1 1 1

F1G. 2.14 — Construction de l'escalier du diable.

Exercice 2.17 (L’escalier du diable)
On consideére ici la suite de fonctions (f,,) définie sur [0, 1] par la récurrence suivante :

Va € [0,1] fo(z) ==,
et pour construire f,11 a partir de f,, :
fn(32)/2 si0<x<1/3
fot1(z) =4 1/2 sil/3<a<2/3

1/2+ fn(3x —2)/2 si2/3<zx<1

On a représenté figure 2.14 les fonctions fy, fi et fa.
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L
327"

2. Via une somme télescopique, établir que pour tout couple d’entiers naturels (n,p) on a :

1. Montrer que pour tout n > 1, pour tout = € [0,1] : |fn(x) — fno1(2)| <

1

Fnsn(®) = fal@)] < 5o

3. Grace au critére de Cauchy uniforme, en déduire que (f,,) est une suite de fonctions unifor-
mément convergente. On note f la fonction limite.

4. Montrer que f est continue et croissante sur [0, 1].

Corrigé
1. On le prouve par récurrence sur n. Pour n =1, on a :
x/2 si0<z<1/3

[f1(@) = folx)| = ¢ |o—1/2]  si1/3<z<2/3
30/2-1/2 si2/3<z<1

Dans chaque situation, on vérifie que |fi(z) — fo(x)| < %, donc I'hypothése de récurrence est
vérifiée pour n = 1. Supposons qu’elle le soit au rang n, alors par définition des f, on peut
écrire :

| fn(37)/2 = fr-1(37)/2] si0<x<1/3
o1 () = fa(@)| =4 0O si1/3<z<2/3
|fn(B3z —2)/2 — fn1(3z —2)/2| si2/3<x<1

Et il reste a appliquer I’hypothése de récurrence pour obtenir que :

1

vz € [0,1] | fat1(2) = fu(z)] < 3 ot

2. Soit alors des entiers naturels n et p. Pour tout « € [0, 1], on peut écrire :

[frap(@) = fa(@)] = [(farp(®) = frip-1(2)) + -+ (faga(x) — ful@))];

et on applique l'inégalité triangulaire :

[frtp(@) = (@) < [frip(@) = frgp—1(2)| +- -+ | o1 (&) = fr(2)] < 3. 21n+p +”'+3.271n+1’

On reconnait une somme géométrique de raison %, donc :

1 1 1
[frtp(@) = @)l < 555 — 57onm < 30

quantité qui tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini, indépendamment de p et de z. Donc le
critére de Cauchy uniforme est bien vérifié : la suite de fonctions (f,) converge uniformément
vers une fonction f, 'escalier du diable.

3. On montre par récurrence que f,(0) =0 et f,(1) = 1. C’est vrai pour n = 0 et supposons le
vrai pour n > 0 quelconque, alors f,+1(0) = fn(0)/2 =0et fryi1(1) =1/2+ f,(3—2)/2 = 1.
On montre de méme par récurrence que les f,, sont continues. C’est vrai pour n = 0 et si
on le suppose vrai pour n > 0, alors la continuité de f,+1 ne fait aucun doute en dehors
des points 1/3 et 2/3. En ces points, il n’y a pas de probléme de recollement. Les f, étant
continues, on déduit de la convergence uniforme que f est continue.
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Exercice 2.18 (Etude de )

On s’intéresse a la série de fonctions Y - fn avec fp(x) =

. Montrer que lim,_

1. Pour x > 0 fixé, on a :

On montre encore par récurrence que les fonctions f, sont toutes croissantes. Soit donc
0 <zg <z <1, alors pour tout n :

fn(zo) < fu(z1),

et en passant & la limite sur n, on en déduit :

f(zo) = lim fu(zo) < lim fn(z1) = f(71),

n—-+00 n—

c’est-a-dire que f est une fonction croissante.

Remarque : f a ceci de remarquable que sa dérivée est nulle partout sauf sur un ensemble
de longueur totale égale & zéro, pourtant elle est continue et strictement croissante de 0 a 1.
Si on interpréte f comme la fonction de répartition d’une variable aléatoire X, celle-ci est
diffuse (i.e. elle ne met de poids en aucun point), mais pas absolument continue, c¢’est-a-dire
qu’elle n’admet pas de densité.

+ )

n(
+oo

1. Montrer que Y, -, fn converge simplement sur R*. On note f = —1 fn sa somme.

. Montrer que chaque fonction f,, est croissante sur RT. En déduire que f est croissante sur

R*.

. Calculer f(0), f(1), f(2) et plus généralement f(p) lorsque p est un entier naturel (on pourra

effectuer des réductions en éléments simples).

. En déduire lim,_, |« f(p), puis lim,_, 1 o f(2).

@) — g (on pourra utiliser le développement asymptotique de la série

(z
harmonique : ZN—1 =InN +v+0(1)).

Corrigé

X T .. T
wGm) ™ nT Or la série Zn21 &> est convergente.

2. Fixons n > 1 : le calcul de la dérivée de f,, montre qu’elle est croissante sur R*. On a donc

pour tout n > 1 et pour tout couple 0 < x < 2’ : f,(x) < fu(a). Il suffit alors de sommer
cette inégalité pour n variant de 1 & 400 pour obtenir que f(z) < f(2'), cest-a-dire que f
est croissante sur [0, +o0].

. Ona f(0) = 0. Puis :

1 .
n+1l °

S|=

avec la somme partielle Sy qui est télescopique puisque m =

S YR S
N_nzln(n+1)_n:1 n n+l) N+1

1) = 1. On applique la méme ruse pour le calcul de f(2). Cette fois :

J(
—~ n—|—2 n n+2) 2 N+1 N+2

n=1

On en déduit que

On en déduit que f(2) = % De fagon générale, pour f(p), on a :

S SR ST ! ! !
N p N+1 N+2 N+p

—_

[\
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donc :
flp)=1+ ! +--t !
p) = B "
C’est-a-dire que f(p) peut étre vu comme la somme partielle de la série harmonique. Or

celle-ci est divergente, donc lim, 4 f(p) = +00. Puisque f est croissante, on a :

lim f(z)= lim f(p) = +oo.

r——+00 p—+00

4. On utilise I’équivalent de la somme partielle de la série harmonique :
1 1
1+=-+---+~~Inp,
2 p

d’ott 'on déduit :

f(p) Inp

SR —— )

p D p=to©

Pour = tendant vers l'infini, on note N, sa partie entiére et on peut écrire :

flo) _ f(Na+1) [N +1) No+1
T N, N, +1 N,
Or limg 1o f%’”:ll) =0 et limy,_ 1o Nﬁjl =1, donc lim,_ 4 % =0.

Exercice 2.19 (Fonction Zeta de Riemann)

. . . 1
Pour n > 1, considérons f,, : v — 5.

1. Pour quelles valeurs de x la série de fonctions ) -, fn(z) est-elle convergente? On note
alors ((x) la fonction somme.

2. Soit & > 1 fixé. Calculer : f1+°O t% dt.

3. Grace au lien série/intégrale, montrer que pour tout x > 1 :

$i1§a@§ .

x—1
4. En déduire un équivalent de ¢(z) lorsque x — 1.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de juin 2004.

Exercice 2.20 (Equivalent en 0) ,
Rappel : Intégrale de Gauss : fR e~z dz = /2. On sintéresse cette fois a la série de fonctions

ano fn avec :
R R
f" : { - n’x

xr e

1. Montrer que ), - fn converge simplement sur |0, +o0[. On note f = Z:i% fn sa somme.

2. Montrer que chaque fonction f,, est décroissante sur |0, +oo[. En déduire que f est décrois-
sante sur |0, +oo.

3. Montrer que la série ) ., fn converge normalement sur [1,4oo[. Que peut-on en déduire
sur la continuité de f 7

4. En généralisant la question précédente, montrer que f est continue sur |0, 4oo].
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D.
6.

7.

Soit x > 0 fixé. Via un changement de variable, montrer que : f0+°° e~ dt = OV

Soit & > 0 fixé. En encadrant f,(z) par deux intégrales, établir que :

+oo 5 +oo 5
/ e dt < flx) <1 +/ e dt.
0 0

En déduire un équivalent de f(z) lorsque z — 0F.

Corrigé

1.

Soit & > 0 fixé. On peut montrer la convergence de la série ) -, fn(x) en appliquant le
critére de d’Alembert :
frt1(z)

Fixons n > 1 : le calcul de la dérivée de f,, montre qu’elle est décroissante sur R*. On a donc
pour tout n > 1 et pour tout couple 0 < z < a’ : f,(z) > fn(2'). Il suffit alors de sommer
cette inégalité pour n variant de 1 & 400 pour obtenir que f(z) > f(2'), cest-a-dire que f
est décroissante sur |0, +o0|.

=e — 0< L

Les f,, sont clairement continues sur |0, +oo[. La série ) - fn converge normalement vers
f sur cet intervalle :

Ve >1 0< fu(z) < e

Or par le critére de d’Alembert, la série numérique ), - e est convergente. La conver-
gence normale sur [1,+o0o[ ainsi que la continuité des f, assure de la continuité de f sur
[1,400].

Le raisonnement fait sur 'intervalle [1, 400 se généralise a tout intervalle [a, +oo[ si a > 0.
Ainsi f est continue sur tout [a, +oo], donc sur |0, 4o0l.

Soit x > 0 fixé. Afin de se ramener a l'intégrale de Gauss, on effectue le changement de
variable u = tv/2x, ce qui donne :

Foo 1 oo 2 1 u?
/ e~ dt = —/ e 2 du = /6_7 du = ﬁ
0 V2zx Jo 2V2x Jr 2z

Pour z > 0 fixé, la fonction

—xt?

f:{ [1,4+00[ — R*

t —e

est continue positive décroissante donc on peut appliquer 'inégalité entre série et intégrale
et passer a la limite (tout étant convergent) :

400 5 400 5
/ e~ dt < f(x) < 1+/ e dt.
0 0

On en déduit que :

VT VT
mﬁf(x)gl‘Fm,

c’est-a-dire que lim,_,q+ %f(:p) =1, donc f(z) ~p+ %

Exercice 2.21 (Convergence normale)
Soit la série de fonctions

—1)" ! cosnz
= |

n2
n>1
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1. Montrer qu’elle est normalement convergente sur R. Notons f sa somme.

2. La fonction f est-elle continue ?

2

3. On admet que pour tout réel z : f(z) = (% — 2?). En déduire que :

= =—
—=n 6

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de janvier 2005.

Exercice 2.22 (Fonction continue partout dérivable nulle part)
E(z) désignant la partie entiére de x, on considére la fonction

J R —R
f{ T Hd(x,Z):‘E(x—i-%)—ﬂ

Partant de f, on construit la suite de fonctions (f,,) comme suit :
1 n
Ve e R fn(ﬂf) = 4_nf(4 Jj)

1. Représenter fj et f1.

2. Montrer que la série de fonctions ), - f, converge normalement sur R. On note S la fonction
somme :

+o00o
Ve eR S(x) :an(a:)
n=0

3. Pourquoi S est-elle continue? On peut montrer (mais c’est plus difficile) qu’elle n’est par
contre dérivable nulle part.

Exercice 2.23 (Novembre 2006)
On considére la suite de fonctions (fy),>1 définies sur [0,1] par :

folz) = zen.

1. Montrer que (fy,)n,>1 converge simplement vers une fonction f que l'on précisera.

2. Justifier rapidement que pour tout n > 1, pour tout > 0 :
Ten —x > 0.

3. Montrer que la convergence de (fy)n>1 vers une f est uniforme.

4. Déterminer : .

lim zen dr.
n—+oo Jq
5. Bonus : étudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions
(fn)n>1 sur lintervalle [0, +oo.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe.
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Exercice 2.24 (Janvier 2007)
On considére la suite de fonctions

1. Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f.

2. Montrer que pour tout n > 0, pour tout € [0, 1], on a :

9 na?

— >0
14+nxr —

X

3. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément vers f sur [0,1]?

1 3
lim / n dx.
n—+oo Jg 1+ nx

5. Calculer f/. La suite (f]) converge-t-elle simplement sur [0,1]?

4. Déterminer :

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe.
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Chapitre 3

Séries entiéres

Introduction

On étudie dans ce chapitre une famille particuliére de séries de fonctions : celles de la forme
> apz™, dites séries entiéres. On s’intéresse dans un premier temps aux propriétés de la somme
d’une série entiére (domaine de convergence, continuité, etc.). On verra ensuite comment exprimer
les fonctions usuelles comme des sommes de séries entiéres.

3.1 Domaine de convergence

On a défini dans le chapitre précédent différents types de convergence pour les séries de fonctions
> fn(x) de la variable réelle z. Si on considére des fonctions de la variable complexe f,(z) définies
sur un domaine D du plan complexe C, on peut définir de méme la convergence simple, absolue,
uniforme, normale de la série de fonctions > f,,(z) sur le domaine D : il suffit de remplacer les
valeurs absolues par des modules.

Exemple. On considére la suite de fonctions

fni{D — C

z =2
ou D ={zeC:|z| <1}. Alors a z fixé, on a bien sir :
N _ _N+1
Zznzl z 1 7
1—-2 N—+oo 1—2
n=0

donc convergence simple sur D de la série de fonctions Y f,, vers la fonction

{D —C
S 1

S =
Définition 3.1 (Série entiére)
On appelle série entiére réelle (resp. complexe) toute série de fonctions » anx™ (resp. > anz"),
avec x et les ay, réels (resp. avec z et les ay, complexes).

On s’intéressera principalement tout d’abord aux séries entiéres complexes > a,2", dont on dé-
duira facilement les résultats pour les séries entiéres réelles. Les sommes partielles de cette série de
fonctions sont donc : ag, ag + a1z, ag + a1z + az2>, etc. Une série entiére est ainsi complétement
déterminée par la donnée de la suite (a,)n>0. Ainsi toutes les propriétés d’une série enticre se
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liront sur cette suite (a,)n>0. La premiére question & se poser est celle du domaine de définition,
i.e. déterminer l’ensemble des nombres complexes z pour lesquels la série ) a,2" est convergente.

Lemme 3.1 (Lemme d’Abel)
S’il existe zo tel que la série Y anz{ converge, alors la série entiére Y, anz™ est absolument conver-
gente pour tout z tel que |z| < |zg|.

Preuve. On suppose bien siir zp # 0, sinon il n’y a rien a dire. Puisque ) a,z{ converge, elle
n’est pas trivialement divergente, donc lim, .~ a,2) = 0. En particulier, cette suite est bornée
(rappelons que toute suite admettant une limite est bornée), disons par M. Soit z tel que |z| < |z,
alors :

2 " z "
"l = leny] |2 < 0|2
20 20
n
or | =| <1, donc > —| est une série géométrique convergente, par suite > |anz"™| converge, i.e.

> apz" est absolument convergente.

Remarque. La preuve montre qu’il suffit en fait de supposer que la suite (a,z{) est bornée pour
que Y a,z" soit absolument convergente pour tout z tel que |z] < |zp| : ¢’est plutdt ce résultat qui
est connu sous le nom de Lemme d’Abel.

Divergencetriviae

Convergence
absolue

R \,7)

F1G. 3.1 - Comportement d’une série entiére ) a,2" de rayon R.

Théoréme 3.1 (Définition du rayon de convergence)

Soit Y apz™ une série entiére. Il existe un unique R € [0, +00] tel que :

- la série diverge trivialement pour |z| > R.

- la série converge absolument pour |z| < R.

R est appelé rayon de convergence de la série et D(O,R) = {z € C: |z| < R} est appelé disque
ouvert de convergence.

Preuve. On commence par définir ’ensemble :
e {lz0] : 20 € C, Zanz{f converge}.
£ est un sous-ensemble de R, non vide car 0 € £. Il y a alors deux possibilités :

- Si € n’est pas majoré, alors pour tout z € C, il existe zg € C tel que |z] < |zp| et > ayz{ converge.
Donc d’apres le lemme d’Abel, > a,2" est absolument convergente et la propriété ci-dessus est
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vérifiée avec R = 400.

- Si € est majoré, soit R =sup&. Si R = 0, il est clair que pour z # 0, la suite (a,2") n’est pas
bornée, sinon on pourrait appliquer le Lemme d’Abel (avec z < zp) et on aboutirait & un rayon au
moins égal a |z|, i.e. & une contradiction. Donc ) a, 2" est trivialement divergente pour tout z non
nul. Si R > 0, soit z € C tel que |z| > R, alors(a,z") n’est pas bornée, par le méme raisonnement
que ci-dessus. Si maintenant z est tel que |z| < R, alors par défini ton de la borne supérieure, il
existe zp € C tel que |z| < |z0| et > a,z converge. Du Lemme d’Abel on déduit que Y a,z" est
absolument convergente.

Exemple. Reprenons 'exemple de la série géométrique Y 2. On a R = 1 puisque cette série est
absolument convergente pour tout complexe de module strictement inférieur & 1 et trivialement
divergente pour tout complexe de module strictement supérieur & 1. Ici, on a méme ) 2" triviale-
ment divergente en tout point du bord du disque, i.e. pour |z| = 1, mais d’une fagon générale on
ne peut rien dire. Le comportement d’une série entiére est résumé figure 3.1.

La semi-convergence étant le stade intermédiaire entre absolue convergence et triviale divergence,
on en déduit aussitot le résultat suivant.

Corollaire 3.1 (Semi-convergence ~» Rayon de convergence)
Soit Y apz"™ une série entiere. S’il existe zo tel que la série Y anzl soit semi-convergente, alors le
rayon de convergence R est égal au module de zg.

Remarque. Lorsqu’on s’intéresse a la série entiére réelle Y a,z™, on définit de la méme fagon le
rayon de convergence R : c’est 'unique R de [0, +o0] tel que la série Y a,x™ diverge trivialement
pour || > R et converge absolument pour |z| < R. Si x( est tel que la série > a,xf est semi-

convergente, alors R = |xg|. Le domaine | — R, R[ est appelé intervalle ouvert de convergence (cf
figure 3.2).
Divergencetriviae %)S%Yigence Divergencetriviae
| l |
—R 0 R

Fic. 3.2 — Comportement d’une série entiére réelle > a,z™ de rayon R.

Les exemples suivants montrent différents comportements possibles au bord du disque de conver-
gence, i.e. sur le cercle de convergence.

Exemples :

1. 3,1 = : lasérie harmonique alternée >, -, (_nl)n est semi-convergente, donc R = |—1| = 1.
En z = 1, on retrouve la série harmonique, qui est divergente. On montre cependant que
pour tout autre point du cercle unité z = €%, 4 €]0,2x], la série >, -, # est convergente
(cf transformation d’Abel, Chapitre 1). Au total, on a convergence sur tout le cercle unité
sauf un point.
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60

50
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-10
-4 -3 -2 -1 o a 2 3 a4

F1G. 3.3 — A gauche : Somme partielle 1 + = + “Z—? + e+ ﬁ—f et fonction e”.

2. > 1 Z—Z : appliquons le critére de d’Alembert. Pour z # 0, on a :

Z7L+1
. (n+1)2 |
nlgﬂxu 22 __|ZL
n2

donc absolue convergence pour |z| < 1 et triviale divergence pour |z| > 1. C’est-a-dire que

R = 1. Pour le comportement au bord du disque de convergence, on voit que si |z| = 1,
L. 1 , . . n

alors la série ), o ;7 est une série de Riemann convergente, donc ), -, Z5 est absolument

convergente. En bref, il y a convergence sur tout le cercle unité.

Cette derniére méthode pour déterminer le rayon de convergence est en fait la plus courante.

Proposition 3.1 (Utilisation du critére de d’Alembert)

Soit > a,z™ une série entiére, avec a, # 0 pour n assez grand. Si la suite (|an+1|/|an|) admet
une limite L € [0,400], alors le rayon de convergence de Y anz" est R = %, avec les conventions
1_ 1

Preuve. En effet, Vz € C*, on a donc :

an+lzn+1

lim
n——+00

= L|z|.
an 2™

Le critére de d’Alembert pour les séries numériques permet alors de conclure :
-si L=0:) apz" est absolument convergente sur C et R = +00;
-si L =+400: ) a,z" est trivialement divergente sur C et R = 0;
-8i0 < L < +00: Y apz™ est trivialement divergente si |z| > %, et absolument convergente si
2| < £, ie. R= 1.
|

Exemple : La fonction exponentielle

La série entiére ano %7: a pour rayon de convergence R = +o00. En effet, si on reprend les notations
de la Proposition ci-dessus :

1

 n+41 notoo

Ap4-1
Qp
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Sa somme est la fonction exponentielle :

—+00
SN

expz = g —-
n!
n=0
Dans le cas réel, on retrouve bien siir la fonction exponentielle classique, réciproque de la fonction

. P .o n . 4
logarithme népérien. La convergence de la série ) -~ %7 est illustrée figure 3.3.
. , . L 17
Exercice. Déterminer le rayon de convergence de la série ) |, -, nl2".

Remarques.

1. Le cas classique ot ce critére ne s’applique pas est celui des séries lacunaires, ¢’est-a-dire ayant
une infinité de termes nuls. Par exemple la série ), - Z;—:, dont tous les coefficients impairs
asn+1 sont nuls. “Alors que faire 7”7 comme disait Lénine en son temps. Deux solutions : ou
bien on revient au critére de d’Alembert d’origine (i.e. pour les séries numériques) ; ou bien on
effectue un changement de variable, ici u = 22, afin de se ramener & une série non lacunaire.
On applique le critére de d’Alembert ci-dessus a la série entiére ) 12‘—2, et on trouve R, = 2.
C’est-a-dire absolue convergence (respectivement triviale divergence) pour |u| = 22 < 2
(respectivement >), d’oit 'on déduit que R = /2.

2. L’expression générale du rayon de convergence d’une série entiére en fonction des a, est due
a Hadamard et fait intervenir la notion de limite supérieure d’une suite :

1
R=

 lim SUDP;, 00 \an]% '

3.2 Somme d’une série entiére

Lorsqu’on se place a I'intérieur du disque de convergence d’une série entiére »  a, 2", la somme est
une fonction de z. Dans cette section, on s’intéresse aux propriétés de cette fonction somme.

3.2.1 Opérations sur les séries entiéres

F1G. 3.4 — Rayon de convergence de la série somme.

Théoréme 3.2 (Série somme)
Soit Y apz" et Y byz" deuz séries entiéres de rayons respectifs R, et Ry, de sommes S, et Sp a

Vintérieur des disques de convergence. La série entiére Y cp,2", avec ¢, = a, + by, a pour rayon
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F1G. 3.5 — A gauche : 1, 1 + %, 1+ 2—? + fl—? et coshx. A droite : x, x + @—?, T+ g—? + gg—? et sinh x.

R. > min(R,, Ry), et pour somme S, vérifiant :
Vz € D(0, min(R,, Ryp)) Se(z) = Sa(2) + Sp(2).
Si de plus Ry # Ry, alors R. = min(R,, Rp).

Preuve. Si |z| < min(R,, Rp), alors les deux séries ) a,2™ et Y b,z" sont absolument conver-
gentes, donc Y (a, + b,)z" lest aussi. On en déduit que R, > min(R,, Rp). Si maintenant
les rayons différent, par exemple R, < Rp : supposons R. > R,, alors il existerait z tel que
R, < |z| < Rp et > ¢,2™ convergente. Mais puisque Y b, 2" est elle-méme convergente, on aurait
aussi Y (¢, — byp)2" =Y a,z™ convergente : absurde. Donc R, = min(R,, Rp).

|
Exemple. Des développements en séries entiéres de e” et e™*, on déduit que pour tout réel x (cf
figure 3.5) :
> o T p2ntl
coshx = et sinhz = P —
e S

Théoréme 3.3 (Série produit)
Avec les mémes notations, la série entiére Y ¢,z
R. > min(R,, Ry), et pour somme S, vérifiant :

" avec ¢ = apby, + - -+ + apby, a pour rayon

Vz € D(0,min(R,, Rp)) Se(z) = Sa(2) - Sp(2).

Preuve. Si |z| < min(R,, Rp), alors les deux séries ) a,2" et Y b,2" sont absolument conver-
gentes, donc on peut appliquer le théoréme sur le produit de séries numériques : la série > ¢, 2"
est absolument convergente, de somme :

+o0o +o0o +o0o
chz" = (Z anz"> . (Z bnz"> .
0 0 0
[ |

Exemple. On déduit de ce résultat le développement en série entiére de ﬁ Pour tout complexe
z de module strictement inférieur a 1 :

1 1 1 +oo . 400 . +oo )
(1—z)2 :(1—2)'(1—,2) = (Zz ) . (ZO:Z > :Z(n+1)z )

0 0
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Remarque. Contrairement a ce qui se passe pour la somme de deux séries entiéres, on n’a plus
nécessairement R = min(R,, Ry) si R, # Rp. Un exemple trivial est le suivant : So(2) =1 — z de
1 _ o0

rayon R, = +o0o et Sy(z) = =5 = >, 22" de rayon R, = 1. Le calcul donne bien stir pour la

série produit : ¢, =0 Vn > 1, i.e. S¢(z) =1, de rayon R, = +oo > min(R,, Ry) = Ry = 1.

3.2.2 Convergence et continuité
Dans toute la suite de ce chapitre, on considére des séries enticres réelles > a,z™.
Théoréme 3.4 (Convergence normale)

Soit Y apx™ une série entiére de rayon R > 0, alors pour tout r < R, la série Y apx
normalement vers sa somme S(z) sur Uintervalle [—r,7].

" converge

Preuve. Vx € [—r,r]|, on a |a,z"| < |a,|r™. Or la série ) |a,|r™ est convergente par le lemme

d’Abel, puisque r < R.
[ |

Nota Bene. Dire que la série entiére Y a,z" converge normalement sur 'intervalle [—r, 7] pour
tout 7 < R n’est pas dire que ) a,2™ converge normalement sur Uintervalle | — R, R[ (ce qui est
faux en général).

Corollaire 3.2 (Continuité)
Soit > anx™ une série entiere de rayon de convergence R, de somme S(x), alors S est continue
sur lintervalle ouvert de convergence | — R, R].

Preuve. Ceci découle du résultat sur les séries de fonctions normalement convergentes. Soit r <
R : les fonctions = +— a,x" sont continues sur [—r,r| et la série de fonctions ) a,z™ converge
normalement vers S sur cet intervalle, donc S est continue sur [—r,r|. Ceci est vrai pour tout
r < R. Soit maintenant || < R, prenons r €]|x|, R[ : S est continue sur [—r,7], donc en z. Ainsi,

S est continue sur | — R, R].
|

3.2.3 Dérivation, intégration

Proposition 3.2 (Rayon de convergence de la série dérivée)
Soit 3,50 anx™ une série entiere de rayon de convergence R, alors la série entiere 3, ~o(n +
Dans12™ est également de rayon R : on Uappelle la série dérivée de > apx™ .

Preuve. Notons R, le rayon de convergence de la série entiere ) -~ (n + 1)ap412™. Si|z| < R,
soit 7 tel que |x| <7 < R, alors :

(0 + Dana”| = (n+1)

2" sl

or lim, ,oo(n+1) ‘%!n = 0, donc :

|nan$n_l| = o(lanq1|r"),

avec Y |apt1|r™ = %Z lani1|r™ T convergente par définition du rayon de convergence, donc
Y onso(n 4+ 1)ap412™ est absolument convergente et par conséquent Rq > R.

Réciproquement, si |z| > R, alors Y a,z" est trivialement divergente, c’est-a-dire que la suite
(anz™)n>0 ne tend pas vers zéro, donc la suite (ap4+12™),>0 ne tend pas vers zéro non plus. A
fortiori, la suite ((n + 1)an+12™)n>0 ne tend pas vers zéro, i.e. la série > < (n + 1)ap412™ est
trivialement divergente, donc R; < R. En conclusion, on a bien R; = R.
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Remarque. On notera indifféeremment >, < q(n + 1)ap+12™ ou Y., <o nap,a™ ! la série dérivée.

At dérive - N n _ 2 - n—1 _
Exemple. La série dérivée de la série entiére ano " = 1+x+a°+... est lasérie ano na""t =

1+ 2z + 322+ .... Elle a donc elle aussi pour rayon de convergence R = 1.

Proposition 3.3 (Rayon de convergence de la série primitive)
Soit Y apx™ une série entiére de rayon de convergence R, alors la série ), -,
de rayon R : on lappelle la série primitive de ano apx”.

an—1_mn 5
—x" est également

. . . Ay — oy oA A
Preuve. Considérons la série n_l.n Par la proposition précédente, elle a méme rayon de
n>1 n )

convergence que sa série dérivée, qui est » -, anz”, c’est-a-dire R.

an—1
n

Remarque. On notera indifféremment "™ ou “an_gntl |o gérie primitive.
n>1 n>0 n4+1 p

wnJrl

L. .. L. . n __ 2 L. o
Exemple. La série primitive de la série entiére ), s g 2" = 1+z+2°+... estlasérie ), Ty =

T+ %2 + %3 + .... Elle a donc elle aussi pour rayon de convergence R = 1.

Ces résultats vont maintenant s’appliquer aux fonctions qui s’expriment comme sommes de séries
entiéres.

3.3 Fonctions développables en séries entiéres

3.3.1 Propriétés générales

Définition 3.2 (Développement en série entiére)
-Soit R >0 et f:]—R,R[— R. On dit que f est développable en série enti¢re (DSE) sur | — R, R]

sl existe une suite de réels (an)n>0 telle que :
Vr €] - R, R| f(z) = Z anz™.
n=0

- Une fonction f définie au voisinage de 0 est développable en série entiere en 0, ou au voisinage
de 0, sl existe R > 0 tel que f soit développable en série entiére sur | — R, R].

Exemple. La fonction f : z +— ﬁ est développable en série entiére sur | — 1, 1] puisque :

+o0o
Vo e] —1,1] f(a:):Zx".
n=0

Lorsqu’une fonction est développable en série entiére, tout est trés simple pour le calcul des déri-
vées comme des primitives.

Proposition 3.4 (Dérivabilité)
Si f est développable en série entiere sur | — R, R[, alors f est dérivable sur | — R, R[, de dérivée :

“+oo “+oo
f/(ﬂf) = Z(n + 1)an+1$n = Znanwn_l.
n=0 n=1
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FIG. 3.6 — Somme partielle 1 4 2z + 322 + --- 4+ 1120 et fonction ﬁ

Preuve. Prenons 0 < r < R. On sait que :

- la série > a,x™ converge simplement vers f sur [—r,7];

- par le résultat précédent sur la série dérivée, la série Y napz™~
somme Y % na,z™ ! sur [~ 7).

Par le théoréme de dérivation des séries de fonctions, on en déduit que f est dérivable sur [—r, r],
de dérivée :

1 converge normalement vers sa

+o0o
fl(z)= Znana:"—l.
n=0

Ceci étant valable pour tout r €]0, R[R, f est dérivable sur | — R, R|.
[ |

L, on voit que pour tout |z| <1 :

Exemple. En appliquant ce résultat a la fonction f:z +— 5

1 400
_ -1 _ 2
7(1_33)2—5 ne" =142 +3z° +...

n=0

La convergence de la série vers ﬁ est illustrée figure 3.6.

D’une part, on voit que le raisonnement ci-dessus s’applique & nouveau a la série dérivée > na,z" .

D’autre part, on savait déja que ag = f(0), on vient d’obtenir a; = f/(0). On généralise tout ceci.

Proposition 3.5 (DSE = C*°)
Si f est développable en série entiére sur | — R, R[, alors f est C* sur | — R, R|, avec :

400 oo
fO @) =3 ol dntkl = > n—knt

En particulier, on a la relation entre coefficients du développement en série entiére et dérivées
successives de f en 0 :
AR

n!

an

Exemple : Rayon de convergence et somme de la série entiére ) n2am?

Le critére de d’Alembert montre que R = 1. I suffit alors de siouxer un peu pour faire apparaitre
des séries dérivées : puisque n? = n(n — 1) +n et que les séries entiéres > n(n — 1)z" et > na™
sont aussi de rayon 1, on a pour tout |z| <1 :

+o00 +o00 +o0o +oo +o0o
E nz" = E n(n—1)z" + g na" =% g n(n—1)z"% 4+ - g na" L,
n=0 n=0 n=0 n=2 n=1
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FIG. 3.7 — Somme partielle z + 422 + - - - + 10020 et fonction (91”2_—;;”3

On reconnait les dérivées premiére et seconde de la série harmonique ", donc :
p q n>0 ’

=, 2 1 w(z+1)
g;ﬁx::ﬁ'@—wﬁ+x.ﬂ—wﬁz(l—@”

La convergence est représentée sur la figure 3.7.

Remarque. En particulier, si f est développable en série entiére au voisinage de 0, elle admet
un développement limité & tout ordre en 0 et les coefficients des deux développements coincident.
Réciproquement, la question naturelle est alors : si f est C*°, est-elle développable en série entiére 7
La réponse est non.

Définition 3.3 (Serle de Taylor)

La série Zn>0 ;(0) " est appelée série de Taylor de f en 0.

Ainsi, si f est développable en série entiére en 0, son développement de Taylor correspond & son
développement en série entiére.

(")
Note Bene. On peut avoir f : R — R de classe C* sans que f(z) = > ! . En atteste
I'exemple donné par Cauchy (1823), connu sous le nom de fonction plateau (ﬁgure 3.8) :

f(x):{ e_a%2 siz>0

0 stz <0

f est clairement C* sur R*. Il reste a voir la régularité en 0. La continuité ne pose pas probléme.

On veut montrer que pour tout n > 0 : fé")(O) = fdn)(O). Pour les dérivées successives a gauche,
on a bien sir :

Vn e N £(0) = 0.

A droite, on montre par récurrence que les dérivées successives de f sont de la forme :

P, () o

Ve >0 FM(z) =

x3n

ou P, est un polynéme, de sorte que I'’exponentielle impose sa limite et :

Vn >0 lim £ (x )—Ozfd")(O).

z—0t
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Fi1G. 3.8 — Graphe de la fonction plateau.

Ainsi pour tout n, on a f;n)(O) = fén)(O) = 0, i.e. f est indéfiniment dérivable en 0, toutes

ses dérivées étant nulles en ce point. Le développement en série de Taylor de f correspond a la
. (n) .. . . . .

série > < ! n!(o) 2™, donc ici a la série nulle. I1 ne peut coincider avec la fonction f, qui n’est

identiquement nulle sur aucun intervalle de type | — R, R|.

Cet exemple montre qu’il faut une condition supplémentaire a I’aspect C* pour qu'une fonction soit
développable en série entiére. Rappelons la formule de Taylor avec reste intégral vue en premiére
année : si f est C* sur | — R, RJ[, alors pour tout N € N :

N r(n) T (p_ )N N f(n)
s = e [P e a = 3 ol )
n=0 ’ ’ n=0 ’

La condition nécessaire et suffisante pour que f soit développable en série entiére en 0 est donc
que :

Vo €] — R, R| lim Ry(z) =0,

—00

ce qui n’est pas commode & vérifier, vue la fagon dont le reste Ry est défini... On peut toutefois
donner une condition suffisante.

Proposition 3.6 (C*° et dérivées bornées = DSE)
Si f est C*®° sur | — R, R] et s’il existe une constante M telle que :

Vo €] — R,R[, VneN 7™ ()| < M,
alors f est développable en série entiére en 0.

Preuve. Avec les notations précédentes, il suffit de vérifier que pour tout = €] — R, R[, la suite
(RN (x))n>0 tend vers 0 lorsque N tend vers l'infini.

) = | [ Er | < [

intégrale facile a calculer :

(z— 1) * (z— )N
TJL"(N+1)(75)' dt < M/O Tdt’

(

x — )N+ z 2N+
(N +1)!
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Fi1c. 3.9 — Fonction cosinus et ses approximations successives en série entiéres : Sig, Soo et s3p.

Exemple : la fonction cosinus
Le développement en série entiére de cosz peut s’obtenir simplement & partir de celui de exp z,
via la formule d’Euler : , 4
e’lCC + e—ZZ'

2
Le résultat précédent donne une autre méthode : en remarquant que les dérivées successives de
cos x sont au signe prés cos x ou sinz, on en déduit que :

COST =

Ve eR |cos™ (2)] < 1,
donc le résultat précédent s’applique et la fonction cosinus est développable en série entiére sur R,
avec : .
X cos™(0)
B cos n
Ve e R COS:E—ZTx.
n=0

Or cos®" D (0) = 0 et cos®(0) = (1), donc :

~— (-)"
Ve e R cosT = Z @n)] %",
n=0

On remarque sur cet exemple que dans le développement en série entiére de la fonction cosinus
n’apparaissent que des puissances paires. D’ou vient-ce 7 De la parité de la fonction cosinus. C’est
un résultat général.

Proposition 3.7 (Parité, imparité)
Une fonction f développable en série entiére en O est paire (resp. impaire) si et seulement si tous
les coefficients d’ordre impair (resp. pair) de son développement sont nuls. Autrement dit :

400 oo
Vr €] — R, R| f(z) = Zagnaz2n (resp. f(x) = Za2n+1:p2”+1)
n=0 n=0
Preuve (laborieuse). Soit f paire et développable en série entiére en 0. Il existe donc R > 0 tel
que :
+00
Vr €] - R, R| f(z) = Z anz".
n=0
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Raisonnons par I’absurde : soit agy,+1 le plus petit coefficient impair non nul. La fonction g définie
par :

2ng0 +o0o
Vz €] — R, R| g(z) = f(z) — Zana:" = Z anx"
n=0 n=2ng9+1

est la différence de deux fonctions paires donc elle est paire. Par ailleurs elle s’écrit :

+oo
g(x) - a2nO+1x2no+1 + < Z anxn—(2no+1)) x2no+l _ (a2n0+1 +€(x))x2"°+l,
n=2no-+2
avec :
+o0o
SO S —
n=2ng+2
En particulier, il existe 0 €]0, R[ tel que :
1

Vrel=0dl I < Sl

De méme : g(—z) = —(agny+1 + (—z))x?0 L Do :
Vz €] —0,9] 9(z) — g(—2) = 2a2ny11 + £(x) + (—z))z*0+,

mais par 'inégalité triangulaire :
2a2ng+1 + &(2) + &(=2)| = 2lagne+1| — [e(@)] = [e(2)] = [azng11l,

d’ou l'on tire :
Vr €] —6,0] l9(x) — g(—)| = |agngs1] - 2>+

Or g était sensée étre paire, donc vérifier :
Vz €] —6,6] lg(x) — g(=z)| = 0.

On aboutit donc & une contradiction : tous les coefficients impairs agy,+1 sont nuls.
Si maintenant f est impaire et développable en série entiére, elle est C*°. Le développement de sa
dérivée s’obtient en dérivant terme a terme :

+o00o +o0
Vr €] - R, R| f(z) = Znanx"_l = Z(n + Day12™.
n=0 n=0

Or la dérivée d’une fonction impaire est une fonction paire (dériver membre & membre I'égalité :
f(=x) = —f(x)). Donc, par ce qu'on vient de voir, tous les coefficients impairs du développement
Ym0+ Dayp12™ sont nuls, c’est-a-dire : 2a2,4ay, . .., bref tous les ag,.

- [

3.3.2 Applications

a - Développements usuels

Les développements en série entiére des fonctions usuelles sont tout simplement les développements

limités “illimités” vus en premiére année. Ils se déduisent presque tous de trois développements a

connaitre (cf chapitre 1) : 1=, e® et (1 + 2)®. En voici quelques-uns :
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ﬁ =l+z+22+... = ;r:(’)lm R=1
HLI :1_$+l’2+... — Zz‘(’)(_l)n‘,nn R—1

S = 3%+ ) R=1
(1—x)2 - X xr = n—on T —
Il -2) =—o—% . =-2a% R=1
In(1+ x) :x—%—i—... — :3(_1)n+1% R—1
arctens =@ +... B e R=1
P =l+z+5+ = :;i%f: R= too
cos T —1_£_|_$_4_|_ _ +oo(_1)nm2n R— oo
i 3 5 2n+1
o A - ’J‘:%(_l)n(gnﬂ)! R =400
cosh — 142y _ oo a2 R
sinhe =T+ g g — 1% Gy PR
(14+2)% =l+az+2ey2y  —pqyieaaelamniln p_y

Exercices.

1. Donner le développement en série entiére de la fonction x — argtanh x.

2. Calculer ) '~ ln;n.

b - Equations différentielles

Pour déterminer le développement en série entiére d’une fonction, on peut partir d’'une équation
différentielle dont elle est solution. Voyons ceci sur un exemple.

Exemple : les fonctions puissances
Soit @ € R\ N et la fonction

f:{ ]_LJFOO:E[ :](le)“

f est clairement C* sur son domaine de définition. On a de plus :

fll@) =a(l +2)° & (1+2)f'(x) = af ().

Sur lintervalle | — 1, +o0[, f est donc solution de I'équation différentielle :
, @
— =0.
Y + i
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Cette équation est linéaire homogene, c¢’est-a-dire du type 3’ — a(z)y = 0, avec a continue. Donc il
existe une unique solution vérifiant la condition initiale y(0) = 1 : c’est f. Supposons f développable
en série entiére en 0, i.e. il existe R > 0 tel que :

+o0o
Vo €] — R, R| f(z) = Z anx",
n=0

alors I’équation différentielle dont f est solution s’écrit :

+oo +oo +oo
(1+x) Z(n + Dapti2" — Z apr”" =0 Z((n + Dap+1 + (n — a)ay)z™ = 0.
n=0 n=0 n=0

Or le résultat suivant est clair :

Lemme 3.2 (Nullité d’une fonction développable en série entiére)
Une série entiere )~ anx™ a pour somme la fonction nulle sur | — R, R[ si et seulement si tous
les a,, sont nuls.

Preuve. Si les a, sont nuls, il est clair que la série est convergente sur R, de somme la fonction
nulle. Réciproquement, sur | — R, R], le lien entre dérivées successives de la fonction en 0 et les
coefficients de son développement en série entiére donnent :

_ M) o™

2% 1 = | = 07
n! n!
et les a, sont bien tous nuls.
|
Ce qui donne ici une infinité d’équations
aj = aap
-1
a9 = O‘Tal
a—n
an+1 = 3719

La condition initiale impose ag = 1 et de fagon générale on obtient & partir de ces équations :

ala—1)...(a—n)

an41 =

(n+1)!
On note que :
lim 24| gy 0=y
n—oo | ap n—oo M + 1 ’
donc f est développable en série entiére sur | — 1,1 avec :
v 11 1 HNaa=1)...(a—n+1) n
rel-L1l f@=1+Y - ..
n=

On a bien retrouvé le développement en série entiére des fonctions puissances donné précédemment.
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Remarque. Si « est un entier naturel, la formule ci-dessus est encore valable : & partir d’un certain
rang, tous les a, sont nuls et on retrouve donc la formule du binéme.

Exemple. On déduit de cette formule générale les développements en série entiére de /1 + x,

1 .
i3 AICCOS T, arg sinh x, etc.

Inversement, cette méthode permet parfois de déterminer la solution d’une équation différentielle.
On suppose cette solution développable en série entiére, donc de la forme f(z) = :{:8 apx™, on
écrit les équations que doivent vérifier les a,, pour que I’équation soit vérifiée, on en déduit les a,, et,
quand les sourires de la vie ne sont pas pleins de fausses dents, on retombe sur un développement

que l'on peut exprimer & partir de fonctions usuelles.

Exemple. Déterminer par cette méthode la solution de I'équation différentielle :

{ y+y =ua
y(0) =1
¢ - Un résultat de passage a la limite

On clot ce chapitre par un résultat dit & Abel et qui consiste, en gros, & passer la limite sous le
signe somme. Il permet en particulier de calculer la somme de certaines séries numériques.

Théoréme 3.5 (Convergence au bord de ’'intervalle)
Soit f une fonction développable en série entiére sur ] — R, R[, avec :

Vr €] — R, R| f(z) = Z anz".

n=0

Si la série numérique Y, <, a,R™ converge, alors f est continue au point R et :

+0o0o
lim f(x)=f(R)= ZanR".
z—R™ =0

Preuve. On montre que la série ), -, a,z" est uniformément convergente sur [0, R] (on sait pour
I'instant qu’elle est simplement convergente sur cet intervalle). Puisque les fonctions x +— a,z"
sont continues, ceci assurera la continuité de la fonction somme sur cet intervalle, donc le résultat
voulu.

On prouve cette convergence uniforme grace au critére de Cauchy uniforme. On commence par
réécrire cette série sous la forme ) a,, R"(%)". On effectue alors une transformation d’Abel comme
au chapitre 1 pour majorer :

N+p N+p A"
Snip(r) = Sn(@) = > anz”= > anR” (E)
n=N+1 n=N+1

On note pour n > N : on, =Y pin apRF. On a alors aprés calculs :

N+p—1

vt 3n1 = (3) v~ () e 35 (5 - ().
n=N+1

Or la série > a, R™ étant convergente, elle vérifie le critére de Cauchy :

Ve >0, AN, €N, YN > Ny, ¥n > N lonn| < e

Arnaud Guyader - Rennes 2 Suites & Séries



3.3. Fonctions développables en séries entiéres

85

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 [e] o.2 o.4 0.6 o.8 a1

F1G. 3.10 — Somme partielle x — “7”2—2 +- % et fonction In(1 + x).

De plus, puisque z € [0, R}, les termes (5)" — (%)"‘|r1 sont positifs, donc :
N+p—1
x\ N+p x\ N+1 T\ T\ n+1 xr\ N+1
— < (= d Z) (= —2 (= < 2.
Swip@) = Sx@)l < () e+ (F) €+n=§N:+1<<R> (%) )E 2(p) =2

Et le critéere de Cauchy uniforme est vérifié : la somme de la série ), ., a,2™ est continue sur
[0, R]. Cette somme vaut f sur [0, R[ et est donc prolongeable par continuité en R :

r— R~

+00
lim f(z)=f(R)=> ayR"
n=0

Ce résultat est aussi valable, mutatis mutandis, au point z = —R.

Exemple. On a vu que :

S~ (D

Ve el —1,1] In(l+z)=>Y_ — ",
n=1

—1 n+1 L. . N . A
or y.. oy % est une série alternée convergente, donc on retrouve a peu de frais le résultat vu

dans le chapitre sur les séries numériques :

+00
-1 n+1
> EU" o~ 0.69
n
n=1

La convergence est illustrée figure 3.10.

“ Il n’y a pas d’enseignement mathématique sans une certaine méchanceté de la raison.” Gaston
Bachelard.

“ Il n’y a pas d’enseignement mathématique sans une certaine méchanceté de la raison.”
Gaston Bachelard.
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3.4 Exercices

Exercice 3.1 (Rayons et domaines de convergence)
On consideére les séries entiéres suivantes :

1 1
ZnZl % ZnZO 2_;

sinhn .n (=1)"z™
ZnZO coshn ¥ ZTLZQ Inn

n

N Gl L _at_
2 n>1 Tx3x—x@2n-1) % 2_on>0 cosh

n

z" T
Zn22 nlnn EnZl 1+%+...+l
n

2n

n>0 m2_n n>0 '

Z n+lnn " Z (2n)!n2n "

n>1 n24+1 n>0 27n!(3n)!

1. Pour chacune des séries entiéres, déterminer le rayon de convergence R.

2. Pour chacune (sauf les deux derniéres), déterminer le comportement au bord de I'intervalle
de convergence, c’est-a-dire pour x = £R.

Exercice 3.2 (Fraction rationnelle)
L. N . 27L+1
1. Donner les rayons des séries enticres suivantes ), =5—2" et 3 -z 3n =—=rr2". En déduire

le rayon de la série entiére :
2n+1 1
Z < 5 5. 3n+1> ’

n>0

Comportement au bord ?

2. Réduire en éléments simples la fraction rationnelle : f(x) = m

+oo _n

3. On rappelle que, pour tout = €] — 1,1] : ﬁ = > 22" En déduire que :

) =3 (2"“ B )a:"

+1
—\'5 5.3

On précisera pour quelles valeurs de x cette identité est valable.

Exercice 3.3 (Dérangements)
On appelle dérangement d’ordre n toute permutation de ensemble {1,...,n} sans point fixe. On
note d,, le nombre de dérangements d’ordre n, avec la convention dy = 1.

1. Déterminer dy,d>,ds.

2. Donner en fonction des dy le nombre de permutations de ’ensemble {1,...,n} n’ayant aucun
point fixe, ayant exactement un point fixe, ayant exactement deux points fixes, etc. En déduire

la valeur de : .

> Cldy i

k=0

3. On considére la série entiére En>0 “na”. Expliquer pourquoi d,, < n!, et montrer que la série
entiére converge absolument pour x €] — 1; +1].
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4. Que pouvez-vous dire du rayon R de la série entiére ?
5. Rappeler les expressions de e* et de ﬁ sous formes de séries entiéres.

6. Grace au produit de séries entiéres, établir que pour |z| <1 :

“+oo
d 1
T noon
c Zn!x 1—z

n=0

A . L . N . L, . . —x
7. Grace au produit de séries enticres, donner I'expression sous forme de série entiere de {—

8. En déduire d,,.

9. Un facteur doit distribuer n lettres & n destinataires distincts. D’humeur facétieuse, il décide
de le faire au hasard : quelle est la probabilité p,, que personne ne recoive sa lettre ?

10. Quelle est la limite de cette probabilité p,, lorsque n tend vers U'infini ?

11. Supposons que n = 9. Ordre de grandeur de U'erreur si on dit que la probabilité est 1/e?

Exercice 3.4 (Suite de Fibonacci)
Soit (ay,) la suite définie par ag = 0, a; = 1 et la relation de récurrence :

Vn > 2 Qp = Gp—1 + Gp—2.

Montrer par récurrence que Vn > 0, on a 0 < a,, < 2™.
En déduire que si x €] —1/2,4+1/2[, la série >, -, a,x™ est absolument convergente.

Que dire alors du rayon de convergence R de la série entiere Y, -~ apa™?

Y

Pour |z| < R, on pose f(x) = Z:;:(’) apx™. Calculer la série ) -, cpa™, produit des séries
entiéres > o apa" et 1 —x — 22,

o

En déduire une expression simple de f(z).

xT

1—»—5=- Pour la suite, on pourra noter

6. Réduire en éléments simples la fraction rationnelle :
a et (3 les racines de 1 — z — 2.

7. En déduire a,, pour tout n > 0. La suite (a,),>0 est appelée suite de Fibonacci.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de juin 2004.

Exercice 3.5 (Sommes de séries entiéres)
Déterminer 'intervalle de convergence et la somme de chacune des séries entiéres suivantes :

n+1)(n+2) n n n
2 n>0 . ZL(' 2y 2 n>0 GRS Gk
n n 3" ! n
> n>0 nily Don>2 '(n(n)—1) x

Yonze TG Lz Ard”

Exercice 3.6 (Variables aléatoires)
1. On considére une variable aléatoire X a valeurs dans N* avec :

1 n—1
Vn € N* ]P’(X:n)zz<g> .

Calculer E(X) et var(X).
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2. Généralisation : on dit qu’une variable aléatoire X suit une loi géométrique, de paramétre
p €]0,1[, si X est a valeurs dans N* avec :

Vn € N* P(X =n) =p(1 —p)" L.

Calculer E(X) et var(X).

3. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N avec : P(X =n) = e % Calculer E(X) et
var(X).

4. Généralisation : on dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre
A >0, si X est a valeurs dans N avec :

Vn e N P(X:n):e_AA

nl’

Calculer E(X) et var(X).

Exercice 3.7 (Probléme de natalité)

Supposons qu’a la naissance, la probabilité qu'un nouveau-né soit un gargon est de 1/2. Supposons
encore que tout couple engendre jusqu’a obtention d’un garcon. Le but est de trouver la proportion
de gargons dans ce modéle théorique.

1. Notons X le nombre d’enfants d’un couple. Donner la loi de la variable aléatoire X.

2. Soit P la proportion de gargons parmi les enfants d’'un couple. Exprimer P en fonction de

X.
3. En déduire que E[P] =1n2 ~ 0.69.

Exercice 3.8 (Développements en série entiére)
Donner le développement en série entiére de chacune des fonctions suivantes :

1. f(x)=In (x + m) Comment s’appelle cette fonction ?
2. f(z)=InHZ

3. f(z) =In(2+ )

L f@) = (1 +2)e

5. fla) = 2.

6. f(x) =cos’x

7. f(z) = 55 (on calculera d’abord une primitive de f).

Exercice 3.9 (Valeur approchée de )
1. Rappeler le développement en série entiére de arctan z, ainsi que le rayon de convergence R.

2. Que dire en z = R? En déduire une expression de m comme somme de série numérique.

3. Dans cette somme, combien de termes faut-il prendre en compte pour obtenir une valeur
approchée de m a 0.01 prés?

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de juin 2004.
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Exercice 3.10 (Somme d’une série numérique via une série entiére)
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére :

n

X
ZnQ—l'

On note S(z) sa somme.

2. Prouver que si 0 < |z| < 1, S(x) peut s’écrire sous la forme :

1 x

1 =z
3. En déduire que ), 4 ﬁ = %.

Exercice 3.11 (Sommes de séries numeériques)
Donner la somme de chacune des séries suivantes :

+oo (_1)n mr2ntl +oo 1

n=0 32n+1(2n+1)! n=1 n3"

oo (=1)"(n+1) oo (=Dt
n=0 22n n=2 (gn_1)3n71

Exercice 3.12 (Série entiére et convergence au bord du domaine)
Considérons la série entiére

> (=3)"(n+ 1)a™.

n>0
Déterminer le rayon de convergence de cette série entiére. Notons g sa somme.
Calculer une primitive de g.

En déduire une expression de g(z) comme fraction rationnelle. Que vaut lim__ (1) g(x)?

1
3

Que dire de la série numérique », ~o(=1)"(n+1)7

A e

Ceci est-il en contradiction avec le résultat d’Abel (dernier théoréme du cours) ?

Exercice 3.13 (Courbe de croissance)
1. Quel est le rayon de convergence de la série entiere ) - #

fonction usuelle :
N

n=0

. Exprimer & 'aide d’une

Représenter la fonction f.

2. Soit 'équation différentielle ¢’ = 2(3 — g), avec la condition initiale g(0) = 0. On suppose
que g est développable en série entiére :

+o0o
g(x) = Zanznn si x| <R
n=0

Déterminer les coefficients a,, et exprimer simplement g.
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3.

4.

On généralise I’étude précédente : soit H et 7 deux constantes strictement positives et I’équa-
tion différentielle )
{ g =7(H-yg)
9(0) =0
Sans reprendre les calculs précédents, donner la fonction g solution. La représenter sur RT.

Cette fonction g est une courbe de croissance classique en biologie et trés utilisée en statis-
tiques. A votre avis, que représentent les paramétres 7 et H en termes de croissance ?

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de janvier 2005.

Exercice 3.14 (Série entiére)
On considére la série entiére

n

Zn(n—l—2)'

n>1
1. Déterminer son rayon de convergence R.
2. Préciser le comportement au bord.
2 21 2 . . . 1

3. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle XX
4. Rappeler le développement en série entiére de x +— In(1 — z) en 0.
5. Pour tout = €] — R, R|, en déduire :

00 n

>

—nt 2
6. Montrer que :

va €] — R,0[U)0, R[ io " (1—3:2)1n(1—:n)—|—3:+m2—2
x -4y ) = .
— n(n+ 2) 222
7. Via un équivalent de In(1 — z), vérifier que I'on peut prolonger cette derniére expression en
0.
8. En utilisant la question 6, déterminer :
= n(n+2) —, n(n+2)
9. Retrouver ces deux derniers résultats en considérant directement les séries numériques et la
décomposition en éléments simples de la question 3.
Corrigé

Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de janvier 2006.

Exercice 3.15 (Equation différentielle)
On considére I'équation différentielle :

avec les conditions initiales :
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On suppose qu’il existe une fonction solution f développable en série entiére, c’est-a-dire R €
10, +00] et une suite de réels (a,),>0 tels que :

Vr €] - R, R| f(z) = Z anz".

1. Que dire de ag et a1 ?

2. Etablir une relation de récurrence vérifiée par les coefficients a,. En déduire a, pour tout
n > 0.

3. Préciser le rayon de convergence de la série entiere ) -, ana”™.

4. Rappeler le développement en série entiére de la fonction cosinus hyperbolique. En déduire
une expression plus simple de f.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de janvier 2006.

Exercice 3.16 (Equation différentielle linéaire)
On considére I'équation différentielle linéaire avec second membre :

{ fll@)+ flx) =—a
f(0) =2
1. Déterminer le développement en série entiére de la fonction solution.

2. Donner son rayon de convergence.

3. Prouver que sa somme est égale & e — x + 1.

Exercice 3.17 (Equation différentielle non linéaire)
On considére I'équation différentielle y' = y?, dont on cherche une solution développable en série
entiére, c’est-a-dire sous la forme :

“+oo
y(ﬂj) = Z anw”)
n=0

avec un rayon de convergence R strictement positif.

1. Exprimer en fonction des a,, les coefficients b,, du développement en série entiére de y? :

+o0
y?(z) = Z bpz™.
n=0

2. Donner les équations que doivent vérifier ag, a1, ... pour que ’équation différentielle soit
satisfaite.
3. On impose de plus la condition initiale y(0) = 1. En déduire ag, ay, ... et exprimer y comme

une fonction usuelle.

4. Retrouver directement le résultat en intégrant ’équation par la méthode des variables sépa-
rables.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de juin 2004.
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Exercice 3.18 (Equations diophantiennes)
Soit p,, le nombre de fagons de payer n euros avec des piéces de 1 et 2 euros. Pour déterminer p,,
on considére la série entiére Y - pnz”.

1.
2.

SR AR

Montrer qu’elle converge pour |z| < 1.

Etablir que pour |z| <1 :
+00
> poa” = —
S .
— (1—2)(1—2?)

Décomposer f(z) = WII_ZBQ) en éléments simples.
En déduire le développement de f en série entiére sur | — 1, 1], puis py,.
Retrouver p,, de facon trés simple.

Généralisation : soit aq,...,a,, des entiers naturels strictement positifs et premiers entre
eux dans leur ensemble. On note p,, le nombre de m—uplets d’entiers positifs vérifiant :

o121+ ATy, = N

Donner la méthode pour calculer p,. On montre qu'un équivalent de p,, lorsque n tend vers
I'infini est :

Exercice 3.19 (Séries de Bertrand)

1.

2.

3.

4.

On considére la fonction

P [3,+0] — R
’ z +— In(lnx)
— Déterminer lim,_, o F(z). Quelle est la dérivée f de F'7 Montrer que f est décroissante
et positive sur [3, 400/
— En déduire la nature de la série :

1
Z nlnn’

n>3
— Notons Sy = ZN —L_ Donner un équivalent de Sy.

n=3 nlnn
>

nss Inn

Donner la nature de la série :

Plus généralement, soit a < 1, quelle est la nature de la série > -4 W /

. L . 1 . .. . N
Etudions la série ZnZS wnn)? Par un raisonnement voisin du point 3, montrer qu’on peut
se ramener a I'étude d’une intégrale généralisée. Grace au changement de variable v = In z,

montrer alors la convergence de la série :

1
Z n(lnn)?’

n>3

On considére la série entiére : "

Z n(lnn)?’

n>3
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— Déterminer son rayon de convergence R. On note g sa somme.
— Etudier la convergence de la série en z = R et x = —R.
— La fonction g est-elle continue sur | — R, R[? sur [-R, R|?

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de janvier 2005.

Exercice 3.20 (Equation différentielle du second ordre)
On considére I'équation différentielle :

z(z2 + 1) f"(x) — 2(2® + 1) f'(z) + 22 f(z) = 0,

avec les conditions initiales :
f(0) =1
190 =1
Utiliser I’équation différentielle pour calculer f(0).
Déterminer le développement en série entiére de la fonction solution.

Préciser le rayon de convergence, ainsi que le comportement au bord.

- W =

On considére la série entiére :

1
Z (=1t L2nt1

= (2n+1)(2n —1)

Déterminer son rayon de convergence et le comportement au bord. On note S(z) sa somme
sur le domaine de convergence.
5. Calculer la somme de la dérivée S’(z).

6. Grace & une intégration par parties, déterminer la primitive de la fonction x +— x arctanz
qui vaut 0 en z = 0.

7. En déduire une expression plus simple de S(z).

8. En déduire f(z). Que peut-on dire du domaine de définition de f?

Corrigé
1. En remplagant x par 0 dans I’équation différentielle, on obtient f’(0) = 0.

2. Supposons qu'il existe un réel R > 0 et une suite de réels (a,),>0 tels que :

Vz €] — R, R| flx) = Zanw".

Apreés calculs, on trouve que nécessairement :

flz)=1+2>+ 1 Jff (=)~ 2t
B 2 4= (2n+1)(2n —1) '

3. Le rayon de convergence est R =1 et il y a convergence en x =1 et x = —1.

4. Le rayon de convergence et le comportement au bord sont les mémes que pour la série entiére
définissant f. Plus précisément, on a :

Vo €] —1,1] f(x) :1+x2+%S(a:).
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37

33

29

25

21

F1G. 3.11 — Représentation de la fonction f.

5. La fonction S est C* sur l'intervalle ouvert de convergence | —1,1] et :
+oo (_1)n+1
Vo €] — 1, 1] S'(z) = nzz:l mxzn = rarctan z.

6. On peut effectuer une intégration par parties en prenant u/(t) = t, v(t) = arctant, u(t) =
(1 4+12) et V/'(t) = ﬁg‘ :

T

@ 1, 11 , @
tarctantdt = |=(1 4 t°)arctant| — —dt = =(1+z%)arctanz — —.
o 2 , 2773 2

0

7. La primitive de x — x arctan x qui vaut 0 en x = 0 est exactement S puisque S(0) = 0.

8. On en déduit que pour tout x €] — 1, 1] :
2 1 2 x
flx)y=1+2"+ Z(l + x*) arctan x — T

Sous cette forme, f est définie sur R et non pas simplement sur |—, 1, 1[ (voir figure 3.11), et
vérifie I'équation différentielle initiale en tout réel z. Le développement en série entiére n’est
défini que sur | — 1,1 parce que la fonction arctan n’est développable en série entiére que
sur | — 1,1][.

Exercice 3.21 (Janvier 2007)
On consideére I'équation différentielle avec condition initiale :

{ f(@) =2zf(x)
f(0) =1

On suppose qu’il existe une fonction solution f développable en série entiére en 0, c’est-a-dire
R €]0, +00] et une suite de réels (a,)n>0 tels que :

Vo €] - R, +R| f(z) = Zanznn.
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1. Utiliser I'équation différentielle et la condition initiale pour déterminer f’(0).
2. Que dire de ag et a1 ?

3. Etablir une relation de récurrence vérifiée par les coefficients a,. En déduire a, pour tout
n > 0.

4. Préciser le rayon de convergence de la série entiére ) ~qanz™.
5. Rappeler le développement en série entiére de la fonction x — e* et en déduire une expression

simple de f.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de janvier 2007.

Exercice 3.22 (Développement en série entiére)
On consideére la série entiére
n*+1 ,
E x".
n!

n>0

1. Déterminer son rayon de convergence R. On note S(x) la somme de la série entiére sur

| — R,+R|.
2. En remarquant par exemple que n?+1 = n(n—1)+n+1, montrer que pour tout  €]—R, +R],
on a :
S(z) = (2% +x + 1)
3. Calculer
N~ (Z1)"(n? + 1)
Z 2nn/! '
n=0

4. Donner le développement en série entiére en 0 de la fonction f définie par :
f(z) = (z? + 3z + 2)e*.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de janvier 2007.

Exercice 3.23 (Valeur approchée)
1. Donner le développement en série entiére en 0 de In(1 + x2).

2. Préciser le rayon de convergence de la série obtenue, ainsi que le comportement au bord.
3. En déduire une expression de In 2 comme somme de série numérique.
4

. Dans cette série, combien de termes suffit-il de prendre en compte pour obtenir une expression
de In 2 au centiéme prés?

5. On considére la fonction f définie sur R par :
f(z) =1+ zIn(1 4 2%) — 2z + 2arctan z.

(a) Calculer la dérivée f’ de cette fonction.

(b) En déduire le développement en série entiére de f.

Corrigé
Cet exercice est corrigé en annexe, sujet de janvier 2007.
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Annexe A

Annales non corrigées

Université de Rennes 2 Années 1995-2000

DEUG MASS 2¢¢ année
Dominique Dehay

Examens d’Analyse

- Natures de séries (décembre 1995)
Etudiez la convergence des séries dont les termes généraux sont :

n = %j? bn, = 7n2;§jirlln cp = 37 "n!
d, =n!n™" en = 5"n"" (rappel : lim, oo nIn(l + 1) =1)
fn=2"n Gn = Fl)“;ﬂ h, = Sin[(";r%)ﬂ.

- Lien série/intégrale (décembre 1995)
Considérons une fonction f : [0; 00[— [0; co[ continue décroissante et telle que lim; 4 f(t) = 0.
Notons formellement :

A 0o n+1
IA:/O f(t)sin(nt) dt I:/O f(t)sin(mt) dt un:/ f(t)sin(mt) dt.

1. Prouvez que :
[Ta — T4y < f([A]),
ou [A] désigne la partie entiére du réel A > 0.
2. En déduire que l'intégrale I et la série de terme général u,, sont de méme nature.
3. Montrez que la série de terme général u,, est alternée.

4. En déduire la nature de 'intégrale I.
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5. Préciser la nature de 'intégrale :

sint dt.
0 1412

- Séries entiéres (juin 1996)
Considérons les séries entiéres :

z" (_1)n n
D B
n>1 n>2

1. Déterminer leurs rayons de convergence.

2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére :
E anpx",
n>2

(=1)"

Inn °

ou a, = n—ln +
3. Montrer que cette série entiére converge pour z = 1. Cette convergence est-elle absolue 7 Que
dire pour z = —17

4. Pour z €] — 1;1], on pose f(z) = 7, anx™. Montrer que la convergence est uniforme sur
tout segment [—a;al, 0 < a < 1, et sur [0;1]. Que peut-on dire de la fonction limite ?

- Equation différentielle linéaire (juin 1996)
On considére I'équation différentielle linéaire avec second membre :

{ fl@)+ fx) =—=
f0) =2

1. Déterminer la série entiére dont la somme vérifie cette équation.
2. Donner son rayon de convergence.

3. Vérifier que sa somme est égale a e™* — x + 1.

- Convergence normale, convergence uniforme (septembre 1996)

1. En utilisant le développement en série entiére de In(1 — x), prouver que pour tout z non nul,

1 - 1
n <1+P> _;n(l—i-w?)"'

2. Soit a > 0 quelconque fixé. Montrer que la série ) -, quCQF est normalement convergente

on a :

sur [a; oo[. Que peut-on en déduire sur la continuité de la somme, et sur les propriétés de ses
primitives ?

3. En utilisant la premiére question, donner une expression simple de cette somme.

4. Prouver que la convergence de la série n’est pas uniforme sur U'intervalle [0;1].
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- Natures de séries (décembre 1996)
Donner la nature de chacune des séries numériques dont les termes généraux suivent

n
2 _ e
up = (3+mn)"e " v, =ne " wn:m.

- Valeur approchée (décembre 1996)
Considérons la série numérique de terme général

Tl2

Up = (—1)"'———.
n=(=1) n3+1
1. Montrez que la série Zn>0 Uy, est semi-convergente. Notons sa somme S.

2. Trouvez n tel que |S,, — S| < 0,1. En déduire des valeurs approchées de S a 0,1 prés par
défaut et par exces.

3. A partir de I'encadrement de S par Sy et S11, pouvez-vous obtenir une valeur approchée de
S a 0,1 prés par excés par un nombre décimal ayant 1 chiffre aprés la virgule ?

- Séries numériques liées (décembre 1996)
Soit (up)n>0 une suite de nombres positifs et posons :

U = Un /(1 + uy).

Etudions selon la nature de la série ), - uy, celle de la série Y, - vp.
1. Prouvez que si lim,, . u, = 0, alors les deux séries sont de méme nature.
2. Que pouvez-vous dire si la suite (uy,), ne converge pas vers 07

_ 2 ST A -
3. Posons wy, = uy, /(1 + uy,). Prouvez que si la série ), - u, converge, alors la série Y ~qwy
converge.

4. Prouvez que si la série ) ., u, diverge et si la suite (uy), est bornée, alors il existe un réel

¢ > 0 tel que pour tout n > 0 :
Un,

142

Wy, =

Que dire de la nature de la série ) ~,wp?

5. Etudiez la nature des séries ., <o un et >, <o wy, lorsque u, = \/n, puis lorsque u, = n?.

- Somme d’une série numérique via une série entiére (juin 1997)

n

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére ) o —5—.

2. Prouver que si 0 < |z| < 1, la somme S(x) peut s’écrire sous la forme :

1 x

s<x>=<——_>1n<1_m)+%+

T
20 2 4’

3. En déduire que :
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- Convergence uniforme non absolue (juin 1997)
Montrer que la série de fonctions ), -, un(t), avec :

(=n"

n + |t

un(t) =

n’est pas absolument convergente, mais est uniformément convergente sur R.

- Série de fonctions alternée (septembre 1997)
Soit (un)n>0 une suite d’applications positives définies sur un ensemble X, convergeant uniformé-
ment vers Papplication nulle et telle que up () > uyy1(z) pour tous n € Net z € X.

1. — Prouver que la série de fonctions ) . ,(—1)"u, converge simplement sur X.
— En utilisant la majoration du reste d’une série alternée, établir que la convergence de la
série de fonctions >, ~,(—1)"uy, est uniforme sur X.

(="

2. Application : montrer que la série de fonctions ), -, a * est uniformément convergente

a+z2)"
sur RR.

- Fraction rationnelle (septembre 1997)

- N : nt1 _ .
1. Donner les rayons des séries entiéres suivantes Y., oo Z=—a" et >, < 537}1“95” En déduire

5
le rayon de la série entiére :

on+1 1 "
Z< 5 —5.3n+1>x.

n>0

Comportement au bord ?

2. Réduire en éléments simples la fraction rationnelle : f(x) = m
1 +oo .n

3. On rappelle que, pour tout €] — 1,1[ : = = > "% 2". En déduire que :

11—z

=2t 1
fm:Z( 5 _5.3n+1>xn'

n=0

On précisera pour quelles valeurs de x cette identité est valable.

- Natures de séries (décembre 1997)

1. Etudier la nature des séries dont les termes généraux suivent :

m3 —5 3+Inn
— 3 e — = (— n___
Un =61 Un = 5 fnn wn = (=1) n

2. Préciser la nature de la série de terme général :

n

O U
wn= (D"

Comment peut-on déterminer la premiére décimale de I’écriture de la somme ? La trouver en
justifiant la méthode utilisée.

- Séries de Riemann, séries de Bertrand (décembre 1997)

Nous considérons une série dont le terme général (u,,),>0 est positif et décroissant. Soit k un entier
naturel supérieur ou égal a 2. Nous allons démontrer que les deux séries de termes généraux u,, et
vn, = k™upn sont de méme nature.
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1. Montrer que pour tout n > 1 :
Ugn + Ugnp] + -+ Upn+1_7 < (k — 1)7)717

et : )

Ugni1 + Ugnyo + -+ Upntr > (1 — E)U,H_l.
Pour cela, dénombrer les termes de chaque somme et utiliser la décroissance de la suite
(un)neN .

2. En déduire que :
up Fupsr+ o Fuprig < (k—=1D(vr ++- 4+ vp),

et :
1
Up 41 + Upp2 + o+ Uupntr > (1 — E)(’U2 + o+ vpg).

3. Conclure.

4. Applications :
L. . 1 - L. ,
— Retrouvez la nature des séries de Riemann ), -, = (reconnaitre en ) vy, une série géo-
métrique).

— Trouvez la nature des séries de Bertrand ) -, T

%n)a (reconnaitre en ) v, une série de

Riemann).

- Fonction Zeta de Riemann (avril 1998)
Considérons la suite de fonctions numériques de la variable réelle (fy,)n>1, ot fn(x) =n~7".

1. Quel est I'ensemble des nombres réels x tels que la série ) -, fn(x) converge?
2. Etudier la convergence normale de cette série de fonctions.

3. Montrer que sa somme ¢ = ) f,, est une application dérivable sur la demi-droite z > 1 de R.

- Série entiére (avril 1998)
2n
L . . N €T
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) -4 %
2. Exprimer sa somme a ’aide d’une fonction connue.

3. Que dire de la fonction dérivée ?

- Convergence simple, convergence uniforme (juin 1998)
Considérons la suite de fonctions numériques (fy,),>1 définies pour tout réel z par :

Fulz) = (1+ %)"

1. Montrer que la suite (f,)n>0 converge simplement vers la fonction exponentielle.

2. Pour tout entier n > 0, justifier les limites suivantes :

lilf |fn(z) — €*] = 400 lim_|fy(z) —€*[ = 400

En déduire que la suite de fonctions (f,),>1 ne converge uniformément sur aucun intervalle
non borné de R.
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3. En utilisant le développement en série entiére de In(1 +¢), établir que pour tout z > —% et

tout n >1:
2

T T
:E——ﬁnln(l—l——)ﬁx.
n n

En déduire la convergence uniforme sur [—a, a] de la suite (fy,)n>1, pour tout a > 0.

- Equivalent du reste (septembre 1998)
Considérons la série numérique ) -, %

1. Justifier la convergence de cette série. Notons .S, la somme partielle des n premiers termes,
S la somme de la série et R,, =S — S, le reste a 'ordre n.

2. Via le lien série/intégrale, établir la double inégalité :

1

1
2(n +1)2 SR

"= op2’
En déduire un équivalent de R,,.
3. En déduire que :
Sut( Ly
"4\ n? (n+1)2

est une valeur approchée de la somme S a # preés.

4. En déduire le nombre de termes a prendre en compte pour obtenir une valeur approchée de
S a 1078 prés.

- Convergence et intégration (septembre 1998)
Pour tout entier n > 1, considérons la fonction numeérique f, définie sur [0; 1], affine sur chacun
des intervalles [0; 5], [53 2], [55;1], et telle que f,(0) = fu(£) = fu(1) =0 et fo(5) = n.

1. Représenter la fonction f,.

2. Etudier la convergence de la suite de fonctions (f;,)n>0-

3. Déterminer :

i [ Fult) dt ot / 1 ( lim fn(t)) dt.
0

n—oo 0 n—oo

4. Conclure.

- Natures de séries (décembre 1998)
Etudier la nature des séries de termes généraux :

< 3n >2n+1 9 . (T n (=1
Up, = Uy =1 sm(—) Wy = — — .

dn —1 2n

- Série ) ., un et suite (nu,)n>o0 (décembre 1998)

1. Soit ZnZO Uy une série a termes positifs décroissants qui converge. En utilisant la propriété
de Cauchy, montrer que lim,, .., nuo, = 0. En déduire que lim,, .~ nu, = 0.

2. Considérons la suite (uy,),>1 définie par :

3 .

_{k:_i sin=k kcN*

Up = _9 .
n sinon

Prouver que la série ) - uy est convergente. Que dire de la suite (nuy)p>17
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3. Considérons la série Y -, u, = zn>1(—1)”n_%. Est-elle convergente ? Que dire de la suite
(nup)n ? N N

4. Considérons la série Y oun = > <9 ﬁ Est-elle convergente? Que dire de la suite
(nup)n ?

- Formule de Stirling ou presque (décembre 1998)

Posons :
n!

n"e~"\/n
1. Montrer que la série de terme général w,, = v, — v,—1 , n > 2, est convergente (on pourra
utiliser le développement limité a l'ordre 3 en 0 de In(1 — z)).

Uy = et vy = Inuy,.

2. En déduire que la suite (nuy)p>1 converge. Notons « sa limite.

3. Donner en fonction de o un équivalent de n!

- Valeur approchée (décembre 1998)

1. Etablir la convergence de la série de terme général u, = W

2. De I'inégalité 5= < %, déduire la majoration du reste :

+oo 1
R, = Z Uy, < SEn
k=n+1

3. Déterminer les entiers n pour que la valeur de la somme de la série ), -, u, soit calculée
respectivement & 1072, 1073, 10~ prés par la somme des n premiers termes.

- Séries numériques liées (décembre 1998)
Soit anl Uy, une série a termes positifs, convergente et non identiquement nulle.

1. Montrer la convergence vers 0 de la suite (vy,)p>1, O :

1
Unzﬁ(ul+u2+"'+Un)-

2. Montrer que la série de terme général v,, diverge.

3. Montrer que la série de terme général :

wy, = (ur +ug + -+ +up)

nn+1)
converge, et que sa somme est égale a celle de la série ) -, u, (Indication : on pourra sim-

plifier 'expression w, + wy41 et décomposer la somme partielle S, = > )_; wg).

- Equation différentielle (juin 1999)
Trouver la série entiére dont la somme vérifie ’équation différentielle avec condition initiale :

fi(x) +3f(x) + 92 =0 £(0) = 2.

1. Déterminer son rayon de convergence.

2. Prouver que sa somme est égale & e 3% — 3z 4 1.
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- Convergence et intégrale (juin 1999)
Soit (ap)p>1 une suite de nombres positifs. Considérons la suite de fonctions (fy,),>1 définies sur
[0;1] par :

an(1 —nz) pour z €]0; 1]

'
fulz) =
0 pour z € {0} U [2;1]
1. Montrer que la suite (fy,),>0 converge simplement vers 0 sur [0;1].
2. Déterminer [ fn(t)dt pour tout x € [0;1] et tout entier n > 0.
3. Montrer que nous pouvons choisir les réels a,, de sorte que pour tout = €]0;1] on ait :
. . 1
— Premier cas : lim, .o [y fn(t) dt = +oo0.
— Deuxiéme cas : lim,_, o fol fn(t)dt =1, avec | € R fixé a priori.
~ Troisiéme cas : lim;, fol fn(t)dt = 0.
4. Comment faut-il choisir les a,, pour que la suite (fy,),>1 converge uniformément vers 0 sur
[0;1] 7 Que dire de la suite des intégrales sur [0;1] dans ce cas?

- Série de fonctions et dérivation (septembre 1999)
On s’intéresse aux séries de fonctions Y, < fn(t) et >, <o gn(t), avec :

(=" t

= m In(t) = (

fa(t) (CEE

1. Dans chacun des cas, donner I’ensemble de convergence de la série.

2. Préciser si la somme est dérivable.

- Valeur approchée (décembre 1999)
Considérons la série de terme général :

(=D)"(2n—-1)

52n—1 ;o onzl

Up =

1. Etudier la convergence de cette série.
2. Trouver un entier n tel que la valeur absolue du reste de rang n soit inférieure a 0, 001.

3. Donner une approximation & 0,001 prés par excés de la somme de cette série sous forme
d’une fraction. Quels sont les trois premiers chiffres aprés la virgule de I’écriture décimale de

cette somme ?

- Séries liées (décembre 1999)
Soit Y, < un une série & termes strictement positifs divergente.

1. Nous allons montrer que la série ano vy, diverge, avec :

Up Up
Uy = —

Sn uotur ot ug

(a) Vérifier que :

lim St #1 = Zvn diverge.

N—oo Sn

(b) Posons pour tout n > 1 :
wy, =1InS, —InS,_1.

Etudier la nature de la série ) -, w,. En utilisant I'équivalent In(1 + z) ~¢ z, en
déduire la nature de la série ), -, vp.
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(c¢) Conclure.

2. Soit a € R, et posons :

Un Un

(uo +ur + -+ +up)®  (Sp)*

Ty =

(a) Montrer que la série de terme général x,, diverge lorsque av < 1.

(b) Supposons maintenant o > 1.
— Tracer, dans un repére orthonormé, la courbe C, d’équation y = mia
— Montrer que le terme x,, est représenté par ’aire d’un rectangle dont un cété est porté
par 'axe Oz et dont un sommet se trouve sur la courbe C,,.

— En déduire une comparaison entre la somme Y ;_, x,, et Uintégrale :

Sn
/ z~%dx.
ug

— Conclure quant a la nature de la série :

:E::En :ZZE: (Sh)a'

n>0 n>0

- Série de fonctions (juin 2000)

1. Montrer que la série > -, (;41_): est convergente pour tout x de |0;00[. Notons S(x) sa

somime.

2. Vérifier que pour tout z > 0 on a :

~ (-1

k:0x+k‘

1
T z4+n

‘S(z)—

n

En déduire que la série de fonctions >, -, %

3. Trouver la limite de la somme S(z) lorsque x — +o0.

converge uniformément sur |0; ool.

4. Montrer que cette série converge uniformément sur tout intervalle fermé borné de R ne
contenant aucun des points —n , ou n € N.

5. Etablir que la somme S(z) de cette série est une fonction dérivable en = pour tout x # —n.

- Equation différentielle (juin 2000)
Considérons la série entiére

Z cy.z".

n>0
1. Déterminer son rayon de convergence.

2. Quel est l'ensemble de définition de la fonction définie par f(z) = Z:i% Cy a7 Cette
fonction est-elle dérivable ? Quelle est sa dérivée lorsqu’elle existe ?

3. Etablir une équation différentielle linéaire du premier ordre vérifiée par f.

4. Intégrer I’équation ainsi obtenue. En déduire la valeur de :

+oo

—1)nCon
jg: ( égn 2n‘
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- Série entiére et convergence au bord du domaine (septembre 2000)
Considérons la série entiére de terme général (—3)"(n + 1)z, pour n > 0.

1. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiére. Notons g sa somme.

2. Exprimer une primitive de g comme la somme d’une série entiére dans le domaine de conver-
gence de la série Y, - (=3)"(n + 1)z™.

3. En déduire une expression de g(x) comme fonction rationnelle de . Montrer 'existence de :

lim  g(z).

v=(3)

Que dire de la série numérique » , ~o(=1)"(n+1)7
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Annales corrigées

Université de Rennes 2 Mercredi 21 Avril 2004

DEUG MASS 2¢7¢ année durée : 1 heure
Arnaud Guyader

Controéle continu d’Analyse

Les exercices sont indépendants.

I. Natures de séries
Préciser la nature des séries suivantes :

L. ZnZl(nL—i-l)n;
2. Zn21 ln(nsin%);
3. 3, g(— 1),

II. Somme de série
On considére la série :

1. Quelle est sa nature?

1
n+1)

1
n—1)2"

2. Décomposer le terme général en fonction de 0 7 et 0

3. En déduire la somme de la série.

III. Suite de fonctions
Soit la suite de fonctions f;, : [0,1] — R définies par :

ne’

fu() =

Cn+axz

107
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1. Déterminer la limite simple des f,,.

2. Y a-t-il convergence uniforme ?

) . . 1 pet
3. Déterminer lim,, fo %d

IV. Equivalent de somme partielle (bonus)

On considére la série :
Inn

n
n>3

1. Quelle est sa nature?
2. Soit sy la somme partielle d’ordre N : sy = 2712/:3 an Encadrer sy par deux intégrales.

3. En déduire un équivalent de la suite (sy).
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Université de Rennes 2 Mercredi 21 Avril 2004

DEUG MASS 2¢¢ année durée : 1 heure
Arnaud Guyader

Corrigé du Controle d’Analyse

I. Natures de séries

1. La série zn21(niﬂ)" est trivialement divergente puisque la limite de son terme général n’est
pas nulle. En effet :

n
. n . In . In(1——1_ . _n 1
lim — lim "7 = lim (0 7) = lim e 7T = 2 # 0.
n—oo \ n 4+ 1 n—o0o n—00 n—o0o e

2. On utilise le développement limité de la fonction sinus en 0 : sinz = x — %3 + o(z3), ce qui
donne :

In nsinl =In(n l—i—ko i =In 1_i+0 i ——L—i—o i
n) n  6n3 n3 n 6n2 n? ~ 6n?2 n?)’

la derniére égalité découlant du développement limité du logarithme en 0 : In(1 — z) =
—x 4+ o(x). Or la série > # est une série de Riemann convergente, donc les deux sé-
ries anl 6# et anl 0 (#) sont absolument convergentes. Par suite, la série d’origine est
convergente.

Remarque. Rappelons que si une suite (u,) tend vers un réel L, on peut écrire u, ~ L si
L # 0, mais attention au cas ou L = 0 : I'écriture u,, ~ 0 signifie que la suite (u,) est nulle
a partir d’un certain rang. En particulier, pour cet exemple, on a une suite (u,, = nsin %)
qui tend vers 1, ce qu’on peut écrire u, ~ 1, donc (Inw,) tend vers 0, mais on n’a pas
Inu, ~Inl = 0: ceci voudrait dire que n sin% est nulle pour n assez grand, ce qui est claire-
ment faux! Dans ce genre de situation, il est toujours préférable d’écrire un développement

limité.

3. Zn>3(—1)"1n7" est une série alternée. Pour pouvoir appliquer le critére des séries alternées,

il faut vérifier que la suite (lnTn)nzg est décroissante vers zéro. Pour la limite, on a a priori

une forme indéterminée “%”

la décroissance, il suffit de vérifier que la fonction x +—

, mais on sait que Inn = o(n) donc ¢a tend bien vers zéro. Pour
lnTm est décroissante sur [3,+o00[. Or

f(x) = 1;15””, quantité négative dés que x est supérieur 4 e ~ 2.72, donc a fortiori pour
x > 3. Au total, le critére s’applique et la série est convergente (mais clairement non abso-

lument convergente).

II. Somme de série
On considere la série D, -, (CEESyER
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1. Puisque n?—1 ~n? ona W ~ % Les termes généraux sont positifs. La série considérée
est donc de méme nature que la série de Riemann ) %, qui est convergente.
i ._n 1l 1 1
2. On obtient : T = 4((11_1)2 (n+1)2).

3. Si on note sy = 2522 ﬁ la somme partielle d’ordre N de la série, la décomposition

; 4 ; ; . 1, 1 1
ci-dessus donne une somme télescopique et il reste : sy = + 15 — 2 N
5

4d113 . +00 T 1 1
déduit que : > Gﬂ—l)g =lmy sy =7+ 15 = 15

d’ott 'on

III. Suite de fonctions
Soit la suite de fonctions f,, : [0,1] — R définies par f,(z) = 2

n+x”

ne’
. n+x
lim,,— oo lfw = €”. La suite de fonctions (fy,),>0 converge donc simplement vers la fonction

1. La limite simple ne pose pas probléme, puisque pour tout z de [0,1] : lim,

exponentielle sur le segment [0, 1].

2. Pour établir la convergence uniforme, considérons g, (z) = |e* — fp(x)| = ﬂf_@é I1 faut montrer

que Gy = SUP,e(o ] gn(x) tend vers zéro quand n tend vers Uinfini. Pour ce faire, on peut
étudier les variations de g, : le calcul de g/, montre que cette dérivée est positive donc g, est
croissante sur [0, 1] et ay, = g, (1) = n%—l On a bien lim,, _,~ o, = 0 donc la convergence est
uniforme. On pouvait aussi tout simplement remarquer que pour tout  dans [0, 1], ze® < e
et n+x > n, donc a, < %

3. La convergence des fonctions intégrables f, vers la fonction exponentielle est uniforme sur
le segment [0, 1], donc on peut passer la limite sous le signe somme :

) 1 ne’
lim
n—oo [g N + x

1
d:z::/ et dr =[]y =e— 1.
0

IV. Equivalent de somme partielle

On considére la série Y, - 4 22

Inn - 1
n 2

1. Pour tout n > 3, on a — > 0, or la série harmonique z% diverge donc la série

considérée 3", -, 1 diverge également.

2. Pour tout n > 3, puisque x — thx est décroissante sur [3,+oo[ (cf Exercice I), on a l'enca-

drement vu en cours :
Nl ng In3 Nlnz
—dr <sy < — + —dx.
3 3 3
3. On en déduit en particulier I’équivalence entre somme partielle et intégrale :
Nlnz
SN ~ / —dx.
3

X

nx

Il reste a remarquer que 17 est la dérivée de %ln2 x pour obtenir :

N
SN ~ [1 In? 3:} = 1(ln2N —1n%3),
2 T, T2

ce qui donne finalement : sy ~ %ln2 N.
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Université de Rennes 2 Lundi 14 juin 2004
DEUG MASS 2¢™¢ année durée : 2 heures
Arnaud Guyader

Examen d’Analyse

Les exercices sont indépendants.

I. Suite de fonctions
On considére la suite de fonctions

fn:{ ~1,1] —R

x
T = 1+n2z2

1. La suite (f,) converge-t-elle simplement ?
2. La convergence est-elle uniforme ?

3. Calculer f]. La suite (f}) converge-t-elle simplement ? uniformément ?

II. Somme de série
Soit a et b deux réels. On considére la série numérique :

Z(lnn +aln(n+ 1)+ bln(n + 2)).

n>1
1. Déterminer a et b pour que cette série converge (on pourra utiliser des développements
limités).
2. Pour ces valeurs de a et b, calculer alors la somme partielle :

N
SNy = Z(lnn—l—aln(n + 1) +bln(n + 2)).

n=1

3. En déduire la somme de la série.

ITI. Valeur approchée de 7w

1. Rappeler le développement en série entiére de arctan x, ainsi que son rayon de convergence

R.
2. Que dire en x = R? En déduire une expression de 7 comme somme de série numérique.

3. Dans cette somme, combien de termes faut-il prendre en compte pour obtenir une valeur
approchée de m & 0.01 prés?
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IV. Equation différentielle
On considére I'équation différentielle ¢/ = 2, dont on cherche une solution développable en série
entiére, c’est-a-dire sous la forme :

+00
y(ﬂj) = Z anw”)
n=0

avec un rayon de convergence R strictement positif.

1.

Exprimer en fonction des a,, les coefficients b,, du développement en série entiére de y? :

+00
v (z) = Z bpz™.
n=0

Donner les équations que doivent vérifier ag, a1, ... pour que ’équation différentielle soit
satisfaite.
. On impose de plus la condition initiale y(0) = 1. En déduire ag, aq, ... et exprimer y comme

une fonction usuelle.

Retrouver directement le résultat en intégrant 1’équation par la méthode des variables sépa-
rables.

V. Fonction Zeta de Riemann
Pour n > 1, considérons f, : z — —.

1.

5.

n(L’
Pour quelles valeurs de z la série de fonctions ), -, fn(z) est-elle convergente? On note
alors ((z) la fonction somme.

Soit a > 1 fixé. Montrer que la série de fonctions ), -, f, est normalement convergente sur
[a, +00o[. En déduire que ¢ est continue sur |1, +o0].

Soit & > 1 fixé. Calculer :

En déduire un équivalent de ¢(x) lorsque x — 17,

V1. Suite de Fibonacci
Soit (ay,) la suite définie par ag = 0, a; = 1 et la relation de récurrence :

1.

2.

3.

Vn > 2 Ap = Qp_1 + Ap_2.

Montrer que Vn > 0, on a 0 < a
Y >0 Gn™ est supérieur ou égal a

< 2", En déduire que le rayon R de la série entiére

=3

Pour |z| < R, on pose f(z) = Y1 a,2™. Montrer que :

V|z| < R (1—z—2H)f(z) ==

En déduire a,, en fonction des racines du polynéme X2 + X — 1.
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Université de Rennes 2
DEUG MASS 2¢¢ année
Arnaud Guyader

Lundi 14 Juin 2004
durée : 2 heures

Corrigé de I’Examen d’Analyse

I. Suite de fonctions
On considére la suite de fonctions

" €z 1+r:fzm2
1. Pour z # 0, on a lim, (1 + n%2?) = 400, donc lim,, .o fu(z) = 0. Ceci est encore

clairement vrai pour x = 0. En résumé, la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers
la fonction nulle f = 0 sur l'intervalle [—1,1].

2. Pour savoir si (f,) converge uniformément vers f, il convient d’étudier la suite de fonctions
(g9n) définies par g, = |fn — f| = |fn]- Chaque fonction g,, est paire, donc on se restreint a
I'intervalle [0,1]. On obtient :

2.2
g (z) = L= ntam
" (14 n2z2)?2
Donc g}, () = 0 pour x = 1/n. Ainsi g, est positive, croissante de 0 a 1/n, décroissante de
1/n a 1. Son maximum est donc atteint au point 1/n et vaut :
1 1
Qp = gn(—) = —.

On a bien lim, o o, = 0 donc la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers la

fonction nulle sur [—1,1].

3. On a donc
[-1,1] —R
fr:
n 1—n2z?

T 7 G2

Pour x # 0, on a (1 + n?z%)? ~ ntzt et 1 — n?2? ~ —n222, donc :

Par contre, si z = 0, lim,,_,~ f,,(0) = 1. Au total, la suite de fonctions (f},) converge simple-
ment vers la fonction
[-1,1] —R
g: . 0 si 2 #0
1 siz=20

Les fonctions f], sont toutes continues, alors que g ne l'est pas, donc la convergence ne peut
étre uniforme.
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II. Somme de série
Soit a et b deux réels. On considére la série numérique :

Z(lnn +aln(n+ 1)+ bln(n + 2)).

n>1

1. Pour que cette série converge, il faut déja qu’elle ne diverge pas trivialement, c¢’est-a-dire
qu’on doit avoir lim,, .. (Inn +aln(n+ 1) +bln(n+2)) = 0. Or :

1 2
Inn+aln(n+1)+bln(n+2)=(1+a+b)lnn+aln(l + E) +bIn(1 + E)'

Les deux derniers termes tendent vers zéro, le premier si et seulement si a+b = —1. C’est donc
la premiére condition a respecter. Dans ce cas, un développement limité du terme général de

la série est :
a—+2b a+4b+ 1

O —_

n 2n? (n2 )

qui est le terme général d’une série convergente si et seulement si a+2b = 0 : ¢’est la seconde
condition a respecter. La résolution du systéme d’équations :

at+b =-1
a+2b =0

Inn+aln(n+1)+bln(n+2) =

donne a = —2 et b = 1.

2. La somme partielle :
N

SN = Z(lnn —2In(n+1) +In(n + 2))
n=1

est télescopique et on obtient tout simplement :
Sy =—In2 —In(N +1) 4+ In(N + 2).
3. La somme de la série est donc :

. . N +2
S_Z\}EnooSN_Z\;Enoo (—ln2+lnN—+1> =—In2.

ITI. Valeur approchée de w

1. Le développement en série entiére de arctan x est :

T 22+l
tanz =y (—1)" .
arctan ;::0( ) o 1

Son rayon de convergence est R = 1.

—1)" L. , .
2. En x = 1, on obtient la série E:;:(’) % C’est une série alternée convergente puisque la

suite (TI-H)HZO décroit vers zéro. Donc d’aprés le théoréme de passage a la limite, on a :

— (="
arctan 1 :;::0271+1.

Par ailleurs arctan 1 = 7 donc 7 s’exprime comme la somme de la série alternée :

“+oo
4(—1)"
2n+1

n=0
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3. Pour obtenir une valeur approchée de 7 & 0.01 prés, on applique le résultat de majoration
du reste d’une série alternée : avec les notations usuelles |Ry| < ay41. Iei :

<1072 < N > 198.
2N+3_0 & N > 1985

Il suffit donc de sommer les 199 premiers termes.

IV. Equation différentielle
On considére I'équation différentielle ¢/ = y2, dont on cherche une solution développable en série
entiére, c’est-a-dire sous la forme :

“+oo
y(x) = Z anxn7
n=0

avec un rayon de convergence R strictement positif.

1. Considérons le développement en série entiére de y? :
+o0o
v (x) = Z bpz™.
n=0

Le produit de Cauchy du développement en série entiére de y par elle-méme donne pour tout

x €] —R,R]:
“+00 400 +o0
() = y(a) - y(z) = (Z an:E") : (Z am:") = (a0an + arapn-1 + -+ + anag)z”,
n=0 n=0 n=0

ce qui donne pour tout n >0 :
b, = apa, + a1a,_1 + - - + anagp.

2. D’autre part, le développement de la série dérivée est pour tout = €] — R, R| :

“+oo

Y (z) = Z(n + Daypi2”

n=0

Pour que y satisfasse I'équation différentielle ¢/ = 3?2, il faut donc que les a,, vérifient

aq = CL%

2a2 = 2a0a1

3as = apas + CL% + asayp

(n + 1)an+1 = aglp + @1Gp—1 + -+ + apao

3. La condition initiale y(0) = 1 donne ag = 1. Introduit dans le systéme d’équations ci-dessus,
ceci donne de proche en proche a,, = 1 pour tout n. Donc le développement en série entiére
de y est tout simplement :

1—2’

+oo 1
y(z) =) 2" =
n=0

de rayon de convergence R = 1.
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4. Ce résultat peut se retrouver en intégrant 1’équation par la méthode des variables séparables.

On commence par noter que la fonction nulle est une solution maximale de I'équation 3/ = 3?2 ;
d’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, toute autre solution ne s’annule pas et on peut donc
diviser sans scrupule par y2, ce qui donne :

= @——1@—1— + A& ——1
= = —=x = .
Yy Yy Y Yy JRETIY

V. Fonction Zeta de Riemann
Pour n > 1, considérons f, : z — —.

nT

1. D’apres le critére de Riemann, la série de fonctions ), -, f, converge pour tout x > 1, i.e.

elle est simplement convergente sur U'intervalle |1, +o0].

. Soit @ > 1 fixé. Pour = € [a,+o0o[, la majoration 0 < n—lz < n—la et la convergence de la

série Y, -1 == montrent que la série de fonctions Y, o fn est normalement convergente sur
I'intervalle [a,+oo[. Puisque les fonctions f, : = +— n% sont continues sur [a,+oo[, on en

déduit que ¢ est continue sur [a,+oo[. Ceci étant vrai pour tout a > 1, ¢ est continue sur

J1, +ool.
oo q pl—a T 1
1 t I—x], z—1

. Soit = > 1 fixé. Alors :

. Soit x > 1 fixé. Pour tout t € [n,n + 1], n > 1, 'encadrement :

donne en intégrant membre & membre :

1 n+1 1 1
7w < dt < —,
(n+1) n t n

n+1 1 1 noq
n 13 n n—1 13

et en considérant le cas n = 1 a part, on en déduit :

too g R +oo g
—dt < — <1 —dt
/1 tT —;n:c— +/1 tT ’

donc pour tout n > 1 :

c’est-a-dire précisément :

wilgaw)s -

x—1
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5. On en déduit que pour tout = > 1 :
<@ -1 <a
donc lim,_1+ ¢(z) - (x — 1) = 1, cest-a-dire qu'en 17 :

1
x—1"

() ~

VI. Suite de Fibonacci
Soit (ay,) la suite définie par ag = 0, a; = 1 et la relation de récurrence :

Vn > 2 Ap = Qp_1 + Ap_o.

1. Pour montrer que Vn > 0, on a 0 < a,, < 2™, on raisonne par récurrence :
- c’est vrai pour n =0 et n = 1.
- supposons la relation vraie jusqu’a l'ordre (n — 1), alors :

0<a,=an,1+ano9< 2n—1 + 2n—2 < 2n—1 + 2n—1 —9. 2n—1 — 271’

et la relation est encore vraie a 'ordre n.

Alors pour tout |z| < % :
+oo +oo
D lanz"] <Y (2fa])" < oo,
n=0 n=0

i.e. la série Y a,z™ est absolument convergente : ceci assure que le rayon de convergence R
de la série entiére > a, 2™ est supérieur ou égal a 3.

_ | too

2. Pour |z| < R, on pose f(x) =>_"%0 ana™. Alors (1 — x — 22) f(z) est une série entiére :

+oo +o00 +oo
(1—xz—2%)f(z) = Z anzr’ — Z ana™ Tt — Z anx" T2,
n=0 n=0 n=0

En réindexant les deux derniéres sommes et en faisant attention aux premiers termes, on

obtient :
“+00

(1—x—2*)f(2) = ap + a1 — apz + Z(an — Up—1 — Ap_2)x".
n=2
Puisque ag = 0, a1 = 1 et via la relation de récurrence définissant a,, on a bien pour tout
lz] < R :
1—z—2H)f(z) ==

3. Notons a = _1%‘/5 et 0= _1%‘/5 les racines du polynéme X2 + X — 1. On a donc :

T x

flo) = 1 —x— 2?2 :_(x—a)(a:—ﬂ)’

or la fraction rationnelle du membre de droite peut se réduire en éléments simples. Aprés
calculs :

1—;—w2:aiﬂ<aiw_ﬂ€w> :%<1—(1x/a)_1—(1x/6)>’
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et pour tout |z| < min(|al,|8]) = «a, le développement de la série géométrique donne :

_r 1 1 e
1—x—w2_\/5n:0 an  f[n '

On en déduit que pour tout n € N :

o= e (B ) = g (1) e (1)),
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Université de Rennes 2 Mercredi 1¢" Décembre 2004

Licence MASS 2 durée : 1 heure
Arnaud Guyader

Controéle continu d’Analyse

Les exercices sont indépendants.

I. Valeur approchée
On considére la série

Z(—l)" <\/ n?+1-— n) .

n>0
1. Montrer qu’elle est convergente. On note S sa somme.
2. Est-elle absolument convergente ?

3. Soit S49 la somme des 50 premiers termes de la série. Majorer lerreur d’approximation :
|S — Sao.

II. Suite de fonctions
Soit la suite de fonctions f,, : [0, +oo[— R définies par :

fu(z) =In (ex + %) .

1. Déterminer la limite simple f des f,.
2. Montrer que f,(z)— f(x) > 0 pour tout > 0. A-t-on convergence uniforme de (f,) vers f 7

3. Déterminer : .

lim In (ew + %) dx.

n—oo 0

III. Natures de séries
Préciser la nature des séries suivantes :

n+sinn
L. ano n2+1

2. ano (\/m — n)
3. En21 (1 — (cos #)")

IV. Convergence de suite via une série (bonus)

1. Déterminer la nature de la série ), <, uy,, avec :

1 n—1
U, = — +1n .
n n
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2. On consideére la suite (vy,),>1, définie par :
1 1
vp=14+—-+---4+——lnn.
2 n

Déduire de la question précédente que (v,) admet une limite ~.
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Université de Rennes 2 Mercredi 1¢" Décembre 2004

Licence MASS 2 durée : 1 heure
Arnaud Guyader

Corrigé du controle d’Analyse

I. Valeur approchée
On considére la série Y7 ~o(=1)" <\/n2 +1-— n)

1. Via l'expression conjuguée, le terme général se réécrit sous la forme :

(—1) ( n2+1— n) - % = (—1)"a,.

La série est alternée et :
(n+12+1+(n+1)>vVn2+1+n,

donc apy1 < ay et la suite (a,) est décroissante. Sa limite est clairement 0. Elle est donc
convergente par le critére des séries alternées.

2. On a cette fois : .

2n

~

‘\/7124—1—1—71 B ‘\/n2+1+n
Et la série ) % est divergente, donc la série n’est pas absolument convergente.
3. Pour une série alternée vérifiant le critére des séries alternées, on a :
1 - 1
V502 + 1450 ~ 100°

L’erreur d’approximation est donc inférieure a 1072,

|Rag| = |S — Sag| < aso =

II. Suite de fonctions
Soit la suite de fonctions f, : [0, +00[— R définies par f,(z) = In(e® + %).
1. Soit > 0 : lim,, o In(e” 4 %) = In(e”) = z. Donc la suite (f,) converge simplement vers la
fonction f : x +— x sur [0, +oo|.

2. Soit x> 0 : fu(z) — f(x) = In(e” + %) — In(e”) = In(

les variations de la fonction g, = |fn, — f| = fu — f-

77) > 0. On considére maintenant

et + 1 1-
g, (z) = 1 -

n
er 4+ L ne® + £)’

donc g}, () > 0 pour x € [0,1] et ¢g/,(z) < 0 pour z € [1,+00[. Le maximum M,, de g, est
donc atteint en x =1 et vaut :

n—oo

1
Mn:ln<e+—>—1—>0.
n

La convergence de (f,,) vers f est uniforme sur [0, +ool.
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3. A fortiori, (fy,) converge uniformément vers f sur [0, 1] donc on peut passer la limite sous le
signe somme :

1 " 1 1 1 1
lim In (e”” + —) dr = lim fn(z)de = / flz)dx = / rdr = —.
0 n 0 0 0 2

n—oo n—oo

III. Natures de séries

1. Lasérie ), -, ”:25_"_“1” est & termes positifs. Le numérateur est équivalent a n, le dénominateur

a n?, donc :
n +sinn 1
n2+1 n’

Al : : n4sinn :
Or la série harmonique est divergente, donc ano e est divergente.

2. La série Y, ~,(Vn? +n —n) est en fait trivialement divergente puisque son terme général
tend vers 1/2 :

\/m_n_(\/n2+n+n)-(\/n2+n—n)_ n 1
Vi? ntn N R

3. Puisque 0 < cos # < 1 pour tout n > 0, la série ), (1 — (cos n—lz)") est & termes positifs.
On se sert des développements limités :

LY 2 grin(eonse) = n(tmto () = o)
<COS—2 _ enln cosy) _ enln I—5g+to( 1 — o B +o( -3
n

)

oll sont successivement intervenus, pour z au voisinage de 0 : cosz = 1 — %2 + o(z?) et
In(1 —x) = —z + o(x). Il reste & voir qu’au voisinage de 0, la fonction exponentielle admet
pour développement limité : e* = 14 = + o(x). Ceci donne :

1 1\" 1 . 1 1
—|cos =) =-—=+o| = |~
n? 2n3 n3 2n3
Or la série ) %; est une série de Riemann convergente, donc (1 — (cos glg)") est conver-
gente.

IV. Convergence de suite via une série

1. On utilise un développement limité :

1 n—1 1 1 1 1
Up = —+1n =—+4+h(l--)|=—=+0|—=5 ).
n n n n 2n? n?

P 1 p 1
Or la série ) | 5 est convergente, donc la série ) o(-3) est absolument convergente et uy,
est convergente.

2. Notons S, = >}, ui la somme partielle, alors :

1 1 1 1
Sy = §+---+—+ln1—ln2+ln2—ln3+~'-—Hn(n—l)—lnn: §+---+——lnn:vn—1.
n n

Or la suite (S,,) est convergente par la question précédente, donc (v,,) aussi.
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Université de Rennes 2 Mardi 25 éanvier 2005
Licence MASS 2 durée : 2 heures
Pierre-André Cornillon

Examen d’Analyse

Les exercices sont indépendants.

I. Suite de fonctions
On considére la suite de fonctions

fn:{ 10,1] —R

r —a2"lnx

1. Montrer que la suite (f,) converge simplement sur |0, 1] vers une fonction f.
2. La suite (f,) converge-t-elle uniformément vers f sur |0, 1] ?

3. Calculer f]. La suite (f]) converge-t-elle simplement sur |0, 1] ? uniformément ?

II. Série de fonctions

1 P . —1)n—1
Soit la série de fonctions ), -, (=)™ cosnz

2
n
1. Montrer qu’elle est normalement convergente sur R. Notons f sa somme.

2. La fonction f est-elle continue ?

2

3. On admet que pour tout réel = : f(z) = %(% — z%). En déduire que :

III. Série entiére

(—2)":[" 2 . .
! Exprlmer avec une fonction

+oo nn
f(x):3<1—z(_2+).

n=0

1. Quel est le rayon de convergence de la série entiére ) -
usuelle :

Représenter la fonction f.

2. Soit 'équation différentielle ¢’ = 2(3 — g), avec la condition initiale g(0) = 0. On suppose
que g est développable en série entiére :

“+oo
g(x) = Z anz" si |z < R.
n=0

Déterminer les coefficients a,, et exprimer simplement g.
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3. On généralise I’étude précédente : soit H et 7 deux constantes strictement positives et I'équa-
tion différentielle : )
{ g =7(H-yg)

9(0) =0
Sans reprendre les calculs précédents, donner la fonction g solution. La représenter sur RT.

4. Cette fonction g est une courbe de croissance classique en biologie et trés utilisée en statis-
tiques. A votre avis, que représentent les paramétres 7 et H en termes de croissance ?

IV. Séries de Bertrand

1. On considére la fonction
- [3, —I—oo[ — R
' x +— In(lnx)

— Déterminer lim,_, o F(z). Quelle est la dérivée f de F'7 Montrer que f est décroissante
et positive sur [3, 400/
— En déduire la nature de la série :

1
annn'

n>3

— Notons Sy = ZnNzg ﬁ Donner un équivalent de Sy.

2. Grace au point 3, donner la nature de la série :

1
an'

n>3

Plus généralement, soit a < 1, quelle est la nature de la série >, 4 m ?

3. Etudions la série > .4 m Par un raisonnement voisin du point 3, montrer qu’on peut
se ramener & I’étude d’une intégrale généralisée. Grace au changement de variable v = Inz,
montrer alors la convergence de la série :

1
Z n(lnn)?’

n>3

4. On considére la série entiére "

Z n(lnn)?’

n>3

— Déterminer son rayon de convergence R. On note g sa somme.
— FEtudier la convergence de la série en z = R et x = —R.
— La fonction g est-elle continue sur | — R, R[? sur [-R, R| ?
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Université de Rennes 2 . .
Licence MASS 2 Mardi 25 Janvier 2005

Arnaud Guyader durée : 2 heures

Corrigé de I’Examen d’Analyse

I. Suite de fonctions
On considére la suite de fonctions

£ L0 =R
" r —z"lnz
1. Pour tout x de ]0,1] : lim, o 2" Inz = 0. Donc (f,) converge simplement vers la fonction
f=0sur|0,1].
2. On doit trouver My, = supgcjo 1) |fn(z) — f(2)] = sup,eo1) —fn(®) = sup,eoq) —2" Inz.
Or —f,, est dérivable sur 0, 1], avec pour tout n € N : —f/(z) = —2" }(nInz + 1). Donc

—fl(x) >0s10<z< e et —fl(xz) <0 si e~n <z < 1. Autrement dit le maximum de
| frn — f] sur [0, 1] est atteint au point e” = et vaut :

M, = — <e_%>nln (e_%) = i — 0.

ne n—oo

Donc la convergence de (f,,) vers la fonction nulle est uniforme.

3. On a vu que sur |0,1] :
fi) = 2" Nl + 1),

donc la suite de fonctions (f},) converge simplement vers la fonction g nulle sur ]0, 1] et valant
1 en z = 1. La convergence ne peut étre uniforme puisque les fonctions f] sont continues
alors que g ne l'est pas.

II. Série de fonctions )

. - . (=) ! cosnx

Soit la série de fonctions 3 o) ——7—.

(—=1)*" ! cosnx

|

(=) ! cosnz
n2

1. Pour tout = réel, on a : | < # Or la série ), <, n—12 est convergente, donc la

série de fonctions ), <4 est normalement convergente sur R, de somme f.

. —1 n—1 . .
2. Les fonctions z —r 3 ——="% sont toutes continues sur R et il y a convergence normale,

donc la somme est continue sur R.

w2

3. On admet que pour tout réel z : f(x) = %(T —2%). 1l suffit alors de remarquer que cos(nm) =
(—1)™, donc d’une part :

+oo (_1)2n—1

+oo1
=) —r—="2w

n=1
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D’autre part, d’aprés ’expression donnée pour f :

d’ou le résultat voulu.

III. Série entiére
1. Le critére de d’Alembert donne :

2
n+1

Ap41
2%

n—oo

n."n

- N —2)"x
Donc le rayon de convergence vaut +oc. La série entiére ) - % converge absolument

pour tout réel x. On sait par ailleurs que :

+oo
w u
Yu € R e _ZF
n=0
On en déduit que :
N~ (=2)"a o
vz e R flz)=3 1—Z:OT =3(1—e ).

2. Soit I'équation différentielle ¢ = 2(3 — g), avec la condition initiale g(0) = 0. On suppose
que g est développable en série entiére :

+o00
g(x) = Zanw" si|z| <R
n=0

On a alors : .
g,(w) = Z(n + 1)anxn7
n=0
donc :
+oo
Vx €] — R, R| g (x) +2g9(x) — 6 = (a1 + 2a9 — 6) + Z((n + Daps1 + 2a,)2" =0,
n=1

ce qui donne un systéme d’inconnues (ay,)n>0. Puisque g(0) = 0, on a ag = 0. La premiére
(=2 (=2)°

¢quation donne : a; = 6 = —3 x ~7—. On obtient ensuite : ap = —a; = =35/, puis

t . ! o
az = —%a2 = —3{ 32!) etc. Finalement, on a ag = 0 et pour tout n > 1 : a, = —3%.
Ainsi :

400 n
g(x) = —32 (_712') 2" =3(1- 6_29”) .
n=1 :

On retrouve la fonction de la question précédente. En particulier, ’égalité est valable pour
tout réel x.

3. On généralise I'étude précédente : soit H et 7 deux constantes strictement positives et I'équa-

tion différentielle :
(& =g

9(0) =0
En reprenant les calculs ci-dessus, on obtient pour fonction solution :

o) = H(1—¢7)
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0.8

0.4

0.0

FiG. B.1 — Fonction g : z + 3(1 — e~27).

4. Cette fonction g est une courbe de croissance classique en biologie et trés utilisée en sta-
tistiques. Si on considére la reproduction de cellules, H représente la population maximale
possible en fonction de I'environnement (ressources disponibles etc.) et 7 correspond a la
vitesse de convergence vers cette population maximale (la constante @ est le temps néces-
saire pour arriver & la moitié de cette population). Si on considére la taille d'un arbre, H
représente la hauteur maximale possible de 'arbre et 7 correspond & la vitesse de convergence
vers cette hauteur maximale. On trouve le méme genre d’équations dans les phénomeénes de

radioactivité, de charge d’un condensateur, etc.

IV. Séries de Bertrand

1. On considére la fonction

o { [3’+OO£ : E(lnx)

— On a lim,_, ;o F(x) = +o00, puisque lim, . Inx = +oo. La dérivée f de F est :

f(a) = —

zlnx’

Il est clair que f est décroissante et positive sur [3, +oo[, puisque = — x et x — Inxz sont
toutes deux croissantes et positives sur [3, +oo.
— La série ), <4 ﬁ a donc méme nature que l'intégrale généralisée :

400 1 oo
/3 :nln:ndm: Inlnz]3™ = 400,

c’est-a-dire divergente.

— Notons Sy = ZnNzg Wlnn La propriété de sommation des relations de comparaison donne :

N
SNN/ dr =1Inln N.
3 xlnx
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2. Pour tout n > 3, on a:
1 1

< )
nlnn = nylnn

Puisque la série minorante est divergente, la série —L_ Vest aussi. Plus généralement
q gente, > on>3 i g ’

0<

si a < 1, le raisonnement ci-dessus est encore valable et la série ), -4 m est divergente.

3. Etudions la série ang m La fonction z — m est positive décroissante sur [3, +ool,

donc la série a méme nature que l'intégrale généralisée :

+o00 1
——dx.
/3 z(Inz)? v

Le changement de variable v = In x donne :

too too 17 1
[ [T a1
3 z(nz) 3 U Ul In3

donc la série est convergente.

4. On considére la série entiére :

— La régle de d’Alembert donne :

2 2
_n Inn n ln_n _1
" n+1 \Un(n+1) n\lnn/

Donc le rayon de convergence est R = 1.

Gp41
2%

00 "
Vee]—-1,1 x) = _.
Ll =Y
n=3
—En a2 =1:lasérie ), -4 m est convergente d’aprés ce qui a été vu plus haut. En
x=—1, lasérie ) -4 % est convergente puisqu’elle est absolument convergente.
— En tant que somme d’une série entiére de rayon 1, la fonction g est continue sur | — 1, 1]

(théoréme de cours). Puisque la série définissant g est convergente aux deux extrémités du
domaine, il y a aussi continuité en ces deux points. La fonction g est donc continue sur
[—1,1].
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Université de Rennes 2
Licence MASS 2
Pierre-André Cornillon

Mardi 8 Novembre 2005
Durée : 1 heure

Controle continu d’Analyse

I. QCM

Chaque réponse correcte rapporte 0.5 point, chaque réponse incorrecte enléve 0.25 point.

1.

La série numérique Enzo Uy, est une série
convergente. Est-ce que I'on peut dire que
lim, oo up, =07

O Oui.

O Non.

On suppose que u, ~ a, et v, ~ b,. A-t-
on nécessairement u,, + v, ~ a, + b, !

O Oui.

O Non.

On  considére la
ZnZI (_—rll)n
gente 7
O Oui.
O Non.

série  numérique
Cette série est-elle conver-

PR TN P P 1
On considere la série numérique >, -, -
Cette série est-elle convergente 7
O Oui.
O Non.

On consideére la série numérique >, -, (1+
sin(1)). Cette série est-elle convergente ?
O Oui.

O Non.

II. Question de cours
Enoncer le critére des séries alternées. Donner un exemple de série numérique vérifiant ce critére.
Que peut-on dire du reste Ry a l'ordre N d’une telle série ?

III. Exercice

Etudier la nature de chacune des séries suivantes
1.

6. On

. On considére la

considére la

S ="
n>l \/n -

ment convergente 7

O Oui.

O Non.

série  numérique
Cette série est-elle absolu-

série  numérique
Yonsp€ " Cette série est-elle conver-
gente ?
O Oui.

O Non.

. Que vaut la somme Sy = SN (32

O Sy =3(1— (HV+1),
O Sy =4(1— (3)V+).

0 Sy =3(1- (%)N)-

O Sy =4(1— ($)M).

. On considére la série numérique ) - tn.

=L eR

La série Zn>0 uy est convergente quand
oL>1

oL>1.

O L<1.

OoL<1.

On suppose que lim,

Un+1
Un

Suites & Séries
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41
2. anl (_1)n"_\/£
1

3. 2”21 n2(\/2n2+n+1—\/2n2—n+4)

1 in 1
4 D1 grsing

IV. Probléme
On consideére la série numérique

1. Préciser la nature de cette série.
2. Soit N > 1. Encadrer
1
Byv= ) —
n=N+1
par deux intégrales, et calculer ces intégrales.

3. Combien de termes suffit-il de prendre en compte dans la somme partielle pour obtenir une
valeur approchée a 0.01 prés de la somme de la série ?

4. Donner un équivalent de Ry.
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Université de Rennes 2
Licence MASS 2
Arnaud Guyader

Mardi 8 Novembre 2005

Durée : 1 heure

Corrigé du contrdle d’Analyse

I. QCM

1.

La série numérique - up, est une série
convergente. Est-ce que I'on peut dire que
lim,, o0 Uy, = 07

Oui.
O Non.

On suppose que u, ~ a, et v, ~ b,. A-t-

on nécessairement u,, + v, ~ a, + by, !

O Oul.

Non.

On considére la  série
(=n"

ZnZl n

gente ?

Oui.

O Non.

numérique
Cette série est-elle conver-

RN s . st 1
On considere la série numérique >, -, -

Cette série est-elle convergente 7
X Oui.
O Non.

On consideére la série numérique >, -, (1+
sin(1)). Cette série est-elle convergente ?
O Oui.

Non.

I1I. Question de cours. Voir cours.

ITI. Exercice

1.

On a:

or ln(l—i—#) ~ #, donc :

On en déduit que :

. On considére la

. On considére la

série  numérique
=" -

27217' Cette série est-elle absolu-

ment convergente 7

O Oui.

X Non.

série  numérique

Yons1€ " Cette série est-elle conver-

gente ?

Oui.

O Non.

. Que vaut la somme Sy = 2,11\;1 (%)n ?

O Sy =3(1—(HNH.
O Sy =4(1— ().
Sy =31-(3)N).

)
O Sy =4(1—(3)M).

. On considére la série numérique ) - tn.

On suppose que lim,

mil L eR
Un

La série ) ., un est convergente quand
OL>1

O L>1.

X L<I

OoL<I1

Suites & Séries
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donc la série est trivialement divergente.

n_1

trivialement divergente, tandis que la série Zn21 b, est convergente par le critére des séries
alternées. Par conséquent, la série initiale est divergente.

2. Le terme général est la somme de a,, = (—1)"\/n et b, = (—1) La série >, - an est

3. On peut utiliser I’expression conjuguée :

1 _\/2n2+n+1+\/2n2—n—|—4

n2<\/2n2+n+1—\/2n2—n—|—4> n? (2n —3) 7

d’ott 'on déduit I’équivalent du terme général :

1 2v/2n

nQ(\/2n2+n+1—\/2n2—n+4) 2n? n?’

>

séries & termes positifs. Via Riemann cette série est convergente, donc la série initiale aussi.

4. La série est a termes positifs, avec :
1 1

sin — ~ —,
n o n

donc :

1 1 1

Wiy

et par la régle de Riemann cette série est convergente, donc la série initiale également.

IV. Probléme

On considére la série numérique Y o, =

ﬁ.
1. C’est une série de Riemann convergente.

2. Soit N > 1. Puisque la fonction f : x — % est positive continue décroissante sur [1, 400/,

on a : .
* 1 1 * 1
/ —dx < Ry = Z —3§/ — du.
N+1 % N1 n=N T
Une primitive de f étant F': z +— #, on obtient :
1 1
— < Ry < —.
2N +1)2 = N = 2aN2

3. On en déduit que pour obtenir une valeur approchée a 0.01 prés de la somme de la série, il
suffit d’avoir :

1
—— <0l & N?>50 & N>8.
2N2 — - -
4. De l'encadrement de Ry, on déduit :
1
Ry ~ —.
N oN?
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Université de Renmnes 2 Mercredi 18 Janvier 2006

Licence MASS 2 Durée : 2 heures
Arnaud Guyader

Examen d’Analyse

I. Natures de séries

1. Préciser la nature de la série :

1
; Vnn+2)+Inn

T (3)or(2).

2. Préciser la nature de la série :

3. La série numérique :

1
Z(—l)” arctan <—>
n>1 n

est-elle convergente 7 Est-elle absolument convergente ?

II. Suite de fonctions
On considére la suite de fonctions

x — xe

Rt R
fn: { -~ n’x

Montrer que la suite (f,) converge simplement sur Rt vers une fonction f.
La suite (f,) converge-t-elle uniformément vers f sur R* ?
Calculer f]. La suite (f],) converge-t-elle simplement sur RT ?

La suite (f!) converge-t-elle uniformément sur R* ?

SO I A

Soit n > 0 fixé. Gréace a une intégration par parties, calculer :

1
.2
In:/ ze VT dax.
0

Que vaut lim,,_, 4o I, 7 Pouvait-on prévoir ce résultat ?

ITI. Série entiére
On considére la série entiére :

D
= n(n + 2)

Suites & Séries Arnaud Guyader - Rennes 2
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1. Déterminer son rayon de convergence R.
2. Préciser le comportement au bord.
3. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle m
4. Rappeler le développement en série entiére de z — In(1 — z) en 0.
5. Pour tout z €] — R, R|, en déduire :
400 "
nz::l n+2
6. Montrer que :
Vi €] - R.0[UJ0. R| Jff " _(1—952)1n(1—a:)+95—i-gﬂz—2
’ ’ “—n(n+2) 212 '

7. Via un équivalent de In(1 — x), vérifier que 1'on peut prolonger cette derniére expression en
0.

8. En utilisant la question 6, déterminer :

+o0 1

N~ (=D .

9. (Bonus) Retrouver ces deux derniers résultats en considérant directement les séries numé-
riques et la décomposition en éléments simples de la question 3.

IV. Equation différentielle
On consideére I'équation différentielle :

avec les conditions initiales :

f(0) =2

f(0) =0
On suppose qu’il existe une fonction solution f développable en série entiére, c’est-a-dire R €
10, +00] et une suite de réels (ay,)n>0 tels que :

Vr €] - R, R| f(z) = Z anz".

1. Que dire de ag et a1 ?

2. Etablir une relation de récurrence vérifiée par les coefficients a,. En déduire a, pour tout
n > 0.

3. Préciser le rayon de convergence de la série entiére ) -, anz".

4. Rappeler le développement en série entiére de la fonction cosinus hyperbolique. En déduire
une expression plus simple de f.
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Université de Rennes 2 Mercredi 18 Janvier 2006

Licence MASS 2 Durée : 2 heures
Arnaud Guyader

Corrigé de I’Examen

I. Natures de séries

1. La série

1
7; n(n+2)+1Inn

est & termes positifs et un équivalent du terme général est %, or la série ) % est divergente,

donc la série initiale aussi.
. 1 1
g sin | — | cos | —
n n
n>1

2. La série

est elle aussi & termes positifs et un équivalent du terme général est %, or la série % est
convergente, donc la série initiale aussi.

> (~1)" arctan (%)

n>1

3. La série numérique

est alternée puisque pour tout n > 1, arctan% est positif. De plus, la fonction arctan étant
croissante, la suite (arctan %) est décroissante, avec :

1
lim arctan — = arctan 0 = 0.
n—-+oo n

On peut donc appliquer le critére des séries alternées : la série est convergente.
Par contre, puisque arctan x ~ x au voisinage de 0, on a :

1
= arctan — ~ —,

1
‘(—1)” arctan —
n o on

n

d’ott 'on déduit que la série n’est pas absolument convergente.

II. Suite de fonctions
On considére la suite de fonctions

Rt R
fn: { - n2x

x — e
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1. Pour x =0, on a f,(0) = 0 pour tout n. Pour 2 > 0, on a :

. _ 2
lim ze "% =0.
n—-+o0o

Ainsi la suite de fonctions (f,,) converge vers la fonction nulle sur R*.

2. Considérons la suite de fonctions (g,,) de RT dans R qui a x associent :
gn(@) = | fu(@) = O] = fn(2).
Les fonctions g, sont dérivables sur R, avec :
gl@) = (1 = nPw)e ™™,

donc g, est croissante sur [0, n—12], puis décroissante sur [#, +oo[. Son maximum vaut :

1 1
ﬂn(m)—en—zmo’

donc il y a convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) vers la fonction nulle.

=

3. On a vu que pour tout n > 0, on a :

fr(x)=(1- n%)e‘"zx.

n

Pour x =0, on a f}(0) = 1, tandis que pour tout x > 0, 'exponentielle imposant sa limite,
on a :

lim f)(z) =0.

n—-4o0o

Ainsi la suite de fonctions (f!) converge simplement sur R vers la fonction i qui vaut 1 en
0 et 0 pour tout = > 0.

4. Les fonctions f] sont toutes continues sur [0, +o0o[ tandis que h ne l'est pas a lorigine, donc
la convergence ne peut pas étre uniforme.

5. Soit n > 0 fixé. Une intégration par parties donne :

1 1 1 —n?z
2 T2 e
In:/xe"xdwz[——ze"x] —I—/ 5— du,
0 n 0 0 n

ce qui donne encore :

1
1 2 |em® 1 11\ e
fn==1ne _[ nl LZF_<E+F>G oo

Reésultat prévisible : puisque (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur RT, c’est
a fortiori vrai sur [0, 1], qui est un intervalle borné, donc on peut passer la limite sous le signe
d’intégration :

1 1 1
lim I, = lim / fn(:z:)dx:/ ( lim fn(:n))d:n:/ 0dz = 0.
0 0 0

n—-+00 n—-+00 n—-+o0o

ITI. Série entiére
On considére la série entiére

D
= n(n + 2)
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1. Pour déterminer le rayon de convergence, on applique le critére de d’Alembert :

n(n + 2)
(n+1)(n+3)

Gn41
an,

lim

n—-+o0o

= lim
n—-+00

-

donc le rayon de convergence vaut R = 1.

2. En z = 1, on a a considérer la série de terme général L c’est-a-dire & termes positifs

1

n(n+2
et d’équivalent - =3, avec Z -3 convergente, donc il y a convergence en x = 1. En z = —1,
il y a absolue convergence, donc convergence (on peut aussi invoquer le critére des séries

alternées).

3. La réduction en éléments simples donne :

1 1,1 1

X(X +2) _§(E_X+2)‘

4. Le développement en série entiére de  — In(1 — ) en 0 est :

In(1 —x) Z—n

5. 81z =0,ona:

Pour z > 0,on a:

+o00 )
Zn+2 :132271—1—2 3:2Zn <_$_%_ln(1—33)>-

6. Pour tout x €] — 1,0[U]0, 1], la réduction en éléments simples donne :

+oo

(S L)

n=1

et d’apres le développement en série entiére de In(1 — z), on en déduit :

+oo n

Z T C(l=2)(l-z)+z+ %
“—n(n+2) B 222

7. Un équivalent de In(1 — z) en 0 est —z — %2, donc le membre de droite de ’expression
précédente est équivalent en 0 & :

(1—:E2)(—:E—x2—2)+$+%2~ —z3 0
222 0922 om0
ce qui correspond bien a la somme de la série entiére Zn>1 n(n +2) quand x = 0. .
8. Puisque les séries numériques sont convergentes en x = —1 et x = 1, on peut appliquer le
théoréme d’Abel :
X (=1 Q=) m(l-2)+a+% 1
I ) A -
n(n + 2) r——1+ 2:172 4

n=1
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De méme : ,

©= . (-2 m(l-2)+z+ %
E —— = lim ,
—n(n+2) 2-1- 222

or on sait que lim,_,q+ uwlnu = 0, donc :

lim (1 —2*)In(l —z) = lim (1+2)(1 —2z)In(1 —z) =2 lim ulnu = 0.

r—1— r—1— u—0t

On en déduit que :
—+00

Y3
—nn+2) 4
9. Notons Sy la somme partielle d’ordre N de la série numérique en = = 1, c’est-a-dire :

N

1
SN:Z_:ln(n—I—Q)'

La réduction en éléments simples vue ci-dessus permet d’écrire :

1(&1 XL
s-3 (i)

qui est une somme télescopique :

PR 1 1 3
N7 29 N+1 N+2) Notoo 4’

et on a bien retrouvé le résultat de la question précédente. Le méme raisonnement s’applique
en x = —1.

IV. Equation différentielle
On consideére I'équation différentielle :

avec les conditions initiales :

f1(0) =0
On suppose qu’il existe une fonction solution f développable en série entiére, c’est-a-dire R €
10, +00] et une suite de réels (a,),>0 tels que :

{ f(0) =2

+00
Vo €] — R, R| f(z) = Z anx"”.
n=0

1. Puisque f est développable en série entiére en 0, on sait qu’elle est C* sur | — R, R[, avec de
fagon générale :

Pour les premiers coefficients, ceci donne : ag = f(0) =2 et a; = f'(1) = 0.
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o x
Fia. B.2 — Représentation de la fonction f.
2. f” est développable en série entiére sur | — R, R[, avec :
+0o0o
Vz €] — R, R| F(@) =) (n+2)(n+ Dan 2"
n=0

En identifiant les développements en série entiére de f et f”, on obtient :

anp,
VYn >0 = .
"= 2T )+ 1)
Puisque ag = 2 et a; = 0, ceci donne asy,+1 = 0 pour tout n > 0 et :
2
vn > 0 aon = W

donc la fonction solution développable en série entiére est :

“+oo
x2n

J() = 22 (2n)!"

n=0

3. Pour tout z € R, la série numérique ), -, % est absolument convergente par le critére de

d’Alembert :
22(n+1) 72n
<(2(n + 1))!) / <(2n)'>

On en déduit que le rayon de convergence de la série entiére définissant f est R = +o0.

2

0
(2n + 1)(2’1’L + 2) n—-+00

4. Le développement en série entiére de la fonction cosinus hyperbolique est de rayon +o0o et

donné par :
+too  op

x
Ve e R coshz = E —
|

= (2n)!

On en déduit que f est tout simplement définie par :
Vr e R f(x) =2coshz =¢€" + e *.

La représentation graphique de f est donnée figure B.2.

Suites & Séries Arnaud Guyader - Rennes 2



140 Annexe B. Annales corrigées

Université de Rennes 2 .
Licence MASS 2 Mardi 21 Novembre 2006

Arnaud Guyader Durée : 1 heure

Controle continu d’Analyse

I. Question de cours
On considére deux séries numériques >, g an et > 5o by

1. Donner le terme général ¢, du produit de Cauchy ) ., ¢, de ces deux séries. Enoncer le
principal résultat du cours sur ce produit de Cauchy.

2. Application : on considére a,, = b, = (_;)n

+oo
n=0 CTL .

pour tout n > 0. Calculer ¢, et déterminer

II. Natures de séries
On rappelle que e &~ 2.72. Etudier la nature de chacune des séries suivantes :

LY oy ——t—;
SN
2. Y1 (Vn?+n—n);

n

n
3. anl 2X4AX-X2n"

ITI. Valeur approchée et équivalent
On considére la série numérique anl (?/1% .

1. Montrer que cette série est convergente.

2. Combien de termes faut-il prendre en compte dans la somme partielle pour obtenir une valeur
approchée a 1072 prés de la somme de la série.

3. La série ), < (?/1%" est-elle absolument convergente ?

N 1

4. Bonus : donner un équivalent de Sy ="', N

IV. Suite de fonctions
On considére la suite de fonctions (fy),>1 définies sur [0,1] par :

fulz) = zen.

1. Montrer que (fy)n>1 converge simplement vers une fonction f que 'on précisera.

2. Justifier rapidement que pour tout n > 1, pour tout > 0 :
Ten —x > 0.

3. Montrer que la convergence de (fy,)n>1 vers une f est uniforme.
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4. Déterminer : 1

n—-+oo Jg
5. Bonus : étudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions
(fn)n>1 sur lintervalle [0, +oo.
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Université de Rennes 2
Licence MASS 2
Arnaud Guyader

Mardi 21 Novembre 2006

Durée : 1 heure

Corrigé du contrdle d’Analyse

I. Question de cours
On considére deux séries numériques >, g an et > o by

1. Le terme général ¢, du produit de Cauchy )", ¢, de ces deux séries s’écrit :

n
Cn = aobp +arbp—1+ -+ an—161 + anby = Zakbn_k.
k=0

Si les deux séries >, ~jan et Y -,b, sont absolument convergentes, alors ) . ,c, l'est

aussi et on a :
400 o0 400
o= () < (o).
n=0 n=0 n=0

2. Application : si on considére a, = b, = (_2% pour tout n > 0, la série ) ., ay est

géométrique de raison —1/2, donc absolument convergente, de somme :

n — 1__
o 1+5 3

La série ), -, Cn a pour terme général :

“(=DF (=)t SN (=D (-D)*(n+1
anz( )" (1) :Z( ) (=D)"(n+1)

k n—k n n
prt 2 2 Pt 2 2
Par application du théoréme, on a donc Z:i% (_1);# = % X % = %.

II. Natures de séries

1. La série ), <, \/ﬁ

L e, . 1 1 1 . L e e e .
série équivalente, or ———= ~ —= et — est divergente, donc la série initiale aussi.
q I n—i—(—l)"\/ﬁ \/ﬁ? Z \/ﬁ g b

est & termes positifs donc il suffit de regarder la nature d’une

2. Laseérie Y, -, (vn? + n—n) est trivialement divergente puisqu’en utilisant expression conju-

guée on obtient :
VnZ4n—n=
3. On peut utiliser le critére de d’Alembert :

ant1 1 <n+ 1>" _ Loam(id)
5 :

n 1
VnZ ¥ n+n n—otoo 2

ap, 2 n
Mais puisque In(1 + u) ~ w au voisinage de 0, on a lim, 1. nln (1 + %) = 1, donc
limy, 100 aZ—tl = 5 > 1, et la série est divergente.
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ITI. Valeur approchée et équivalent

1. La série ), 4 (:/1—)n est alternée, avec (—=) suite décroissante de limite 0, donc le critére des

n vn

séries alternées s’applique et la série est convergente.

2. On sait de plus que si on somme les N premiers termes de cette série, on obtient une valeur

approchée Sy telle que :
1

VN+1

Pour obtenir une erreur inférieure a 1072, il suffit donc de s’assurer que :

1 1
——< — & VN+12>100< N +1 > 10000,
VN +1 "~ 100 - o

donc il suffit de sommer les 9999 premiers termes.

|Rn| =[S — Sn| <

—1)" . .. .
3. La série Zn21 % n’est pas absolument convergente, puisque la série Zn21 ﬁ est diver-
. . - —n
gente. En résumé, la série ) -, ( \/?)L
4. La fonction f : z +— ix est décroissante continue sur [1,4o0[, donc on a l'encadrement

est semi-convergente.

classique de la somme partielle par deux intégrales :

N

N+1 1 N
[ @ ssy =3 <sw+ [ fw

c’est-a-dire : 2 (\/N—i— 1-— 1) <Sy<1+2 (\/N— 1), donc Sy ~ 2V/N.

IV. Suite de fonctions
On considére la suite de fonctions (f,),>1 définies sur [0,1] par f,(z) = zen.
1. Pour tout € [0,1], on a : lim,,_, 4« frn(z) = . La suite de fonctions (fy,)n>1 converge donc
simplement sur [0, 1] vers la fonction f : z — x.

2. Pour tout n > 1, pour tout x > 0, on a = > 0, donc en > 1, donc zen > x.

3. On considére sur [0, 1] la fonction d,, définie par : d,, () = | fn(z)—f(x)| = |zer —z| = zer —z,
la derniére égalité venant du point précédent. On cherche le maximum de d,, sur [0,1], on
peut passer par le calcul de sa dérivée : d),(z) = %e% + (e% — 1) , qui est positive comme
somme de deux termes positifs. Donc d,, est croissante sur [0,1], le maximum M,, étant
atteint au point x =1 :

M, =dp(1) =en —1 —— 0.
n—-—+o0o

Il y a donc convergence uniforme de (f,) vers f.

4. Puisqu’il y a convergence uniforme, que les f,, sont continues, donc intégrables, et que I'in-
tervalle d’intégration [0, 1] est borné, on a :

1 1 271
« 1
lim zen dx = / rdr = S - —.
n—+oo Jq 0 2 0 2

5. Sur l'intervalle [0, +o0], on a toujours convergence simple de (f,,) vers f : z +— x. La fonction
d, est toujours définie de la méme fagon, sa dérivée est toujours positive, donc elle est
croissante sur [0, +oo[ et on en déduit que :

M, = sup dy(z)= lim =z (e% - 1) = +o0.

Donc la convergence n’est pas uniforme sur [0, +ool.
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Université de Rennes 2 Mardi 16 Janvier 2007

Licence MASS 2 Durée : 2 heures
Arnaud Guyader

Examen d’Analyse

Les exercices sont indépendants.

I. Suite de fonctions (5 points)
On considére la suite de fonctions

fn: { [0’1] _)R;wﬁ

T = 1+nz

1. Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f.

2. Montrer que pour tout n > 0, pour tout x € [0, 1], on a :

2 na?

— >0
14+nxr —

X

3. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément vers f sur [0, 1] ?

1 3
lim / ne dx.
n—+oo Jg 1+ nx

5. Calculer f}. La suite (f,) converge-t-elle simplement sur [0,1]?

4. Déterminer :

I1. Equation différentielle (5 points)
On consideére I'équation différentielle avec condition initiale :

{f’(:n) =2zf(x)
f0) =1

On suppose qu’il existe une fonction solution f développable en série entiére en 0, c’est-a-dire
R €]0, +00] et une suite de réels (a,)n>0 tels que :

Vi €] — R, +R| fl@)=>"ana"™

1. Utiliser I’équation différentielle et la condition initiale pour déterminer f/(0).

2. Que dire de ag et a1 7
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3. Etablir une relation de récurrence vérifiée par les coeflicients a,. En déduire a,, pour tout
n > 0.

4. Préciser le rayon de convergence de la série entiére ) -, ana”.

5. Rappeler le développement en série entiére de la fonction x — e* et en déduire une expression
simple de f.

ITI. Série entiére (4 points)
On considére la série entiére

n*+1 ,
E z”.
n!
n>0

1. Déterminer son rayon de convergence R. On note S(x) la somme de la série entiére sur

| — R,+R].
2. En remarquant par exemple que n?+1 = n(n—1)4n+1, montrer que pour tout x €]—R, +R],
on a:
S(z) = (2% +x + 1)e”.
3. Calculer
SIS
Z 2nn! )
n=0

4. Donner le développement en série entiére en 0 de la fonction f définie par :

f(z) = (z® + 3z + 2)e”.

IV. Valeur approchée (6 points)

1. Donner le développement en série entiére en 0 de In(1 + z2).

2. Préciser le rayon de convergence de la série obtenue, ainsi que le comportement au bord.
3. En déduire une expression de In2 comme somme de série numérique.
4

. Dans cette série, combien de termes suffit-il de prendre en compte pour obtenir une expression
de In 2 au centiéme prés?

5. On considére la fonction f définie sur R par :
f(z) =1+ zIn(1 + 2?) — 22 + 2arctan .

(a) Calculer la dérivée f’ de cette fonction.

(b) En déduire le développement en série entiére de f.
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Corrigé de I’Examen

I. Suite de fonctions
On considére la suite de fonctions

3

1. Pour tout x €]0,1] fixé, on a na® ~ na3 et 1+ nx ~ nz, donc :

na? 2

fn(:E)Nn—x::E)

c’est-a-dire que lim,, ;o fn(z) = 22. Ceci est encore vérifié en = 0, donc la suite de
fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction

f:{ 0,1] —R

r 2’
2. Pour tout n > 0, pour tout x € [0,1], on a :
3 2

L2 nr’ X
l4+nx 1l4+nz—

numérateur et dénominateur étant tous deux positifs.

3. On considére sur [0, 1] la fonction d,, définie par :

Sa dérivée est :

2
nx® + 2x
d/ =
A0 = e

qui est positive sur [0, 1], donc d,, est croissante, positive, et atteint son maximum au point
1:

! — 0.

M, =d,(1) = TP —

La suite de fonctions (f,,) converge donc uniformément vers f sur [0, 1].
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4. Puisqu’il y a convergence uniforme sur I'intervalle borné [0, 1], on peut passer la limite sous

le signe somme :
1

1 3 1 3 1
lim ne dr = / 22 dr = il —.
n—+oo o 1+ nw 0 3] 3

5. Le calcul de f] donne :
~ 2n%a® + 3na?

/
xTr) =
Fa(@) (14 nx)?
Pour tout x €]0, 1] fixé, on a 2n2x3 + 3nz? ~ 2n%z3 et (1 + nw)? ~ n?z?, donc :
2n2z3
! —_
fn(ﬂf) ~ ’I’L2ZE2 - 2(L’,
c’est-a-dire que lim, 4 f1,(x) = 2z. Ceci est encore vérifié en x = 0, donc la suite de

fonctions (f]) converge simplement vers la fonction

g:{ 0,1] —R

r +— 2

II. Equation différentielle
On considére I'équation différentielle avec condition initiale :

{f’(iﬂ) =2z f()
f0) =1

1. On a f/(0) =2 x x0f(0) = 0.

2. On sait que ag = f(0) =1 et a; = f'(0) = 0.

3. La fonction dérivée f’ est elle aussi développable en série entiére, avec pour tout = €] —

R,+R|:
+0o0o +0o0o
fl(x) = Znanx"_l = Z(n + Dap12™.
n=0 n=0
Par ailleurs on peut écrire que pour tout « €] — R, +R] :
+0o0o +oo
2ef(x) = Z 2a,z" T = Z 2a,_12".
n=0 n=1
Ainsi on a :
+oo +oo
fl(z) —2xf(x) = Z(n + Dapyrz™ — Z 2ay, 12",
n=0 n=1
ce qui s’écrit encore :
+00 too
f(x) —2zf(x) = a1 + Z((n + Dant1 —2ap—1)2" = Z((n + Daps1 — 2a,-1)x".
n=1 n=1
Pour que cette série entiére soit identiquement nulle sur | — R, +R], il faut et il suffit que

tous ses coeflicients soient nuls, c¢’est-a-dire que Vn > 1 :

2
n+1

(n+ Daps1 —2ap,-1 =0 & appq = App1-
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Sachant que a; = 0, on en déduit de proche en proche que tous les termes impairs sont nuls :
asn+1 = 0 pour tout n > 0. Pour les termes pairs, on obtient :

2 1 1 2 1 1
Aop = 7 A2p—2 = —Q2p—2 = — X A2p—4 = -+ = —ag = o

2n n n  2n—2 n!
L’unique solution développable en série entiére est donc :

—+00
$2n

fl@)y=>"

-
=0 n:

4. Puisque la série est lacunaire, on revient au critére de d’Alembert pour les séries numériques :

2(n+1)  ,2n

jz?

_
n—+1 n—+oo

(n+1)!

Il y a donc absolue convergence de la série pour tout réel x, donc R = +o0.

5. Pour tout réel z, on a :
+00  n

T
0 n.

. . 2
Pour ce qui nous concerne, on a donc tout simplement f(z) = e" .

ITI. Série entiére
On considére la série entiére

2
n“+1
> -
= ™
1. Le critére de d’Alembert pour les séries entiéres donne :

an+1
Gnp,

(n+1)2+1 n? 1
—=—-——0.
n

Tt D)m2+1)  nd oo

Son rayon de convergence est donc R = +00. On note S(x) la somme de la série entiére sur
R.

2. Pour tout réel x, on a :

+a3n "
5(”«’):2 Z x+zn|’
n=0
ce qui s’écrit encore :
+00 +00 wn
S@ = oy +Z oy 2
n= 2

ou encore :
+oo

—a:2z n—2) +xz T Zx

d’ou finalement :
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3. La quantité cherchée est tout simplement la valeur de la fonction S au point x = —% :
i" (~1)"(n24+1) (1 1 )t B
— = - == ez =——.
s 2nn! 4 2 4./e

4. On remarque que f est la dérivée de S. Puisque S est développable en série entiére sur R, f
I’est aussi et son développement s’obtient en dérivant terme a terme celui de S :

+oco 9 +oco 9 +oo 2
_ n+1 n—1 __ n+1 n—1 __ (n+1) +1n
f(z) = EO R —El e —goTaE.
n= n= n—=

IV. Valeur approchée

1. En partant par exemple du développement en série entiére de In(1 + ), on obtient :

—+oo 2n
In(1 2y _ ] n+1$_'
a(l+2%) =3 ()"

2. Puisque le rayon de convergence de la série entiére de In(1 4 u) est R = 1, il en va de méme
pour celui de In(1 + 2?2). Pour z = 1, on obtient une série alternée vérifiant le critére des
séries alternées, idem en x = —1, donc il y a convergence aux deux extrémités de l'intervalle
de convergence.

3. Puisque la série entiére est convergente en x = 1, on peut appliquer le théoréme d’Abel :

+oo 12n +oo (_1)n+1
n2=In(1+1%)=> (-)r—=>3" ">~
n n

4. Cette série vérifiant le critére des séries alternées, on en déduit que l'erreur Ry faite en
s’arrétant au terme N de la somme partielle vérifie :

1

Ryl < = —.
’ N’_CLN—H N1

Pour obtenir une valeur approchée de In2 au centiéme prés, il suffit donc de sommmer 99
termes.

5. On considére la fonction f définie sur R par :
f(z) =1+ zIn(1 + 2?) — 22 + 2arctan .

(a) On vérifie sans probléme que f/(x) = In(1 + 22).

(b) Puisque z + In(1 + 2?) est développable en série entiére sur | — 1,+1[, f l'est aussi.
Le développement de f s’obtient en intégrant terme & terme celui de In(1 + z?) et en
tenant compte de la valeur de f en O :

. p2n+l oo . g2+l
n - 1 'ﬂ - -
Ut +Z nx (2n+1) +Z nx (2n+1)

n=1
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