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1 Corrigés et preuves '"'Introduction et Théorie de la décision"

1.1 Exercices

Exercice 1 (Adapté de [3]) Soient (x1,x2) deux réalisations aléatoires. Nous disposons de deux candidats
pour la loi jointe de ces observations : x; ~ N (0, 1) ou encore

Iy exp {—(zl + 9 — 20)2/4}
14 (21 — x2)? .

g(x1,22|0) =

Quel est I’estimateur du maximum de vraisemblance de 0 dans chacun des cas ? Que constate-on ?
Réponse. La vraisemblance dans les deux cas est
- 2
(021, 22) o exp {—(95 —0) }

et qui devrait donc conduire a la méme inférence sur 6. Mais g(x1,x2|0) est tres différente de la premiere
distribution (par exemple, ’espérance de x; — xo n’est pas définie). Les estimateurs de 6 auront donc des
propriétés fréquentistes différentes s’ils ne dépendent pas que de Z (ex : estimateur des moments). En particulier,
les régions de confiance pour 6 peuvent différer fortement car g posséde des queues plus épaisses.

Exercice 2 (Bayes (1763)) Une boule de billard Y1 roule sur une ligne de longueur 1, avec une probabilité
uniforme de s’arréter n’importe ou. Supposons qu’elle s’arréte a la position 0. Une seconde boule Ys roule alors
n fois dans les mémes conditions, et on note X le nombre de fois ot Y, s’arréte a gauche de Y. Connaissant
X, quelle inférence peut-on mener sur 6 ?

Réponse.  Notons P(Y2|#) la mesure de probabilité associée a Y2. On définit la gauche par 1’événement
0<Y; <6<1. Alors

P(Y, < 0l0) = 0

et I'indicatrice 1y, < suit alors une loi de Bernoulli 5(6). Alors aprés n répétitions iid, on a

n
X = Znywd ~ B(n,#) (loi binomiale).

i=1

Si on connait une réalisation x de X, la vraisemblance statistique associée est donc

P(X =z|f) = ( Z ) v (1 —6)" e,
Comme 0 € [0, 1] et qu’on ne dispose pas d’information a priori sur 6, on peut simplement supposer a priori
m(0) = Lio<o<1y(0).
On en déduit la loi a posteriori (en utilisant le symbole de proportionalité o)

qui correspond au terme général de la loi béta B.(1 + x,1 + n — x) d’espérance (1 + 2)/(2 +n) ~ z/n si
(z,n) > 1.

Exercice 3 (Loi gaussienne / loi exponentielle) Soit une observation x ~ N(0,02) oit 2 est connu. On choi-
sit a priori

0 ~ N(m,ps?)
Quelle est la loi a posteriori de 0 sachant x ? Méme question en supposant que X ~ E()\) et

A~ G(a,b).



Exercice 4 (Loi uniforme généralisée) Soit X ~ N(p,0?) et dm(p) = du (mesure de Lebesgue). Que vaut
mg(x)?

Réponse. Ona
me(z) = oV2r < oo
donc la mesure de Lebesgue sur IR peut étre utilisée.

Exercice 5 (Loi d’échelle) Soit X1,..., X, ~ N(u,02) et 7(p,0) = 1/0 avec © = IR x IR}. Que vaut
My (21, ...,2Tn) ? La mesure w(p, o) peut-elle étre utilisable ?

Réponse. L’intégrale de la loi posteriori s’écrit

n
2
( ) //Oo fn—M)Q i:l(xl @) dpdo
Me(T1,...,Tp) = exp | ———=—— | ex
! rJo P 202 P 202 ontl
n - 9
N

<1
= /0 \/ﬂexp 952 el

Pour que I’expression converge, il faut avoir n > 1 et la propriété suivante vérifiée :
(i, 5) e IN*, i # j telque X; # X;.

Lorsque n > 1 I’ensemble des vecteurs qui ne vérifient pas cette propriété est de mesure nulle et donc n’affecte
pas la finitude de I’intégrale définie ci-dessus. Il est possible de donner une interprétation intuitive du résultat
ci-dessus : pour estimer la dispersion (variance), au moins deux observations non égales sont nécessaires.

Exercice 6 Soient x, et xo deux observations de la loi définie par
Pla=0—-1) = Pyla=60+1) =1/2 avecf e R
Le parametre d’intérét est 0 (donc D = O) et il est estimé par § sous le coiit
L(0,6) = 1—14(0)

appelé colt 0-1, qui pénalise par I toutes les erreurs d’estimation quelle que soit leur magnitude (grandeur).
Soit les estimateurs

xr]+x
61(I1,$2) = ! D) 27
52($1,$2) = x1+ 1,
(53(3?1,332) = X2 — 1.

Calculez les risques R(0,01), R(0,02) et R(6,03). Quelle conclusion en tirez-vous ?
Réponse. Calculons le risque fréquentiste pour d;. On obtient :

R(0,61) = IEg[L(0,01(X))],
~ [ 20.5@)1(el0) o
La fonction L(#, 61 (x)) vaut 0 si 6 = 6 (bonne décision) et 1 sinon. On en déduit que
R(0,01) = / (1= Tp((x1 + 22)/2) f (21, 22]0) dr1ds,
{6—1,0+1}
= O L0140 1)/2) + (1 - 1p((0+1+6 - 1)/2)) +
(1—Te((0+1+0+1)/2)+(1—T1g((0—1+60+1)/2))},
- i(1+1) = 1/2.



(I’estimateur est correct la moitié du temps). On trouve alors, similairement,
R(0,6,) = R(6,02) = R(6,03) = 1/2
ce qui signifie qu’on ne peut pas classer les estimateurs sous le cofit fréquentiste 0-1.

Exercice 7 Lorsqu’on fait un choix de fonction de coit L(0,6) dans un ensemble U : © x D — A € IRT,
on commet une erreur par rapport a la meilleure fonction de coiit possible pour le probléme. On peut donc
proposer un estimateur bayésien de cette fonction de coiit en introduisant une fonction de coiit sur les fonctions

de coit L(0,9) :

L:OxUxD — R
0,0,6) — L(6,¢,9).

Quel est I’estimateur bayésien de L(0, 0) sous un coilt quadratique, lorsque L(0, ) est elle-méme quadratique ?
Réponse. Si L(0,0,0) = ({ — L(0,6))% et L(0,8) = (0 — §)2, alors I’estimateur bayésien est

(" = E.[L(,6)X]
= E.[(0-0)X].

En choisissant en toute logique § = §™ = [E[0]| X] il vient donc
0™ = Var,[0| X].

Exercice 8 Soir X ~ B(0) (loi de Bernoulli) avec © = [0, 1]. Soit My un modeéle défini par {6 = 1/2} et M
un modeéle défini par un 6 inconnu dans [0, 1], avec 71(0) = U[0, 1]. Un échantillon de 200 tirages fournit 115
succes et 85 échecs. Au vu de ces données, quel modele choisir ? Ce résultat différe-t-il significativement d’un
test fréquentiste ?

Réponse. La vraisemblance des données X est binomiale :

Falo) = ( 200 ) 915(1 _ )

ce qui permet de calculer

P(X|M,) = ( ?(1)2 ) (1/2)2%0 ~ 0.006
alors que pour M; on a
F(2000) sy g
P(X|M,) = 115 0-°(1—0)>dfd = 1/201 ~ 0.005.
0

Le facteur de Bayes vaut alors 1.2, ce qui indique uniquement que la certitude que H est vraie est faible (on
pointe tres 1égerement vers le modele My).

Un test d’hypothese fréquentiste de M, indiquerait que M doit étre rejeté par exemple au niveau de si-
gnification 5%, car la probabilité d’obtenir 115 succes ou plus a partir d’un échantillon de 200 si § = 1/2 est
de 0.02. On en conclut qu’un test classique donnerait des résultats significatifs permettant de rejeter Hy tandis
qu’un test bayésien ne pourrait considérer le résultat comme extréme.

Exercice 9 Sélection de modele discret avec des priors impropres.

1. Pour des données discrétes x1,...,x,, on considere un modeéle de Poisson P()\) ou une loi binomiale
négative NB(m, p) avec les a priori
m(A) o< 1/A
1
ma(m,p) = M]l{l,.i.,M}(m)]l[O,l] ()

Peut-on sélectionner I’un des deux modéles ?



2. Si on remplace 71 (\) par un a priori vague
m(A) = G(a, B)

avec () ouset B(a) — O, peut-on de nouveau résoudre le probléme ?

Réponse.

1. Il existe une constante inconnue v > 0 telle que

fooo 7>‘21-1I(2;1) exp (—n) dA

v 1 M m

M M m zl(m — x)! S B
= 7 Z 1 T sin=1letx; =x

m=1

= 7M(Z m/(m—x—i—l))

Impossible de faire un choix car v n’est pas connu !

b

B12(Xn)

2. Sion remplace 71 () par un a priori vague

avec o(3) ou/et 3(«) — 0, on obtient apres quelques calculs (pour n = 1 et x; = x)

-1

I‘(a+1
By, = ———=
12 2T (« [M7nzl —z+1
, ~1
B (x—i—oz—l)...aﬂ_x 1 i x
o z(z—1)...1 M~ m-z+1

qui dépend fortement du choix de a.(3) ou/et S(c) — 0. On ne résout donc pas le probleme...

1.2 Démonstrations

Théoreme 1 (Th.2 dans le poly de cours) Pour chaque x € (Q,

0" (x) = argggng(dh,x). (1)

Un corollaire est le suivant : s’il existe 0 € D tel que Rp(d|m) < oo, et si Vo €  I’équation (1) est vérifiée,
alors 6™ (x) est un estimateur de Bayes.

Preuve. Nous prouvons ici qu’un estimateur minimisant le risque intégré Rp est obtenu par sélection,
pour chaque valeur 2 € (2, de la valeur §(z) qui minimise le colit moyen a posteriori. Il s’ agit en pratique d’une
méthode de calcul d’un estimateur bayésien. En effet, ’application du théoréme de Fubini est possible par la




finitude des intégrales impliquées ci-dessous : avec L(#, d(z)) > 0, il vient

Ro(l) = [ [ 10.5)1(wl0) dem (o) a,

[ [ 26.0)1l0)x(6) v,
QJOe

/ / L(0, 8(2))7(0]) dom(z) da,
QJe

= /Rp(5|7r,x)m7r(a:)dx.
Q

On peut en déduire que pour tout § € D, Rp (6™ (z)|m,z) < Rp (0|7, z)implique Rp (§™|r) < Rp (d|7)ce
qui permet de conclure la démonstration du corollaire.

Théoreme 2 (Th.4 dans le poly de cours) Si un estimateur de Bayes 0™ associé a une mesure a priori T (pro-
babiliste ou non) est tel que le risque R(0,6™) < co V0 € ©, et si la fonction 6 — R(6, ) est continue sur ©,
alors 0™ est admissible.

Preuve. Soit R < oo tel que V0 € ©
R(6,5™) < R. @
Supposons que §™ soit inadmissible. Soit §’ un autre estimateur dominant uniformément 7. Alors V0 € ©,
R(0,8") < R(0,07)

et dans un ouvert O~ C ©,o0n a

R(6,8') < R(0,67).
Si on integre ces inégalités sur © par rapport a w(6), il vient (par continuité et finitude)
/ R(6,8")m(0)dd < Rp(d™|m) < oo (d’apres (2)
e
ce qui contredit le fait que par définition
0" € arg n%in/ R(0,0)m(6)d6.
e
Proposition 1 L’estimateur de Bayes associé a toute loi a priori T et au cofit
L#,6) = o —d|* 3)
est 'espérance (moyenne) de la loi a posteriori mw(0|xy)

Preuve. OnaD = © € IR? (ou plus généralement un espace de Hilbert) et L(0,5) = ||0 — 4||? (norme
euclidienne au carré). Par simplificité travaillons sur © = IR (d=1). Alors

Re(0l) = [ (0 8>n(0l) db.
= IE(?92|33] — 26E[0]2] + &2
En dérivant en 6, on obtient
Ry (8lm) = 26 —2E[0|z]
valant 0 en 6 = IE[f|z]. Or
RL(lm) = 2 >0

donc & — Rp (0|m) est convexe, ce qui signifie que la solution de R/, (d|m) = O est bien un minimisateur du
risque.




Proposition 2 L’estimateur de Bayes associé a toute loi a priori et au coiit

_ 02(0 - 5) sif >0
L017C2 (9, 6) - { c1 (5 — 9) sinon (4)

est le fractile c1/(c1 + c2) de la loi a posteriori w(0|xy). En particulier, la médiane de la loi a posteriori est
Uestimateur de Bayes lorsque c1 = co (qui sont donc des coiits associés a la sous-estimation et la surestimation
de 0).

Preuve. Considérons la situation générique ou

[ e0-0) sio>0
Lc1702 (0, 5) - { c1 (6 — 9) sinon (5)

Le risque a posteriori s’écrit

5 oS
Ro(dlr) = / e (5 — 0)(6]) d9+/5 (0 — 8y (0]z) db.

—00

En raisonnant par intégration par parties (IPP), il vient :

Rp(5]r) [e1(6 — O)TI(0]2))° . + e1TL(O < d]z) + [e2(8 — SII(O]F — ca(1 — TL(O > b)),

all(0 < élz) — o (1 = TI(0 < §|x))

car limg_, o, 0I1(0) = limg_, o OII(6) = 0. Par convexité de la fonction de coit, ce risque est minimum
lorsque ORp(8|7) /06 = 0 soit lorsque

00 < 6™z) = —2

Cl+62

Cc1

ce qui confére donc a I’estimateur 6™ le sens du quantile de seuil e

Proposition 3 L’estimateur de Bayes associé a toute loi a priori 7 et au coiit 0-1 est

5T — 1 si H(9 S @()‘Xn) > H(9 ¢ @0|Xn)
o 0 sinon

Preuve. Cette fonction de perte est utilisée dans le contexte des tests statistiques. On suppose partitionner O
en O et ©;. La fonction de perte correspondante est alors

L(#,0) = lpeco,ls=1+ Loco, Ls=o-
Le risque a posteriori est alors
Rp(lm) = 15=111(0 € ©glz) + L5=0I1(0 € Og|z).
Ainsi 6™ = 1 équivaut a I1(§ € O¢|X) < II(0 € ©1]X).
Proposition 4 Sous le coiit généralisé (6), en posant
Y=0€Oy) e v =I0€e€O)=1—n,

Uhypothese Hy est acceptée si
Boi(z) > (a171)/(aoo)-

Preuve. On souhaite ici décider entre Hy : 6 € ©g (0 = 1) vs Hy : 6 € O (6 = 0) et on utilise pour cela
la fonction de cofit associée au test de Neyman-Pearson : qui permet de distinguer risques de premiere et de
deuxieme espece :

0 Sid:]leo
LB,d)={ ay sifcOpetd=0 ©)
ai Si9¢@oetd:1



qui donne le risque intégré

R(5)

CLoH(G S @0|$)]l{0}(5) + a1H(0 S @1‘.1‘)]1{1}(5),

(0 € ©1]x) |ar Ly (5) + aoﬂ{o}((s)Bm(x)%

Et on décide H si le risque associé a cette décision est moindre que le risque associé a la décision contraire :
R(1) < R(0) soit

17
ao”o

Boi(z) >

1.3 TP : Création d’un systéeme d’alerte pour la circulation routiere

On s’intéresse a un éveénement routier X = x relevé par un systeme de détection vivant dans I’espace y de
dimension finie. Ce systéme de détection peut prédire des évenements répétés du type "un animal sur la voie",
" n

"accrochage", "accident”, "bouchon"... La question est de déterminer si, a chaque fois qu’un événement routier
x est collecté, il est utile qu’une intervention de secours soit menée.

Nommons 6 une variable indiquant la gravité de 1’évenement. Cette variable a des valeurs dans les en-
sembles disjoints ©g (incidents sans gravité) et ©; (accidents nécessitant possiblement une intervention). On
suppose disposer d’un échantillon labélisé e,, = (Xn, On)-

Questions.
1. Lorsqu’une observation x apparait, comment prévoir 6 ?

2. Comment peut-on en déduire une alarme efficace ?

Réponses. 1. Dans un cadre bayésien, probabilisons I’espace © = Oy @ ©; et nommons II la mesure de
probabilité associée. On note également P la mesure de probabilité associée a 1’espace x supposé probabilisé.
On souhaite prévoir la probabilité que § € ©( sachant z et e,,. Via une regle de Bayes, on produit le classifieur
classique (dit classifieur de Bayes)

P(X =x|0 € ©q,e,)II(0 € Ogle,

I1(6 € Olz,e,) = ( | PIX = x|)e”§ | ),
P(X =z|0 € ©g,e,)II(0 € Ogle,)
P(X =z|0 € ©9)II(0 € Ogle,) + P(X =z|0 ¢ Op) [1 — II(6 € Ogle,)]

Le terme de vraisemblance P(X = z|0 € Og,e,) peut étre estimé de nombreuses maniéres (ex : par la
fréquence d’observation de I’ évéenement X = z dans les situations recensées pour lesquelles § € Og). Le clas-
sifieur de Bayes naif repose ainsi sur une simplification de cette vraisemblance, etc. (voir cours d’apprentissage
statistique).

2. Le calcul de la probabilité II(6 € Og|x, e,,) ne suffit cependant pas pour prendre une décision opération-
nelle. Intuitivement, on souhaiterait pourtant choisir de mener une intervention si

II(0 € ©p| X =z,e,) > 110 ¢ Og|X =x,e,) = II(0 € O1|1X =z,¢,),
1-TI(0 € Op|X = z,e,)

et donc a choisir (ou recommander) d’intervenir si

I1(0 € ©| X = z,e,) > 1/2. ™



Mais cette regle est en fait simpliste, car elle n’integre pas les risques d’erreur liés au fait qu’on utilise un
échantillon de taille finie n pour mener le calcul de cette probabilité. Une bonne facon de faire est de placer le
probleme de classification dans un probleme de décision plus vaste.

La décision qu’un possible intervenant sur le réseau routier souhaite prendre est binaire : sachant X = z, on
intervient ou non. A partir des données e,,, il tente donc de définir un estimateur statistique d,,(x) d’une décision
idéale 6(x) vivant dans un espace de décision D = {0,1} ot :

e §(z) = 0 < pas d’intervention,
e §(r) = 1 < intervention.
Pourquoi parle-t-on d’estimateur statistique ? Parce que la décision idéale §(x) est inaccessible par nature —

elle sous-entend que le possible intervenant est omniscient, que 6 est parfaitement connu et que nécessairement
n = 00.

On construit tout estimateur statistique comme le minimiseur d’une fonction de cofit
d(z) € D— L(0,6(x))

que I’on cherche a définir si la vérité sur 6 pouvait étre connue. Dans le cas qui nous intéresse, on aurait :

e L(0,5(x)) = Cy = le coit prévisionnel d’une intervention & raison, donc si 0 € ©1 (ou § ¢ ©g) et

o L(0,5(x)) = Cy = le coiit prévisionnel d’une non-intervention a tort (erreur de 1ére espéce), si 6 € ©
etd(z) =0;

o L(0,6(x)) = C3 = le colt prévisionnel d’une intervention a tort (erreur de 2éme espéce), si 6 € ©g et

o L(0,5(x)) = Cy = 0le coit (nul) d’une non-intervention a raison, si § € ©g et d(z) = 0.

On peut alors écrire, de fagon plus condensée :
L(9, (5(33)) = 01(5((11‘)]1{96@1} + 02(1 - 5(1‘))]1{9691} + 035(.%‘)]1{9690}. ®)

Or la vérité sur 6 ne peut étre parfaitement connue. On dispose simplement de la connaissance a posteriori
II(# € B|X = z,e,). Si I’on souhaite prendre une décision qui prenne en compte I’incertitude épistémique
sur 6, il faut définir un risque R(6(x), 11, e, ) qui puisse intégrer la connaissance de II(6 € ©|X = z,e,), la
construction de L(6,4(x)) et qui soit minimisable en un choix unique d’estimateur de J(x). Pour obtenir un
ordre total sur I’espace des applications §(z) — R(d(z),II, e,,), il faut nécessairement définir ce risque comme
le risque de Bayes

RO@). M, e,) = / (6, 8(2))dII(6 € O|X = , )
)
et d’en déduire donc la décision optimale (et non pas idéale)

on(z) = arg s R(0(x), I, en).



Apres intégration,

R(6(z),Me,) = C16(x)I(0 € ©1|X ==x,¢e,) + Co(1 —6(x))II(6 € O1|X =2x,¢,)
+C56(x) [1 —II(0 € ©1]X =x,e,)].

On en déduit la regle de décision (ou de recommandation) suivante : ayant observé 1’événement X = x, on
décide d’intervenir (6, (x) = 1) si le risque associé a cette décision est moins élevé que le risque associé a la
décision contraire (0, (z) = 0), soit si

R(0,11,e,) = CoII(8 € ©4|X =x,e,) > R(1,I,e,) = CII(0 € 04| X = z,¢,)
+C5 [1 — H(0 S ®1|X =, en)] R

c’est-a-dire quand

Cs
MO €0X =z,e,) > — 23
(0 € O] z,en) > G C.1 G 9)

Finissons par quelques remarques importantes :

e il n’est pas utile de disposer des cofits absolus C; pour prendre une décision, car des rapports de cofits
suffisent, ce qui est en général plus simple & estimer dans une vraie démarche opérationnelle ;

e on peut légitimement supposer que C; < (5 < Cq, car le colit C; d’une intervention utile peut étre
réduit par ’effet d’assurances, tandis que le colit C's d’une intervention inutile ne 1’est pas. Enfin, le cofit
(prévisionnel) Cy d’une non-intervention qui aurait pu &tre utile peut éventuellement intégrer celui de
vies humaines ; remarquons qu’en toute rigueur, Cy = Ca(t) ol ¢ représente le temps depuis I’ occurence
de I’événement, et que cette fonction est tres certainement croissante.

e Il faut que C5 = C5 et C; = 0 pour obtenir I’équivalent décisionnel de la régle (7). On percoit bien qu’une
décision purement intuitive est a rejeter, car elle pré-suppose une contradiction forte avec la deuxieéme
remarque.

o Cette regle de décision prend intégralement en compte les incertitudes sur la véritable nature de 1’événe-
ment 6, conditionnellement a la validité des hypotheses.

e Le choix de la fonction de cofit (8) est arbitraire ; mais retenons qu’en 1’absence d’arguments permettant
de rationaliser ce choix, les cofits sont généralement assemblés de fagon additive.

* La fonction de cofit proposée est dite cost-sensitive

10



2 Corrigés et preuves '"'Propriétés''

2.1 Exercices

Exercice 10 Soit x1, ... ,x, des réalisations iid de loi N'(j1,0%). On choisit la mesure a priori (non probabi-
liste) jointe

m(p,0?) o< 1/0°.
1. Déterminez la loi a posteriori jointe w(p, 02|xq, ..., Ty,)
2. Déterminez la loi a posteriori marginale 7(p|21, ..., 2p)

3. Calculez la région HPD de seuil o pour 1 et comparez-la a la région de confiance fréquentiste, de méme
seuil, qu’on pourrait calculer par I’emploi du maximum de vraisemblance.

4. Déterminez la loi a posteriori marginale 7(c%|x1, ..., x,); le calcul de la région HPD est-il simple ?
Remarque. “Déterminez” signifie indiquer si la loi appartient a une famille connue, par exemple largement

implémentée sur machines. La connaissance des lois gamma, inverse gamma et Student est peut-étre nécessaire
pour répondre aux questions.

Réponse.

1. Loi jointe a posteriori. On a

R 2

n
noo 2u ; T
_ 0_2(—(n/2+1) exp | — i + 1= _ nu2/20,2 ,
. o

avec
n
2 =2 2 — 2
S: = —Z(a:n—xi)zz:(a:n—xi) > 0.
2. Loi marginale a posteriori de 1. On obtient alors, par intégration,

7T(/L|$1,...,£L'n) = / 7T(,U,,J2|(E17,,.,£L’n) dU2a
R+

_ N2
x / o2(=(n/2+1) exp o n (n— ) _ LSTQL do?.
R+ 20’2 20'2

En reconnaissant dans 1’intégrande le terme général d’une loi inverse gamma ZG(n/2, (S2 + n(pu — 7,)?)/2),
on a alors

w(ples,. . wn) o T(1) (S2 +n(p —24)2) "2,

x (1+ knu2)_(k_1)/2
avec k =n + letu = kk, (1 — Z,,) et k, = n/S2. On peut alors réécrire plus simplement

m(pley, .. xn) o (14 u2/k)_(k_l)/2
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qui définit le terme général d’une loi de Student en u a k degrés de liberté. Posons alors formellement la variable

u= 7”?; 2 (h=2n) = g(p)

et procédons a changement de variable (cf. Proposition 5) pour connaitre la loi de u. On a

Sn

g (u) = Um"'ﬂfm
g'(u) = 7ngil+1)~

Donc

mu(u) o mu(g (w),
o« (1+u?/k)”

k+1
7 2

Donc la loi posteriori de la variable u est bien une Student a £ = n + 1 degrés de liberté :

1
ey = YD) s,

On dit alors que la loi de u est une Student décentrée a k degrés de liberté.

3. Région HPD pour . On veut alors déterminer
Ao r = {p m(plze,...,20) >1—a}.
Donc en notant t,,41(«) le quantile de seuil « de 1a loi S;(n + 1), on a (par symmétrie de cette loi)
M(—tp1(1—a/2) <u < (tpe1 (1 —a/2)|z1,...,2,) = 1—«

soit, de fagon équivalente,

Sn Sn
H(mn—tn+1(1—a/2)<u<xn+tn+1(1—a/2)x1,...7xn> = 1l—oa.
n

(n+1 vn(n—+1

Rappelons que la région fréquentiste de seuil 1 — v connue pour I’estimation du maximum de vraisemblance
(EMV), dés qu’on a pris conscience que 'EMV de o2 est

~2 _ 2
Jn - Sn/na

est:
Sh _ Sh
Ty, — ?tn_s_l(l —af2); T, + ?tm_l(l — a/Z)} .

Avec n < y/n(n+) on voit que la région bayésienne est 1égérement plus étroite que la région fréquentiste, mais
qu’il y a équivalence asymptotique (ce qui est logique).

4. Loi marginale a posteriori de 0. De la méme facon que précédemment, on a

exp (—W) dp,

1
2 2 /o 2
n(o?|zy, ..., 2n) —7z P (=52/20 )/ 53

R

ex -5? 02 @O—
p( Sn/2 )\/ﬁ s

exp (—S2/20?)

0-n+2

(0_2)7L/2+1/2
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et on reconnait ici le terme général d’une loi inverse gamma :
2 2
oc’lzy,...,xn ~ ZG(n/2-—1/2,5:/2)

qui n’est définie que si » > 1 (ce qui semble logique : il faut au moins avoir deux données pour inférer sur
la variance o2). De plus, pour avoir S2 # 0 si n = 2, il faut que z; # xo. Comme cette loi est explicite et
unimodale, déterminer ses régions HPD peut étre fait formellement.

Proposition 5 Changement de variable (rappel). Soit X ~ fx sur RetY = g(X) ~ fy avec g bijectif. Alors

_ —1 _
fry) = g Wl fxa™ ).
Exercice 11 Soit A, = {0 € ©, w(8|x) > ho} une région HPD et soit

n=g(0)
un Ct—diffémorphisme (bijection). On définit alors la région HPD correspondante pour (n|z) :
Aow = {neg(®), nlrlr) > ha

® Sous quelle condition peut-on écrire que flam =g(Aar)?
® [llustrons cela en supposant X ~ N (0, 1) et w(0) o 1, puis en posant n = exp(6).

Réponse. _
En général, on peut constater que Ay » 7# g (Aq,r). En effet,

(1| X) = 7(0()] X) ‘jz

donc

do

)

{9§ m(n|X) > ﬁa} = {0; 7(0(n)|X) > hq y

et on a donc égalité si et seulement si

-1

do
dn

ha

= a-

Si I’on suppose par exemple que X ~ A (6, 1) et m(0) o< 1, alors
01X ~ N(X,1).
Posons alors 1 = exp(§). Comme 7(0]|X) > hq < (0 — X)? < (¢71(1 — a))z, alors
Aoe = [X=0¢7'1-0a); X+ '(1—-a)].
Par ailleurs,

r(]X) o j’exp(—;w—mgnﬁ).

Donc

>
Q
¢

1
m(n|X) > 5 (X —logn)” +logn < ha,

1 1

5 (2X — logn)* — §X2 < ha,

& (2X —logn)? < 2ha,

& logn € [2X — ¢ Ha/2), 2X + ¢ ' (a/2)]

Ainsi, le lien entre fla’ﬂ et A, » ne correspond pas a la transformation initiale (exponentielle).
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2.2 Démonstrations

Théoréme 3 Si © est fini et discret et I1(6 = 6y) > 0, alors pour tout échantillon iid X1, . .., X,|0 ~ f(X]|0),

M0 =00|X1,...,X,) — 1.

Preuve. On va montrer que I1(0|X3,...,X,) > 0V0 # 65.On a

log E(Zf;l);’)) log r?((;o)) + ; Y; (10)
e £(X16)
Y; =log m
sont des v.a. iid, telles ques
E[Y] = KL(6)—KL(6)

(rappelons que l'intégration se fait par rapport a la vraie loi inconnue des données) qui vaut 0 si 8 = 6y,
et qui est négatif sinon car 6, est 'unique minimiseur de K L(#). Ainsi, si § # 6y, le second terme de (10)
est une somme de termes iid avec une espérance négative. Par la loi des grands nombres, on obtient que
limy, 500 > ;1 Yi = —00 si 0 # 6. Tant que le premier terme de (10) est fini (soit tant que II(0 = 6y) > 0),
I’expression totale pour (10) tend également vers —oo. Nécessairement,

H(G‘Xlw-an) n—00

H(90|X1,...,Xn) P 0

etdonc IT(0| X, ..., X,) — 0V8 # 6. Comme toutes les probabilités somment a 1, nécessairement

(0 = 0| X1,...,X0) %2% 1.

Théoreme 4 Si © est un ensemble compact et si Vy, est tel que I1(6 € Vy,) > 0 avec

6y = arg min KL(0)

alors

II(0 € Vi, |21, - .-, 2n) Bl

Preuve. On admet ce résultat.

Théoreme 5 Normalité asymptotique (Bernstein-von Mises) Soit Iy la matrice d’information de Fisher du mo-
dele f(.|0). Soit 0,, un estimateur vérifiant (??). Dans les conditions du théoréme de Schwartz et les conditions
1

d’existence et d’inversion de Iy,
i —1
I (5 212

ot ||.||7v est la norme en variation totale

TV

Preuve. Le théoréme de consistance de Schwartz (et ses extensions) montre qu’on peut concentrer 1’étude
sur un voisinage de 6. Obtenir la loi limite requiert deux étapes :

* montrer que le mode a posteriori est consistant, c’est-a-dire qu’il se situe dans le voisinage de €y ol se
situe presque toute la masse;

* montrer I’approximation gaussienne centrée en le mode a posteriori.
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Pour simplifier, le schéma de preuve donné ici considére que 6 est un scalaire. Notons 6,, le mode a posteriori

0, = arg max {log f(z1,...,2,|0) +logm(0)} .

La preuve de consistance du MLE peut étre adaptée pour montrer que 6, — b quand n — oo, presque
sirement. On peut alors approximer la log-densité a posteriori par un développement de Taylor centré autour

de 6,, (approximation quadratique de log (0|21, ..., 2,)) :
~ 1 = o 07
logm(0|z1,...,2n) = logm(Oy|z1,...,2T0) + 5(9 —0,)* 36 [log (0|21, ... ,xn)]gzén
1 - . 03
+6(0_Hn) ﬁ[lOgﬂ'(all‘l,,.’En)}ezén—F (1])

Le terme linéaire est nul car par définition du mode :

0

2 logm(0|x1,. .., 20)lg—g = 0.

Le premier terme de (11) est constant. Le coefficient du second terme (sous 1’hypothese iid) est
2 2 n

0
s logn(Olz1,.. w)los, = oo logm(0) Z  log F(@:/0)],_s,

n
= cte+ ZYi
i=1

ou les Y; sont des variables aléatoires iid d’espérance négative sous I’hypothese X ~ f (x). En effet, si 6,, = 6o,
ona

0
Ely] = [%g%ﬂM%ﬂ:—%
et sinon
82

par convexité. Ainsi, le coefficient du second terme converge vers —oo a la vitesse n. Quand n — oo, |§n—90| —
0, et les termes suivants du développement de Taylor tendent vers 0. On a donc

logm(0|x1,...,2n) ~ —a(f—0,)>

et la loi limite de 7(0|z1, ..., z,) est donc une gaussienne.
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3 Corrigés et preuves '""Modélisation a priori"

3.1 Exercices

Exercice 12 Prior de Jeffreys pour une loi binomiale. Soit x un nombre de boules tirées dans une urne en
contenant n avec probabilité 6. Alors x ~ B(n,0). Calculer la mesure a priori de Jeffreys sur 6. Mener un
calcul bayésien sur un échantillon simulé. Peut-on dire que cette mesure est défavorable a priori ?

Réponse.  Soit 2 un nombre de boules tirées dans une urne en contenant n avec probabilité 6. Alors
x ~ B(n,0) et

fap) = (0 )era—or,

d*log f(x]6) L n—10
06? 02 (1-0)2
1 1 n
eti(6) = ”Lﬂ)ﬂ—o} a1 —0)

Donc la loi de Jeffreys est
m(0) o [9(1—6)7?
et elle est propre, il s’agit de la distribution B.(1/2,1/2) de densité générale

Lla+b) a1y gt
rarp’ 19

avec I'(a) = [~ t*~ ! exp(—t) dt. La mesure de Jeffreys est en effet défavorable dans le sens ou elle privilégie
fortement des valeurs de 6 trés proches de 0 ou de 1, peu probables.

Exercice 13 Prior de Jeffreys pour une loi de Weibull. Considérons deux paramétrisations classiques de la

loi de Weibull VWV :
5 [\ 2P
f(zn, B) P (U) exp | — ; Liz>o},

f@lp,B) = Bua’exp (—pa’) Lpsop-

Calculer chaque prior de Jeffreys correspondant, et vérifier la cohérence des résultats grdce a la régle de
changement de variable.

Réponse. Faisons le calcul pour le cas
f@lp,B) = Bua®lexp (—pa®) Liyso).

Pour ce modele régulier, I’information de Fisher s’écrit

9% log f(z|u.B)  92log f(z|u.fB) _1 —28(1o
I(p,B)= -E 92 logafu(?z:\p,,ﬁ) a2 10?}?fm,ﬁ) ] = -E —;:L;(log ) _i(_ iii’(lof z) |’
onoB 82 62
_ % E[z” (log x)]
E[z”(logz)] g7 + pE[z” (log® )]

16



Si X ~ W(u, ) alors Y = uX# ~ £(1). Donc

E[X%(log X)] = Biumy[mogy—logm,
= [T stosy— el dy = - (0(2) ~Tog)
= B,U o ylogy — p)expl—y)ay = B,u og [

ol ¢ est la fonction digamma, avec 1)(2) = 1 — ol y est la constante d’Euler. Par ailleurs,

1
E[pX"(log” X)] = @Ey[Y(log2 Y/u),
1 fe%e] 1 2
= %EY[Y(logQY)]— 2;5”/0 y(logy — p) exp(—y) dy + OEQM,
1 1
= pEr[Y(log®Y)] = =55 (2(1 = 7) ~ logp).

On note C' = Ey[Y (log? Y)] la constante ne dépendant pas des paramétres (u, 3) (qui vaut 72 /6 4 72 — 27).
Alors

(1, B) = o 37 (1=~ —logp)
7 ﬁ (1=~ —logpu) 1;_20 - 1%%# (2(1 —~) —log )

On en déduit donc que det I(u, 8) = 52—1#2 [—(1—=7)%+ (1 + C)] et donc que la mesure de Jeffreys pour la

paramétrisation (u, 8) s’écrit
(1.8) x -
i, B) o< —.
0]

Lorsqu’on effectue le changement de variable (1, 3) = (u, ) défini par n = u~# et f = 3, la mesure de
Jeffreys pour la paramétrisation (7, 3) s’écrit

B
m(n,8) = mn~?,B) [Jac(y ™! (n, B))| o %!JaC(Wl(n,ﬁ))!

avec

o Op _R—B-1 Ou

(') = (3 3 )= (" 28 ).
%8 0 1
"
Donc [Jac(y~*(n, 8))| = Bn~"~" etla mesure de Jeffreys pour la paramétrisation (1, 3) s"écrit donc w2 (1, ) o<
1/n.
Exercice 14 Probleme de Neyman-Scott. On considére le probleme suivant
z; ~ N(p,o0%) pouri=1,....n

oi les x; sont indépendants. Soit 0 = (1, . .., in, ). Calculez le prior de Jeffreys 7 (0) puis ’espérance a
posteriori de 0. Est-ce un estimateur consistant ?

Réponse. La loi jointe des données, qui est aussi la vraisemblance, s’écrit

—-n n )2
flz1,...,z,|0) = Wexp(—z(m’zagz)>' (12)

=1
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La matrice d’information de Fisher s’écrit, dans ce cas régulier, comme

g los @) gl log fel0) . gy log S(410)
[=-F| 5% log f(x|0) 3232 log f(20)
ouxr = (xl,...,xn) etd =n.O0r
32 n 1 " 2
302 log f(x]6) = Gy ;(% — )%,
82
log f(z|0) = 0 sii#j,
OpiOpj
0 1
— 1 = ——
52 Vsl =3
et
2 1
1 0) = —— (@ — ).
Soap o8 @l0) (@i = p)

Avec E[X; — ;] = 0 et B[(X; — 1;)?] = 02, il vient donc

_1_
202

et donc
77(0) o« o "L

Réponse. (suite) En utilisant (12), la loi a posteriori s’écrit sous une forme condensée comme

o 1y
0z, ... 2n) o« o2 1exp<—M;($i—Hi)2>-

En opérant le changement de variable o — o2, on obtient alors
J( 2 -1_J
Q0 (J ‘xlv"'vxn,ﬂla-~'7/1'n) x o m (9|£L’17...,£En),

—2(n+1)

X 0o exp

|
[\
S
S
-
g
=
:‘_/
o
N———

n
et on reconnait le terme général d’une loi inverse gamma ZgG (n, % >o(x; — ui)2> pour la variable aléatoire

2. On déduit du résultat précédent que

1
E[U2|9317~-~,$7J = mg (Ii*ﬁti)z-
i=1

Or, avec X; — p1;|0? ~ N(0,02), par indépendance des X; il vient que 023" | (z; — pi)?|o? ~ x2 et donc
que

1 - no? n—00
Ex |—0— z;— p)?lo?| = —m4m 5 o?)2.
Nom—1) ,Z< i )| 2(n — 1) /
i=1
Ainsi, dans un cadre asymptotique, I’estimateur bayésien E[o?|x1,...,x,] est assimilable 2 un estimateur

fréquentiste non consistant.
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Exercice 15 Exemple industriel. On cherche la distribution de la profondeur X d’un défaut de fabrication
dans une enceinte d’acier difficile d’accés. A partir d’anciennes données mesurées sur des aciers différents, on
suppose connaitre un modéle exponentiel pour X|0 ~ E(0) de densité f(x|0) = 0! exp(—x/0)1x>0. Les
mesures ultrasonores pour estimer la distribution de X sont cependant coftiteuses et ont besoin d’étre calibrées
a priori. D’out les questions posées successivement a un expert en métallurgie :

1. Pouvez-vous préciser la profondeur moyenne 0. d’un défaut de fabrication dans cette coulée ?
2. Pouvez-vous préciser un écart-type o. pour cette profondeur en général ?

(Remarque : la question a l’expert est ici quelque peu idéalisée. Il faut en pratique plutdét passer par des
questions sur X et les connecter a w(0) via la loi prédictive a priori.

Réponse. 1l est pertinent au vu de 1’expertise disponible de : (a) modéliser I’incertitude sur X par la loi
a priori prédictive dans un premier calcul de tenue de cuve; cela implique de calibrer le prior; (b) se servir
de ’amplitude de cette loi pour préciser un domaine ultrasonone ou chercher des défauts (constitution d’un
échantillon de retour d’expérience); (c) mélanger les deux informations pour améliorer la connaissance de X a
posteriori.

1. La solution au probléme du maximum d’entropie sous la contrainte linéaire (et en utilisant 7y(6) o 1

/ or(0)d0 = 0,
0
mene directement a la solution
m(0) o exp(—=A0)
et I’on reconnait le terme général d’une loi exponentielle d’espérance 1/A; = ..

2. On suppose ici que o, est un estimateur de la variance prédictive a priori

VVX]

VE[V[X|0]] + VIE[X]6]],

= EI[#?]+ V4],

V2E[02] — E2[0] = /2E[f?] — 62.

On peut alors maximiser I’entropie sous les contraintes linéaires

/oﬁ(e) do = 6, et /9%(9) do = %(aiwg).
6 6

La loi a priori obtenue est gaussienne :
L. 5 o
6 ~ N|6., 5(‘7@ —62)

et une condition de cohérence de I’expertise vis-a-vis de la modélisation paramétrique X |0 ~ f(x|0) est
d’avoir g, > 6..

Exercice 16 On considere les contraintes suivantes sur une mesure a priori sur 6 > 0 : pour 8 > 0,
E[#°] = 1 (13)
E[logd] = —-. (14)

on vy est la constante d’Euler (~ 0,577). Calculer la mesure de maximum d’entropie 7w(0) relativement a une
mesure ' (0) o 0~1. Quelles sont les conditions pour que cette mesure soit une vraie mesure de probabilité ?
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Indication :si X ~ G(a,b), alors E[log X| = ¢(a) — logb o ¢ est la fonction digamma, dérivée logarith-
mique de la fonction gamma :

et (1) = —.
Réponse. La mesure de maximum d’entropie s’écrit
m(0) o 0 exp (M0 + Aalogh) Ligsoy
ot (A, \2) € IR? sont deux multiplicateurs de Lagrange. Soit :
m(0) o 0 Lexp (—A16%) Ligso).

Si I’on souhaite définir une mesure o—finie sur IR, il nous faut avoir

lim 7(#) = 0
0—r o0
ce qui implique A\; > 0. Dans ce cas,
) = A7 lexp (—Aleﬁ) Lio>0}-
ol la constante d’intégration A est définie par
A = 02 L exp (—M\0°) db.
R+

En opérant le changement de variable v = \,67, il vient
du = Bu(u/r)"YPdo

et

1
A = — / u*?/P L exp (—u) du.
A B

On reconnait dans I’intégrale le terme général d’une loi gamma G(\y/3,1), qui est bien définie (intégrable) si
et seulement si Ay > 0. On en déduit alors que

r (%)
A = v

A2

A B

Réponse.  (suite). On peut alors réécrire la contrainte (13) :

/N

E[f’] = A~! Waﬁ“rlexp(—xleﬁ) do.

En réutilisant le changement de variable § — u, on peut réécrire

5 AT A
E[6 = — u™? exp (—u) du,
0 = S ) e
F(l‘f’)\g/ﬁ))\% _ 1
L(A2/B) ‘
Enfin, on s’intéresse a la contrainte (14) :
Ellogf] = A™! 0*2~11og f exp (—)\196) de.
R+

20



En réutilisant une nouvelle fois le changement de variable § — u, on peut réécrire

A1
Ellogd] = > / u?/P =1 exp (—u) [logu — log Ay| du,
RV
s ()
= ——; " Eg[logu —log A
22,

ol I’espérance [E, est définie par rapport & la loi G(A2/(3, 1). Donc

AT (22
Ellogd] = &[3) [w (i};) — log /\1] ;
BN

_ 1 A2\ _ 0
- 6[“’(5) 10%} B

Une solution triviale est A = 1 et Ay = 3. Dans ce cas, on reconnait pour 7 (#) une loi de Weibull de paramétre
de forme 3 et d’échelle 1.

Exercice 17 Loi inverse Wishart. Soient des observations x1, . . ., x, ~ Np(1, X), de loi jointe

f@,..zn|0=(1,%)) o (det Z>_n/2 exp (_; [n(jn - M)Tz_l(i‘n — )+ tr(z_lsn)]>

avec Sy, = Y1 (x; — Tn)(xi — Tn)T. On suppose prendre a priori

1

ux o~ Ny </~L072>
ng
Y o~ IW(a, V)

la loi de Wishart inverse TV étant définie (sur ['espace des matrices symétriques non indépendantes de rang
d) par la densité

‘V‘a/2

_atd+1 1 _
flx) = W|$| 2 CXp{—2tr(Va: 1)}

ou Iy est la fonction gamma multivariée. Le prior est-il conjugué ? En dimension 1, a quelle loi se réduit-il ?

Réponse. Les lois a posteriori peuvent s’écrire directement sous la forme conditionnelle

noio + NIy, 1
S, 7, ~ N , )
/”" T In p( n0+n 710+TL )

nno

Sl ..,y o~ IW(OH-n,V_l—&-Sn-i- (wn—xo)(asn—xo)T>.

n -+ ng
Elle est donc bien conjuguée et se réduit a un mélange gaussien - inverse gamma en dimension 1.
Exercice 18 Soit X ~ N(6,0) avec 6 > 0.

1. Déterminer la loi a priori de Jeffreys m” (6)

2. Etablir si la loi de X appartient & la famille exponentielle et construire les lois a priori conjuguées sur 6.

3. Utiliser la propriété de linéarité des espérances des familles exponentielles pour relier les hyperpara-
metres des lois conjuguées a l’espérance de 0.

Réponse.
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1. Avec f(z|0) o< 8~ /2 exp (f (‘/E*G)Q), on a donc

26
1 2
log f(z|0) = —ilogﬁ—(x—ﬁ) /20,
1 z?
= —ilogﬁ—%—kx—eﬂ
puis
dlog f(x]0) 1 x?
o0~ wtawe
Plogflel) _ 1 a*
062 B 202 937

Avec E[X] = 6 et E[X?] = V[X] + E?[X] = 6 + 62, I'information de Fisher vaut, puisque la densité
est absolument continue par rapport a § € IR},

9 log f(x[6)
—E|: 892 (9):| 0.6 6_'_@7

1 3
J /
7 (0) 5—&-202.

et donc

. On peut écrire

—0)2
f(z|0) o 67Y%exp (—(2;)> x C(0)h(x)exp (R(F) - T(X))
R(O) = —1/6, T(z) = 2?/2,
he) = exp(s), C(6) = exp(—log(6)/2—6/2)

ce qui correspond a I’écriture canonique des lois exponentielles :
f(@l0) = CO)h(z)exp (R(0) T(X)).

Nous souhaiterions arriver a I’écriture suivante : pour une reparamétrisation z de x et une reparamétrisa-
tion 7 de 6,

Zln ~ [f(z10) = h(z)exp (n-z =4 (n)) (15)
afin de proposer la famille de priors conjugués :

m(n) o exp(n-z0—Y(n))-

Essayons avec la reparamétrisation 7 = 1/6 et z = 2%/2 (on se restreint donc 2 IR™) et on peut alors
écrire

Y(n) = log /000 h(z)exp(n-z) dz

Il faut ici écrire h(z) proprement, puis définir 7(n) puis enfin 7 ().

Exercice 19 Soit © = IN et II,, = U ({0, 1,...,n}) la distribution uniforme discréte sur le compact discret
{0,...,n}. Prouver que {I1,,},, converge q—vaguement vers la mesure de comptage.
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Réponse. On a

1
) = ——1 0).
7 (0) nt 1 {071,...,71}( )
Choisissons a, = n + 1. Alors pour tout 0 € IN, lim,, ;0 @, (0) = limy, 00 L1101, 03 (0) = 1.

Exercice 20 Soir © = IR et I1,, = N(0,n). Prouver que {I1,,},, converge q—vaguement vers la mesure de
Lebesgue.

Réponse. On a

() = \/217'(7’/1 exp (—6%/2n).

et m(f) = 1. Choisissons a,, = v/27n pour n > 0. Alors pour tout § € IN, lim,_,~ a,m,(0) = 1. De plus,
V(n,0), a,m,(0) < 2. On utilise ensuite la proposition 6.

Proposition 6 Soient i et 1, des mesures a priori sur ©. Supposons que :
1. il existe un suite de réels positifs {ay, }, tel que la suite {a, iy, }r converge ponctuellement vers yu;

2. pour tout ensemble compact K, il existe un scalaire M et N € IN tels que, pour tout n > N,

Sup ap pin,(0) < M.
0K

Alors { i, }n, converge qg—vaguement vers .
Exercice 21 Soit X > 0 une variable suivant la loi de Weibull de densité
f(@]0 = (1, B)) = pBx" " exp (—pa”)

avec (u, 8) > 0. On définit le prior w(u, 5) = 7(p|B)w(5) tel que
plp ~ G (1/n,x§ [(1 —a)™"— 1]—1) 7
6 ~ g(1/n1/mB).

Ici, les hyperparametres {n, a, x, B } peuvent étre interprétés comme suit :
* n=1/m > 0oim ale sens d’une taille d’échantillon virtuel de Weibull ;

® Pour tout choix de (m, B), T, est le quantile a priori prédictif de seuil o :

P(X <zy) = /@P(X < x|0)m(0) dO = «.

o Bestun hyperparametre dit de calage (fitting parameter) qui reflete une hypothese de vieillissement.

Alors ce prior converge q—vaguement vers le prior de Berger-Bernardo du modéle de Weibull.

Réponse. Le prior de reference de Berger-Bernardo pour la paramétrisation (u, 8) € © est " (i, 8)
(u3%)~! [2]. Fondée sur le théoréme de convergence dominée, la proposition 2.15 de Bioche et Druilhet [1]
fournit les deux conditions suivantes pour prouver la convergence g—vague :

(i) il existe une suite de nombres réels positifs {ay, }, telle que la suite {a, 7, },, converge ponctuellement vers

7

(ii) 1l existe une fonction continue g : © — IR et N € IN telle que, pour tout n. > N et 0, a,m,(0) < g(0).
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Notons alors b, (n, 3) = 22[(1 — a)~1/™ — 1]~1. Choisissons

an = T*(A/m)(nB)V™ [(1—a)™ —1]"". (16)
Alors V(p, 8) € IR™™,
anTn(tt, ) = ho(p, B)7" (1, B)

avec
ha(p, B) = ad/"ut "B exp (—pba(n, B)) exp <BB) .
n
11 est clair que pour tout couple possible (i, 3) € IRY*, hy, (1, 3) converge ponctuellement vers 1 quand n —

00, car by (n, 8) — 0 et tous les autres termes exponentiels et termes de puissance dans h,,(p, ) convergent
trivialement vers 1. Donc (i) est vraie. De plus, V(u, 3) € IRT*,

a”ﬂ—n(uvﬂ) < (E'B/n 1/"_1ﬁl/n—1’
< 28 (pB) "' max(1, u) max(1, B)

pourvu que x, > 1, ce qui n’est pas une hypotheses restrictive par invariance d’échelle de la loi de Weibull.
Ceci prouve (ii). On note qu’aucune contrainte de différentialilité n’est requise.

3.2 Démonstrations

Théoréeme 6 Propriété d’invariance du prior de Jeffreys. Soit my(0) le prior de Jeffreys pour la paramétri-
sation 0, et soit n = g(0) n’importe quelle reparamétrisation bijective de 0. Alors

m(n) det I(n).

Le prior de Jeffreys vérifie donc le principe d’invariance (intrinseque) proposé par la Définition 1 pour n’im-
porte quelle reparamétrisation.

Définition 1 Principe d’invariance par reparamétrisation. Si on passe de 6 a 1 = g(0) par une bijection g,
Uinformation a priori reste inexistante et ne devrait pas étre modifiée.

Preuve. On propose une preuve pour dim © = 1. On pose i = g(#). On rappelle que

14(0)) = Eyo (afwlogmgw) ]
= Egyqp ( log f(z[g(0 ) ] ( )
= Egq ( log f(x|0 1 car g est bijective,
1 1
= I(0 =
( )(9’(9))2 1o

(89)2'

On en déduit, en utilisant la regle du changement de variable,

) = Tolg <>)\dt

R
93

R
=
3

S
3

Q

>

o< I(n)

(dans ce cas unidimensionnel det I(6) = I(6)).
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Théoreme 7 Prior par maximum d’entropie. Le probléeme

“g — m(0)
™(0) = argglez%(—/ew(ﬂ) log @) de

dans I’ensemble P des mesures positives, sous M contraintes linéaires

/gi(9)7r(9)d9 — e, i=1,...,M,
(€]

a pour solution unique presque partout

M
m(0) oc mo(0)exp <Z>\i9¢(9)>
i=1

ou les \; sont des réels.

Preuve. Dans ce cadre fonctionnel, on définit le probleme global d’optimisation

7 (0) = argrgleagﬁw

ol L(7) est le Lagrangien défini par

M
L(r) = —/@w(ﬁ)log (i’)) d@—;Ai/egi(e)W(a) g +C

™
7T0(
et ou les \; sont des réels, nommés multiplicateurs de Lagrange, et C' est une constante. L”optimum 7, s’il
existe dans P, est défini comme une solution du probléme variationnel

AL ()

or =0

ou la différentielle fonctionnelle % (ici grossierement écrite) doit étre redéfinie. On remarque que I’appli-
cation m — L(m) est convexe, ce qui implique I’existence d’un optimum unique. On introduit une direction h
(une densité) sur © suffisamment intégrable (L?) et € € IR; alors la différentielle de L(7) dans la direction h
est définie par

Vil(m) = EleO % {L(m +eh) — L(m)},
= lim 1 {/ (m(0) + €h(8)) (log [7(0) + €h(6)] —logm()) dO
e— 0 € e

_ /@ 7(0) log ;@)} - ﬁA /@ 9:(0)h(9) do,

~ lim 1{ /@ (2(8) + eh(6) <1og {1—&-6}1(9)} —10g7r0(9)> a0

>0 € m(6)

M
+ /O (6) log 70(6) d9}+ /O h(o)logn(6) do — 3 A /O i (O)h(6) dob,

i=1

= iml T € ch(6) oo
=t [ 0) + ) [ L0+ k) - 0gma(0)] ao

+ /@ 7(6) log 70(6) de} 4 /@ h(6) log 7(6) df

-3 /@ g: ()1 (0) do,




en faisant un développement limité a I’ordre 1, ot k(6) est une fonction dominée par h(6), telle que h(6)k(6)
et(h?(0)/m(0))(1 + k(0)) soient intégrables sur ©. Alors

Vol(r) = lim U@h(@)(1+k(a))da+e/

e— 0 re)

M
P /@ G:(0)h(0) do.

Preuve. (suite) Avec |, o 1(0) df = 1, on en déduit donc que 7* est tel que (au premier ordre variationnel)

™0 .\
/@h(e)log ) o = ;m/@gi(ﬂ)h(f)HD

7T0(

h(9) m(6)
0 (1+k(0)) do + /@ h(0)log o0

db

ou D est une constante indépendante de h, pour toute direction h respectant les conditions d’intégrabilité.
On en déduit que

/h(e) 1og”*(9)—§:xg-(9)—p o = 0
S mo(6) P s

et en reconnaissant un produit scalaire < h,g >= 0 pour tout h (en supposant que O est un borélien sur R?
avec d < oo et des conditions de bornitude), on a que

7(6) M
= Aig;(0) + D presque partout.
o0 ; 9:(0) presque p

log

On en déduit I’expression

M
m*(0) o mo(0)exp (Z /\igi(‘9)> .

Proposition 7 Le minimiseur de la perte pondérée
M

() = argmin Z w; K L(mw, ;)

i=1
est I’a priori opérant la fusion logarithmique.

Preuve. Soit {7; };=1,... s un ensemble de lois a priori sur ©. On pose

M
() = argminZwiKL(w,m)

i=1
avec Zf\il wi=1let0<w; <1Vi=1,..., M. Alors, sous réserve que

M
A = /wai(e)de < o0,
© =1

on a

() = argngrinZwi/eﬂ(H)log 77:2((%)) e,

M
= argmin/ 7(0) <log7r(9) —log A1 Hﬂ';" 0) — A) do,
T Je i=1
M
= argmin {KL <7r||A_1 Hﬁ‘“()) - A} )

i=1

M
= argmin KL <7T||A—1 11 ﬁi(.)) :

i=1
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et on en déduit que
M
i (0) = AT [[x0).
i=1

3.3 TP : Un exemple complet dans un cadre de fiabilité industrielle

Soit X la durée de vie d’'un composant ., supposé tomber uniquement en panne par hasard. Le taux de
défaillance A de X est donc constant, ce qui implique X ~ £(\). Il est courant de disposer d’un expert indus-
triel familier de A, avec qui le dialogue suivant peut étre engagé. "Considérons une décision de management
(remplacement) établie sur une valeur donnée \ (différente de la vraie valeur inconnue \)

Pour un coiit similaire |\ — )|, il y a 2 conséquences possibles au remplacement :
* soit C le cofit positif moyen d’étre trop optimiste (d’avoir A < \);
* soit C le cofit positif moyen d’étre trop pessimiste (d’avoir A > ).
* Pouvez-vous donner un estimé ¢ du rapport des cofits moyens § = Cy/C1"?

L’axiome de rationalité dit que si I’expert n’est pas averse au risque, alors

A = arg min/ |z — Al (C11z<ny + Colgzsay) m(A) dA
x 0 -
fonction de collt intégrée sur toutes les valeurs possibles a priori du vrai A
1l s’ensuit que /5\ dii(\) = HOA<)) = _ G
awe ) Cr+Cy

L’interprétation de la réponse de 1’expert est que 1/(1 + 5) est un estimé du quantile a priori d’ordre o =

C1/(Cy 4 Cs). Avec P(A < ) = 01%02 =aq,ona:

« tant que les coits sont équilibrés, un expert de plus en plus optimiste fournira un A de plus en plus petit,
car la durée moyenne avant la prochaine défaillance est

E[X[\] — %

« cependant I’expert s’exprime plutdt sur les cofits lorsqu’on lui fournit une valeur représentative de \ :

* plus ’expert est optimiste, plus le colit C'y d’étre optimiste (selon lui) est petit, donc « grandit vers
1et

E[X] = E[E[X|A] = E[1/)\] augmente.
* plus I’expert est pessimiste, plus le cofit C d’étre optimiste augmente, donc « tombe vers 0 et
E[X] = E[1/)\ diminue.

Quelle choix de loi a priori pouvons-nous proposer au décideur ?
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Réponse. On raisonne par données virtuelles :

* L’a priori non-informatif de Jeffreys est utilisé pour modéliser I’absence d’expertise et la simple connais-
sance du modele

mo(A) o AL (parametre d’échelle).

* L’information apportée par 1’expert est assimilée a celle apportée par un échantillon i.i.d.

Xm ~ E(N).

¢ Un “bon" prior informatif pour A est donc () = 7o (A|Xm ), soit

A~ g(m7 m)_(m)'

2
Donc 2mx,, A ~ G(m,1/2) = X%m’ d’ou x,, = M. Le décideur peut fixer arbitraitement m selon la

m
confiance qu’il a en I’expert (ou mettre un a priori hiérarchique dessus). De plus, 1’a priori est conjugué :
sachant des durées de vie observées x,, = (21, ..., %, ), laloi a posteriori de \ est

Mxn ~ G m+n, sz —l—anl

L’ingénieur s’intéresse alors a la probabilité prédictive que 3 tombe en panne avant la prochaine visite au temps
Lo

m—+n
To

sz(a)+nle
=1

P(X <z = /OOOP(X<xo|/\)7r()\|xn)d)\:1—1/ 1+

puis il peut introduire une fonction de cofit, etc. pour prendre une décision. Les figures suivantes (1 a 3) illustrent
ainsi différents comportements a posteriori, lorsqu’on simule 10 données selon £()\g) avec Ao = 1/10.

En fait, plus habituellement, 1’expert préfere exprimer son opinion guantitative sur la durée de vie X (=
variable d’ancrage) que sur A, car X est observable. Dans ce cas, il est assimilé a un fournisseur d’estimé du

quantile prédictif a priori T :
/f(x) de = // f(z|0)m(0) do = «
0 o Je

Cette interprétation est la plus acceptée en général dans la communauté statistique bayésienne, c’est pourquoi
les statisticiens fiabilistes préferent poser des questions comme :

Sachant les temps x et x1 > xg, 2 a 1 — « fois plus de chance de ne pas tomber en panne apres xy qu’apres 1.

Quelle est votre évaluation de 1 — a ?
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FIGURE | —m = 1, A = 1/5, a = 50% (expert peu informatif et pessimiste).
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FIGURE 2 —m = 10, A = 1/5, a = 50% (expert trés informatif et pessimiste).
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4 Corrigés et preuves ''Calcul bayésien"

4.1 Exercices
Exercice 22 On suppose X ~ N(0,1) et on suppose connaitre un échantillon x,, composé de :
® quelques observations 1, ..., T, _1 supposées iid.

® une pseudo-observation y qui est un cas-limite masquant (censurant) une observation x,, qui aurait dil
étre faite : y < x,,

A priori, on suppose 0 ~ N (u, 1). Pouvez-vous produire un algorithme d’AR qui génére des réalisations de la
loi a posteriori de 0 ?

Réponse. La vraisemblance s’écrit

Jxal6) o< exp (—iim—e)?) -2y —0)
k=1

terme dii a la censure
= P(X >uy)

terme régulier

L’a posteriori sur 6 s’écrit alors
1 n—1 2
- n
m(0)xn) o 7(0|xn) = exp -3 l@ - (,u + ’; xk>1 {1-®(y—10)}.

On remarque que si y = x,,, on aurait un modele conjugué et 7(6|xy,) serait une loi normale. Il semble donc
pertinent de proposer, comme choix de loi instrumentale,

p(0) =N (711 <,u+ank> ,1/n> .
k=1

Puisque 1 — ®(y —6) < 1,ona

T(Olxn) < ﬁ~{1—@(y—9)}-p(9)-

——
K

On peut donc mettre en oeuvre 1’algorithme comme suit : on accepte 6; si U; < 1—®(y—6;). Le nombre moyen
d’appels nécessaires a p(#) varie proportionnellement a 1/+/n, donc plus I’échantillon de données grandit, plus
I’algorithme est efficace. Si cependant, on fait le choix p(#) = 7(6), alors

K = mexp(; [nilzl’k#] (1\/ﬁ)>
k

Voir la figure 4 pour une illustration de la mise en oeuvre de cet algorithme.
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Proportion d'acceptation des

- apriori
— = instrumentale
—— aposteriori

7 —¥— donnees iid
—o— censure
e
7 i
@
§
<
o
a4
i o |
S
T T T T T T T 1 T T T T 1
0 100 200 300 400 500 800 700 2 -1 0 1 2
nombre diterations theta
Proportion d'acceptation des
=
3
s - apriori
w — - instrumentale
=7 —— a posteriori
—— donnees iid
o —o— censure
g
s
e
=
o @
ch §
|
5
E
s
3 g
r T T T T 1 T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 2 -1 0 1 2
nombre diterations theta

FIGURE 4 — Essai de simulation par AR en utilisant (en haut) une loi instrumentale “proche" du vrai posterior;
(en bas) le prior comme loi instrumentale.
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Exercice 23 Soit un échantillon de loi gamma x4, ..., x, ud G(a,0) on a est connu. On suppose 7w(0) =

G(c, d). Produisez une méthode par AR pour simuler la loi a posteriori w(0|x1,,x,) et vérifiez que les tirages
obtenus sont bien issus de cette loi, par ailleurs explicite.

Réponse. 1l est aisé de vérifier qu’on connait parfaitement la loi a posteriori de 0 :

Olz1,...,xn ~ G (c—l—an,d—&—Zmi) .

i=1

On peut donc vérifier I’accord entre un échantillon iid simulé par AR et cette loi, via des tests statistiques
classiques comme Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von Mises ou Anderson-Darling. Pour construire cet algo-
rithme d’ AR, faisons par exemple le choix d’une loi instrumentale lognormale (qui est bien & support positif,
carf > 0):

1 1 2
9 = — —— (n—1log)*).
p(0|p, o) 90\/%6}@( 5,2 (1~ log )>
Il vient alors
Z1,...,2,|0)7(0 V2rof<t exp (—0(d+ i @
(6l 0) = f (a1 (9)| )m(0) ! (—6( 22,1 )
p exp (*ﬁ (1 —log#) )
et
0 c+an - 1
59 0grln.o) = —5 —<d+;xi>—029(u—log(9))7
D logn(bl0) = o (et an) + (14— log(6)
902 ogk(O|lu,0) = 02 c+an > u— log .

Notons 0g(p, o) = exp(—(c + an) + (1 + p)/0?). Si 0 < 6 < 6, alors % log k(0|p, o) est croissante. Si
6 > 0o, elle est décroissante vers —(d + >, x;) < 0. Pour permettre a x(6|y, o) d’étre maximisable sur
6 > 0, il faut donc que

%logﬁ;(%(u,a)\u,a) =-— <d+;$i> +1/0%09 > 0.

Sous cette contrainte, on peut résoudre numériquement en 8 = 6 (i, o) > 0o(u, o) I’équation % log k(0|p,0) =
0, et 61 (¢, o) maximise alors x(0|u, o). Dans ce cas, on peut définir

K = argmink(01(p,0)|p, o).
1o

et mettre en place 1’algorithme AR.

Exercice 24 Considérons une fonction d’intérét h(0) que U'on cherche a résumer par un estimateur calculé
sous un coiit quadratique; il s’agit donc de I’espérance a posteriori

h = Bah(0)|e,. .. n] = / WO)e (O], .., ) dO (17)

e
que ’on suppose pouvoir estimer simplement, de facon consistante, par Monte Carlo. Supposons vouloir mo-
difier le prior : w(0) — 7'(0), sans modifier le support, mais de facon a ce que la nouvelle loi a posteriori ne

soit plus directement simulable. Peut-on (et sous quelles conditions) ne pas faire de calcul supplémentaire pour
simuler le nouveau posterior @ (01, ...,2,)?
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Réponse. On considére donc une fonction d’intérét h(6) que 1’on cherche a résumer par son espérance a
posteriori

h = E;[h()|z1,...,2,] = /@h(@)ﬂ(0|x1,...,xn) do (18)

que I’on suppose pouvoir estimer simplement, de fagon consistante, par Monte Carlo :
M
~ y. d
h]u = M ; h(91> avec 91' £ 7T(9|.T1, . 7-7771)

Supposons vouloir modifier le prior : w(6) — 7’(6), sans modifier le support, mais de fagon a ce que la nouvelle
loi a posteriori ne soit plus directement simulable. En supposant que 7(6|z1, ..., z,) > 0 pour tout § € O, on
peut néanmoins recalculer facilement le nouvel estimateur de Bayes :

W = Ep[h(9)|z1,..., 2,

/ h(O)' 0]z, ..., x,) db,
o

/w(@i)h(e)w(ﬂxl,...,xn) i
(S]

avec
/
o) = TORLw) o
7T(9|I1, ,In)
ol
~% Tr/(ei)
T (W(ei )’
C = mw(xla 73371)
mTr’(xlv ;mn)

Le calcul de la constante de proportionnalité C' nécessiterait usuellement de disposer de deux échantillons a
posteriori. On peut cependant s’en passer en remarquant que d’apres la loi forte des grands nombres,

M
1 2 ~ % p.s. 1

et on en déduit donc qu’un estimateur IS consistant de h’, qui réutilise les calculs faits pour I’estimateur b
sans coit calculatoire additionnel, est

1 M
" _ E Ak )
k=1
avec
ok
w:
A K _ 3
Wi T
~ ok
2. Wj
Jj=1

Notons que ce faisant, on crée de la corrélation entre les deux estimateurs de h.

Exercice 25 Soit X la variable “débit maximal de riviere". Elle est supposée suivre une loi des extrémes

(Gumbel) de densité
f(@]f) = Awexp(—Az)exp(—pexp(—Az)).

avec 0 = (u, ).
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Histogramme / densité de Gumbel estimée
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Considérons n observations Xy, = (1, . .., Ty) supposées iid selon cette distribution.
1. Comment s’écrit la vraisemblance ?
2. On considere 'a priori w(p, ) = w(u|\)mw(A) avec

A~ G(mym/A)

—1
et by (N) = [04_1/7” - 1} exp(—Axe,q).. Ces hyperparametres ont le sens suivant :

® . o = quantile prédictif a priori d’ordre o :
P(X <Zewn) = /P(X < Zeyalphs A) T, A) dpdh = «;

* m = taille d’échantillon fictif, associée a la “force" de la connaissance a priori ¢ o ;

® 1/)\. = moyenne de cet échantillon fictif.

Pouvez-vous produire un algorithme de type MCMC qui permette de générer une loi jointe a posteriori
pour (pi, A) ?

n _ n
Réponse. Enposant Z,, = + 3 z; et bk, (A) = Y exp (—Ax;), la vraisemblance s écrit alors
i=1 i=1
f(xn) = A'p"exp(=Ani,) exp{—pbx, (A)}.
En conséquence, la loi a posteriori s’obtient sous la forme hiérarchisée suivante :

7 (i Nxa) = (] %) 7 (Alxa)
A xn ~ G (mA+n,by(X) + bx, (X))
et

T(Axn) = YA -G(m+n,m/A +ni,)
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(b (N) + b, (W)™

¥(A)

La loi a priori est donc semi-conjuguée, et il suffit de simuler A\ a posteriori pour obtenir un tirage joint a
posteriori de (1, A). On trace ci-dessous quelques graphiques typiquement obtenus. Plusieurs choix de lois
instrumentales pour p(A|A~1)) peuvent étre faits. On peut notamment proposer

* laloi a priori w(\);
* une loi qui “semble proche" : G (m + n,m/Ae + nZy,);

* une loi normale de moyenne A1) et de coefficient de variation petit (5%) ou grand (25 ou 50%).

densité a priori lambda (noire) / densité instrumentale (rouge) densité a posteriori (lambda) / coeff.multiplicatif pres

1000
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800
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6e-139

600
I

4e-139

2e-139
I
-

2 / \
o4 3 -
T T T T T < T T T T T
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004
lambda lambda
parcours chaines MCMC (lambda) parcours chaines MCMC (lambda)

0.0015 0.0020
I I
0.0015 0.0020
I I

lambda
0.0010
I
lambda
0.0010
I

0.0005
I
0.0005

g g
S T T T T T T 4 T T T T T T
o 20 40 60 80 100 o 100 200 300 400 500
nb.iterations nb.iterations

Exercice 26 (Retour a I’exercice 22).. On suppose de nouveau connaitre un échantillon x, ~ N(0,1) com-
posé de quelques observations x1, ..., T, _1 supposées iid de loi N'(0,1), et d’une pseudo-observation y qui
est un cas-limite masquant (censurant) une observation x.,, qui aurait dii étre faite : y < x,. On considere
toujours 0 ~ N (u, 1) a priori. Pouvez-vous produire un algorithme d’échantillonnage par Gibbs qui génére
des réalisations de la loi a posteriori de 0 ?

Réponse. Si on connaissait z,,, le modele bayésien serait conjugué et
1 n
-1
i

On considere alors la donnée manquante z,, comme un parametre inconnu et aléatoire. Sachant 4 et x,,, on peut
montrer par la regle de Bayes que la loi de la variable aléatoire manquante X,, est la normale tronquée

N(0,1) 1z, >4
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En effet, la fonction de répartition de X, est conditionnelle : P(X,, < x|X,, > y). Par la regle de Bayes

P(Xp<zNX,>y) _ Ply<X,<z)
P(X, <z[X,>y) = P(X, > y) T PX,>y)

Le dénominateur est une constante (indépendante de ). Donc
P(X, <z|X,>y) « / fx@w)du = / Ix(u)lgy<yy du
Yy — 00

ou fx estladensité d’un X non-contraint (ici gaussienne). On en déduit que la densité de X, est

f(x)l{ygw}
ffooo f(w)Lgy<uy du’

fx.(x) =

L’algorithme de Gibbs a mettre en oeuvre est donc le suivant :
e On part d’une valeur 6O
e ITtération 1>1

1. on simule z ~N (0D 1) Ty sy

n—1 .
5ot al?) (1))

i=1

2. on simule 0 ~ N <71L <M+
Exercice 27 Modéele a effets aléatoires autour d’une constante (Hobert-Casella). Pour i = 1,...,1 et
j=1,...,J, on considere

rij = [Huite;

o u; ~ N(0,0?) et €5 ~ N (0, 72). Ce type de modeéle permet de représenter la distribution d’une caractéris-
tique au sein d’une population, on B est une tendance moyenne, u; correspond a une variation d’un groupe et
€i; & une variation au sein d’un sous-groupe. On suppose choisir

7(B,0%,7%) (prior de Jeffreys).

o212

On note x13 I’échantillon des données observées, T; la moyenne sur les j. On note uy l’échantillon manquant
des uy,...,uy (reconstitué dans l’inférence).

1. Calculer les lois conditionnelles a posteriori de
2 2
Ui|XIJvﬁa a,T

2 2
5|X1Ja0 , T, ur

2 2
o°|x13, B, 77, ur

2 2
7|x13, 8,07, ur

Ces lois sont-elles bien définies ?

2. Donner une formule (& un coefficient proportionnel prés) pour la loi a posteriori jointe 7w(o?, 72|x13).
Comment se comporte-t-telle au voisinage de o = 0, pour 7 # 0 ? Que pouvez-vous en déduire ?

3. Mettre en place un algorithme de Gibbs permettant d’inférer sur (3,02, 72). Que pouvez-vous dire sur la
convergence des chaines MCMC ?
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4.2 Démonstrations

Algorithme d’acceptation-rejet (AR).

1. simulation indirecte : soit 6; ~ p(-)
2. test
e soit U; ~U[0,1]

f (Xnl0i)m(6:)

e si UZS
Kp(6:)

alors #; suit la loi 7(0|xn)

Preuve. Soit 0 la variable aléatoire dont les tirages sont acceptées par le test. Alors, en définissant P la
mesure de probabilité usuelle sur [0, 1], et IT la mesure de probabilité produit sur © x [0, 1], d’apres la formule
de Bayes,

7 (i f(xal0)7(0)
f xnl9)7r(9)) o (9 =y, Us R )
i (U < f(xn|9)7r(9)) ’

1 f(xn|0)m™
A it K|p9()9 O qup() do

F(xn0)w(0) ’

S22 o T dup(6) do
[? . f(xal0)7(6) df
K [ 4 f(xal0)7(0) d6’
I1(6 < y|xn)-

Théoréme 8 Importance sampling optimal. Soit I’estimateur de la fonction d’intérét h(0) € IR par IS :

M
= %ZW;?;SC)M&) — EL[h(0]X] p.s.

5 iid . Lo . o g
ot les 0; % p(0). Alors le choix de p qui minimise la variance de Iestimateur hy est

|1(0) | (01X)
Jo IR(0)|m(6]X) db-

pr(0) =

Preuve. On note d’abord que

w5 - [ - (= [N

et que le second terme ne dépend pas de p. Il suffit donc de minimiser le premier terme. D’apres I'inégalité de

Jensen, on a donc,
(= [*55])

(o)

qui est une borne inférieure indépendante de p, qui est atteinte en p*.

g

Y]

37




Références

[1] C. Bioche and P. Druilhet. Approximation of improper priors. Bernoulli, 22(3) :1709-1728, 2016.

[2] N. Bousquet. Diagnostics of prior-data agreement in applied Bayesian analysis. Journal of Applied Statis-
tics, 35 :1011-1029, 2008.

[3] C.P. Robert. The Bayesian Choice : From Decision-Theoretic Foundations to Computational Implementa-
tion (2nd edition). Springer, 2007.

38



