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Exponentielles de matrices

1. Soient A =

(
0 1
0 0

)
et B =

(
0 0
1 0

)
.

� Calculez AB et BA.
� Calculez exp(A) exp(B), exp(B) exp(A) et exp(A+B).

On suppose maintenant que A et B sont deux matrices carrées de taille n qui commutent
(i.e. telles que AB = BA). Montrer qu'alors exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A) = exp(A+
B). Indication : on rappelle que si A et B commutent, on peut appliquer la formule du
binôme de Newton :

(A+B)p =

p∑
k=0

(
p

k

)
AkBp−k.

2. Pour λ ∈ C et k ∈ N∗ on appelle Jk(λ) le bloc de Jordan de taille k

Jk(λ) =


λ 1 0 · · · 0

0 λ 1
. . .

...
...

. . . λ
. . . 0

... 0
. . . . . . 1

0 · · · · · · 0 λ


a) Calculez les puissances de Jk(0).

b) Calculez exp(tJk(0))

c) En remarquant que Jk(λ) = λIk + Jk(0), en déduire exp(tJk(λ)).

3. Calculer les exponentielles des matrices suivantes :

A =

a 0 0
0 b 0
0 0 c

 , B =

(
0 −1
1 0

)
, C =

1 −1 −3
2 2 2
1 −1 −3


D =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , E =

a b c
c a b
b c a

 .
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4. Soit E le sous ensemble deM2(R) dé�ni par

E = {
(
a −b
b a

)
; (a, b) ∈ R2}.

Montrer que E est une R-algèbre isomorphe à C. En déduire une expression pour

exp

(
a −b
b a

)
.

5. Soit M ∈ Mn(R) pour n ≥ 1. On pose pour tout t, A(t) = (t2 + 1)M . Montrer que
pour tout x0 ∈ Rn, l'équation di�érentielle

X ′ = A(t)X (1)

d'ínconnue X : R ↔ Rn admet une unique solution valant x0 en t = 0. Véri�er que
l'ensemble de toutes les solutions de (1) forme un espace vectoriel dont on donnera la
dimension.
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