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Exercice 1 : On considère l’équation différentielle suivante :

ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = 0 (E0)

où (a, b, c) ∈ R3 ou C3. Le but de l’exercice est de déterminer les solutions
de l’équation (E0).

1) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que y : t 7−→ eλt où
λ ∈ C soit solution de l’équation (E0).

2) Soit P : λ 7−→ aλ2 + bλ + c. On suppose que le discriminant ∆ de P
est non nul. Montrer que l’ensemble des solutions de (E0) est un C-espace
vectoriel de dimension 2 dont on donnera une base. Même question si ∆ = 0.

3) Supposons que (a, b, c) ∈ R3, montrer que des solutions de (E0) forment
un R-espace vectoriel de dimension 2 dont on donnera une base suivant que
∆ soit positif, nul ou négatif.

4) Application : Résoudre les équations suivantes :

a) y′′ − y = 0.
b) y′′ − 2y′ + y = 0.
c) y′′ + y′ + y = 0.
d) y′′ + 2y′ + y = 0.

Exercice 2 : On considère l’équation :

ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = P (t)emt (E1)

où P est un polynôme et m ∈ C. L’ensemble des solutions de ( E1 ) est
un espace affine de dimension 2, donc s’écrit comme somme de l’espace des
solutions homogènes qui correspond à la direction de l’espace des solutions
et d’une solution particulière, correspondant au point par lequel passe l’es-
pace affine des solutions. On cherche à déterminer une solution particulière
de ( E1 ).
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1) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction y :
t 7−→ Q(t)emt soit une solution de ( E1 ).

2) En déduire la forme de la solution particulière de ( E1 ) en fonction du
degré du polynôme P.

3) Application : Résoudre les équations suivantes :

a) y′′ + y = tet.
b) y′′ − 2y′ + y = (t2 + 1)et.
c) y′′ + y = cos(t).
d) y′′ − 4y′ + y = sin(t) + cos(t).
e) y′′ + 2y′ + y = e−t.
f) y′′ + 4y′ + y = cos(t)e−t.

Exercice 3 (variation de la constante) : On souhaite résoudre l’équa-
tion suivante : 

y′′ − 2y′ + y = et.

y(−1) = 0
y′(−1) = 1

(E)

1) Donner une base {y1, y2} des solutions de l’équation homogène associée à
(E).

2) On pose y(t) := λ(t)y1(t)+µ(t)y2(t). On considère la matrice Φ(t) appelée
matrice fondamentale définie par :

Φ(t) :=
(
y1(t) y2(t)
y′1(t) y′2(t)

)
et

C(t) :=
(
λ(t)
µ(t)

)
a) Écrire (E) sous la forme d’une équation du premier ordre Y ′(t) = AY (t)+
B(t).

b) Posons Y (t) := Φ(t)C(t). Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que Y soit solution de Y ′(t) = AY (t) +B(t).

c) En déduire λ(t) et µ(t) puis l’expression de la solution du problème de
Cauchy (E).
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