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INTRODUCTION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES UE 2M110

Feuille de TD n°5

Rappelons I’équation de Lotka-Volterra :
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ou les constantes A, B, C' et D sont strictement positives et les fonctions r et
s décrivent 1’évolution au cours du temps de la population de requins et de
sardines respectivement.

(A — Br)

r(Cs — D) (E)

On considére la fonction H définie sur R? par :

H(s,r) =Cs — Dln(s) + Br — Aln(r). (1)

1) Montrer que si t € I — (s(t),r(t)) est solution de (E) alors H(s(t),r(t))
est constante comme fonction du temps ¢. En déduire que les solutions de
(E) sont portées par les lignes de niveau de la fonction H.

On veut prouver que les solutions de (E) sont définies sur R tout entier.
On notera (s(to),7(tg)) = (S0, 70) O tg € 1.

2) a) Montrer que si sg > 0 et 7o = 0 alors (F) admet une unique solu-
tion a calculer définie sur R.

b) Méme question si s = 0 et g > 0, et si so = ro = 0.

¢) Supposons que sg > 0 et 79 > 0, en utilisant le théoreme des valeurs in-
termédiaires et le théoreme de Cauchy-Lipschitz, prouver que s(t) > 0 ( le
méme raisonnement est analogue pour r(t)).

On admettra le résultat suivant : Soit y :]c,d[— R™ 'unique solution de
I'équation y' = f(t,y) ou f :]a,b[xR™ — R™ est supposée lipschitzienne par
rapport a y. Si d < b alors lim;_,q ||y(t)|| + oc.

3) Il reste a étudier le cas s > 0 et 79 > 0. On considere la fonction
Gap(u) :== au — bln(u). Montrer que cette fonction est minorée sur |0, +o00].
En déduire en utilisant la premieére question que la fonction s est bornée (le
méme raisonnement s’applique pour r) puis conclure que I = R.
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Pour terminer, on veut prouver que les solutions de (FE) sont périodiques,
pour cela, on se propose de démontrer le résultat suivant : on considere
I’équation y' = f(y) ou f est lipschitzienne par rapport a y, on suppose que
la trajectoire 2 := {y(t) | t € R} est compacte, alors y est périodique.

4) On suppose qu’on a deux solutions maximales ( i.e définies sur leur do-
maine de définition maximal, donc non prolongeables) y; et y, (pour des
conditions initiales différentes) définies respectivement sur Ja,b[ et ]e, d[ tel
qu’il existe (t1,t2) €la,b[x]c, d| tel que y;(t1) = y2(ta).

a) En considérant la fonction z(t) := y;(t — t2 + 1), montrer que z = yo puis
en déduire que les trajectoires de y; et ys sont les mémes.

b) Soit y solution maximale de ¢y = f(y) définie sur un intervalle ]a, b[, on
suppose qu'il existe to > t; tel que y(t;) = y(t2). En utilisant la question
précédente, montrer que |a, b[= R et que y est périodique.

5) a) En supposant que € est réduit & un point, prouver que y est pério-
dique.

b) Si Q n’est pas réduit & un point, montrer que la trajectoire ne peut pas
contenir de points stationnaires et que y est définie sur R tout entier.

¢) Prouver que y ne peut étre injective (indication : penser au théoréme
d’inversion globale), puis en déduire en utilisant la question 4 que y est pé-
riodique.

d) En déduire que les solutions de (£) sont périodiques.

6) Tracer le portrait de phase.



