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Chapitre 1

Rappels de théorie des
probabilités

Dans ce cours nous supposerons connues les bases du calcul des probabi-
lités comme elles sont présentées dans le polycopié du cours LM345.

Espaces probabilisés, variables aléatoires, lois Un espace probabilisé
est la donnée

- d’un espace () que l'on appelle l’espace des états. Quand on modélise une
situation physique €2 est 'ensemble des états du systéme que 'on considére.
Bien souvent cet espace gigantesque est inaccessible a ’expérience ;

- d’un sous-ensemble B de P(2) qui est [’ensemble des événements. Dans une
situation concréte c’est ’ensemble de tous les résultats d’expériences que
I'on peut effectuer sur le systéme. En théorie des probabilités cet ensemble
B est une tribu (on dit aussi une o-algébre) : c’est un sous ensemble de
I’ensemble des parties de €2 qui contient ’ensemble vide, est stable par passage
au complémentaire et par unions (donc intersections) dénombrables ;

- d’une probabilité P : pour tout événement A € B le réel P(A) est le degré
de vraisemblance de ’événement A; c’est un nombre compris entre 0 et 1.
Mathématiquement, une probabilité est une application P : B — [0, 1] telle
que P(Q) = 1 et pour toute famille dénombrable d’événements disjoints deux
a deux A; € B, P(UienA;) = >, on P(A)).

On dit qu’une propriété P est vraie P-presque partout sur €2 si elle est vraie
pour un ensemble de w € Q dont le complémentaire est (inclus dans) un
ensemble de probabilité nulle.

Mentionnons le lemme utile suivant dit de Borel Cantelli : Si Ay,..., A,, ...
est une suite d’événements telle que ), -, P(Ax) < oo alors P-presque tout
point de ) n’appartient qu’a un nombre fini de Ay.
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Une variable aléatoire réelle (resp. un vecteur aléatoire)® sur Q est une ap-

plication X : Q — R (resp. X : Q@ — R™) telle que pour tout intervalle T
ouvert de R (resp. pavé ouvert de R™) X ~!(I) est un événement (donc dans
B)?2.

La loi d’une variable aléatoire (resp. un vecteur aléatoire) est la mesure
de probabilité px définie sur R (resp. R™) muni de sa tribu borélienne (c’est-
a-dire la plus petite tribu engendrée par les ouverts de R (resp. de R™). De
facon générale, étant donnée une partie S constituée de sous-ensembles de
(2, il existe une unique tribu B(S) qui contient les éléments de S et qui est
minimale au sens de l'inclusion pour cette propriété; on I'appelle la tribu
engendrée par S. définie par ux(A) = P(X1(A)) = P(X € A). De facon
concréte la loi d’une v.a est la donnée de toutes les probabilités P(X € I)
pour tous les intervalles I de R (resp. pavés de R™).

La fonction de répartition d’une v.a X est la fonction Fy : R — [0,1]
définie par Fx(t) = P(X < t). C’est une fonction croissante admettant 0 et
1 pour limites respectives en —oo et 0o et continue a droite en tout point.
Réciproquement, étant donnée une fonction vérifiant ces propriétés, il existe
une v.a X dont c’est la fonction de répartition.

Espérance, variance Pour toute v.a.r. positive X il est possible de définir
Iespérance E(X) ; ¢’est soit un nombre positif ou nul soit +00. Quand X est
une v.a.r. de signe quelconque (ou un vecteur aléatoire) il est possible de
définir 'espérance E(X) € R ( E(X) € R™ pour les v.a.) toutes les fois ot
E(]X]|) < oo. On dit dans ce cas que X est intégrable ou L'. L’espérance est
une application linéaire de I’espace vectoriel des fonctions intégrables sur R
qui vérifie le théoréme de convergence dominée : Soit (X,,) une suite de v.a.
intégrables telles que a) lim,, ., X, (w) = X (w) pour tout w € Q; b) il existe
une v.a.r. Z intégrable telle que pour tout n et tout w on ait | X, (w)| < Z(w) ;
alors i) X est une v.a i) on a lim, . E(X,) = E(X).

On dit qu’une v.a.r. est L? ou de carré intégrable si E(X?) < co. On

définit dans ce cas la variance de X : Var(X) = E(|X — E(X)|2) On a

aussi Var(X) = E(X?) — (E(X))>.

Mentionnons le théorémes de Markov : si X est une v.a.r. intégrable et
A>0onaP(X]| >N <E(X]|)/X et celui de Bienaymé-Tchebychev : si
X est une v.a.r. de carré intégrable et A > 0 on a P(|X — E(X)| > \) <
Var(|X|) /)2

1. nous écrirons souvent v.a.r. pour variable aléatoire réelle et v.a. pour vecteur aléatoire
ou variable aléatoire
2. On note encore {X € I} 'événement, X ~!(I) qui par définition est {w € Q: X(w) €

1}



Formule de transfert, densité On dit qu’un v.a. admet une densité s’il
existe une fonction px : R™ — [0, oo telle que pour tout pavé I C R™ on a
P(X el)= [,px(z1,...,xn)dxy - - dxy,. 1l est équivalent de dire que pour
toute fonction continue bornée ¢ : R™ — R on a

_ /R 6(x)px (2)de

C’est ce que l'on appelle dans ce cours la formule de transfert. Dans le cas
ou X prend ses valeurs dans un ensemble dénombrable £ C R

=> ¢(e)P(X =e).
eck
Ces deux formules sont vraies toutes les fois o ¢(X) est L' (ce qui est
équivalent au fait que = — ¢(z)px(z) est L' ou dans le deuxiéme cas que la
série de terme général ¢(e)P(X = e) est absolument convergente.
Combinée & la formule du changement de variable, cette formule permet
de calculer les densités de nombreuses v.a ou vecteurs aléatoires.

Quand un vecteur aléatoire X = (X7, ..., X,,) admet une densité px(zy, ...

on peut dire que les v.a X; admettent chacune une densité p; (appelée i-iéme
densité marginale) donnée par

i () / /px Ty oy Ty Tiy Tig 1 « oy T )Ty -+ - di1dXigy - - - ATy

Fonctions génératrices, fonctions caractéristiques Si X : Q — E C
N est une v.a a valeurs dans un ensemble dénombrable £ C N on appelle
fonction génératrice de X la série définie pour 0 < ¢ < 1 par

:iP(X:

Cette fonction permet dans certains cas de calculer les moments de X (c’est-
a-dire les E(X¥)), en particulier I'espérance et la variance. La v.a X est
intégrable (resp. de carré intégrable) si et seulement si la dérivée (resp. la
dérivée seconde) par rapport a t de @y (¢) admet une limite quand ¢t — 1~
et dans ce cas lim;_,;- @ (t) = E(X) (resp. lim; ;- ®%(¢) = E(X(X —1))).

De fa¢on générale, pour toute v.a X : 0 — R on définit la fonction
caractéristique ®x(t) de X par

dx(t) = E(e'™X)

(i = /-1). Quand X admet une densité py, Px(t) est la transformée de
Fourier de px : ®x( fR px (z)e"dx. La fonction caractéristique de X ca-
ractérise la loi de X deux v.a ont méme loi si et seulement si leurs fonctions
caractéristiques sont égales.

axm)
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Indépendance Une suite de v.a (resp. vecteurs aléatoires) Xq,..., X, ...
est dite indépendante si pour tout n et tous intervalles de R (resp. pavés de
R™) I ,...,I, on a

P(Xi€li,....Xo€1,)=P(X; €L,)--P(X, € L,).

On peut dans la définition précédente remplacer "intervalles" (resp. "pavés")
par boréliens.

Dans le cadre des v.a admettant des densités, on a le résultat suivant : Le
vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,,) admet une densité et cette densité est le
produit de ses densités marginales (densités de chaque X;) si et seulement si
les v.a Xq,...,X,, sont indépendantes.

Une proposition importante pour vérifier que des v.a. sont indépendantes
et la suivante : S7 l'on dispose d’une suite Y1,Ys, ... de v.a. indépendantes
et si X1 s’écrit comme une fonction fi(Y1,...,Y:), Xo comme une fonction
fo(Yis1,...,Ys,) ete. X,y comme une fonction f,(Yi, +1,...,Y5) (11 <iy <
con <ip < ...)alors les v.a. Xy, ..., X, sont indépendantes.

Une application de 'indépendance est : Si Xy, ..., X,, sont indépendantes
et intégrables alors

E(X; - X,) =E(X;) - E(X,).
Si en outre elles sont de carrés intégrables
Var(X; +---+ X,,) = Var(X;) +--- 4+ Var(X,).

Un autre critére d’indépendance est le suivant : Xy,..., X, sont indépen-
dantes, si et seulement si pour tous réels t1,...,t,

E(eit-X) — E(eithl) L. E(eitan)
ovonanotet- X=X+ ---+1,X,.

Convergence des v.a On dit qu’une suite de v.a X4,...,X,,... converge
presque-sirement (et on abrége p.s) vers une v.a X si et seulement si pour
P-presque tout w € Q lim,,_,, X, (w) = X(w).

Elle converge en o7 si par définition pour toute fonction continue bornée
¢»:R—RonaE@X,)) =E@X)). Il yadeux autres définitions équi-
valentes. La premiére repose sur la fonction de répartition : La suite de v.a
(Xn) converge en loi vers la v.a X si et seulement si pour tout t € R qui
est point de continuité de la fonction de répartition Fx(t) = P(X <t) de X
on alim, ., F, (t) = Fx(t). La deuxiéme se formule en termes de fonctions
caractéristiques : La suite de v.a (X,,) converge en loi vers la v.a X si et
seulement si pour tout t € R, la suite de fonctions caractéristiques Px, (t)
converge vers la fonction caractéristique ®x(t) quand n — oo. Mentionnons
enfin que la convergence presque-siire entraine la convergence en loi.



Exemples classiques Loi de Bernoulli de parametre p : C’est la loi d’une
v.a a valeurs dans {0, 1}. Cette loi est déterminée par p = P(X = 1). Concreé-
tement elle modélise le lancer d’une piéce de monnaie (pile a la probabilité
p de sortir). On a E(X) = p, Var(X) = p(1 — p).

Loi binomiale de parameétre (n,p) : Clest la loi d'une v.a & valeurs dans
{0,...,n} telle que

PX =) = (1)1

Elle modélise par exemple la probabilité d’obtenir k pile quand on joue n fois
a pile/face (ou la probabilité d’obtenir pile vaut p). C’est aussi la loi d’une
somme de n v.a indépendantes suivant une loi de Bernoulli de paramétre p.
On a E(X) = np, Var(X) = np(1 — p).

Lot géometrique de parametre 0 < a < 1 : C’est la loi d'une v.a & valeurs

dans N telle que
P(X =k)=(1—a)d".

On a E(X) = 1%, Var(X) = %5
Lot de Poisson de parametre X > 0 : C’est la loi d'une v.a a valeurs dans N
telle que
Y Ak

k!
OnaE(X) = A\, Var(X) = A. Sinp, — A alors la loi binomiale de paramétres
(n,p,) converge en loi vers la loi de Poisson de paramétre \.

P(X=k)=e

Loi uniforme sur [a,b] C’est la loi d’une v.a a valeurs dans [a, b] de densité

1

p(r) = 3L (2).

On a E(X) = (a+b)/2, Var(X) = (b —a)?/12.
Loi exponentielle de paramétre 0 : C’est la loi d’une v.a a valeurs dans [0, oo
de densité

p(z) = 0e "1y o((2).
On a E(X) =1/6, Var(X) = 1/6°.
Loi normale N'(u,0) : C’est la loi d’une v.a a valeurs dans R de densité
1

= 26—(1‘—,11)2/202‘
2mo

p(x)

On a E(X) = p, Var(X) = 02 On dit qu’elle est centrée réduite quand
i =0, 0=1. Une v.a X suit une loi normale centrée réduite si et seulement
si 0X + p suit une loi normale N (p, 0?).
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Loi forte des grands nombres Si (X,,) est une suite de v.a intégrables,
indépendantes et de méme loi, alors la suite des moyennes (X1 +---+X,)/n
converge P — p.s vers la v.a constante E(X).

Théoréme Central Limit Si (X,,) est une suite de v.a de carrés inté-
grables, indépendantes et de méme loi, alors la suite

\/_E<X1+---+Xn

g n

- E(Xl))

ot 0 = Var(X,), converge en loi vers une loi normale centrée réduite.



Chapitre 2

Simulations de variables aléatoires

Nous présentons dans ce chapitre diverses méthodes de simulations de
variables aléatoires. Le contexte est le suivant : on suppose que I'on dispose
d’un ordinateur qui, toutes les fois que 'on fait appel a la fonction Random,
produit un nombre réel compris entre 0 et 1 suivant une loi uniforme (dans la
pratique ce nombre ne peut étre que rationnel). On se propose alors de simuler
une variable aléatoire X de loi donnée. De facon plus mathématique, on
modélisera le k-iéme appel a la fonction Random par une v.a.r Uy(w) suivant
une loi uniforme dans l'intervalle [0, 1] et on supposera que la suite de v.a.r
Ui,...,U,,... est indépendante. A présent, supposons que X : 2 — R soit
une v.a ayant une loi donnée. Si X est a valeurs dans Z cela signifie que 'on
connait les réels p; = P(X = i) et plus généralement si X est a valeurs réelles
cela signifie entre autres choses que pour tout intervalle / C R on connait
P(X € I). Comment construire X a partir de la suite Uy, ..., U,,...7

Un probléme plus général et plus intéressant sera de construire une suite
de v.a.r X}, indépendantes et de loi donnée.

[llustrons sur deux exemples les deux principales méthodes de simulation
dont nous parlerons.

Premier exemple. On veut simuler un jeu de pile/face (1/0) avec P(X = 1) =
p;en d’autres termes, on veut simuler une variable de Bernoulli & valeurs dans
{0,1}. Une facon simple de procéder est la suivante : découpons I'intervalle
[0,1] en deux intervalles Iy et I; de longueur respectives 1 — p et p : par
exemple Iy = [0,1 — p] et I; = [1 — p, 1] mais on powrrait également choisir
I = [p,1] et I = [0, p]. Comme la v.a.r U; suit une loi uniforme sur [0, 1] on
a

P(Ul 6[0):1—]? P(U1 E[l):p.



10 CHAPITRE 2. SIMULATIONS DE VARIABLES ALEATOIRES

Si on définit
X1<w) =1siU; €l
Xl(OJ) =0si U1 S IO

il est facile de voir que X; est une v.a.r a valeurs 0 ou 1 et que P(X; =1) =
P(U; € I) = p. On a donc démontré que

X1 =15,00U,

est une v.a suivant la loi de Bernoulli de parameétre p.
Si 'on veut simuler une suite de v.a indépendantes suivant une méme loi
de Bernoulli, il suffit de poser X} = 1;, o Uy.

Second exemple : Essayons de simuler une v.a X qui suit une loi uniforme
sur [0,a], 0 < a < 1. On cherche donc X telle que

p(xer= 100l

a

ou |I| désigne la longueur de I si I est un intervalle (plus généralement la
mesure de Lebesgue de I si I est un borélien de R). Tl est trés facile de
vérifier que la v.a X = aU; suit une loi uniforme sur [0, a| et par conséquent
X = aUy est une suite de v.a indépendantes suivant une loi uniforme sur
0, al.
Il est possible de simuler une loi uniforme sur [0, a] d’une autre facon. Dé-
finissons Y (w) comme étant la valeur du premier Ug(w) qui tombe dans
[0,a] C [0, 1]. De facon plus précise : soit

Y (w) = Uy (w), avec v(w) = inf{k > 1: Uy(w) € [0,a]}.

Il n’est pas difficile de voir que Y suit une loi uniforme sur [0, a] (exercice ou
voir la section sur la méthode du rejet). Si on veut produire une suite de v.a
indépendante de loi uniforme sur [0, a] on procédera de la maniére suivante :
on pose comme précédemment vy (w) = v(w) = inf{k : Ux(w) € [0,a]} et
par récurrence v.(w) = inf{k > v,_1(w) : Ug(w) € [0,a]}. Puis on pose
Yi(w) = Uy, (w)(w). La suite de v.a Y}, est indépendante et chaque Y}, suit une
loi uniforme sur [0, a.

2.1 Simulation via la fonction de répartition

2.1.1 Lois discrétes

Soit X : Q@ — {ai,...,a,} une v.a ne prenant qu'un nombre fini de
valeurs. La loi de X est déterminée par la connaissance des réels p; == P(X =



2.1. SIMULATION VIA LA FONCTION DE REPARTITION 11

a;). Remarquons que p; € [0,1] et p; + -+ + p, = 1. Soit I1,..., I, une
partition de [0, 1] en intervalles de longueurs respectives py, ..., p,. On peut,
par exemple, choisir Iy = [0, p1[, Is = [p1,p1 + D[, Is = [p1 + -+ Ps—1, 01 +
e+ psl (1<s<r), I, =[p1+--+pr_1,1]. Si on pose,

Xi(w) =a; si Uy € I

c’est-a-dire
,

X1 = Zailli O U1
i=1
on voit que P(X = a;) = P(U; € ;) = p;.
De facon plus générale si on pose

r

Xk = Zailh 9] Uk

i=1
on voit que les X} forment une suite de v.a indépendantes car de la forme
f(Uy) ou f=>""_, a1, (les Uy sont indépendantes) et de méme loi P(X) =
a;) = p;.
Exercice : Démontrer que le résultat précédent se généralise au cas d’une
v.a prenant un nombre dénombrable de valeurs

2.1.2 Application : simulation de lois binomiales

Par définition une v.a X suit une la loi binomiale (n, p) si elle est & valeurs
dans {0,1,...,n} et

P(X =k)= <k>pk(1 —p)"F 0<k<n.

Une fa con simple de simuler une loi binomiale est d’utiliser le fait suivant :5%
Z1, ..., 2, est une suite de v.a indépendantes suivant une méme loi de Ber-
noulli de paramétre p (P(Zy, = 1) =p), alors la v.a X = Zy + -+ + Z, suit
une loi binomiale (n,p).
Exercice : Démontrer I'assertion précédente.

Ainsi, pour simuler une suite de v.a indépendantes (Xj)g>1 suivant une
méme loi binomiale (n, p) il suffira de poser

kn+n—1

Xp= Y 1py(Uh).

i=kn

Exercice : Pourquoi?
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2.1.3 Lois données par des fonctions de répartition

Soit F' une fonction de répartition c’est-a-dire une fonction £ : R — [0, 1]
croissante, continue a droite en tout point et admettant 0 comme limite en
—00, 1 comme limite en 4+00. Cette fonction F détermine une loi : X admet
F pour fonction de répartition si pour tout t, P(X <) = F(t).

Supposons pour simplifier que F' soit strictement croissante et continue
en tout point. Il est facile de voir que F' est un homéomorphisme croissant
de R sur |0, 1] (¢’est-a-dire une bijection continue et croissante dans les deux
sens). On peut donc définir G : R —]0,1[ par G = F~! : G(x) = t si et
seulement si F'(t) = x.

Remarquons a présent que si U suit une loi uniforme sur [0, 1] on a

F(t)=PU €[0,F(t)])
car F(t) € [0,1] et par conséquent
F(t)=PU < F(t)).

Mais P(U < F(t)) = P(F~Y(U) < t) car F est strictement croissante. On a
donc démontré que la v.a X = F~1(U) admet F pour fonction de répartition.

Le résultat précédent se généralise au cas ot la fonction de répartition F
n'est que croissante et continue a droite (et n’est donc pas nécessairement
un homéomorphisme). Le lemme suivant indique ce qu’il faut faire :

Lemme 2.1.1 Soient F' : R — [0,1] une fonction de répartition et G :
10,1[— R la fonction définie par

G(u) =inf{s e R:u < F(s)}.

Alors,
i) Uinf est en fait un min;
ii) pour tous t € R, uw €]0,1] on a

u< F(t) <= G(u) <t.

Démonstration.—  Démontrons i). Il suffit pour cela de démontrer que pour
u €0, 1] 'ensemble E, = {s € R : u < F(s)} est un ensemble fermé, non
vide borné inférieurement (car dans ce cas I'inf est un min). Que £, soit
non vide est clair et qu’il soit borné inférieurement résulte du fait que si ce
n’était pas le cas, on pourrait trouver une suite s,, tendant vers —oo et telle
que F(s,) > u. Mais comme la limite de F' en —oo vaut 0, on aurait u = 0 ce
qui est contraire & I’hypothése u €]0, 1[. Pour démontrer que c¢’est un fermé,
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il suffit de démontrer, u et s étant fixés, que si une suite de s,, € F, converge
vers un réel s on a toujours s € E,, c’est-a-dire u < F(s) : ¢’il existe n
tel que s, < s c’est clair car comme F' est croissante, u < F(s,) < F(s);
sinon, on a pour tout n, s, > s et on peut extraire de la suite s,, une sous-
suite s,, qui converge vers s en décroissant. Comme F' est continue & droite
F(sn,) — F(s) et en passant a la limite dans I'inégalité u < F(s,,) on
obtient encore u < F(s).

ii) Si u < F(t), alors t € E, et par définition ¢ > inf E, = G(u). Récipro-
quement, si G(u) < t, comme on a vu que inf F,, est un min (E, est fermé)
on peut dire que G(u) € F,. Mais par définition de F, cela signifie que
F(G(u)) > u. Comme F est croissante F(t) > F(G(u)) > u.

O

Une conséquence du lemme précédent est le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1 5% F' est une fonction de répartition et Uy, ..., Uy, ... une
suite de v.a.r indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1], alors la suite
de v.a.r (Xg)g>1 0t Xy = G(Uy) est indépendante et chaque Xy suit une loi
dont la fonction de répartition est F.

Démonstration.—  Comme F(t) est dans [0, 1] et que Uy suit une loi uni-
forme sur [0,1] on a F(t) = P(Uy < F(t)); mais d’aprés le lemme précédent
{Up < F(t)} = {G(Ux) < t} si bien que F(t) = P(X) <) ce qui signifie que
chaque v.a X}, suit une loi dont la fonction de répartition est F. Les v.a.r X},
sont bien évidemment indépendantes (puisque de la forme G(Uy) ou les Uy
sont indépendantes).

O

2.1.4 Application : simulation de la loi exponentielle
La loi exponentielle de paramétre A > 0 est la loi de densité A\1;sq(t)e .
Sa fonction de répartition F'(t) vaut 0 sit <0etsit >0

t
F(t)= / e Mds =1 —e M.
0

Cette fonction est croissante et continue et sa fonction de répartition qui est
un homéomorphisme de |0, oo[ sur ]0, 1] s’inverse facilement :

1
F(t):u:)t:—xlog(l—u).
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On voit que G(u) = —3log(1 — u). Ainsi, X = —3log(1 — U) est une v.a
suivant une loi exponentielle de paramétre A. Puisque 1 — U suit également
une loi uniforme sur [0,1] on voit que Y = —4log(U) suit ¢galement une loi
exponentielle de paramétre .

2.1.5 Application; simulation d’une loi de Poisson

Il est facile de simuler une loi de Poisson de paramétre A > 0 (P(X = k) =
e~ (A¥/k!)) en utilisant le résultat de la section précédente et le théoréme
suivant.

Théoréme 2.1.2 Soit (T})r>1 une suite de v.a.r indépendantes suivant une
méme loi exponentielle de paramétre . Alors, la v.a

vixy=max{k>1:T+---+T, <t}
suit une lot de Poisson de paramétre t.

Démonstration.—  Notons pour k > 1, S, =11 + - - - + T}. Comme la suite
(T})i>1 est indépendante et que chaque T; suit une loi de densité )\e_’\'l[oyoo)(-),
il n’est pas difficile de voir que Sy suit une loi de densité pg, (¢), nulle pour
u < 0, et donnée par

ps, () = M exp(—Au) / duy - - - dug_y

0<urSug<...<up_1<u

pour u > 0. En effet, pour toute f continue bornée

Ef(Th+ - +Tx) = / fltr+-- -+tk))\’“ exp(—A(t1+- - +tg))dty - - - diy,
t12>0,t2>0,...,t, >0

Par le changement de variables t; = uy,t1 + 12 = ug,... 01 + -+ + 1 =

Ug—1,t1+ - +lg =u,onaty =uy,ty =us— U, ..., lg1 = Up—1 — Ug_2,tx =

u — uy_1 de Jacobien égal a 1 on a

Efh+---+Ty) = / F(u) A exp(—Au) / duy -+ dug_q
u>0 0

Sup<--<ug_1<u

Comme 'expression sous l'intégrale est invariante par permutation des in-
dices 1,...,k — 1 et puisque [0, u)*"! est 'union disjointe (aux bords prés)
des ensembles {0 < up(1) < Up2) < ... < Ug—1) < t} (0 décrivant toutes les
(k — 1)! permutations de {1,...,k — 1}) on déduit que

k1

pSk(“) = (]{7 — 1>!)‘k€7)\u'
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L’événement {1\ = k} égale {Sy, <t et Sp+ Try1 > t} et sa probabilité
vaut E(1g,</1g,4+7,,,5>t)- On a

Sk:—l
E(1 1 —/ /
( st Sk+Tk+1>t) S<t JT>t—S (k - 1)!

:/0 ﬁ)\k exp(—AS) exp(=A(t — 5))dS

M exp(—AS) X exp(—AT)dSdT

= exp(=At)((k — 1)) ~tAF /Ot SF1dS = exp(—At) (kD) (At)*

2.2 La méthode du rejet

2.2.1 Simulation de v.a. & de densité donnée

La méthode de la section précédente ne permet de simuler que des v.a
dont on connait de facon plus ou moins explicite la fonction de répartition.
Dans la pratique la description de la densité d’'une v.a sera plus explicite
que celle de sa fonction de répartition et il est souhaitable d’avoir & notre
disposition une méthode faisant appel a la densité de la v.a plutot qu’a sa
fonction de répartition.

Décrivons la méthode en faisant les hypothéses suivantes sur la densité p
de la v.a X que 'on veut simuler :

Hypothéses : i) la densité p est & support compact dans un intervalle [a, b] :
cela signifie que pour tout x € R — [a,b] on a p(z) = 0.

ii) la densité p est continue (ou continue par morceaux) sur [a,b] et ma-

jorée par une constante ¢ : pour tout x € [a,b], 0 < p(x) < c.

Meéthode : a) On simule une suite indépendante de vecteurs aléatoires Z, :=
(Vk, V) suivant une loi uniforme dans le rectangle R = [a,b] x [0, ].

Pour cela on procéde de la facon suivante : on définit pour k£ > 1 les suites

Vk =a -+ (b — CL)UQk_l, Vk/ = CUQk.

Exercice : i) Démontrer que la suite V1,V , Vo, Vi, ... est indépendante et

que pour k > 1 Vi, V)| suivent respectivement une loi uniforme sur [a,b] et
0, c].
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i) Démontrer que le vecteur (Vi, V)) suit une loi uniforme sur le rectangle
[a, b] %[0, c]. ([La densité du vecteur (Vi, V}) est (1/(b—a))1iq(x)(1/c)Lp,q(y)
car Vi, et V| sont indépendants.|

Si i on pose Fr = {(v,v") € [a,b] x [0,c] : v € I,v" < p(v)}, alors on
obtient le corollaire de I'exercice :

aire(Fy) _ fxg fop(x) dydx B fl p(x)dx

P((Vi, Vi) € Fi) = aire(R) c(a —b) G

b) On définit v(w) comme étant le premier temps k ot (Vi(w), V/(w)) tombe
dans le sous-graphe de p : € = {(v,v') € [a,b] x [0,c] : v < p(v)} :

v(w)=inf{k >1:V(w) < p(Vi(w))}.

La fonction v : Q — N U {oo} est une variable aléatoire puisque pour tout n
on a en posant Z := (Vg, V})
{v=n}t=(Z1€&)n---N(Z,.1 €E)N(Z, €E).
Comme les vecteurs (Z) sont indépendants on a
Pv=n)=P(Z, €& --P(Z,.1 € E)VP(Z,€€)
=(1—-a)"'a
ot a = P(Z € £). Puisque Zj, suit une loi uniforme sur R, on a

1 ’ 1
a =: m/a p(x)dr = b—a)e

n=1
= Za(l —a)*!
n=1
1
=«
1-(1—-a)
=1.

Par conséquent v est presque toujours finie.

¢) On projette le vecteur (V,,,V)) sur I'axe des z; on pose X =V, ou de
fa con plus précise
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Théoréme 2.2.1 La v.a.r X suit une loi de densité p.

Démonstration.—  Evaluons la loi de X : X est clairement & valeurs dans
[a,b] et pour tout intervalle I € [a,b], comme 2 est union disjointe des
{v = n} pour n décrivant IN*

P(Xe]):P(Xem U{V:n})

n>1

:ZP(XGIety:n)

n>1

:ZP(VREIetV:n)
n>1

=Y P(Z€&)YN N (Zyy €E)N(Z, € F1))
n>1

ou F; = {(v,v') € [a,b] x [0,¢] : v € I,v < p(v)}. Comme les vecteurs
Zy, sont indépendants et puisque (voir ci-dessus, le corollaire de Pexercice
précédent)

aire(F;) [, p(x)dx

aire(R)  (b—a)c

P(Zn € .F[) =

on obtient

IxXez)ZE:u—aw4%§¥%§

_ ifl p(x)dx
a (b—a)c

_ﬂpwmx

Cette derniére égalité, vraie pour tout intervalle I, prouve que X admet une
densité et que celle-ci égale p.

O

On peut également obtenir une suite de v.a.r indépendantes de densité p.
Théoréme 2.2.2 Si on pose v = v et par récurrence
vy =inf{k >v,1 +1: V] < p(Vi)},

alors la suite Xj, définie par Xi(w) = V,, ) (w) est une suite de v.a.r indé-
pendantes de densité p.
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Démonstration.—  Calculons pour tout r et tous intervalles I, ..., I, P(X; €
LI,..., X, € I,). Aceteffet, notons pour ky < ks < ... < k., Fr,..1.(k1,..., k),
I’événement

77777

r

Froa(ki, .o k) = ( N (e 50)) N (ﬂ(zki S ]—}ki)). (2.1)

¢k, K} i=1

L’événement (X; € I;) N...N (X, € I,) est I'union disjointe de tous les
événements de la forme

r

i=1
pour tous les r-uplet (ki,...; k) tels que 1 < k; < ... < k,. Comme

r

ﬂ(Xi el;)N ﬂ(% =ki)=Frn..1(ki,.... k),

i=1 =1

on a

P(X;el)n---n(X,eL)= Y PFn.plk,... k),

et puisque les Z; sont indépendants, I’équation (2.1) montre que

P(XiehL)n---Nn(X,€1,)) =
x)dx

k1 1ff1 a ko—ky— 1f12
> (0o b—a> e TR A

1§k1<<k7

(b—a)c

(1 — q)frhe-im 1flr )
.

Si on fait le changement de variables [y = ky — 1,01y = ko — k1 — 1,.
k, — k,_1 — 1 dans la somme précédente on obtlent

P(Xieh)n---Nn(X,el,)) =

N N - o) f[l x)dx ..f[,«p(x)dx
_Z(l «) Z(l (b—a)c (b—a)c

11=0 1,=0
_ <l f] dx fb- p(z)dx
a) (b—a) (b—a)c

_ /I px)dz- - /1 pl)dz
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puisque 1/a = (b—a)c. Ceci démontre que le vecteur (X, ..., X, ) admet une
densité p(zq,...,,2z,) = p(x1)--- p(x,) et la forme de cette densité montre
simultanément que les v.a.r Xq,..., X, sont indépendantes et admettent p

pour densité.

O

Quel est le temps moyen de calcul de X; 7 Celui-ci fait intervenir v appels
a la fonction Random. Il s’agit donc de calculer E(v) :

o0

E(v) =Y kP(v=F)

o0

Z k(1 —a)a.

Le calcul de cette série s’effectue de la facon suivante : on reconnait a que
multiplie la dérivée par rapport & a de — 72 (1 — a)¥ :

S k(- ) la = —a-m (1) = 1/a = (b a)e.

da o
k=1

Ainsi, E(v) = a™! = (b — a)c est Iaire du rectangle contenant le graphe de
la densité. On aura donc intérét a choisir ce rectangle le plus petit possible.

2.2.2 Variantes

Signalons les variantes suivantes de la méthode du rejet. On se propose
de simuler la fonction caractéristique d’un ouvert U de R?, par exemple du
disque de centre 0 et de rayon 1 dans le plan. Une premiére méthode consiste
a utiliser les coordonnées polaires.

Exercice : Soit U et V deux v.a indépendantes suivant une loi uniforme sur

[0,1] et posons R = /U, © = 27V Soient

Démontrer que la loi du vecteur aléatoire (X,Y") suit une loi uniforme sur le
disque D(0,1).

Une deuxiéme méthode est d’utiliser la méthode du rejet
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Exercice : Soit Uy,...,U,,... une suite de v.a indépendantes suivant une
méme loi uniforme sur [0, 1].

a) Démontrer que le vecteur Z; = (2Uy;_1 — 1,2Uy; — 1) (i > 1) suit une loi
uniforme sur le carré R = [—1,1] x [—1,1].

b) Le disque D(0,1) de centre 0 et de rayon 1 est inclus dans le carré R.

Posons
v=inf{k>1: 27 € D(0,1)},

et W(w) = Z,)(w). Montrer que W suit une loi uniforme sur D(0, 1).

¢) Posons, vy = 0 et par récurrence
v, =inf{k > v,_1 +1: 7, € D(0,1)}.

Montrer que les vecteurs aléatoires W, (w) = Z,, ()(w) suit une loi uniforme
sur D(0,1).
d) Quel est le temps moyen de calcul de W' ?

L’intérét de la deuxiéme méthode est qu’elle fonctionne en toute dimension.
Une conséquence est que 'on est capable de simuler des v.a admettant une
densité uniforme sur la sphére de dimension quelconque : précisons ce que
cela signifie. L aire d’un ouvert U de la sphére S? est le volume du cone Cy
s’appuyant sur U : aire(U) = vol(Cy) ou

Cy={tr:tel0,1],z € U}

Exercice : Simuler par la méthode du rejet une suite de vecteurs aléatoires
indépendants W) admettant une densité uniforme sur la boule euclidienne
de dimension d + 1 et de rayon 1.

On en déduit que le vecteur Sy = Wy /||W|| suit une loi uniforme sur
la sphére de dimension d (et de rayon 1). En effet, pour U un ouvert sur la
sphére

P(Sy € U) = P(Wy € [[Wi|U),

Comme Wj, est de loi uniforme sur la boule, cette derniere probabilité est le
volume du cone vol(Cy). Ce volume est par ce qui est écrit dessus est bien
U'aire(U). Donc P(Sg € U) = aire(U).

2.3 Simulations de lois normales

Les lois normales ayant une importance prépondérantes en Probabilités
et en Statistiques il est naturel de savoir les simuler facilement. Remarquons
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que pour simuler une v.a Y suivant loi normale A (u1, 02) de moyenne y et de
variance o2 il suffit de savoir simuler une v.a suivant une loi normale centrée
réduite A(0, 1) puisque la v.a X définie par Y = pu+0X suit une loi N'(u, 0?).
Nous présentons dans ce qui suit une méthode pratique de simulation dite
méthode de Box-Miiller.

Théoréme 2.3.1 Soient U,V deux v.a.r indépendantes de loi uniforme sur
10,1]. Alors, les variables aléatoires Z et T' définies par

Z =+/—2logU cos(27V), T =+/—2logUsin(27V),

suivent toutes deux une lot normale centrée réduite. En outre, Z et sont in-
dépendantes. Par conséquent, si Uy, Vi, Us, Vo, ..., U,, V,, ... est une suite de
v.a i.i.d de loi uniforme sur [0,1], la suite de v.a Z1, Ty, Zo, T, ..., Zn, Ty, - ...
(obtenue par le procédé précédent) est une suite de v.a i.i.d de loit N'(0,1).

Démonstration.—  Soit f(z,t) une fonction continue bornée de R? dans R.
On a

E(f(Z,T)) =E(f(\/—2logU cos(2nV'), /—2log U sin(27V)).

Comme les v.a U et V sont indépendantes et suivent une loi uniforme sur [0, 1]
la densité du vecteur (U, V) est 1_q1)(u)1—1,1)(v); la formule de transfert
permet donc d’écrire et d’aprés la formule de transfert

E(f(Z,T)) = / f(v/—2logucos(2mv), \/—2log usin(27v))dudv.

[0,1]2

Notons ¢ :]0, 1[>— R? — {0} 'application définie par

o(u,v) = (/—2log ucos(2mv), /—2log usin(27v)).

C’est un difféeomorphisme dont I'inverse est donné par

1

(1,0) = 67 (2,1) = (772, Arcos( ).
™

2
N
Le jacobien de ¢! est 1/J(¢) o ¢~ ou J(¢) est le jacobien de ¢ :

J(6) = det =L(—2logu)"?cos(2mv) —2m(—2logu)"/?sin(27v)
_71(—210g u)"Y2sin(27v)  2m(—2logu)'/? cos(2mv)
-2

u
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Ainsi,

—1 (22142
J@™) (1) = e

On a donc montré que pour toute fonction continue bornée f
E(f(2.T)) = 2J‘“(Zﬂf)lJ(aﬁ_l)(z,lﬁ)ldzdlﬁ
R

1
= [ f(z t)2—e’(z2+t2)/2dzdt.
R?2 m

Ceci démontre que le vecteur (Z,T) admet une densité p(z,t)

1 1

1 2 2 2 2
B G [ I M )
Pz 1) 27 V2m V2
Comme p(z,t) = n(z)n(t) ot n est la densité d’une loi normale centrée

réduite, on déduit d’une part que Z et 1" sont indépendantes et d’autre part
qu’elle suivent chacune une loi normale centrée réduite.

La derniére assertion résulte du critére d’indépendance par paquets.

2.4 Loi conditionnelle

Soit (2, B, P) un espace probabilisé et X : 2 — R une variable aléatoire.
La loi de X est la mesure de probabilité px définie sur (R, Bor(R)) définie
par pux(-) = P(X!(+)). Si cette mesure px admet une densité, ¢’est-a-dire
s’il existe une fonction p € L'(R,dx) telle que pour tout intervalle de R,
px(I) = [;p(z)dz, on dit que la mesure iy, et par extension la v.a. X,
admet p pour densité.

Supposons a présent que A € B soit un événement tel que P(A) > 0. 11
est facile de définir sur B la probabilité conditionnelle par rapport é A P4 =
P(:]A) c’est-a-dire telle que P(B) = P(B N A)/P(A) pour tout événement
B € B. On peut a présent définir la loi conditionnelle j1x|4 de X par rapport
a I’événement A en posant

fixja = Pa(X71()) =P(X'()]A).

Si cette loi admet une densité pj4 on 'appelle la loi conditionnelle par rapport
a I’événement A.

Il est naturel de se poser la question suivante : étant donné un couple
(X, A) de lav.a. X et de I'événement A comme précédemment, est-il possible
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de construire une v.a. Zx 4 sur (Q,B,P) qui admet pour loi/densité (par
rapport a la probabilité P) la loi/densité conditionnelle de X par rapport a
A? C’est-a-dire on souhaite simuler Z tel que

P((X € )N A)
P(A)

P(Zel)=

pour tout interval I. Et encore plus : une suite Zi,..., Z, de v.a. indépen-
dantes de méme loi que Z.

En utilisant la méme construction que dans la méthode du rejet, il est
facile de voir que c’est bien le cas et que 'on peut en fait construire une suite
Z,...,4y,...indépendante admettant px4 pour loi.

En effet, soit (X1, 14,),..., (X, 14,),. .. une suite de couples inépendants
de v.a. de méme loi que (X, 14) (ici la fonction indicatrice 14(w) = 1siw € A,
cad A se réalise, et 14(w) = 0siw ¢ A, cad A ne se réalise pas.)

Posons vy = 0 et par récurrence

=inf{k > v, : 14, =1}

le premier instant lorsque 'événement Ay se réalise. Définissons lav.a. Z,.(w) =
X0, (w) (W), w € 2. On a le résultat suivant :

Proposition 2.4.1 La suite de v.a. (Z,),>1 est indépendante et chaque Z,
admet x4 pour loi.

Démonstration. Pour I C A

P(Z,€I)=> P(ly,=0,....14,, =014, =1,X, €1)

n>1

— Z (1— (1= P(4,))P(X, € )N A,)

=P(Xel)nA)> (1-PA)""

n>0

=P(X el ﬂA)m.
Donc Z,, est de loi voulue.

La suite de la démonstration est triviale du fait que X, X5, ... sont de
méme loi et indépendantes.

Comme application de ce que nous venons de dire nous présentons un
autre procédé important pour simuler des lois normales.
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Théoréme 2.4.1 Soient X,Y deux v.a indépendantes et de méme loi expo-
nentielle de paramétre 1. Notons A I'événement {Y > %(1 — X)?} et pxa la
loi conditionnelle de X par rapport a A. Alors, cette loi admet une densité
égale a

2

2
[

e~ /2

pxia(x) = 0,00((2)-

Démonstration. Pour tout I €]0, 0o

P(X € 1,Y > (1/2)(1 — X)?)

P(Xell|Y > (1/2)(1—-X)?) = PY > (1/2)(1 — X)?)

Le numérateur vaut

/ / exp(—z — y)dxdy
zel Jy>(1/2)(1—z)?

_ /exp(—a: —(1/2)(1 = 2)2)dz = exp(—1/2) /exp(—x2/2)dx

1 1

et le dénominateur vaut par le méme calcul avec I = [0, oo
exp(—1/2) / exp(—2?/2)dr = exp(—1/2)V2r/2.
0

Le Thm est prouvé.

Pour simuler une v.a. de loi Normale centrée réduite, on simule une
suite de v.a. indépendantes de loi exponentielle de paramétre 1 (par exemple
par la méthode d’inversion de la fonction de repartition) Xi,Y7, Xo, Ya, ... ..
Soit A; = {w :Y; > (1/2)(1 — X;)?}, ¢ = 1,2.... Alors on a une suite
(X1,14,),(X5,14,),.... On pose v = min{s > 1:Y; > (1/2)(1 — X;)?} =
min{i : 14, = 1}.

Alors par la Proposition précédente X, est de loi conitionnelle P(X, €
I =P(X € I)n A)/P(A). Par le Thm précedent cette loi est de densité
%67962/21[0’00[(:@.

Simulons ensuite une v.a. Z (indépendante de Xi,Y7,...) de loi de Ber-
noulli de parametre 1/2 comme par exemple Z = 1iyc1/9y — Liy>1/2}, avec U
une v.a. de loi uniforme sur [0, 1].

Alors Z - X, est de loi Normale centrée réduite (prouvez-le!).

Exercice Comment utiliser les résultats précédents pour simuler une suite
de v.a. indépendante suivant une loi normale centrée réduite ?
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Voici les méthodes de simulations que vous devez savoir appliquer :

Méthode de simulation générale de lois dsicrétes (paragraph 2.1.1, Ex.
5)

Méthode particuliére de simulation de loi Binomiale (par. 2.1.2, Ex 8)
Méthode particuliére de simulation de loi Géométrique (ex. 7, feuille
N1)

Méthode particuliére de simulation de loi de Poisson (par. 2.1.5, ex
10)

Méthode d’inversion de la fonction de répartition (par. 2.1.3 : le cas
de la fonction de répartition continue strictement croissante et le cas
général, Ex. 1, 3, 9)

Méthode de rejet pour simuler des lois & densité sur un segment (par.
2.2.1, Ex.2)

Méthode de rejet pour simuler des lois uniformes sur des corps dans
R (par. 2.2.2 + exercice 2A feuille N1)

Deux méthodes pour simuler des lois Gaussiennes : I'une de 'ex. 11
feuille N1, 'autre — la méthode de rejet Thm 2.4.1

Méthode de rejet pour simuler des lois conditionnelles (paragraph 2.4.)
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Chapitre 3
Méthode de Monte Carlo

3.1 Introduction

La simulation de v.a indépendantes suivant une loi donnée (p.ex uniforme)
a une application importante : la calcul approché d’integrales de fonctions
en dimension grande. Pour fixer les idées, soit f : [0,1]¢ — R une fonction
"réguliére" définie sur le cube d-dimensionnel. On se propose de calculer
'intégrale I(f) = f[O,l]d f(xy1,...,xq)dxy - - dxg. Quand d égale 1 et que f est
continue, les sommes

[y

=3 K

=0

3

Sn(f)

n

) (3.1)

3| =

Eod

constituent une approximation de f dont on peut controler la qualité de la
fa con suivante : Si 6(-) est le module de continuité ! de f on a

S| < (k.

n n

11(f) -

Si f est plus réguliére, on peut trouver des procédés plus efficaces. Par
exemple, la méthode des trapézes consiste a approcher le graphe de f par
une fonction continue affine par morceaux : On pose

S, 1 '
;:%((fO“‘fl)+<f1+f2)+"'+(fn1+fn))7 fi=f(i/n)
Si f est C?
Sh C
(-2 < &

1. il est défini de la facon suivante : §(e) = sup|,_,<.(|f(z) — f(y)]). En particulier,
[f(@) = )] < 0(|z — yl). Quand [ est C*, (e) < (maxpoy |f]) - €

27



28 CHAPITRE 3. METHODE DE MONTE CARLO

La méthode de Simpson consiste a approcher f par une fonction continue
et polynomiale de degré 2 par morceaux ; si n est pair on pose

Sn

= SLn ((f0+4f1+f2)+(f2+4f3+f4)+' : '+(fn—2+4fn—1+f">)7 fi = f(i/n);

si f est de classe C*

1) - 20 < =

En dimension supérieure (d > 2) la généralisation de (3.1) est

n—1

So(f) 1 s ky 3

k1=0 kq=0

et lerreur que 'on commet dans I’évaluation de I(f) est encore de la forme
(si f est C1)
Sn(f)

n

1
11(f) | <C e
Ainsi, pour obtenir une erreur de I'ordre de C'/n ~ € il faut calculer les valeurs
de f en n? ~ (1/€)? points. Quand d est grand (par exemple de I'ordre de
100) le temps de calcul est vite rédhibitoire. En outre, les méthodes que nous
venons de décrire nécessitent de travailler avec une fonction f suffisamment
différentiable.
Il est en fait possible de surmonter ces deux difficultés a condition d’ac-
cepter de travailler avec un algorithme probabiliste, la méthode de Monte

Carlo.

3.2 Description de la méthode

Le principe repose sur la loi des grands nombres et le Théoréme Cen-
tral Limit. Si f est une fonction L' sur le pavé d-dimensionnel [0, 1]¢ et si
Xq,...,X,, ... est une suite de vecteurs aléatoires uniformément distribués
sur [0, 1]¢ alors la suite Y7 = f(X1),...,Y, = f(X,),... est une suite de va-
riables aléatoires indépendantes et de méme loi (P(f(X;) € A) =P(f(X;) €
A) pour tout intervalle ou borélien A de R). La loi des grands nombres nous
enseigne que pour P-presque tout w € ()

n—oo M,

lim (f(Xl(w)) Fot f(Xn<w>>) —B(7(X,)).
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Calculons E(f(X;)). D’aprés la formule de transfert
E(f(Xy)) = , flxy, ... xg)p(xy, ..., zq)dxy -+ - dxg
R

ot p(z1,...,24) = lyqa(z1,...,24) est la densité de la loi uniforme sur
[0,1]%. On a donc

E(f<X1)): df<m17---7xd)dx1"'dl‘d:I(f)
[0,1]
et par conséquent P-presque stirement

lim l(f(Xl(w)) + f(Xn(w))) = f(x1, ..., xq)dxy - - dzg.

n—oo N [O,I]d
On est donc sir qu’avec probabilité 1 la moyenne précédente

%&(f) = %(f(Xl(w)) +ot f(Xn(cu)))

converge vers l'intégrale
I(f) = f(@1, .. xa)dy - - dzg.
[0,1]¢
La méthode du calcul approché de I'intégrale consiste donc a calculer I(f)
comme %(f(Xl(w)) + f(Xn(w)))

Il est important de savoir a quelle vitesse la convergence précédente a lieu
si n — 00. Supposons f de carré intégrable. Le théoréme Central Limit nous
fournit la réponse suivante : Puisque Y7 = f(X3),...,Y, = f(X,), ... est une
suite indépendante de v.a.r de méme loi et de carré intégrable on sait que

(L0 + o+ 100)) ~BUED)), 0 = Var((x,)

g n

converge en loi vers une loi normale centrée réduite. En d’autres termes, si
on pose

o = E(f(X1)*) - (B(f(X1)))”
=I(f*) - I(f)*

on a pour tout a > 0

JLH;OP(%Sn(f) —I(f)l < %) = / \/LQ_WG_‘TQ/Qda:.
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Observons que

“ 1 2
-z /2 ~ — ~
—€ dx ~ 0.95, our a = 1.96 =~ 2
/_a \ 2T P

Ol e B
/a me dx ~ 0.99, pour a = 2.6
En conclusion, si on sait évaluer (méme grossiérement) o on peut dire avec
probabilité grande que S,,(f)/n est une approximation de I(f) a oa/+/n-prés
(a = 2 ou a = 2.6) pourvu que n soit assez grand. Par exemple, si € est assez
petit, n = (20/€)?, S,(f)/n est une approximation de I(f) & e-prés avec
probabilité de 0.95. Remarquons que le calcul de S, (f) nécessite le calcul de
(20 /€)? valeurs de f et que ce nombre est indépendant de la dimension d de
Iespace sur lequel on travaille. C’est un avantage considérable par rapport
aux méthodes décrites dans la premiére section. En revanche, la faiblesse de
la méthode réside dans le fait que :
1) le TCL n’est vrai qu’asymptotiquement : le "assez petit" (pour €) ou
"assez grand" (pour n) n’est a priori pas explicite ;
2) la méthode nécessite d’avoir une estimée raisonnable sur o et suppose
donc que I'on sache déja calculer I(f) et I(f?).
Ces deux problémes admettent chacun une solution au moins d’un point de
vue théorique. Leur solution donnée ci-dessous ne sera pas demandée a
Pexamen. C’est un complément de cours optionnel. La solution théorique
du premier probléme réside dans le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1 (Berry-Essen) Soit X1,...,X,,... une suite de v.q, i.i.d.
centrées (BE(X,,) = 0) telles que E(X?) = o2 et p = E(|X1]?) < 0o. Si on
note I, la fonction de répartition de a‘f% on a pour tout v € R

T e t/2 3p
Fn - dt < . .
- [ <

On a donc

Théoréme 3.2.2 Pour tout a

a 3
{1 <2) [ a2

Pour résoudre le second probléme il est naturel de remplacer o2 par
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Théoréme 3.2.3

1 E a @ 1 2
lim P (|- — I ) = 2y,
Jim (InSn(f) ()l < \/ﬁ> /_ N d
Démonstration.—  Notons
\/ﬁ Sn ~ \/ﬁ Sn g
Ly = —(— — Z =Y _ 7 Y, —
n o (n (f))a n En( n (f))7 n En

de facon que 7, =Y, - Z,. Puisque X, converge p.s vers o, il suffit de
démontrer que si Z,, converge en loi vers Z et si Y,, converge p.s vers 1 alors
Zn - Yy, converge en loi vers Z. Démontrons donc le lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Si U, converge en loi vers U et si V,, /U, converge en loi vers
1 alors V,, converge en loi vers U

Démonstration.— Comme
(Va> 1) C (Un> — U 5 14),  (Un > t{14€) C (Vo > DU > 14¢)
1+¢ U, ’ " " V,
on a
Fr, ( : )—P(& > 14€) < Fy, (1) Fy, (t) < Fy (t(H—e))—i—P(% > 1+¢)
"lte Un - mAS = e v,

et donc puisque % et % converge en loi vers 12%et que U, converge en loi
vers U on a pour tout ¢ et tout € > 0 tels que t/(1+¢€), t(1 + €) soient points
de continuité de Fy;

Fu(

) < liminf Fy, (t) < limsup Fy, (t) < Fy(t(1 +¢€)).

1+e€ n—r00 n—00

Soit t un point de continuité de Fy ; il est possible de trouver € aussi petit
qu’on veut de facon que t(1+¢)*! soient points de continuité de Fy. Faisant
e — 0 sur ces € on voit que lim,_,, Fy, (t) existe et vaut Fy(t) pour tout ¢
point de continuité de Fy : c’est la définition de la convergence en loi de V,
vers U.

O

Le théoréme résulte alors du lemme et du fait que si la suite (Y;,) converge
presque strement vers 1 alors elle converge aussi en loi vers 1.

O

2. Si X,, converge en loi vers 1 alors X,,; ! converge aussi en loi vers 1 : en effet pour tout
t>0,P(X, >t)=P(0< X, " <t7), cest-a-dire 1 — Fx, (t) = Fx1(1/t) - P(X; ' =
1/t). Donc pour s = 1/t > 0 en dehors d’un ensemble dénombrable F'y-1(s) converge
quand n — oo vers 1 — 1,-159(s) = 15>1(s) et le méme résultat est vrai pour s < 0
(on trouve 0). Il est facile de voir que cela signifie que la fonction de répartition de X!
converge vers la fonction de répartition 1;~1 de la v.a 1 en tout point ¢ # 0.



32 CHAPITRE 3. METHODE DE MONTE CARLO

3.3 Variante

Si l'on désire a présent calculer des intégrales sur R? (et non plus sur des
pavés compacts) on peut plus généralement procéder de la facon suivante.

Soit X1,...,X,,... une suite indépendante de vecteurs aléatoires de méme
loi donnée par une densité p qui est facile a simuler. On veut calculer I(f) =

Jra f(x)da

I(f) = flxy, ... xq)dxy - - dxy
Rd

- R4 Hp(xl"“vxd)d% cdryg
= E(¢(X))
ol
st
o

On supposera p non nulle ou plus généralement que son support contient
celui de f. La loi des grands nombres nous dit que

O L (ox) 4o+ 001,

n n

converge presque-siurement vers E(¢(X7)) = I(f). En procédant comme dans
la section précédente on peut démontrer

Théoréme 3.3.1 Si on pose

alors,
opa 1

i P(107) € [15,0) - 2, 25i0) + 72)) = [ e

Le choix de la densité p est assez arbitraire mais il est naturel de vouloir
minimiser la variance

7t =Var(6(X)) = [ Ldo—1(¢

la contrainte étant [ p(x)dx = 1. On pourrait utiliser la méthode des multi-
plicateurs de Lagrange, dont on ne donnera pas ici le détail.
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Pour ’examen il faut savoir en quoi consiste la méthode approchée du
calcul des intégrales par la méthode Monté-Carlo, le fait qu’elle se base sur
la loi de Grands Nombres, que la vitesse de convergence est determinée par
le thm de la limite centrale, mais on ne demandera pas d’autres détails sur
la vitesse de convergence.
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Chapitre 4

Rudiments de Statistiques

4.1 Sondages

Un sondeur veut déterminer dans une population de N individus (par
exemple N = 6.107) le nombre de personnes appartenant a une catégorie A
(donc connaitre le cardinal de I’ensemble A). Pour cela il effectue un sondage
sur un échantillon de n individus (p.ex n = 103) tirés au hasard. Pour simpli-
fier on supposera que le sondeur procéde de la facon suivante. Il réalise n ti-
rages X1, ..., X, qui sont autant de variables aléatoires X; : Q@ — {1,..., N}
suivant une loi uniforme sur {1,..., N}. On pose alors Y; = 14 0 X; et on
définit Z, = Yy + --- + Y, le nombre de personnes interrogées qui appar-
tiennent a la catégorie A. Il est facile de voir que les Y; suivent une méme loi
de Bernoulli de paramétre p (ou p est la proportion de personnes dans la po-
pulation ayant ’opinion A) et sont indépendantes pourvu que les X; le soient
(Exercice : Prouver ces faits). Par conséquent, Z,, suit une loi de Binomiale
(n,p). Dans la pratique, on utilisera ’approximation normale que donne le
Théoréme Central Limit : la suite de v.a (v/n/o)(Z, — np), o = p(1 — p),
converge en loi vers une loi normale centrée réduite. On peut donc écrire

Zo(w) co Zy(w)  co.  [Ce )

NIV Ll Y-

[On rappelle que quand ¢ ~ 2 cette intégrale est & peu prés égale a 0.95 et
quand ¢ & 2.6 elle vaut a peu prés 0.99.| Dans la pratique cette approximation
est bonne quand par exemple np =~ 30. Pour simplifier nous supposerons que
nous sommes dans cette hypothése asymptotique. Ainsi, si on connait 1’écart

PlweQ:pe]

type o on dira que lintervalle [, = [Z2 — \2/—%, Zn 4 \2/—‘%] (resp. [Z» — %, In 4
2.60

27Z]) est un intervalle de confiance avec une fiabilité de 95% (resp. 99%)
pour la valeur de p : la probabilité pour que p se trouve dans l'intervalle ainsi

35
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déterminé ! est de 0.95 (resp. 0.99). Malheureusement, on ne connait pas la
valeur de o (car sinon on connaitrait déja celle de p puisque o® = p(1 — p)).
En revanche, on a toujours l'inégalité o = /p(1 — p) < 1/2 si bien que 'on
peut écrire dés que n est assez grand

Zn Zn c ¢ et/

P(p € [7‘%,74-%]) > 70ﬁ‘

Un intervalle de confiance a 0.95 (resp. 0.99) est donc par exemple [“2 —
T ] (resp.[Ze — S2 Zu 4 L2])

4.2 Statistiques gaussiennes

Sondages gaussiens Dans 'exemple précédent, ’estimation a priori sur
la variance des Y;, rendue possible par le fait que les Y; suivent une loi de
Bernoulli, est I’élément clé pour obtenir un intervalle de confiance. Intéressons
nous a présent au probléme suivant.

On fait un sondage de N individus en leur demandant d’exprmier leur
avis sur ce polycopié par un chiffre de | — 0o, 0o[. Lorsque ce polycopié ne leur
semble ni bon, ni mauvais, ils émettent la note zéro, lorsqu’ils sont contents
de ce poly, ils émettent une note positive (1000, 10, 100 etc ) et d’autant
plus grande — plus ils sont ravis. Lorsqu’ils sont mécontents — ils donnent une
note négative (—100, —105, —10'°, etc). Soit Y; — la note donnée par le iéme
individu.

On pourrait bien sire critiquer cette modélisation, mais on le fera plus
tard!

Supposons que les avis des individus Y7, Y3, ..., Yy sont indépendants les
uns des autres et que ce sont des réalisations de variables aléatoires Gaus-
siennes indépendantes de méme parameétres — I'espérance p et la variance
o2. Notre objectif est d’estimer 1’avis moyen sur ce poly p et la variance des
avis o2 , plus précisement de construire des intervalles dans lesquelles ces
paramétres se trouvent avec une grande probabilité.

On choisit un seuil de fiabilité s proche de 1, par exemple s = 0.99.

Notre objectif est de trouver des intervalles I, C R et J, C R* tel que

P(pel)>s, Plo*e€lJ,)>s

On va proceder de la maniére suivante : on connait du cours de pro-
babilités de base (ou un exercice sur les fonctions caractéristiques). que

1. Attention, cela signifie que p = #A/N étant fixé (mais inconnu) la probabilité qu’un
sondage portant sur n personnes fournisse un intervalle I,, ne contenant pas p est inférieure
a 0.05
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YlJrYf\;%/N*N" est une réalisation d’'une variable Gaussienne dont l'espé-
[ea

rance est 0 et la variance est 1. Alors pour ¢ > 0

Yi+Yo+---+Yy—Npu 1 /C _42/9 2 00_22
P( E—c,c):— et =1——— e U2t
vV No? | ] Vo J_¢ V2T Je

On cherche ¢, tel que 1 — \/%fcoo e /24t = s, ce qui est équivalent
au fait que \/%f_coo e 2t = 1 — (1 —s)/2 = 1/2+ s/2. La fonction de
répartition ®(c) = #f_coo e */2dt de la loi Gaussienne centrée réduite

est tabulée. On peut trouver dans la table le nombre ¢, tel que ®(cs) =
1/2+ s/2. (Vous pouvez par exemple trouver sa table sur la page http ://ho-
meomath2.imingo.net /tablelois1.htm) ; on voit dans cette table par exemple
que ¢(0.25) = 0.5987, ®(1.81) = 0.9649) On peut dire aussi que ¢, est la
quantile de la loi Gaussienne centrée réduite de niveau 1 — (1/2 + s/2), cf.
exercice 1 de la feuille N2.

Dans ce cas

P<Y1—|—Y2~~-+YN—NM
v No?

€ [—cs,cs]> = 3.

On obtient alors

P( c [Yl—i----YN—cs\/Naz Y1+--~YN+CS\/NJ2])
% 3

= 3,
N N
“ Y, + Y Yy — Np)?
po?e (MR WM Y
Nc?

L’intervalle [Yﬁ'“YN];CS VN2 AN N"1 est l'intervalle de confiance
pour la moyenne des avis sur ce polycopié de niveau de fiabilité s. Remar-
quons que tous les ingrédients pour calculer cette intervalle (Y3,...,Yn, N,

cs, 0%) sont connus de notre sondage sauf la variance o2. Si on connaissait o2
(ou on pouvait la supposer) on pourrait calculer les valeurs numériques. On a
produit ainsi I'intervalle de confiance pour la moyenne de variables aléatoires

Gaussiennes indépendantes lorsque leur variance est connue.

(Y14Ys+YN—Np)?
N¢2

riance des avis sur ce polycopié de niveau de fiabilité s. Remarquons que
tous les ingrédients dans cette intervalle sont connus de notre sondage sauf
la moyenne . Si on connaissait g (ou on pouvait la supposer) on pourrait
produire les valeurs numériques. On a produit ainsi I'intervalle de confiance
pour la variance de variables aléatoires Gaussiennes indépendantes lorsque
leur moyenne est connue.

De méme ,00| est I'intervalle de confiance pour la va-
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Dans les deux cas on peut parler aussi des intervalles de confiance de
niveau de fiabilité & 100s%, comme dans la feuille d’exercice N2, ou encore
de niveau de fiabilité 100(1 — @)% avec a =1 — s.

Mais comment produire l'intervalle pour un paramétre de v.a. Gaus-
siennes indépendantes (la moyenne ou la variance) lorsque 'autre paramétre
est inconnu ? Pour cela on va introduire les lois de chi-deux et de Student.

Définition. Soient X, ..., X, des v.a. indépendantes de loi Gaussienne d’es-
pérance 0 et de variance 1. La loi de la v.a. X? + -+ + X2 est dite la loi de
chi-deuz de n degrés de liberté. C’est aussi une loi gamma 7;/9,/2 de densité

1 1
o~ )

Définition. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. La v.a.
X est de loi Gaussienne d’espérance 0 et de variance 1. La v.a. Y est de loi
chi-deux de n — 1 degrés de liberté. La loi de la v.a.

Xvn—1
VY
est dite la loi de Student de n — 1 degrés de liberté. C’est la loi de densité
1 (%)
2 T S e ()
2 2
(1 + #)

Cette densité tend vers la densité gaussienne réduite (1/v/27)e /2 quand n
tend vers l'infini ; on a les approximations suivantes

Cn—1

P(|T,| < a) =0.95 0.99
sin=10 pour a =2.26 pour a = 3.35

20 2.09 2.86

30 2.04 2.76

00 1.96 2.58

Par la suite nous introduisons la quantitA@ qui s’appelle la moyenne
empirique
- Yt 4Y,
y, =+~~~ '°n
n

et celle qui s’appelle variance empirique

(Yl _Yn)g"i‘"'(yn _?n)Q
- .

Vi, =
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Théoréme 4.2.1 5% les v.a Yy, ...,Y,,... sont i.i.d. de méme loi normale
N (p, 0?) alors
(a) la v.a

5~ )

suit une loi normale centrée réduite N(0,1) .
(b) Les v.a. Y, etV, sont indépendantes et la v.a.

A :M
Vi n=1)

suit une loi de Student T(n —1) a n— 1 degrés de liberté;

(c) la v.a
nV,

o2

suit la loi du chi-deux é n — 1 degrés de liberté x*(n — 1).

Démonstration. (a) est évident.

Notons que Z,, = (v/n — 1y/n(Y,,—u) /o) (/nV,/o?)~L. 1 suffit de prouver
que S = @(Yn—u) et T = % sont indépendantes, et que T soit de loi x?(n—
1). Soient W; = (Y; — p)/o, i = 1,...,n. Les v.a. Wy,... W, sont indép.,
de loi Gaussienne d’espérance 0 et de variance 1. Soit W = (Wh,...,Wy).
Prenons A une matrice orthogonale dont la premiére ligne se compose de
/n. Alors le vecteur AW est aussi Gaussien, d’espérance (0,...,0) et de
matrice de covariances AIdAT = AAT = Id car A est orthogonale. Donc
les coordonnés de AW sont des Gaussiennes indépendantes d’espérance 0
et de variance 1. Notamment 7, ((AW),)? est de loi de x%(n — 1). Par le
choix de la premiere ligne de A on a (AW); = S. Alors S est indépendante
de (AW); pour i = 2,...,n, et donc de Y27 ,((AW);)? qui est de loi de
x%(n — 1). Mais une matrcie orthogonale conserve les normes de vecteurs.
Donc 524‘2?:2«14‘/‘7)@')2 = 2oy Wi Alors Z?=2((AW)1')2 =2 WE=5?

ce qui est par un calcul direct M
o

Dans 'exemple qui nous intéresse on peut donc :
(i) Sans connaitre la valeur de o2, obtenir un intervalle de confiance pour
la moyenne pu. La probabilité pour que I'intervalle

_ [ V., = [V
Yn_ —nayn = ]
[ ¢ n—1 te n—1

contienne le réel p (inconnu) est égale & P(|Z,| < ¢) (on a utilisé le (b) du
théoréme précédent); Il reste donc a chercher ¢, tel que P(|Z,| < ¢5) > s,
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autrement dit Fy, (c5) = 1/2+s/2 on Fy, est la fonction de répartition de la
loi de Student de n — 1 degrés de liberté, cette fonction est tabulée (on peut
chercher ¢, dans les tables).

(ii) Sans connaitre la valeur de y, obtenir un intervalle de confiance pour
la moyenne o2. La probabilité pour que I'intervalle

[nVn ]
, 00
c
contienne o2 est égale a P(U,, < ¢) (on a utilisé le (¢) du théoréme précédent) ;
Il reste donc a chercher ¢ tel que P(U,, < ¢5) > s, autrement dit Fy, (cs) > s
ou Fy, est la fonction de répartition de la loi de chi-deux de n — 1 degrés de
libertés, cette fonction est tabulée A(C)galement.

Sondages Non-Gaussiens, intervalles de confiance assymptotiques.
Dans la modélisation du paragraph précédent nous avons modélisé des avis
de lecteurs de ce poly par des variables aléatoires (Gaussiennes qui prennent
des valeurs dans | — 0o, 0o[. Cette modélisation n’est bien stire pas du tout
raisonnable!!! On pourrait plutot proposer aux lecteurs de donner une note
a ce poly entre —10 et 10 et essayer de construire un intervalle de confiance
pour la note moyenne. Nous allons construire un intervalle de confiance as-
symptotique dans ce cas.

Soient Y7, ..., Yy des v.a. i.i.d. de second moment fini. Alors par le Thm de
la limite Centrale 2PN =Ni ¢nyerge en loi vers la loi Gaussienne centrée

vV N 2
réduite. Autrement dit, 7

Yi+---+Yy—Nu 1 /C e 2 R
P( € —c,c) - — e Pt =1——— e 24y,
v No? [ | V2T ) e Vo J.

quand N — oo. Nous pourrions alors construire un intervalle de confiance
assymptotique :

}/1+"'YN_Cs‘/NU2 Y1+-~~YN+CSVNO'2
P(ue | N ! N )=

quand N — 0o ou ¢, est choisi tel que ®(cs) = 1/2 4+ s/2, ®(-) étant la
fonction de répartition de la loi Gaussienne centrée réduite.

Cet intervalle a de nouveau un défaut de contenir une quantité inconnue
o2

Pour corriger ce défaut nous allons remplacer o2 par son “estimateur” Vy.

Composons
N

1L, /1 2
Weg v - ()

=1
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Par la loi de grands nombres + >7 | Y2 — E(Y?), + > Y; = EY; ps,,
donc Vy — 0% p.s., et donc 1/Vy /0?2 — 1 p.s.

On va aussi admettre un résultat de probabilités de base : si une suite de
v.a. &, converge en loi vers £ et une suite 7, converge vers une constante(!)
¢ p.s., alors &,n, converge en loi vers c£.

Il s’en suit que W converge en loi vers la loi Gaussienne centrée
réduite. Donc

i+ +Yy—cV/NVy Yi+ - YN+ v NVy
Pue| N ’ N [) -

On construit ainsi un intervalle de confiance asymptotique

|:1/1+“'YN—CS\/NVN Yi‘F"'YN—FCS\/NVN}
N 7 N

de niveau de fiabilité s (ou de niveau de fiabilité & 100s%)

Tests statistiques Il est commode & ce stade d’introduire la notion de test
statistique. Le type de probléme que I'on se propose d’étudier est le suivant :
a partir d’un échantillon, c’est-a-dire une suite de v.a Xy,...,X,, de méme
loi p qui en général est inconnue, décider si une hypothése Hy (portant sur la
loi de ces v.a) est raisonnable ou pas. Si elle ne 'est pas on la rejette, sinon
on l'accepte, ce qui alors signifie seulement qu’elle est plausible. Dans ce type
de discussion on introduit un seuil o qui est un réel compris entre 0 et 1 et
quantifie le degré de certitude que I'on a lors de la procédure de rejet ou non
de I'hypothése Hy. La procédure est la suivante : on considére une statistique
c’est-a-dire une v.a Z, y, qui est une fonction des v.a Xi,..., X, et dont
on connait la loi (et donc la fonction de répartition) pourvu que 'hypothése
H, soit vérifiée. On décide de rejeter ou d’accepter I’hypothése au seuil o €
(0,1) si par exemple, les données expérimentales donnent |Z, 3, > t, ou
to est définie par Py (|Zn 3, > ta) = a. En d’autres termes on rejette
I'hypothése H, si la réalisation w € © qui donne |Z,, ,(w)| > t, fait partie
d’un événement trés peu probable.

Dans 'exemple (ii) du paragraphe précédent 1'échantillon est une suite de
v.a de loi NV(p, 0?) qui dépend des deux parameétres p, et o a priori inconnus
et on veut tester 'hypothése suivante portant sur o : Hg : 10V;9 > 2002. Pour
cela on construit une statistique, en 'occurrence la v.a Z;5 = % dont on
sait qu’elle suit une loi du chi-deux a 9 degrés de liberté et pour laquelle la
fonction de répartition est tabulée. Au seuil a = 0.05 on rejette ’hypothése
car

P(Z10 > 20) < P(Z1g > ta) = P(xs > ta)
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ol to = 16.9 et P(x§ > to) = 1 — Fy2(9)(16.9) &~ 0.05 est plus petite que le
seuil o = 0.05 que 'on s’était fixé.

Tests de Fisher et de Student. Ces deux tests ne seront pas de-
mandés a ’examen et peuvent étre omis a la premiére lecture. On
considére deux échantillons gaussiens Xy,..., X, , Y1,...,Y, qui sont in-
dépendants et suivent respectivement des lois N (jz, 07) et N(py,07). On
note

X 44 X Y+ 4Y,
- 1+ + ngc7 v _ 1+ + Yo,
Ny Ny
les moyennes empiriques et
Vo (X;—X)2+ -+ (X, — X)? Vo YVi=Y) +-+ (Y, -Y)?
o Ny ’ v ny

les variances empiriques. Le théoréme suivant permet de tester 1’hypothése

D2 42
Ho : 0, = 0y,

Théoréme 4.2.2 Le rapport
ngy Vi

nz—lai
ny Vy

2
ny—lay

suit une loi de Fisher F(ny—1,n,—1). La densité d’une loi de Fisher F(m,n)
est

m/2 n/2F 9
Fon(t) = Connt ™Dty -2y, o, = M ) j2)

L(m/2)I'(n/2)

Remarque : n,Vy /o2 et n,V, /o7 suivent (d’aprés le Théoréme 4.2.1) des lois
de Student.
La statistique du test de Fisher H, : 02 = o, est donc

> =

Ty

V,

xX
Ny — 1

Ty

Y
ny — 1

Sous I'hypothése d’égalité des variances o2 = 05 on peut tester I'égalité des
moyennes Ho : fly = [y
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Théoréme 4.2.3 Sio, =0y la v.a

Ve 1y = 2(X = V) = (1 — py)

Vgt +ngt o /n Ve +n,V,

suit la loi de Student T (n, +n, — 2).

4.3 Test du chi-deux

Ce test est souvent demandé a 'examen.

Déterminer si un dé est pipé ou non : On veut savoir si un dé a
6 faces présente chacune de ses faces de facon équiprobable. Pour cela on
jette le dé n fois (n grand). Le résultat du k-éme lancer est modélisé par
une v.a Xj a valeurs dans E = {1,...,6} et on suppose que les v.a X
sont indépendantes et identiquement distribuées. Dire que le dé est pipé
c’est dire que (py, p2, P3, P4, D5, P6) 7# (1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6) (on a noté
pi = P(X; = 7)). On veut donc tester ’hypothése Hy : "la loi (p;)icp est
uniforme". Pour fixer les idées supposons qu’on réalise 600 lancers et qu’on
obtienne 60 fois le 1, 108 fois le 2, 108 fois le 3, 102 fois le 4, 108 fois le 5 et
114 fois le 6. Le dé est-il pipé ou non ? Pour répondre a cette question, on
utilise le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.1 Soit Xq,...,X,,... une suite de v.a. i.i.d. a valeurs dans

un ensemble fini E = {1,...,r}. Nous noterons (p;) leur loi commune avec
pi = P(X,, =1i). Posons

k=1

la fréquence empirique de sortie de 1. Alors,
(a) le vecteur aléatoire

Z — (Nl(n) — np1 Nﬁn) - npr)
" np1 Y npr

converge en loi vers un vecteur gaussien Z d’espérance 0 et de matrice de
covariances B, dont les éléments b;; = (1 — p;) pour i = 1,...,7, b;; =

—\/PiPj pour i # j.
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(b) la suite de v.a

WV —npn)* (N =)

np1 npr

T, =

Y

converge en loi quand n — 0o vers un x> ar — 1 degrés de liberté.

Démonstration. (a) est un corollaire direct du Thm Limite Central vectoriel
appliqué aux sommes de vecteurs aléatoires inépendants (1,0 Xy, ..., 1,0X}y)
pour k =1,2,.... Eneffet, £1,0 X} = p; pouri = 1,...,r. Calculons cov(1;0
Xi/\/Di> Li 0 Xy/\/Pj)- Pour i = j c’est var(1; 0 Xi/\/pi) = pi(1 — ps)/pi =
1—p;. Pouri # jona(1;0Xy)-(1;0X;) = 0 car Xj ne peut pas prendre les
valeurs i et j en méme temps. Donc c’est —E(1;0 Xy/\/pi) E(1i0 Xy./\/Dj) =
~ /P

Comme Zn converge en loi vers Z , alors pour toute fonction ¢ conti-
nue bornée Eg(Z,) — Eg(Z). En particulier pour toute f continue bornée
Ef(|Z,) = Ef(|Z])) car g = fo| - || est continue bornée. Il s’en suit que
1Z, ]| = || Z]| en loi.

1 reste & prouver que la loi de || Z|| est 1a loi de x%(r—1). La matrice B est
symétrique définie positive. Elle est donc diagonalisable en base orthonormeée.
Il existe une matrice A orthogonale telle que ABAT est une matrice diagonale
D qui se compose de valeurs propres de B. La combinaison linéaire des lignes
de B avec les coefficients \/p1, ..., /p, est 0. Dons une valeur propre est 0. La
matrice B—1d a toutes les lignes proportionelles. Donc 1 est une valeur propre
de B de multiplicité r—1. Donc D are 1 sur la diagonale r —1 fois et 0 pour le
dernier élément. Le vecteur AZ est Gaussien d’espérance 0 et de matrice de
covariances ABAT = D. Donc la loi de ||AZ|| est la loi x2(r—1). Mais comme
A est orthogonale, elle conserve la norme, par conséquent || Z|| = ||AZ|| est
donc de loi x%(r — 1). Le Thm est démontré.

Ainsi, si 'hypothése Hq est vérifiée la v.a

(NP® 100 |, (g —100)?

Tioo = e —
600 100 100 ’

doit suivre (approximativement) une loi du chi-deux ¢ 5 (= 6 — 1) degrés de
liberté. Or, pour une telle loi P(75 > 0.412) < 0.005. Dans notre expérience
on a obtenu

— 100)? 114 — 100)?
(60— 1007 ., Q1007 4,

100 o 100

Comme I'événement 3.92 > 0.412 on décide au seuil o = 0.005 de rejeter
I'hypothése Hy (le fait d’observer 75 > 0.412 est un événement rare).

Tﬁoo(w) =
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De maniére générale, supposons, on sait que Xy, Xo, ..., Xg,... sont des
v.a. indépendantes et de méme loi discréte prenant r valeurs aq,...,a,. On
veut tester 'hypothése que ces valeurs sont prises avec probabilités pq, ..., p;.

On observe la réalisation X7, Xs,..., X, pour n grand. On compose N* =
(Nl(n)_npl)Q +

Yop_i 140Xy pour i =1,...,7. On calcule la valeur de T, = o

(N7(.")—’n,pr)2 . . . 9
- . Sa ol est approximativement(!) de x*(r — 1).

On se donne un seuil de confiance a et on trouve le quantile de la loi
X2(r —1), cad P(x > Xar_1) = a. Ainsi P(T,, > Xar1) = a.

S’il se trouve de notre calcul que 7T, > xa,—1, alors un événement de
probabilité trop petite est réalisé, cet événement est jugé trop peu probable
pour avoir lieu en réalité, par conséquant on se doute de notre hypothése et
on la rejette.

Si T, < Xar—1, ce test ne rejette pas notre hypothése.

Dans la partie statistiques, pour I'examen, il faut savoir :

— Construire des intervalles de confiance pour 'espérance et la variance
de variables aléatoires i.i.d. Gaussiennes lorsque
— lautre paramétre est connu (Paragraph 4.2 + Exercice 4, feuille

N2)
— lautre paramétre est inconnu (Paragraph 4.2, Thm 4.2.1 + Exer-
cice 4, feuille N2)

— Construire des intervalles de confiance assymptotiques pour la moyenne
de variables aléatoires i.i.d. dans L?, a la base du Thm de la limite cen-
trale, remplacer la variance inconnue par son estimateur (Paragraph
4.2 + Exercice 5)

— Construire des intervalles de confiance pour des paramétres en se ser-
vant des inégalités de Markov et de Chebyshev (Paragraph 4.1, Exer-
cices 3 et 6 )

— Appliquer les test de Chi-deux (Paragraph 4.3 + Exercice 7).



