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Ceci est la dernière (grosse) partie du polycopié du cours LM346 �Proces-
sus et Simulations�.

Elle porte sur les Chaines de Markov sur l'espace dénombrable mais seule-
ment les Chaines de Markov sur l'espace �ni seront portées à l'examen.

Les parties non-obligatoires qui peuvent être omises à la première lecture
sont indiquées. Je conseille aussi d'omettre à la première lecture le premier
chapitre sur l'espérance conditionnelle (si vous connaissez les probabilités
conditionnelles), de passer directement aux Chaines de Markov (page 17) et
de consulter ce premier chapitre quand c'est nécessaire.

Le signe ! ! en début d'une ligne ou d'un paragraphe signi�e un point
important pour les exercices, il est souhaitable d'y porter une attention par-
ticulière.

Cette partie du cours est conçue en accord avec la feuille d'exer-
cices N3. Après chaque section, les exercices qui s'y rapportent sont
recommmandés à faire. Pour bien assimiler le contenu du cours et
se préparer à l'examen il est souhaitable de suivre ces recommen-
dations .

Le Devoir N3 portera sur tout le contenu jusqu'à la �n de la Section 2.5.1.
Le Devoir N4 couvrira tout le contenu en partant de la Section 2.5.2 jusqu'à
la �n.
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Chapitre 1

Espérance conditionnelle

Ce chapitre ne sera pas demandé à l'examen. Il est écrit pour
preparer le chapitre �Chaines de Markov�.

Dans tout ce qui suit (Ω,B,P) est un espace probabilisé �xé.

1.1 Probabilités conditionnelles

Dé�nition 1.1.1 Si A et B sont deux événements de la tribu B et si P(B) >
0 on dé�nit la probabilité de A sachant B comme étant

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
.

En fait, tout événement B ∈ B dé�nit une nouvelle probabilité sur (Ω,B) :

Proposition 1.1.1 Si B ∈ B est tel que P(B) > 0, l'application PB : B →
[0, 1] qui à A ∈ B associe PB(A) = P(A|B) est une probabilité.

La preuve de cette proposition est laissée en exercice au lecteur.
Supposons à présent que nous ayons une partition de Ω en événements

B1, . . . , Br (c'est-à-dire que les événements B1, . . . , Br sont disjoints deux à
deux et que leur union soit égale à Ω) et que pour tout i, P(Bi) > 0. On
peut donc dé�nir r probabilités P(·|Bi).

Théorème 1.1.1 (Formule des causes) Sous les hypothèses précédentes

P(A) =
r∑
i=1

P(A|Bi)P(Bi).
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6 CHAPITRE 1. ESPÉRANCE CONDITIONNELLE

Démonstration.� Il su�t de remarquer que A est l'union disjointe des
(A ∩Bi) et donc

P(A) =
r∑

k=1

P(A ∩Bi)

=
r∑
i=1

P(A ∩Bi)

P(Bi)
·P(Bi)

ce qui est la formule annoncée.

2

Dans la pratique un problème courant est de calculer P(Bi|A) connaissant
les P(A|Bj).

Théorème 1.1.2 (Formule de Bayes) Sous les hypothèses précédentes :

P(Bi|A) =
P(A|Bi)P(Bi)∑r
i=1P(A|Bj)P(Bj)

.

Démonstration.� Il su�t d'écrire

P(Bi|A) =
P(Bi ∩ A)

P(A)
=

P(A|Bi)P(Bi)

P(A)
,

et d'utiliser la formule des causes.

2

1.2 Espérance conditionnelle par rapport à une

tribu �nie

Espérance sachant un événement Supposons �xé B ∈ B un événement
tel que P(B) > 0. On sait que P(·|B) est une probablilité sur (Ω,B) et
on obtient donc un espace probabilisé (Ω,B,P(·|B)). Pour toute variable
aléatoire Y : Ω → R on peut dé�nir E(Y |B) comme étant l'espérance de Y
sur l'espace probabilisé (Ω,B,P(·|B)). C'est un nombre (si Y est une v.a.r.).

Dans le cas où par exemple Y prend un nombre �ni de valeurs y1, . . . , ym
on a

E(Y |B) =
m∑
k=1

ykP(Y = yk|B).
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Loi conditionnelle d'une v.a sachant un évènement

Dé�nition 1.2.1 La loi conditionnelle de la v.a Y sachant B est la loi de Y
vue comme v.a sur l'espace probabilisé (Ω,B,P(·|B)). C'est donc la mesure
de probabilité sur (R, Bor(R)) dé�nie par µY |B(·) = P(Y −1(·)|B). Si Y est
à valeurs dans un ensemble �ni ou dénombrable nous la noterons souvent
p(y|B) :

p(y|B) = P(Y = y|B).

Espérance sachant une tribu (�nie) On suppose �xée une partition
B1, . . . , Br de Ω et on fait l'hypothèse que pour tout i, P(Bi) > 0. Considé-
rons F la plus petite tribu engendrée par les ensembles B1, . . . , Br.
Exercice : Montrer que F est l'ensemble des 2r unions �nies de Bi :

F = {
⋃
i∈J

Bi : J ⊂ {1, . . . , r}}.

Réciproquement, montrer que toute tribu �nie est obtenue de la façon
précédente.

Dé�nition 1.2.2 Si Y : Ω→ R est une v.a, on dé�nit l'espérance de Y par
rapport à la tribu (�nie) F comme étant la variable aléatoire E(Y |F) :
Ω→ R valant E(Y |Bi) sur Bi, Bi ∈ F :

E(Y |F) =
r∑

k=1

E(Y |Bk) · 1Bk
.

1.3 Espérance conditionnelle suivant une v.a,

cas discret

Supposons à présent que X : Ω → R soit une v.a ne prenant qu'un
nombre �ni de valeurs x1, . . . , xr et notons Bi = X−1(xi), 1 ≤ i ≤ r. et F
(ou encore F(B1, . . . , Br)) la tribu engendrée par les Bi. Nous supposerons
que pour tout i, P(X = xi) > 0.

Dé�nition 1.3.1 On dé�nit l'espérance conditionnelle de Y sachant X comme
étant la variable aléatoire E(Y |X) : Ω → R dé�nie par E(Y |X) =
E(Y |F(X = x1, . . . , X = xr)). On a donc

E(Y |X)(ω) =
r∑

k=1

E(Y |X = xk) · 1X=xk .(ω).

(C'est la fonction qui associe à ω E(Y |X = xk) si X(ω) = xk.)
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Dans le reste de cette section nous supposerons que X et Y sont deux
v.a. prenant un nombre �ni ou dénombrable de valeurs.

Mentionnons la propriété suivante évidente mais importante

Proposition 1.3.1 Si on note ψ la fonction ψ(x) = E(Y |X = x) on a

E(Y |X) = ψ(X),

(c'est une égalité entre v.a).

Loi conditionnelle de Y sachant X (X, Y à valeurs discrètes) Pour
tout x ∈ X(Ω) on peut dé�nir la loi conditionnelle de Y sachant l'évènement
(X = x).

Dé�nition 1.3.2 On appelle loi conditionnelle de Y sachant X = x la
loi conditionnelle de Y sachant l'évènement (X = x) et nous la noterons
pY |X(y|x) :

pY |X(y|x) = P(Y = y|X = x) =
pX,Y (x, y)

pX(x)
,

où on a noté pX,Y la loi du couple (X, Y ) et pX la loi de X

Relation entre espérance conditionnelle et loi conditionnelle

Proposition 1.3.2 On a

E(Y |X = x) =
m∑
l=1

ylpY |X(yl|x).

Propriété de l'espérance conditionnelle On a alors

Théorème 1.3.1 On a

E(E(Y |X)) = E(Y ).
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Démonstration.� Il su�t de calculer

E(E(Y |X)) = E(ψ(X))

=
r∑

k=1

E(Y |X = xk)P(X = xk)

=
r∑

k=1

( m∑
l=1

ylP(Y = yl|X = xk)

)
P(X = xk)

=
m∑
l=1

yl

( r∑
k=1

P(Y = yl|X = xk)P(X = xk)

)
=

m∑
l=1

ylP(Y = yl)

= E(Y )

(on a utilisé la formule des causes).

2

Remarque : L'espérance conditionnelle E(Y |X) est linéaire par rapport à
Y .
Exercice : Démontrer que si X, Y sont des v.a ne prenant qu'un nombre �ni
de valeurs E(f(X, Y )|X) = ψ(X) où

ψ(xk) =
m∑
l=1

f(xk, yl)pY |X(yl|xk).

Exercice : Soient X et Y deux v.a indépendantes qui suivent des lois de
Poisson de paramètres respectifs λ et µ. Soit S = X + Y

a) Déterminer la loi de S
b) Calculer l'espérance conditionnelle E(X|S).
(Réponse : a) S suit une loi de Poisson de paramètre λ + µ ; b) E(X|S) est
la variable aléatoire S · λ/(λ+ µ))

1.4 Cas des v.a admettant des densités

Supposons donnée deux v.a Y et X telles que le couple (X, Y ) admette
une densité ρX,Y . Les v.a X et Y admettent donc des densités respectives ρX
et ρY égales à :

ρX(x) =

∫ ∞
−∞

ρX,Y (x, y)dy, ρY (y) =

∫ ∞
−∞

ρX,Y (x, y)dx.
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Nous supposerons dans toute la suite que ρX(x) > 0 pour tout x.
Nous allons dé�nir l'espérance E(Y |X) en nous inspirant de la dé�nition

1.3.2, de la proposition 1.3.2 et de la proposition 1.3.1.

Dé�nition 1.4.1 Nous appelerons densité conditionnelle de Y sachant X =
x la fonction ρY |X(y|x) dé�nie par

ρY |X(y|x) =
ρX,Y (x, y)

ρX(x)
.

Dé�nition 1.4.2 L'espérance de Y sachant X = x est la fonction de x ∈ R

E(Y |X = x) =

∫
R

yρY |X(y|x)dy.

Dé�nition 1.4.3 L'espérance conditionnelle E(Y |X) est la variable aléa-
toire

E(Y |X) = ψ(X),

où ψ(x) = E(Y |X = x).

Exercice : Soient X, Y deux v.a dont la loi du couple (X, Y ) admet une
densité égale à ρX,Y (x, y) = (1/x) · 1T (x, y) où T est le triangle T = {0 <
y < x < 1}. Calculer E(Y |X).

Solution : La densité de X se calcule en intégrant ρX,Y (x, y) par rapport à
y ∈ R. On trouve ρX(x) = 1]0,1[(x) et donc pour x ∈]0, 1[

ρY |X(y|x) =
1

x
1]0,x[(y).

On trouve ψ(x) = E(Y |X = x) = (x/2) et donc E(Y |X) = ψ(X) = X/2.

On a encore le théorème important suivant

Théorème 1.4.1

E(E(Y |X)) = E(Y ).

Démonstration.� Notons ψ(x) = E(Y |X = x). Comme par dé�nition
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E(Y |X) = ψ(X), la formule de transfert donne

E(E(Y |X)) = E(ψ(X))

=

∫
R

ψ(x)ρX(x)dx

=

∫
R

E(Y |X = x)ρX(x)dx

=

∫
R

(∫
R

yρY |X(x, y)dy

)
ρX(x)dx

=

∫
R

(∫
R

y
ρX,Y (x, y)

ρX(x)
dy

)
ρX(x)dx

et comme d'après le théorème de Fubini on peut intervertir l'ordre d'intégra-
tion :

E(E(Y |X)) =

∫
R

(∫
R

ρX,Y (x, y)

ρX(x)
ρX(x)dx

)
ydy

=

∫
R

(∫
R

ρX,Y (x, y)dx

)
ydy

=

∫
R

ρY (y)ydy

= E(Y ).

2

Exercice : Démontrer que E(Y g(X)|X) = g(X)E(Y |X).

On a l'analogue suivant du théorème de transfert que nous donnons sans
démonstration (comparer avec la dé�nition 1.4.2) :

Théorème 1.4.2 Si Z = f(X, Y ) on a E(f(X, Y )|X) = ψ(X) où

ψ(x) =

∫
R

f(x, y)ρY |X(y|x)dy.

Remarque : L'espérance conditionnelle E(Y |X) est linéaire par rapport à
Y .

Exercice : Démontrer que si on prend l'énoncé du théorème précédent
comme dé�nition deE(f(X, Y )|X) on a bienE(f(X, Y )) = E(E(f(X, Y )|Y )).



12 CHAPITRE 1. ESPÉRANCE CONDITIONNELLE

1.5 Indépendance

Considérons à présent le cas où les v.a X et Y sont indépendantes. Dans
ce cas on sait que

pX,Y (x, y) = pX(x)pY (y),

dans le cas discret et
ρX,Y (x, y) = ρX(x)ρY (y)

dans le cas continu. Par conséquent

pY |X(y|x) = pY (y)

dans le cas discret et
ρY |X(y|x) = ρY (y)

dans le cas continu. On a donc dans les deux cas

Proposition 1.5.1 Si X et Y sont indépendantes

E(Y |X) = E(Y )

ou en d'autres termes, la variable aléatoire E(Y |X) est constante.

Dans la pratique on a souvent à calculer des espérances de v.a de la forme
Z = f(X, Y ) où X et Y sont des v.a indépendantes. Il est souvent utile pour
cela de conditionner Z par rapport à une des variables (disons X) c'est-à-dire
de faire le calcul en deux étapes :

i) On introduit la v.a E(Z|X) = E(f(X, Y )|X) ;

ii) On utilise ensuite la relation E(Z) = E(E(Z|X)).
Pour l'étape i) on dispose de la proposition suivante :

Proposition 1.5.2 Soient X et Y deux v.a indépendantes. Notons pour x ∈
R, Yx la variable aléatoire Yx = f(x, Y ) (c'est-à-dire l'application de Ω→ R
telle que Yx(ω) = f(x, Y (ω))) et soit F : R → R l'application dé�nie par
F (x) = E(Yx) (F (x) = E(f(x, Y ))). On a

E(f(X, Y )|X) = F (X).

Démonstration.�
Nous faisons la démonstration dans le cas de v.a admettant des densités

(le cas discret se traite de la même façon). Notons Z = f(X, Y ). On a d'après
le théorème 1.4.2

E(Z|X) = ψ(X)
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où

ψ(x) =

∫
R

f(x, y)ρY |X(y|x)dy

=

∫
R

f(x, y)ρY (y)dy

= E(Yx)

= F (x).

On a donc bien la conclusion.

2

Exercice : Soient N,X1, . . . , Xn, . . . une famille indépendante de v.a de
même loi, intégrables et à valeurs dans N∗. Soit S la v.a

S =
∑

1≤i≤N

Xi.

Calculer E(S).

Solution :On calcule d'abord E(S|N) et pour cela on évalue ψ(n) = E(S|N =
n).

E(S|N = n) =
∑

1≤i≤n

E(Xi|N = n)

=
∑

1≤i≤n

E(Xi)

= nE(X1).

où dans le passage de la première à la deuxième ligne on a utilisé le fait que
Xi et N sont indépendantes. On a donc E(S|N) = E(X1) · N . On utilise
ensuite la formule E(S) = E(E(S|N)) et on trouve E(S) = E(X1)E(N).

1.6 Tribus indépendantes

Dé�nition 1.6.1 Une famille de tribu Fα, α ∈ E est dite indépendante si
pour toute sous famille �nie Fαk

, k = 1, . . . , r et tous Aαk
∈ Fαk

on a

P

( r⋂
k=1

Aαk

)
=

r∏
k=1

P(Aαk
).
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Voyons comment cette notion se rattache à l'indépendance des v.a. Etant
donnée une suite de v.a X1, . . . , Xn, . . . on peut toujours dé�nir la tribu
F(Xi; i ≥ 1) qui est la tribu engendrée par les événements X−1i (I) où i
décrit i ≥ 1 et I décrit les intervalles de R. Il n'est pas di�cile de voir que
c'est la plus petite tribu qui rend simultanément mesurables les Xi. La suite
de v.a. X1, . . . , Xn, . . . est indépendante si les tribus engendrées par les Xi le
sont. Plus généralement on dira qu'une v.a. est indépendante d'une tribu F
si la tribu engendrée par X est indépendante de la tribu F .

Proposition 1.6.1 a) Si les v.a U1, . . . , Un, X sont indépendantes alors X
est indépendante de la tribu F(U1, . . . , Un).

b) Si U1, . . . , Un sont des v.a. et X est une v.a de la forme X = F (U1, . . . , Un)
alors F(U1, . . . , Un, X) ⊂ F(U1, . . . , Un).

Démonstration.� Pour a) il su�t de démontrer

Lemme 1.6.1 Si Aα, α ∈ E est une famille d'événements indépendants (i.e
les fonctions indicatrices le sont) et si (E1, E2) est une partition de E, alors
les tribus F1,F2 sont indépendantes où on a noté Fi la tribu engendrée par
les événements (Aα)α∈Ei

.

Démonstration.� Notons C l'ensemble des A pour lesquels, pour tout B ∈
{Aα, α ∈ E2} on ait

P(A ∩B) = P(A)P(B). (1.1)

Il est facile de voir que c'est une tribu qui contient {Aα, α ∈ E1} et donc
que l'égalité (1.1) est vraie pour tout A ∈ F1 et tout B de la forme Aα,
α ∈ E2. A présent notons D l'ensemble des B pour lesquels (1.1) soit vraie
pour tout A ∈ F1 : c'est une tribu qui contient {Aα, α ∈ E2} et donc F2. Par
conséquent, (1.1) est vraie pour tout A ∈ F1 et tout B ∈ F2.

2

Le point b) est quant à lui clair puisque tout événement de la forme X−1(I)
appartient à F(U1, . . . , Un).

2

On a aussi la proposition simple suivante

Proposition 1.6.2 La v.a X est indépendante de la tribu F si et seulement
si pour toute fonction continue bornée

E(φ(X)|F) = E(φ(X)).
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1.7 Compléments

Le lecteur aura remarqué que la construction que nous avons donnée de
l'espérance conditionnelle dans les cas (des v.a. prenant des valeurs dans
un ensemble) discret ou continu n'est pas la mÃame, ce qui n'est pas très
satisfaisant. En fait, une façon uni�ée d'introduire cette notion est la suivante.
On démontre qu'il est possible d'associer à toute v.aX ∈ L1(Ω,B,P) et toute
tribu F ⊂ B, une v.a. E(X|F) ∈ L1(Ω,F ,P) (donc mesurable par rapport à
la tribu F) que l'on appelle l'espérance conditionnelle de X par rapport à la
tribu F qui est dé�nie de façon unique (mod 0) par la propriété suivante :
Y ∈ L∞(Ω,F ,P) (donc F -mesurable) et toute v.a X ∈ L1(Ω,B,P) on a

E(X · Y ) = E

(
E(X|F) · Y

)
.

Si X est de carré intégrable (X ∈ L2(Ω,B,P)) cette espérance conditionnelle
est facilement dé�nie comme étant la v.a dans L2(Ω,F ,P) qui est la projec-
tion orthogonale sur X ∈ L2(Ω,F ,P) ⊂∈ L2(Ω,B,P). Dans le cas général,
on utilise que toute fonction dans X ∈ L1(Ω,B,P) se laisse approcher L1 par
des fonctions dans X ∈ L2(Ω,B,P). Il est alors possible de véri�er que par
exemple :

1) Pour toute v.a. Y ∈ L∞(Ω,F ,P) (donc F -mesurable) et toute v.a
X ∈ L1(Ω,B,P) on a

E(X · Y |F) = Y · E(X|F);

2) Si F1 ⊂ F2 et X ∈ L1(Ω,B,P) on a

E

(
E(X|F1)|F2

)
= E(X|F2).

3) Si X ∈ L1(Ω,B,P),

E(X|B) = X et E(X|{∅,Ω}) = E(X).

4) Si la v.a X ∈∈ L1(Ω,B,P) est indépendante de la tribu F

E(X|F) = E(X).



16 CHAPITRE 1. ESPÉRANCE CONDITIONNELLE



Chapitre 2

Chaînes de Markov

2.1 Chaîne de Markov et processus stochastiques

Un processus stochastique est une collection de variables aléatoires (X(t)(·), t ∈
T ), X(t)(·) : Ω → E où la variable t est interprétée comme un temps. L'en-
semble E s'appelle l'espace des états du processus. Le temps peut être discret
auquel cas T = N ou Z (on parle alors de processus à temps discret) ou
continu auquel cas T sera un intervalle (�ni ou in�ni) de R (on parle alors de
processus à temps continu). Des exemples de tels processus sont par exemple
le temps qu'il fait le jour t = n (X(t) prend ses valeurs dans {beau,mauvais})
ou le nombre X(t) de clients arrivés à un guichet avant le temps t, ou encore
la position au temps t d'une molécule dans un gaz etc. Comprendre un tel
processus c'est connaître pour tout n et tous s1 < . . . < sn la loi du vecteur
(Xi1 , . . . , Xin) 1

On dit qu'un processus est stationnaire si pour tout n et tous temps t,
s1, . . . , sn la loi du vecteur aléatoire (Xt+s1 , . . . , Xt+sn) est indépendante de
t (mais évidemment dépend de s1, . . . , sn). En d'autres termes, un processus
est stationnaire s'il est invariant par translation temporelle. L'objet de ce
chapitre est essentiellement de démontrer qu'un processus de Markov raison-
nable se stabilise asymptotiquement, c'est-à-dire converge dans un certain
sens vers un processus stationnaire.

Une chaîne de Markov est un cas particulier important de processus sto-
chastique. Nous ne parlerons dans la suite que de chaînes de Markov homo-
gène à temps discret. Nous noterons Xn au lieu de X(t) les v.a du processus
associé.

Dé�nition 2.1.1 Une chaîne de Markov à temps discret est un processus

1. en fait pour connaître la loi de tous ces vecteurs aléatoires, il su�t de connaître la
loi des vecteurs de la forme (X0, . . . , Xn)

17
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stochastique à temps discret X0, X1, . . . , Xn, . . . qui véri�e : pour tout n et
tous états i0, i1, . . . , in−1, i, j ∈ E la probabilité conditionnelle

P(Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1 . . . X0 = i0) = P(Xn+1 = j|Xn = i)

ne dépend que de i et de j et de n. On dit que la chaîne de Markov est
homogène si cette quantité ne dépend que de i, j et pas de n. En d'autres
termes pour une chaîne de Markov homogène, l'état du systême dans le futur
(au temps n + 1) ne dépend que de son état dans le présent (temps n) et
pas des états antérieurs dans le passé (temps 0 ≤ k ≤ n − 1). On note
pij = P(Xn+1 = j|Xn = i) et on appelle ce nombre la probabilité de transition
de i à j. La loi de X0 s'appelle la loi initiale de la chaîne.

N.B. Dans la suite nous ne considérons que des chaînes de Markov discrètes
homogènes avec un nombre �ni ou dénombrable d'états.

On note indi�éremment F(Xi, i ≥ 0) ou σ(Xi, i ≥ 0) la tribu engen-
drée par les événements (Xi ∈ Ii), i ≥ 0, Ii intervalle ouvert de R. Nous
supposerons dans la suite que les Xi prennent un nombre �ni r de valeurs.

En fait, une chaîne de Markov est déterminée par la loi µ de X0 et les
probabilités de transitions pij = P(Xn+1 = j|Xn = i) dans la mesure où
la connaissance de ces lois permet de connaître la loi du vecteur aléatoire
(Xs1 , . . . , Xsn) pour tout n et tous temps s1 < . . . < sn. En e�et,

Théorème 2.1.1 a) Notons p
(n)
j = P(Xn = j) la loi de Xn et p(n) le vecteur

ligne associé. Si on note P la matrice de transitions de la chaîne c'est-à-dire
la matrice r× r dont les coe�cients sont les pij = P(Xn+1 = j|Xn = i) on a
pour tout k

p(n+k) = p(k)P n.

Ainsi, la loi de X0 et les probabilités de transitions déterminent la loi de Xn.

b) Pour tous i1, . . . , in

P(Xsn = isn , . . . , Xs1 = is1) =

P(Xsn = isn|Xsn−1 = isn−1) · · ·P(Xs2 = is2|Xs1 = is1)P(Xs1 = is1). (2.1)

Par conséquent, (cf. a)) la loi du vecteur aléatoire (Xs1 , . . . , Xsn) est déter-
minée par la loi de X0 et les probabilités de transitions.

! ! Le corollaire de ce Thm pour faire les exercices est ce que pour calculer
la probabilité ci-dessus il faut calculer les puissances de la matrice P . Alors
cette probabilité s'exprime en terme d'un produit :

P(Xsn = isn , . . . , Xs1 = is1) = (P sn−sn−1)isn−1 ,isn
· · · (P s2−s1)is1 ,is2 (µP s1)is1 ,
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µ étant le vecteur ligne composé de µi = P(X0 = i), i ∈ E.
Démonstration.� a) Il su�t de remarquer que

p
(n+1)
j =

r∑
k=1

P(Xn+1 = j,Xn = k)

=
r∑

k=1

P(Xn+1 = j|Xn = k)P(Xn = k)

=
r∑

k=1

p
(n)
k Pkj

ce qui s'écrit matriciellement p(n+1) = p(n)P . En itérant cette dernière formule
on obtient a).

b) Démontrons le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 Si A est un événement dans F(X0, . . . , Xn−1) alors

P(Xn+k = in+k|Xn = in, A) = P(Xn+k = in+k|Xn = in).

Démonstration.� On sait que cette formule est vraie quand k = 1 et
que A est de la forme C = {Xn−1 = in−1 . . . X0 = i0} (c'est la dé�nition
d'une chaîne de Markov). Tout événement de F(X0, . . . , Xn−1) est une union
disjointe �nie d'événements Cl de cette forme C : A =

⋃
l Cl. Comme

P(Xn+1 = in+1|Xn = in, A) =
P(Xn+1 = in+1, Xn = in, A)

P(Xn = in, A)

=
∑
l

P(Xn+1 = in+1, Xn = in, Cl)

P(Xn = in, A)

=
∑
l

P(Xn+1 = in+1|Xn = in, Cl)

P(Xn = in, A)
P(Xn = in, Cl)

=
∑
l

P(Xn+1 = in+1|Xn = in)

P(Xn = in, A)
P(Xn = in, Cl)

= P(Xn+1 = in+1|Xn = in)
∑
l

P(Xn = in, Cl)

P(Xn = in, A)

= P(Xn+1 = in+1|Xn = in),

le passage de la troisième à la quatrième ligne étant justi�é par le fait évoqué
plus haut que le lemme est vrai quand k = 1 et pour des événements de la
forme Cl. Nous avons donc démontré que le lemme est vrai pour k = 1. Pour
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k quelconque on raisonne par récurrence : supposons le lemme vrai pour k
et montrons qu'il est vrai pour k + 1. Comme précédemment,

P(Xn+(k+1) = in+k+1|Xn = in, A)

=
∑
j∈E

P(Xn+k+1 = in+k+1|Xn+1 = j,Xn = in, A)P(Xn+1 = j|Xn = in, A)

On applique l'hypothèse de récurrence avec n + 1 à la place de n et A′ =
{Xn = in} ∩ A à la place de A (A′ ∈ F(X0, . . . , Xn−1, Xn)), ce qui donne
pour tout j ∈ E

P(Xn+k+1 = in+k+1|Xn+1 = j,Xn = in, A) = P(Xn+k+1 = in+k+1|Xn+1 = j, A′)

= P(Xn+k+1 = in+k+1|Xn+1 = j)

et on applique l'hypothèse de récurrence avec k = 1, n et A pour obtenir

P(Xn+1 = j|Xn = in, A) = P(Xn+1 = j|Xn = in).

Finalement

P(X(n+1)+k) = i(n+1)+k|Xn = in, A)

=
∑
j∈E

P(X(n+1)+k = i(n+1)+k|Xn+1 = j)P(Xn+1 = j|Xn = in)

et par conséquent

P(Xn+(k+1) = in+(k+1))|Xn = in, A) = P(Xn+(k+1) = in+(k+1)|Xn = in).

2

Pour démontrer b) il su�t d'écrire

P(Xsn = isn , Xsn−1 = isn−1 , . . . , Xs1 = is1) =

P(Xsn = isn|Xsn−1 = isn−1 , . . . , Xs1 = is1)

P(Xsn−1 = isn−1|Xsn−2 = isn−2 . . . Xs1 = is1) · · ·
· · ·P(Xs2|Xs1 = is1)P(Xs1 = is1)

et d'appliquer le lemme.

2

Il est temps de faire les exercices 3,4,5,6. Si vous avez peu de
temps, on peut se borner par les exercices 3 et 4.



2.1. CHAÎNE DE MARKOV ET PROCESSUS STOCHASTIQUES 21

2.1.1 Propriétés de Markov

Nous démontrons dans cette section deux théorèmes qui seront d'un usage
constant dans la suite dans les demonstrations de résultats.

Théorème 2.1.2 Soient n ≥ 1, A ∈ F(X0, . . . , Xn−1) et B ∈ F(Xn+1, Xn+2, · · · ).
Pour tout i ∈ E on a

P(B|Xn = i, A) = P(B|Xn = i).

Cette propriété signi�e que le futur ne dépend du passé qu'à travers le présent.

Démonstration.� Le lemme 2.1.1 montre que le théorème est vrai pour tout
événement B de la forme {Xn+k = j}. Montrons qu'il est vrai pour toutes
leurs intersections �nies {Xn+k1 = j1}∩{(Xn+k2 = j2}∩· · ·∩{(Xn+kp = jp} :

P(Xn+kp = jp, . . . , Xn+k1 = j1|Xn = i, A)

= P(Xn+kp = jp|Xn+kp−1 = jp−1 . . . , Xn+k1 = j1, Xn = i, A) · · ·
· · ·P(Xn+k2 = j2|Xn+k1 = j1, Xn = i, A)P(Xn+k1 = j1|Xn = i, A)

et l'utilisation du lemme 2.1.1 démontre que

P(Xn+kp = jp, . . . , Xn+k1 = j1|Xn = i, A) = P(Xn+kp = jp|Xn+kp−1 = jp−1) · · ·
· · ·P(Xn+k2 = j2|Xn+k1 = j1)P(Xn+k1 = j1|Xn = i)

c'est-à-dire en vertu du lemme 2.1.1

P(Xn+kp = jp, . . . , Xn+k1 = j1|Xn = i, A)

= P(Xn+kp = jp, . . . , Xn+k1 = j1|Xn = i).

Ce qui précéde démontre que le théorème est vrai pour les événements B
qui sont intersections �nies d'événements de la forme (Xk = i), k ≥ n + 1
et donc pour tout événement dans la tribu F(Xn+1, . . . , Xn+p). On constate
que si Bl est une suite croissante d'événement de B pour lesquels le théo-
rème est vrai, alors

⋃
lBl véri�e encore le théorème. Un argument facile (de

classe monotone) montre que tout événement de la tribu engendrée par les
F(Xn+1, . . . , Xn+p), pour tout p ≥ 0, véri�e le théorème. Or, cette tribu est
F(Xk : k ≥ n+ 1).

2
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Opérateur de translation Ce paragraphe ne sera pas demandé dans les
exercices. Notons F la tribu F(Xk : k ≥ 0).

Proposition 2.1.1 Pour tout T ∈ N, il existe une application θT : (Ω,F)→
(Ω,F) (F-mesurable) dé�nie de manière unique de la fa con suivante : pour
tous n, s1 < . . . < sn et tous i1, . . . , in ∈ E

θ−1T ({Xs1 = i1, . . . , Xsn = in}) = {Xs1+T = i1, . . . , Xsn+T = in}.

On appelle θT l'application de translation. C'est aussi l'unique application
θT : (Ω,F)→ (Ω,F) (F-mesurable) telle que Xn ◦ θT = Xn+T pour tout n.

Il est facile de voir que θT = θT := θ ◦ · · · ◦ θ (T fois) où θ = θ1. Remar-
quons que θ−1T F(X0, . . . , Xn) = F(XT , . . . , Xn+T ). On peut faire agir cette
application de translation sur les v.a : Si Y est une v.a on peut dé�nir la v.a
Y ◦ θT .

Exemple : Si B = {X5 = a,X3 = b} ∪ {X1 = c,X3 = d} alors θ−3B =
{X8 = a,X6 = b} ∪ {X4 = c,X6 = d}.

Théorème 2.1.3 Pour tous événements B ∈ F(Xk : k ≥ m), i ∈ E

P(θ−n1 B|Xm+n = i}) = P(B|Xm = i).

2.2 Matrices de transition et lois initiales

Dé�nition 2.2.1 On dit qu'une matrice r× r à coe�cients réels P est sto-
chastique si pour tous 1 ≤ i, j ≤ r on a

a) 0 ≤ Pij ≤ 1.

b) pour tous i,
∑r

j=1 Pij = 1 (somme sur les lignes).

Proposition 2.2.1 Soit P une matrice stochastique. Pour toute loi de pro-
babilité µ sur l'espace des états E il existe un espace probabilisé (Ω,F ,Pµ) et
une suite de v.a (Xn)n≥0 telle que (Xn) soit une chaîne de Markov admettant
P comme matrice de transitions et µ comme loi initiale.

Démonstration.� Nous donnons seulement une idée de la démonstration.
L'espace des états Ω est l'ensemble des suites e = (ek)k≥0 ∈ EN telles que
pour tout k ≥ 0, Pek,ek+1

> 0. L'espace des événements est la tribu engendrée
par les cylindres

C(j0, . . . , jn) = {(ek)k≥0 ∈ Ω : e0 = j0, . . . , en = jn}
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où n parcourt N et j1, . . . , jn parcourt En. On peut alors démontrer 2 qu'il
existe une unique mesure de probabilité Pµ dé�nie sur F telle que pour tout
cylindre C(j0, . . . , jn)

P(C(j0, . . . , jn)) = µj0Pj0j1 · · ·Pjn−1jn .

Si on dé�nit Xn : Ω→ E par Xn(e) = en on voit facilement que les Xn sont
des v.a et que la suite (Xn)n≥0 est une chaîne de Markov de loi initiale µ et
de matrice de transitions P .

2

2.3 Simulation d'une Chaine de Markov

Une autre fa con de dé�nir une chaîne de Markov discrète est de la dé�nir
comme une suite de variables aléatoires (Xn)n≥0 dé�nie par

Xn+1 = F (Xn, Un), X0

où la suite de variables aléatoires X0, U0, U1, . . . , Un, . . . est indépendante
les variables aléatoires Ui étant à valeurs dans un ensemble B et F : E ×
B → E est une application (mesurable). Montrons l'équivalence de ces deux
dé�nitions. Nous aurons besoin du lemme suivant dont la preuve est une
conséquence immédiate de la proposition 1.6.1

Lemme 2.3.1 Un est indépendant de la tribu F(Xn, . . . , X0) ⊂ F(X0, U0, U1, . . . , Un−1).

Notons alors pour i, j ∈ E

Ti→j = {b ∈ B,F (i, b) = j}.

On a

P(Xn+1 = j|Xn = i) =
P(Xn+1 = j,Xn = i)

P(Xn = i)

=
P(Un ∈ Ti→j, Xn = i)

P(Xn = i)

=
P(Un ∈ Ti→j)P(Xn = i)

P(Xn = i)

= P(Un ∈ Ti→j)

2. Il s'agit d'un théorème de Kolmogorov (cf. aussi théorème de prolongement de Ca-
rathéodory )
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où on a utilisé le fait que Un et Xn sont indépendants. Calculons à présent

P(Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) =

P(Xn+1 = j,Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0)

P(Xn = i,Xn−1 = in−1 . . . X0 = i0)
.

Si on note A l'événement A = (Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0), on peut
écrire

P(Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) =
P(Xn+1 = j,Xn = i, A)

P(A)

=
P(Un ∈ Ti→j, A)

P(A)

et puisque Un est indépendant de la tribu F(Xn, . . . , X0) on a

P(Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P(Un ∈ Ti→j.

On a donc démontré que pour tous i, j ∈ E

P(Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P(Xn+1 = j|Xn = i),

ce qui signi�e que (Xn) est une chaîne de Markov.

Démontrons la réciproque : toute chaîne de Markov (avec un nombre �ni
d'états) peut se représenter sous la forme d'un système dynamique stochas-
tique. Introduisons les probabilités de transitions

pij = P(Xn+1 = j|Xn = i),

et la loi p(0) de X0. Nous assimilerons notre chaîne de Markov à ces données.
Nous allons en fait démontrer qu'étant données une telle famille de proba-
bilités de transitions et la loi de X0, on peut construire un espace B, une
fonction F et des v.a. U1, . . . , Un, . . . telles que : X0, U1, . . . , Un, . . . soient
indépendantes et Xn+1 = F (Xn, Un). Pour cela dé�nissons B comme étant
l'ensemble des r-uplets u = (u(1), . . . , u(r)) (r = #E) où u(i) ∈ E et soit
F : E × B → E dé�nie par F (i, u) = u(i) si i ∈ E et u = (u(1), . . . , u(r)).
D'après un théorème général de probabilités, on sait qu'étant données des lois
de probabilités p(i), il est toujours possible de construire un espace de pro-
babilité (Ω,B,P) et des v.a Ui indépendantes admettant les (p

(i)
j )j∈E comme

lois (nous supposerons les Ui indépendantes de X0 également). Dé�nissons
par récurrence Xn+1 = F (Xn, Un), X0 étant donné. On a alors,

(Xn+1 = j,Xn = i) = (U (i)
n = j) ∩ (Xn = i);
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on sait que Un et Xn sont indépendantes (lemme 2.3.1) et donc,

P(Xn+1 = j|Xn = i) =
P((Xn+1 = j,Xn = i)

P(Xn = i)
= P(U (i)

n = j) = pij.

Ce résultat est particulièrement utile en simulation. Supposons qu'on veut
simuler une suite de v.a. X0, X1, . . . , Xn, . . . sur un espace E qui est une
chaine de Markov de matrice de transition P . D'abord on simule X0 de loi
initiale donnée. Lorsque X0, . . . , Xn sont simulés, on simule Xn+1 de manière
suivante. Si Xn = i, on divisie le segment [0, 1] en segments ∆i

k de longueur
pi,k pour k ∈ E. La somme des longueurs

∑
k∈E |∆i

k| =
∑

k∈E pi,k = 1. On
simule une v.a. Un+1 de loi uniforme sur [0, 1] indépendante des précédentes
U1, . . . , Un. On pose alors Xn+1 = j si Un+1 ∈ ∆i

j. Alors P (Xn+1 = j | Xn =
i) = P (Un+1 ∈ ∆i

j) = pi,j.

2.4 Classe d'états, Irréductibilité

Dé�nition 2.4.1 On dit qu'un état i conduit à un état j s'il existe n tel que
(P n)ij > 0 c'est-à-dire s'il existe n tel que P(Xn = j|X0 = i) > 0.

! ! Pour le voir de manière pratique, sans calculer les puissances de P ,
remarquons que i mène à j ssi ils existent des états j1, j2, . . . , jk tels que le
produit des éléments de la matrice P : Pi,j1Pj1,j2 · · ·Pjk,j > 0, cad tous les
éléments de ce produit sont > 0.

On dit que i et j sont dans la même classe et on écrit iRj si i conduit
à j et j conduit à i. C'est une relation d'équivalence et il est pertinent de
considérer ses classes d'équivalence disjoints de E.

Dé�nition 2.4.2 Une classe d'états C ⊂ E est dite fermée si pour tout état
j tel que il existe un état i ∈ C qui conduit à j, on a j ∈ C.

Autrement dit, une classe C est fermée, si la chaine de Markov quitte
cette classe avec probabilité 0.

Dé�nition 2.4.3 Lorsque l'espace d'états se compose d'une seule classe (for-
cément fermée), cad tous les états communiquent, la Chaine de Markov est
dite irréductible.

Dé�nition 2.4.4 Un état i tel que pi,i = 1 est dit absorbant.

Il est temps de faire l'exercice 7A et 7B. Si vous avez peu de
temps, vous pouvez juste identi�er toutes les classes pour les ma-
trices Q1, Q2, Q3 de l'ex. 7B.
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2.5 Récurrence et transience

2.5.1 Temps et nombre de retours

Dé�nition 2.5.1 Si A ⊂ E, on appelle
(a) Temps d'entrée dans A la v.a TA : Ω → N ∪ {∞} dé�nie par TA :=

inf{n ≥ 0 : Xn ∈ A} (donc TA = 0 si X0 ∈ A).
(b) Temps de retour dans A la v.a SA : Ω→ N ∪ {∞} dé�nie par SA :=

inf{n ≥ 1 : Xn ∈ A}.
(c) Temps de retours successifs dans A les v.a S

(0)
A = 0 et par récurrence

S
(k+1)
A = inf{n > S

(k)
A : Xn ∈ A}.

(d) Nombre de visites du processus à A la v.a

NA =
∞∑
k=0

1A ◦Xk. = #{k ≥ 0 : Xk ∈ A}.

Proposition 2.5.1 Les v.a SA, TA et S
(k)
A sont des temps d'arrêt c'est-à-

dire que pour tout n les événements {SA = n} (resp. {TA = n}, {S(k)
A = n})

appartiennent à Fn = σ(X0, . . . , Xn).

Démonstration.� Démontrons le par exemple pour SA : l'événement {SA =
k} est {X0 ∈ A,X1 /∈ A, . . . , Xk−1 /∈ A,Xk ∈ A} qui est bien dans Fk.

2

On note dans la suite S(i) = S{i}, S(k)(i) = S
(k)
{i} et N(i) = N{i}.

Dé�nition 2.5.2 On dit que l'état i ∈ E est récurrent si a(i) = Pi(S(i) <
∞) = 1 3 , transient si a(i) = Pi(S(i) <∞) < 1.

Le résultat important est alors

Théorème 2.5.1 (a) Si i ∈ E est récurrent alors Pi(N(i) =∞) = 1 tandis
que si i est transient Pi(N(i) =∞) = 0 (c'est-à-dire Pi(N(i) <∞) = 1).

b) Si i ∈ E est transient alors sous Pi la v.a N(i) suit une loi géometrique
de paramètre a(i) : Pi(N(i) = k|X0 = i) = (1− a(i))a(i)k−1.

Démonstration.� Soit donc une chaîne de Markov de loi initiale δi (ce
qui signi�e P(X0 = i) = 1). Notons R(n, i) l'événement {S(n)(i) < ∞} :
"il y a au moins n retours en i" et R(n − 1, i, t) l'événement {S(n−1)(i) <

3. la notation Pi est seulement là pour rappeler que la chaîne de Markov que l'on
considère admet δi pour loi initiale ; en d'autres termes Pi(A) = P(A|X0 = i)
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∞, S(n−1)(i) = t} : "il y a au moins n − 1 retours en i et le (n − 1)-ième a
lieu au temps t". Ce dernier événement appartient à Ft. Par conséquent, si
on note St(i) = inf{n ≥ t+ 1 : Xn = i} on a

P(R(n, i)) =
∞∑
t=0

P(R(n− 1, i), S(n−1)(i) = t,Xt = i, St(i) <∞)

=
∞∑
t=0

P(St(i) <∞|R(n− 1, i, t), Xt = i)P(R(n− 1, i, t), Xt = i)

et d'après les théorèmes 2.1.2 et 2.1.3 (on remarque que R(n−1, i, t) ⊂ {Xt =
i}, {St(i) <∞} ∈ F(Xt+1, Xt+2, . . .))

P(R(n, i)) =
∞∑
t=0

P(St(i) <∞|Xt = i)P(R(n− 1, i, t), Xt = i)

=
∞∑
t=0

P(S0(i) <∞|X0 = i)P(R(n− 1, i, t)) (Th. 2.1.3)

= P(S(i) <∞|X0 = i)
∞∑
t=0

P(R(n− 1, i, t))

= P(S(i) <∞|X0 = i)P(R(n− 1, i))

Si on note a(i) = Pi(S(i) <∞) on a donc

P(R(n, i)) = a(i)n.

Par conséquent, si a(i) = 1 chaque événement R(n, i) a une probabilité égale
à 1 et il en est donc de même de l'intersection dénombrable ∩n≥1R(n, i) qui
n'est rien d'autre que l'événement "il y a une in�nité de retours en i". En
revanche, si a(i) < 1, on a Pi(N(i) > n) = Pi(R(n, i)) = a(i)n et Pi(N(i) =
n) = Pi(N(i) > n− 1)−Pi(N(i) > n) = (1− (a(i))a(i)n−1. Ainsi, N(i) suit
une loi géométrique et Pi(N(i) =∞) = 0 (car

∑∞
n=1 Pi(N(i) = n) = 1).

2

Proposition 2.5.2 Notons Ni = N{i}. On a Ei(Ni) = Vii où V est la ma-
trice r × r

V = I + P + P 2 + · · · =
∞∑
k=0

P k.

Démonstration.� Le nombre Ni de visites à i est la v.a Ni =
∑

k≥0 1{i}◦Xk
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et son espérance est

E(Ni) =
∑
k≥1

E(1{i} ◦Xk)

=
∑
k≥0

P(Xk = i)

=
∑
k≥0

P(Xk = i|X0 = i) (P(X0 = i) = 1)

=
∑
k≥0

(P k)ii.

Ainsi, si on pose

V = I + P + P 2 + · · · =
∞∑
k=0

P k

on a
Ei(Ni) = Vii.

2

Corollaire 2.5.1 L'état i ∈ E est récurrent (Ei(Ni) = ∞) si et seulement
si ∑

k≥0

(P k)ii =∞.

Proposition 2.5.3 Si E est �ni, il existe au moins un état récurrent.

Exercice : Dé�nissons Nij le nombre de visites en j d'une chaîne com-
men cant en i.

a) Démontrer que
E(Nij) = Vij.

b) Prouver que
Vij = Pi(Sj <∞)Vjj.

Remarque. Remarquons que une classe d'états qui communiquent conte-
nant un état récurrent i (

∑∞
k=0(P

k)ii = ∞) est composé d'états récurrents
puisque si (P k)ij > 0, (P l)ji > 0 et (Pm)ii > 0

(P k+l+m)jj ≥ (P l)ji(P
k)ii(P

m)ij.

On a donc
∞∑
k=0

(P k)jj ≥
∞∑
k=0

(P k+l+m)jj ≥ (P l)ji(P
m)ij

∞∑
k=0

(P k)ii =∞
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car i est récurrent. D'après le critère de récurrence j est également récurrent.
De même, la classe C(i) d'un état transient i ne contient que des états

transients puisque si dans le cas contraire un tel élément j ∈ C(i) était ré-
current sa classe ne contiendrait que des éléments récurrents et en particulier
i serait récurrent.
Corollaire. Dans une classe d'états qui communiquent, tous les états sont
récurrents ou tous sont transients.

Proposition 2.5.4 L'espace des états E se décompose en deux types de
classes : les classes récurrentes et les classes transitoires. Si C est une classe
et i ∈ C alors,

� si C est récurrente elle est fermée c'est-à-dire que tout élément de i reste
dans C P-p.s :

Pi(∃n ≥ 1 : Xn /∈ C) = 0.

� si C est transiente et �nie , P-p.s tout élément quitte C dé�nitivement à
partir d'un certain temps :

Pi({∃N, ∀n ≥ N : Xn /∈ C}) = 1.

Démonstration.�

a) Supposons C récurrente et i ∈ C. L'événement {Xn /∈ C} implique (i.e est
inclus dans) l'événement

⋂
k≥n{Xk /∈ C} (ce qui signi�e qu'une fois sorti de

C on n'y revient plus jamais). En e�et, dans le cas contraire, il existe j /∈ C,
i′ ∈ C, 0 < n < n′ tels que l'événement {X0 = i,Xn = j,Xn′ = i′} est de
probabilité positive. Ceci implique que i conduit à j et que j conduit à i′.
Comme i et i′ sont dans la même classe cela signi�e que j conduit à i et i
conduit à j : mais alors j ∈ C ce qui est une contradiction. Maintenant, si la
classe est récurrente on sait que Pi-p.s. Xn visite une in�nité de fois C et par
conséquent pour tout n l'événement

⋂
k≥n{Xk /∈ C} est de probabilité nulle

au même titre que {Xn /∈ C}. L'union sur n de ces événements est encore de
probabilité nulle.

b) On a vu que

E(Ni) = E(
∞∑
k=0

1{i} ◦Xk) = ViiP(X0 = i).

où Vii =
∑∞

k=0(P
k)ii. On sait en outre que l'état i est transient si et seulement

si Vii est �ni Par conséquent, comme 1C =
∑

i∈C 1i

E(NC) =
∑
i∈C

ViiP(X0 = i),
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et on voit que si la classe C est transiente (donc composée uniquement d'états
transients) cette somme est �nie. Ceci démontre que NC est P-p.s �ni.

2

! ! Par conséquent, pour une Chaine de Marlkov �nie, une classe d'états
fermée est récurrente, une classe non fermée est transiente. Une Chaine de
Markov �nie( !) irréductible se compose d'une seule classe fermée, elle est
donc récurrente.

Il n'est pas di�cile de voir que

Corollaire 2.5.2 Si une chaîne de Markov est �nie, P-p.s. tout état aboutit
à une classe récurrente.

En e�et, tout état transient est visité un nombre �ni de fois p.s. Comme
dans un espace d'états �ni, il y a un nombre �ni d'états transients, l'ensemble
d'états transients ne peut pas être visité une in�nité de fois avec probabilité
positive. Par conséquent, la chaine de Markov aboutit à une classe récur-
rente p.s. Les probabilités avec lesquelles elle aboutit a des di�érentes classes
récurrentes, ainsi que l'espérance de ce temps seront le sujet de la section
suivante.

Un autre corollaire est

Corollaire 2.5.3 (i) La restriction de la chaîne aux seuls états d'une classe
récurrente (ou plus généralement close) est encore de Markov, ce qui signi�e
que la matrice P̃ij = Pij, i, j ∈ C est stochastique.

(ii) Si la Chaine de Markov se retrouve dans cette classe récurrente, elle
visite chaque état de cette classe une in�nité de fois p.s.

Démonstration.� Pour (i) il su�t de véri�er que si i ∈ C
∑

j∈C pij = 1, ce
qui résulte de P(X1 /∈ C|X0 = i) = pij = 0 si i ∈ C et j /∈ C.

Pour prouver (ii) , comme tout état est récurrent dans cette classe, il
su�t de montrer que P(T j < ∞ | X0 = i) = 1 pour tous i et j dans cette
classe. On choisit m avec (Pm)i,j > 0. On a

1 = P(Xn = j pour une in�nité de n | X0 = j) ≤ P(Xn = j pour un n ≥ m+1 | X0 = j)

=
∑
k∈I

P(Xn = j pour un n ≥ m+ 1 | Xm = k,X0 = j)P(Xm = k | X0 = j)

=
∑
k∈I

P(T j <∞ | X0 = k)(Pm)j,k

où la dernière égalité vient de la propriété de Markov. Comme
∑

k∈I(P
m)j,k =

1, (Pm)j,k ≥ 0 et (Pm)i,j > 0, on doit avoir P(Tj <∞ | X0 = i) = 1.
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2

Il est temps de faire Exercice 9 a).

2.5.2 Temps et probabilité d'atteinte

Si A ⊂ E rappelons que le temps d'atteinte (ou d'entrée) de A est la
v.a. TA := inf{n ≥ 0 : Xn ∈ A}. Nous dé�nirons également la probabilité
d'atteinte de A à partir de i ∈ E de la fa con suivante :

νA(i) = P(∃n ≥ 0 : Xn ∈ A|X0 = i).

Théorème 2.5.2 Les fonctions ν : E → R et (i 7→ Ei(TA)) : E 7→ R
véri�ent pour i /∈ A les équations

(∆ν)(i) = 0, ∆(Ei(TA))(i) = −νA(i)

où (∆f)(i) = −f(i) +
∑

j∈E Pijf(j)

Démonstration.� Notons pourm < n,Anm(i) l'événement {Xm = i,Xm+1 /∈
A, . . . , , Xn−1 /∈ A,Xn ∈ A}. On a si i /∈ A

νA(i) =
∞∑
n=1

Pi(A
n
0 (i))

=
∞∑
n=2

∑
j∈E−A

P(An1 (j), X1 = j,X0 = i)

P(X0 = i)
+
∑
j∈A

P(X1 = j|X0 = i)

=
∞∑
n=2

∑
j∈E−A

P(An1 (j)|X1 = j,X0 = i)P(X1 = j|X0 = i) +
∑
j∈A

Pij

=
∑

j∈E−A

∞∑
n=2

P(An1 (j)|X1 = j)Pij +
∑
j∈A

Pij

=
∑

j∈E−A

∞∑
n=1

P(An−10 (j)|X0 = j)Pij +
∑
j∈A

Pij

=
∑

j∈E−A

PijνA(j) +
∑
j∈A

Pij

Comme
∑

j∈A PijνA(j) =
∑

j∈A Pij (car νA(j) = 1 si j ∈ A) on a bien
pour i /∈ A

νA(i) =
∑
j∈E

PijνA(j).
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De même si i /∈ A

Ei(TA) =
∞∑
k=0

kPi(TA = k)

=
∞∑
k=1

∑
j∈E−A

kP(TA = k,X1 = j|X0 = i) +
∑
j∈A

1 ·P(TA = 1, X1 = j|X0 = i)

=
∞∑
k=1

∑
j∈E−A

kP(TA = k,X1 = j,X0 = i)P(X1 = j|X0 = i) +
∑
j∈A

Pij

et donc

Ei(TA) =
∞∑
k=1

∑
j∈E−A

kP(TA = k|X1 = j)Pij +
∑
j∈A

Pij

=
∞∑
k=1

∑
j∈E−A

(k − 1 + 1)P(TA = k − 1|X0 = j)Pij +
∑
j∈A

Pij

=
∞∑
l=0

∑
j∈E−A

lP(TA = l|X0 = j)Pij +
∑

j∈E−A

∞∑
k=1

P(TA = k − 1|X0 = j)Pij +
∑
j∈A

Pij

=
∑

j∈E−A

Ej(TA)Pij +
∑

j∈E−A

PijνA(j) +
∑
j∈A

PijνA(j) (car νA(j) = 1 si j ∈ A)

=
∑
j∈E

Ej(TA)Pij +
∑
j∈E

PijνA(j) (car TA = 0 si j ∈ A)

=
∑
j∈E

Ej(TA)Pij + νA(i) (d'après (∆νA)(i) = 0)

2

Il est temps de faire les exercices 8 et 9 entièrement.

2.5.3 Exemple (non-obligatoire) de la ruine du joueur

Il s'agit de la chaîne de markov sur E = {0, 1, . . . , r} avec barrières ab-
sorbantes : les transitions sont p0j = δ0,j, pr,j = δr,j et pour i /∈ {0, r}
pi,j = pδp,p+1 + (1 − p)δp,p−1. Elle modélise le jeu suivant. Le joueur arrive
au casino avec 0 ≤ k ≤ r euros et mise euro par euro ; s'il gagne, la banque
lui donne un euro, sinon il perd le sien, la probabilité de gain à chaque
mise étant p et celle de perte 1 − p. Le jeu s'arrête quand le joueur arrive
à 0 euro (ruine) ou à une somme de r euros (victoire). La probabilité ν0(k)
(resp. νr(k)) d'atteinte de 0 (resp. r) à partir de k est la probabilité de ruine



2.5. RÉCURRENCE ET TRANSIENCE 33

(resp. victoire) d'un joueur dont la mise initiale est de k. La probabilité
ν∞(k) = 1 − (ν0(k) + νr(k)) est la probabilité qu'il n'y ait ni ruine ni gain,
et donc jeu in�ni : elle est en fait nulle comme nous allons le voir.

D'après le théorème précédent, on a pour tout k 6= 0, r l'équation

ν0(k) = pν0(k + 1) + (1− p)ν0(k − 1)

à laquelle il faut adjoindre les conditions aux limites ν0(0) = 1, ν0(r) = 0
(cette dernière condition étant claire puisque r est absorbant). On aura de
même

νr(k) = pνr(k + 1) + (1− p)νr(k − 1), νr(0) = 0, νr(r) = 1.

Démontrons que la probabilité ν∞(k) d'un jeu in�ni est nulle pour tout k.

Lemme 2.5.1 Si une suite de nombre réels véri�e pour tout k 6= 0, r l'équa-
tion (∆x)k := −xk + pxk+1 + (1− p)xk−1 = 0 avec les conditions aux limites
x0 = 0, xr = 0 alors pour tout k = 0, . . . , r xk = 0.

Démonstration.� La preuve repose sur le "principe du maximum" : Si la
suite n'est pas nulle, alors le maximum xk∗ de xk, k ∈ E est non nul et atteint
en k∗ 6= 0, r. On a alors

|xk∗| ≤ p|xk∗+1|+ (1− p)|xk∗−1| ≤ max(|xk∗+1|, |xk∗−1|) ≤ |xk∗|

si bien que |xk∗| = |xk∗+1| = |xk∗−1| et itérant l'argument avec k∗ ± 1 etc. on
voit que pour tout k ∈ E, |xk| = |xk∗|. En particulier, 0 = |x0| = |xk∗| 6= 0 :
une contradiction.

2

Ainsi, ν∞(k) = 0 pour tout k.

Calculons à présent ν0(k). Commencons par le cas particulier où p = 1/2.
On doit dans ce cas résoudre en posant xk = ν0(k)

xk =
1

2
xk+1 +

1

2
xk−1, 1 ≤ k ≤ r − 1, x0 = 1, xr = 0.

On constate que yk = xk− (r− k)/r véri�e ∆y = 0 mais avec conditions aux
limites nulles. Le lemme permet de conclure que yk = 0 c'est-à-dire

ν0(k) = xk =
r − k
r

.
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Si p 6= 1/2 la méthode est moins élégante : on voit que xk satisfait l'équation
aux di�érences secondes

xk+1 =
1

p
xk −

1− p
p

xk−1 0 ≤ k ≤ r − 1

ce qu'on peut récrire (
xk+1

xk

)
=

(
1
p
−1−p

p

1 0

)(
xk
xk−1

)

ou encore si on note Xk =

(
xk+1

xk

)

Xk = AkX0, A =

(
1
p
−1−p

p

1 0

)
.

Les valeurs propres de A sont 1 et (1 − p)/p. Puisqu'elles sont distinctes
A est diagonalisable et il est facile de voir que xk est de la forme xk =
a + b[(1 − p)/p]k où a, b sont à déterminer. Comme x0 = 1, xr = 0 on en
déduit

b = 1− a =
1

1−
(

1−p
p

)r ,
soit

xk =
( p
1−p)r−k − 1

( p
1−p)r − 1

.

On peut également calculer le temps moyen de jeu avant arrêt (c'est-à-dire
ruine ou victoire) τ(i) = Ei(T{0,r}). Comme ν{0,r}(k) = ν0(k) + νr(k) = 1
pour tout k, on a à présent,

∆τ = −1, τ(0) = τ(r) = 0.

Si p = 1/2 cette équation se résout de la fa con suivante : on constate que
∆(kr− k2) = −1 et donc en notant yk = τ(k)− k(r− k) on voit que ∆y = 0
et y(0) = y(r) = 0 si bien que y est identiquement nul :

τ(k) = k(r − k).

Le cas p 6= 1/2 est plus fastidieux à traiter mais ne pose aucune di�culté.
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2.5.4 Marches aléatoires symétriques dans Zd, exemple
non-obligatoire.

L'espace des états est E = Zd et la matrice de transition est Pij = 1/2d

si
∑d

s=1 |is − js| = 1 (c'est-à-dire si i et j sont voisins). On peut voir une
telle marche comme le système dynamique stochastique Xn+1 = Xn + Un où
U1, . . . , Un, . . . est une suite de vecteurs aléatoires à valeurs dans {1,−1}d
indépendants et de même loi uniforme. Il est clair que tous les états com-
muniquent et il n'y a donc qu'une seule classe. Comme E est in�ni on ne
peut pas conclure que cette classe est récurrente. En fait, on va voir que cela
dépend de la dimension d. Puisque tous les états communiquent, pour dé-
terminer si l'unique classe est récurrente, il su�t de déterminer le caractère
récurrent ou transient de 0, ce qui est équivalent à la divergence ou la conver-
gence de

∑∞
k=0(P

k)00. Estimons pour cela (P k)00, la probabilité de retour en
0 en exactement n pas ; c'est aussi la probabilité pour que U1 + · · ·+Un = 0
et c'est donc la probabilité de l'événement

d⋂
s=1

{U (s)
1 + · · ·+ U (s)

n = 0}

où U (s)
l est la s-ième composante du vecteur Ul. Comme les composantes des

vecteurs U1, · · · , Un sont également indépendantes (Pourquoi ?) on peut
écrire

(P n)00 = P(U
(1)
1 + · · ·+ U (1)

n = 0)d.

La v.a Yn = U
(1)
1 + · · ·+U

(1)
n est une somme de n v.a de Bernoulli (à valeurs

dans {1,−1} indépendantes et par conséquent, (Yn + n)/2 suit une loi Bino-
miale (n, 1/2). Ainsi, si n est impair P(Yn = 0) = 0 tandis que si n = 2m est
pair

P(Y2m = 0) =

(
2m

m

)
(
1

4
)m,

et la formule de Stirling n! ∼ nne−n
√

2πn montre que

P(Y2m = 0) ∼ 1√
πm

.

Par conséquent,

(P 2m)00 ∼
(

1√
πm

)d
.

Ainsi,
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(a) si d = 1 ou d = 2 on a d/2 ≤ 1 et la série
∑

n≥0(P
n)00 diverge : 0 est

récurrent au même titre que tout point de Zd

(b) si d ≥ 3 (d/2 > 1) la série
∑

n≥0(P
n)00 converge et 0 est transient

comme tout autre point de Zd.

2.6 Lois stationnaires

Dé�nition 2.6.1 On dit qu'une loi µ sur E est stationnaire (ou encore in-
variante)pour la matrice stochastique P si µP = µ.

Proposition 2.6.1 La loi µ est stationnaire pour P si et seulement si la
chaîne de Markov de loi initiale µ et de matrice de transitions P véri�e pour
tous n, j

P(Xn = j) = µ(j),

(cela signi�e que la loi de Xn est également µ).

Proposition 2.6.2 Soit une chaîne de Markov admettant une loi station-
naire µ. Alors, tout état i tel que µ({i}) > 0 est récurrent. Si en outre la
chaîne est irréductible elle est récurrente.

Démonstration.� On a µP k = µ pour tout entier k ≥ 0 et donc µ(I +
· · · + P n−1) = nµ. Par conséquent

∑
j∈E µjVji = ∞ pour i tel que µ(i) > 0.

On a vu précédemment (cf. exercice après la proposition 2.5.3) que pour tous
i, j on a Vji ≤ Vii si bien que

∑
j∈E µjVji ≤ Vii car

∑
j∈E µ(j) = 1. On a donc

Vii =∞ et l'état i est donc récurrent.

2

Théorème 2.6.1 Si l'espace des états est �ni, toute chaîne de Markov sur
E (de matrice stochastique P ) admet au moins une loi stationnaire.

Démonstration.� Si µ0 est une loi quelconque sur E, par exemple la loi δi,
notons µn = µP n la loi de Xn où (Xn) est la chaîne de Markov de matrice P
et de loi initiale µ0. Notons encore µ̃n la loi (µ0 + · · ·+ µn−1)/n si bien que

µ̃n =
1

n
(µ0 + µ0P + · · ·+ µ0P

n−1).

Il existe une sous-suite nk telle que pour tout i ∈ E µ̃nk
(i) converge vers un

réel π(i). Il est clair que les π(i) sont dans [0, 1] et véri�ent
∑

i∈E π(i) = 1 :
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π est bien une loi de probabilité. Elle est stationnaire. En e�et,

πP = lim
nk→∞

1

nk
(µ0 + µ0P + · · ·+ µ0P

nk−1)P

= lim
nk→∞

1

nk
(µ0P + µ0P

2 + · · ·+ µ0P
nk)

= lim
nk→∞

(
1

nk
(µ0 + µ0P + · · ·+ µ0P

nk−1) +
1

nk
(µ0P

nk − µ0)

)
= π

2

Quand l'espace des états est in�ni, l'existence d'une telle loi de probabilité
invariante n'est pas garantie. L'unicité n'est pas toujours vraie même si E
est �ni. On peut préciser un peu le théorème précédent :

Proposition 2.6.3 Si la chaîne de Markov est irréductible (et �nie) alors
toute mesure de probabilité stationnaire a pour support l'espace des états. 4

En particulier, si i est un état récurrent il existe une mesure stationnaire µ
dont le support est la classe C(i) de i.

Démonstration.� Soit l un état où µ(l) > 0 (un tel état existe toujours
puisque

∑
k µ(k) = 1.) Si j est un état quelconque on sait qu'il existe n tel

que p(n)lj > 0. Or, d'après l'invariance

µj =
∑
k∈E

µk(P
n)kj ≥ µl(P

n)lj > 0.

La dernière partie de la proposition résulte du fait que si i est récurrent il
est contenu dans une classe close et on peut se ramener au cas irréductible.

2

Théorème 2.6.2 Si une chaîne de Markov est �nie alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes : (a) elle est irréductible ; (b) elle admet une unique
mesure de probabilité stationnaire.

Démonstration.� Supposons la chaîne irréductible et faisons l'hypothèse
qu'il existe deux mesures de probabilités µ1, µ2 di�érentes telles que µ1 = µ1P
et µ2 = µ2P . Si on appelle x le vecteur ligne x = µ1 − µ2 on a x = xP et∑

i∈E xi = 0 ; en particulier il existe deux indices i, j tels que xi et xj sont de

4. Le support d'une mesure de probabilité µ sur E est l'ensemble de j où µ(j) > 0.
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signes opposés. Puisque la matrice P est irréductible il existe un exposant m
tel que (Pm)ij > 0. Ecrivons x = xPm puis,∑

j∈E

|xj| =
∑
j∈E

|
∑
k∈E

xk(P
m)kj|

≤
∑
j∈E

∑
k∈E

|xk||(Pm)kj|

≤
∑
k∈E

∑
j∈E

|xk|(Pm)kj

≤
∑
k∈E

|xk|

puisque la matrice P est stochastique (
∑

j∈E(Pm)ij = 1). Or, cette dernière
inégalité est une égalité ; par conséquent dans la suite d'inégalités que nous
avons écrites nous avions en fait déjà des égalités. Il en résulte que pour tout
j,

|xj| = |
∑
k∈E

xk(P
m)kj| =

∑
k∈E

|xk|(Pm)kj,

ce qui n'est possible que si les |xk|(Pm)kj, sont tous de même signe quand k
varie dans le sous-ensemble de E constitué des k pour lesquels |xk|(Pm)kj est
non nul. Puisque xi 6= 0 et que par dé�nition de m le coe�cient (Pm)ij > 0,
ceci entraîne que xj est de même signe que xi ce qui est une contradiction.
Supposons à présent que la mesure de probabilité stationnaire soit unique et
supposons qu'il y ait deux classes C1, C2. Puisque les mesures de probabilité ne
chargent pas les classes transientes (cf. proposition 2.6.2), on peut supposer
que C1 et C2 sont récurrentes. Mais alors, on sait que si i ∈ C1 et j ∈ C2

on peut trouver deux mesures de probabilités stationnaires µ1, µ2 qui ont
pour supports respectifs C1 et C2 (proposition 2.6.3) ; en particulier elles
sont di�érentes.

2

! ! Pour chercher une loi stationnaire, il faut chercher le vecteur ligne
µ = (µi)i∈E avec µi ≥ 0 et

∑
i∈E µi = 1 qui véri�e µ = µP .

Dans le cas d'une chaine de Markov irréductible �nie la solution de l'équa-
tion µ = µP est unique a une constante près. Pour avoir la loi de probabilité
stationnaire, il faut la normaliser par la constante

∑
i∈E µi.

Dans le cas d'une chaine de Markov �nie et non irreductible µi = 0 pour
tout i transient. Alors le systeme µ = µP va se decomposer en systemes
plus petites de type µC = µcPC où PC est la restriction de P pour une classe
recurrente C. La solution de chaque système est unique à une constante près.
Leur combinaison va donner les lois stationnaires, voir les exercices.
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Finallement, il est utile de se souvenir du Thm suivant.

Théorème 2.6.3 Pour une chaine de Markov irréductible �nie de loi de
probabilité stationnaire µ, on a E(T i | X0 = i) = (µi)−1.

Démonstration.� Pour raccourcir les notations, on va écrire ici E(· | X0 =
i) = Ei(·) et P(· | X0 = i) = Pi(·)

On va prouver que le vecteurγi avec γij = Ei

∑T i−1
k=0 1j ◦ Xk pour j ∈ E

véri�e l'équation γiP = γi. Alors

∑
j∈E

γij =
∑
j∈E

Ei

T i−1∑
k=0

1j ◦Xk = Ei

T i−1∑
k=0

∑
j∈E

1j ◦Xk = Ei

T i−1∑
k=0

1 = EiT
i.

Donc l'unique loi stationnaire µj = γij/EiT
i. Comme γii = 1, le Thm serait

prouvé.
Pour prouver l'égalité γk = γkP , notons d'abord que T k < ∞ p.s. pour

tout k. Nous pouvons donc écrire

γkj = Ek

Tk∑
n=1

1{Xn=j} + Pk(X0 = j)−Pk(XTk = j) = Ek

Tk∑
n=1

1{Xn=j} (2.2)

car Pk(X0 = j)−Pk(XTk = j) est 1−1 = 0 si j = k et 0−0 = 0 si j 6= k. (Si
la CM n'avait pas été récurrente, on aurait eu P(T k <∞) < 1 et on n'aurait
pas pu considérér XTk !) Alors,

γkj = Ek

∞∑
n=1

1{Xn=j,n≤Tk} =
∞∑
n=1

Pk(Xn = j, n ≤ T k). (2.3)

Par la propriété de Markov

Pk(Xn−1 = i,Xn = j, T k ≥ n) = Pk(Xn = j | Xn−1 = i, T k ≥ n)Pk(Xn−1 = i, T k ≥ n)

= Pk(Xn = j | Xn−1 = i,X1, . . . , Xn−2 6= k)Pk(Xn−1 = i, T k ≥ n)

= Pk(Xn = j | Xn−1 = i)Pk(Xn−1 = i, T k ≥ n) = Pi,jPk(Xn−1 = i, T k ≥ n).
(2.4)

Alors

γkj =
∞∑
n=1

Pk(Xn = j, n ≤ T k) =
∞∑
n=1

∑
i∈I

Pk(Xn−1 = i,Xn = j, n ≤ T k)

=
∑
i∈I

Pi,j

∞∑
n=1

Pk(Xn−1 = i, n ≤ T k) =
∑
i∈I

Pi,jEk

∞∑
m=0

1{Xm=i,m≤Tk−1}
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=
∑
i∈I

Pi,jEk

Tk−1∑
m=0

1{Xm=i} =
∑
i∈I

γki Pi,j.

2

Après la lecture de ce paragraphe, il faut faire les exercices 11
(au moins a),b), e) f)) et 12. Il est souhaitable mais non-indispendable
de faire l'exercice 13.

2.6.1 Convergence vers la loi stationnaire

On a vu dans la section précédente que si le nombre d'états de notre
chaîne de Markov est �nie, tout élément atteint une classe récurrente avec
probabilité 1. Cela ne signi�e pas que l'état asymptotique de tout état soit
constant à partir d'un certain moment car cette classe récurrente peut être
constituée de plusieurs états. Pour comprendre la loi asymptotique de notre
chaîne, il su�t de comprendre les lois asymptotiques des chaînes irréductibles.
Nous entendons par cela la chose suivante : calculer limn→∞P(Xn = j|X0 =
i) si la limite existe ou en d'autres termes, calculer limn→∞ P

n. Il est facile de
voir qu'une telle limite n'existe pas forcément. Par exemple, si on considère
une chaîne à deux états {1, 2} de matrice de transition p11 = p22 = 0, p12 =
p21 = 1 on voit facilement que P 2k = I2 et P 2k+1 = P si bien que la suite P n

admet deux valeurs d'adhérence. En revanche cette suite évaluée sur certaines
sous-suites de temps (ici pairs ou impairs) convergent. Nous verrons que c'est
un fait général.

On a d'abord besoin de la dé�nition suivante.
De�nition. Le pgcd{n > 0 : P n

i,i > 0} est dit la période de l'état i. Si d = 1,
l'état i est apériodique.

Théorème 2.6.4 Si d est la période de i, alors il exsite N ≥ 0 tel que
P nd
i,i > 0 pour tout n > N .
Soit P irréductible, apériodique. Alors pour tout i, j ∈ I il existe N =

N(i, j) tel que P n
i,j > 0 pour tout n > N .

Preuve. Soit d la prériode de i et l'ensemble S = {n > 0 : P
(nd)
i,i > 0}.

Alors, par dé�nition de la période, pgcdS=1. Alors, ils existent n1, . . . , nk ∈
S et z1, . . . , zk ∈ Z tels que

∑k
j=1 zjnj = 1. Soit N = n1(

∑k
j=1 |zj|nj). Alors,

pour tout n ≥ N il existe h ∈ Z+ et r ∈ {0, 1, . . . , n1 − 1} tels que

n = N+hn1+r =
k∑
j=1

n1|zj|nj+hn1+
( k∑
j=1

zjnj

)
r = hn1+

k∑
j=1

(n1|zj|+rzj)nj.
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Comme n1, . . . , nk ∈ S, P dn1×h1
i,i > 0, . . . , pdnk×hk

i,i > 0 pour tout h1, . . . , hk ∈
Z+. En particulier, pour n ≥ N

P nd
i,i = pdn1×h

i,i

k∏
j=1

P
dnj×(n1|zj |+rzj)
i,i > 0,

donc n ∈ S pour tout n ≥ N .
Si P est irréductible, apériodique, il existe N(i) tel que P (n)

i,i > 0 pour

tout n > N(i) et il existe k = k(i, j) tel que P (k)
i,j > 0, d'où P (n)

i,j > 0 pour
tout n ≥ N(i) + k(i, j). 2

Théorème 2.6.5 Tous les états d'une classe d'états qui communiquent C
ont la même période.

Preuve. Soient i, j ∈ C, di, dj leurs périodes. Si r, s sont tels que P r
i,j > 0,

P s
j,i > 0, alors, P (r+s)

i,i ≥ P
(r)
i,j P

(s)
j,i > 0 et di donc divise r + s. D'autre part,

pour tout n tel que P (n)
j,j > 0

P
(r+n+s)
i,i ≥ P

(r)
i,j P

(n)
j,j P

(s)
i,j > 0,

donc di divise r + s + n. Donc di divise tout n tel que P (n)
j,j > 0 et donc di

divise dj. Par la symétrie, dj doit aussi diviser di, d'où dj = di. 2.
Exemple. Une CM irréductible de matrice 0 1 0

0 0 1
1 0 0


a la période 3. Une CM de matrice 0 1 0

0 1/2 1/2
1 0 0


est apériodique.
Rémarque utile. Si Pi,i > 0, alors l'état i a la période 1. En e�et, ceci
implique P n

i,i ≥ Pi,i · · ·Pi,i > 0 pour tout n > 0. Donc, si dans une matrice
de transition d'une CM irréductible, un élément sur la diagonale est positif,
alors, tous les états ont la période 1, la CM est apériodique. L'inverse n'est
pas vraie !

Le Thm suivant est central dans le cours.
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Théorème 2.6.6 Soit une chaîne irréductible, �nie, apériodique. Alors, pour
toute mesure de probabilité ν (non nécessairement stationnaire) on a

lim
n→∞

νP n = µ

où µ est l'unique mesure stationnaire.

Démonstration.� Notons M0 l'ensemble des vecteurs lignes x tels que∑
i∈E xi = 0. Dé�nissons pour x ∈M0 la norme suivante :

‖x‖ =
1

2

∑
i∈E

|xi| =
∑
i∈E

(xi)
+.

(Avec la notation z+ = max(0, z)). L'application x 7→ xP envoie M0 dans
lui même. On a le lemme suivant

Lemme 2.6.1 Soit Q une matrice stochastique telle que α = mini,j∈E Qij >
0. Alors, Q est une (1− α)-contraction : pour tout x ∈M0

‖xQ‖ ≤ (1− α)‖x‖.

Démonstration.� On a

‖xQ‖ =
∑

i:(xQ)i>0

(xQ)i

=
∑

i:(xQ)i>0

∑
k∈E

xk(Q)ki

≤
∑

i:(xQ)i>0

∑
k:xk>0

|xk|(Q)ki

≤
∑
k:xk>0

∑
i:(xQ)i>0

xk(Q)ki

Comme xQ ∈M0 on a
∑

i∈E(xQ)i = 0 et l'ensemble des i ∈ E pour lesquels
(xQ)i > 0 n'est pas E tout entier. Par conséquent,∑

i:(xQ)i>0

(Q)ki =
∑
i∈E

(Q)ki −
∑

i:(xQ)i≤0

(Q)ki

= 1−
∑

i:(xQ)i≤0

(Q)ki

≤ (1− α).
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Revenant aux inégalités précédentes

‖xQ‖ ≤ (1− α)‖x‖.

2

Puisque P est apériodique, pour tout i, j ∈ E il existe N(i, j) tel que P n
i,j > 0

pour tout n ≥ N(i, j). Comme l'espace E est �ni, alors il existe un entier
m = maxN(i, j) tel que Q = Pm soit à coe�cients strictement positifs.
L'application x 7→ xPm de (M0, ‖ · ‖) dans lui même est donc une (1 − α)-
contraction et par conséquent pour tout entier l, ‖xP lm‖ ≤ (1−α)l‖x‖. Si µ
est l'unique mesure de probabilité stationnaire et ν une mesure de probabilité
µ− ν ∈M0 et donc pour tous entiers l, c

‖(µ− ν)P lm+c‖ ≤ (1− α)l‖(µ− ν)P c‖

ce qui s'écrit (en utilisant µP n = µ)

‖µ− νP lm+c‖ ≤ (1− α)l‖(µ− ν)P c‖.

Comme tout entier n s'écrit de fa con unique n = lm + c avec 0 ≤ c < m,
l ≥ n/m (division euclidienne de n par m) et comme 0 ≤ (1 − α) < 1, la
suite µ− νP n converge vers 0 exponentiellement vite.

2

! ! Ce Thm nous dit que si P est irréductible, apériodique et �nie, pour
toute loi initiale ν

P(Xn = j)→ µj, n→∞.

Donc au bout d'un tres grand temps la chaine de Markov sera dans un état
aléatoire, cet état est j avec probabilité approximative µj. Indépendament
de la loi initiale ν !

Notamment si ν = δi, cad l'état initiale est i, on a

Corollaire 2.6.1 Soit une chaîne irréductible �nie apériodique. Alors, pour
tout i, j ∈ E la limite suivante existe et est indépendante de i

lim
n→∞

(P n)ij = µj,

où µ est l'unique mesure de probabilité stationnaire.

! ! Donc P n converge vers une matrice dont la jeme ligne se compose de
mêmes éléments µj.
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L'hypothèse d'apériodicité est cruciale dans ce Thm. En e�et, on peut
considérer une CM irréductible de deux états avec P12 = 1 et P21 = 1 qui
n'est pas apériodique. Elle a une mesure invariante (1/2, 1/2). Néanmoins, si
X0 = 1, alors P(Xn = 1) = 1 pour n pair et P(Xn = 1) = 0 pour n impair,
donc P(Xn = 1) ne converge pas vers 1/2, n→∞.

Si la Chaine de Markov est périodique, cette limite généralement n'existe
pas.

! !Et si la CM est �nie mais pas irréductible ? Comment calculer limn→∞P(Xn =
j | X0 = i) ?

Premierement, si j est transient, il est visité un nombre �ni de fois p.s.,
et par conséquent cette limite vaut 0.

Supposons que j appartient à une classe de récurrence C. Si i appartient
aussi à C, alors la matrice P restreinte a cette classe PC possède l'unique
loi de probabilité stationnaire µC . Si de plus C est apériodique (il faut le
véri�er !) on a P(Xn = j | X0 = i)→ µCj par le Thm.

Si i appartient à une autre classe récurrente P(Xn = j | X0 = i) = 0
pour tout n ≥ 0.

Finallement, si i est transient et C est apériodique P(Xn = j | X0 = i)→
νi(C)µCj avec νi(C) la probabilité d'absorption dans C.

Il est temps de faire l'exercie 14.

2.7 Théorème ergodique

Le Thm suivant est appellé aussi la loi de grands nombres pour les chaines
de Markov.

Théorème 2.7.1 Soit (Xn)∞n=0 une chaine de Markov de matrice de transi-
tion P irréductible �nie de loi stationnaire µ. Alors∑n−1

k=0 1i ◦Xk

n
→ µi, n→∞, p.s.

De plus pour toute fonction f : E → R

1

n

n−1∑
k=0

f(Xk)→
∫
I

fdπ =
∑
i∈E

µif(i), n→∞, p.s.

Remarque. Ce Thm est vrai pour les CM autant périodiques qu'apério-
diques ! Il n'y a pas d'hypothèse d'apériodicité dans l'énoncé.
Démonstration.� On note

∑n−1
k=0 1{Xk=i} = Ni(n) le nombre de visites dans

i avant l'instant n. Soit
∑∞

k=0 1{Xk=i} = Ni est le nombre total de visites dans
i.
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Comme pour une CM irréductible �nie P(T i < ∞) = 1, il su�t de
considérer une CM de mesure initiale δi. Soient Qi

r = S(i)(r) − S(i)(r−1) les
intervalles de temps entre le rème et le (r−1)ème visite dans i. Les variables
aléatoires Qi

1, Q
i
2, Q

i
3, . . . sont indépendantes de même loi et E(Qi

r | X0 =
i) = E(T i | X0 = i). On a

Qi
1 +Qi

2 + · · ·+Qi
Ni(n)−1 ≤ n− 1

où Qi
1 + Qi

2 + · · · + Qi
Ni(n)−1 est l'instant de la dernière visite dans i avant

l'instant n. On a aussi

Qi
1 +Qi

2 + · · ·+Qi
Ni(n)

≥ n

où Qi
1 + Qi

2 + · · · + Qi
Ni(n)

est l'instant de la première visite dans i après
l'instant n− 1. On obtient

Qi
1 +Qi

2 + · · ·+Qi
Ni(n)−1

Ni(n)
≤ n

Ni(n)
≤
Qi

1 +Qi
2 + · · ·+Qi

Ni(n)

Ni(n)
. (2.5)

Par la loi des grands nombres

Qi
1 +Qi

2 + · · ·+Qi
n

n
→ E(T i | X0 = i) n→∞, p.s.

Comme P est récurrente,

P(Ni(n)→∞, n→∞) = 1,

d'où dans (2.5)

n

Ni(n)
→ E(T i | X0 = i), n→∞, p.s.

Il reste a rappeller que E(T i | X0 = i) = 1/µi pour terminer la preuve du
premier résultat énoncé dans le Thm.

Toute f : E → R s'écrit comme une combinaison linéaire �nie
∑

i∈E f(i)1i.
Ceci implique tout de suite le résultat énoncé pour f .

2

! ! Ce Thm dit que la proportion du temps qu'une chaine de Markov
irréductible �nie passe dans un état i est asymptotiquement la loi stationnaire
µi.

Il n'y a pas d'apériodicité dans les hypothèses ! !
Faisons l'exercice 15.
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Si une chaine de Markov �nie n'est pas irréductible, et i ∈ C est dans une
classe récurrente C, le Thm reste vraie avec µCi qui est la loi stationnaire de
la restriction PC . Si i est transient, cette limite vaut 0.

Ce Thm peut être utile pour simuler la loi stationnaire d'une chaine de
Markov. S'il est di�cile de résoudre µ = µP par ordinateur pour P grande,
on simule une trajectoire X0, X1, X2, . . . et on calcule la proportion du temps
passé dans chaque état, ceci donne approximativement la loi stationnaire. Et
voici le �n du cours !


