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TD 4. Nombres et polynémes de Bernoulli
et formule d’Euler—Maclaurin

On rappelle que les polynéomes de Bernoulli By sont définis par le développement en séries de
la fonction génératrice
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et que leur valeur en = 0 donnent les nombres de Bernoulli b, = By(0).
On rappelle aussi la formule d’Euler-Maclaurin pour une fonction f de classe C?™*1([zg, +00]),
et pour x > g, et n € N :
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ol B2m+1 est la fonction 1-périodique coincidant avec Bs,, 1 sur [0, 1[.
Exercice 4.1. Montrer que pour tout ¢ suffisamment proche de 0, l'identité suivante est

vérifiée :
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ot les b; sont les nombres de Bernoulli. En déduire une infinité de relations linéraires satisfaites
par les b;, puis recalculer a partir des premieres relations les valeurs de b; pour j =1,2,3,4.

Exercice 4.2. Appliquer directement la formule d’Euler-Maclaurin a la fonction x +— % pour
obtenir un développement asymptotique de la série harmonique
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Exercice 4.3. Appliquer la formule d’Euler—-Maclaurin a la fonction x — logx pour m = 1.
En déduire une version faible de la formule de Stirling : il existe une constante C' > 0 telle que

nl = Cyvn (g)” (1 + 0(%)) .

Exercice 4.4. Exprimer comme un polynéme en n les sommes

pour j =1,23,....



