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TD 5. Produits in�nis, développements eulériens

1 Produits in�nis

Exercice 5.1. Dire si les produits suivants sont strictement convergents ou non. S'ils sont
convergent, calculer si possible leur valeur.∏

k≥2

k3 − 1

k3 + 1
,
∏
k≥1

k + (−1)k+1

k
,
∏
k≥2

cos
π

2k
.

Exercice 5.2. Montrer que pour z dans le disque unité, les produits suivants convergent vers
une fonction holomorphe que l'on précisera :∏

k≥0

(1 + z2
k

),
∏
k≥1

(
(1 + zk)(1− z2k−1)

)
.

2 Lemmes de Herglotz, duplication et formule d'Euler

Exercice 5.3.

Soit un domaine simplement connexe Ω contenant un intervalle [0, r[, avec r > 1.

a) Soit h une fonction holomorphe sur Ω satisfaisant la relation

2h(2z) = h(z) + h(z +
1

2
)

dès que z, z + 1
2
et 2z sont dans l'intervalle [0, r[. Soit t ∈]1, r[ et M = maxz∈[0,t[ |h′(z)|.

Montrer en dérivant la relation véri�ée par h que M = 0. En déduire que h est constante
sur Ω.

b) Soit g une fonction g holomorphe sur Ω qui ne s'annule pas sur [0, r[ et qui véri�e pour
un certain c ∈ C∗ :

g(2z) = cg(z)g(z +
1

2
)

dès que z, z+ 1
2
et 2z sont dans l'intervalle [0, r[. Montrer que g est de la forme g(z) = aebz

avec aceb/2 = 1.

c) Soit f une fonction impaire, entière (i.e. holomorphe sur C) qui s'annule sur [0, 1] uni-
quement en 0 et en 1 avec un zéro simple, et qui véri�e la formule de duplication :

∃ c ∈ C∗, ∀ z ∈ C, f(2z) = cf(z)f(z +
1

2
)

Montrer qu'alors pour tout z complexe, f(z) = 2c−1 sin πz.

1



d) Soit s(z) := z
∏∞

k=1

(
1− z2

k2

)
. Montrer que s est entière et impaire, avec des zéros simples

sur Z. Calculer s′(0).

e) Véri�er que

s(2z) = 2s(z)
∞∏
k=1

(
1− 4z2

(2k − 1)2

)
.

f) Montrer que pour tout k > 0,(
1− 1

4k2

)(
1− 4z2

(2k − 1)2

)
=

1 + 2z
2k−1

1 + 2z
2k+1

(
1− (2z + 1)2

4k2

)
.

En déduire que
∞∏
k=1

(
1− 4z2

(2k − 1)2

)
= Cs(z +

1

2
)

avec une constante C que l'on précisera.

g) En déduire que s(z) = sin(πz)/π.

3 Autour de la fonction Γ

Exercice 5.4. Fonction Beta

On dé�nit la fonction � Beta � notée B, pour a, b complexes de parties réelles strictement
positives par :

B(a, b) :=

∫ 1

0

ta−1(1− t)b−1dt

a) Montrer que B(a, b) est bien dé�nie et qu'elle est symétrique : B(a, b) = B(b, a).

b) En calculant l'intégrale de
(x, t) 7→ e−xta−1(x− t)b−1

sur le domaine D = {(x, t) ∈ R2 : 0 < t < x} de deux manières di�érentes, montrer que

B(a, b)Γ(a+ b) = Γ(a)Γ(b).

On pourra considérer les deux changements de variables : φ : (x, t) 7→ (x, s = t/x) et
ψ : (x, t) 7→ (u = x− t, t) sur des domaines que l'on précisera.

Exercice 5.5. Intégrales de Wallis

Pour Re z > −1, on pose

Wz :=

∫ π
2

0

(sin θ)zdz.

a) Montrer à l'aide de l'exercice précédent que :

Wz =

√
πΓ( z+1

2
)

Γ( z+2
2

)
.

b) Rappeler les valeurs de Γ(x) pour x ∈ N∗ et x ∈ N + 1
2
.
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c) Donner une expression comme une fraction de Wn pour n ≥ 1. On distinguera les cas
n = 2p, p ≥ 1 et n = 2p+ 1, p ≥ 0. Les quantités Wn s'appellent les intégrales de Wallis.

Exercice 5.6. On rappelle la formule de Gauss pour la fonction Γ : pour tout z ∈ Cr(−N),

Γ(z) = lim
n→∞

nzn!

z(z + 1) · · · (z + n)
.

a) Véri�er que pour x > 0,

ln Γ(x) = lim
n→∞

(
x lnn−

n−1∑
j=1

ln
x+ j

j

)
− lnx.

Soit G : R∗+ → R∗+ telle que G(1) = 1, G soit log-convexe et véri�e G(x + 1) = xG(x)
pour tout x > 0.

b) Soit g = lnG, x > 0 et n ∈ N∗. Montrer que

g(x+ n)− g(x)− g(n) = ln(x) +
n−1∑
j=1

ln
x+ j

j
.

ou encore

g(x) + ln(x)− x lnn+
n−1∑
j=1

ln
x+ j

j
= g(x+ n)− g(n)− x lnn.

c) Soit k entier plus grand que x. Comparer les pentes des cordes de g sur les intervalles

[n− 1, n], [n, n+ x] et [n, n+ k]. En déduire que limn→∞
g(x+n)−g(n)−x lnn

x
= 0.

d) Montrer qu'alors

g(x) = − ln(x) + lim
n

(
x lnn−

n−1∑
j=1

ln
x+ j

j

)
.

En déduire que G = Γ.
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