
Université Pierre & Marie Curie (Paris 6) Master de Mathématiques M1

UE 4M004 � Fonctions classiques Année 2017�2018

TD 6. La fonction ζ

Exercice 6.1. On appelle série de Dirichlet toute série de fonctions de la variable z de la
forme ∑

n≥1

an
nz

pour une suite (an)n≥1. Le but de cet exercice est de montrer que de même qu'une série entière
a un disque de convergence, une série de Dirichlet a un demi-plan de convergence.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Il existe un z0 ∈ C tel que la série numérique
∑
ann

−z0 soit convergente.

b) Il exite un réel α tel que an = O(nα) pour n→∞.

c) Il existe un réel positif ρ tel que la série
∑

n ann
−z converge normalement sur le demi-plan

{z ∈ C | Re z ≥ ρ}.

Exercice 6.2. Soit
∑
ann

−z une série de Dirichlet. On dé�nit alors les abscisses de conver-
gence :

σ = inf{Re z | z ∈ C et
∑

ann
−z converge},

σabs = inf{Re z | z ∈ C et
∑

ann
−z converge absolument},

τ = inf{α ∈ R |an = O(nα)}.

Montrer que τ ≤ σ ≤ σabs ≤ τ + 1. Montrer que τ = lim sup ln |an|
lnn

.

Exercice 6.3. Soient
∑
ann

−z et
∑
bnn

−z deux séries de Dirichlet d'abscisse de convergence σa
et σb respectivement. Montrer que le produit est aussi une série de Dirichlet, dont on exprimera
la suite (cn) en fonction de (an) et (bn) et dont on donnera un majorant de l'abscisse de
convergence σc.

Pour un entier n ∈ N∗, on dé�nit :
� µ(n) = (−1)k si n a k facteurs premiers distincts de multiplicité 1 (µ(1) = 1 et µ(n) = 0

si p2|n) (fonction de Möbius)
� d(n) le nombre de diviseurs de n
� φ(n) le nombre d'entiers inférieurs à n premiers avec n (indicatrice d'Euler)
� ν(n) le nombre de facteurs premiers de n

Exercice 6.4. Soit (an)n≥1 une suite de nombres complexes, et (bn) la suite dé�nie par

∀ n ∈ N∗, bn =
∑
d|n

ad,

a) Montrer qu'alors pour tout n ≥ 1, an =
∑

d|n µ(n/d)bd.

b) Montrer que pour tout n ≥ 1,
∑

d|n µ(d) = δn,1.

1



Exercice 6.5. Soit z un nombre complexe de partie réelle strictement supérieure à 1. Démon-
trer les formules suivantes

(a) ζ2(z) =
∞∑
n=1

d(n)

nz
, (b)

ζ(z)

ζ(2z)
=
∞∑
n=1

|µ(n)|
nz

(c)
ζ2(z)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

2ν(n)

nz
, (d)

ζ(z − 1)

ζ(z)
=
∞∑
n=1

φ(n)

nz
, Re z > 2.

Exercice 6.6. Soit A une partie de N2. On dit que A a une densité si

lim
N→∞

Card(A ∩ {1, · · · , N}2)
N2

.

Soit Q = {(m,n) ∈ (N∗)2 | pgcd(m,n) = 1}. Montrer que Q a une densité et la calculer.
Indication : montrer que le numérateur pour la densité de Q est

N∑
n=1

φ(n) =
1

2

n∑
d=1

µ(d)
(
bn
d
c2 + bn

d
c
)
.

Exercice 6.7. La factorisation de la fonction ζ en produit sur les nombres premiers est la
version analytique du théorème de factorisation des nombres entiers. En utilisant cette formule,
donner une version analytique du théorème d'Euclide sur l'in�nité des nombres premiers.

Exercice 6.8. Soit z un nombre complexe de partie réelle strictement supérieure à 1. Montrer
que ∫ ∞

0

tz−1

et − 1
dt = ζ(z)

∫ ∞
0

tz−1

et
dt.

Soit I(z) l'intégrale de tz−1

et−1 sur le contour suivant :
� de +∞ à ρ ∈]0, 2π[ le long de l'axe horizontal,
� autour de 0 le long du cercle centré en l'origine de rayon ρ,
� de ρ à +∞ le long de l'axe horizontal

(très similaire au contour de la représentation de Hankel pour la fonction Γ).
Montrer en prenant la limite ρ→ 0 que I(z) = (e2iπz − 1)Γ(z)ζ(z).
Par un calcul de résidu, en déduire la valeur de la fonction ζ sur −N.

Exercice 6.9. Pour x ∈ R+, on note π(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux
à x. Montrer par une transformation d'Abel que pour Re s > 1,

log ζ(s) = s

∫ ∞
0

π(x)

x(xs − 1)
dx.

Indication : on remarquera que la dérivée de log(1− x−s) est s
x(xs−1) .
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