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TD 6. La fonction (

Exercice 6.1. On appelle série de Dirichlet toute série de fonctions de la variable z de la
forme a

z
n>1
pour une suite (a,),>1. Le but de cet exercice est de montrer que de méme qu’une série entiére
a un disque de convergence, une série de Dirichlet a un demi-plan de convergence.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Il existe un zy € C tel que la série numérique ) a,n~* soit convergente.
b) Il exite un réel a tel que a,, = O(n®) pour n — oo.

c) Il existe un réel positif p tel que la série ) a,n~* converge normalement sur le demi-plan
{z€ C|Rez>p}.

Exercice 6.2. Soit ) a,n * une série de Dirichlet. On définit alors les abscisses de conver-
gence :

o=inf{Rez | z€ C et Zann’z converge},

Oaps = inf{Rez | z € C et Z a,n~* converge absolument},
7 =1inf{a € R |a, = O(n®)}.

Montrer que 7 < 0 < 0as < 7+ 1. Montrer que 7 = lim sup —hir‘la:‘.

Exercice 6.3. Soient > a,n"?et > b,n~* deux séries de Dirichlet d’abscisse de convergence o,
et o, respectivement. Montrer que le produit est aussi une série de Dirichlet, dont on exprimera
la suite (c¢,) en fonction de (a,) et (b,) et dont on donnera un majorant de l’abscisse de
convergence o..

Pour un entier n € N*, on définit :
— u(n) = (—=1)k si n a k facteurs premiers distincts de multiplicité 1 (u(1) = 1 et u(n) =0
si p?|n) (fonction de Mébius)
— d(n) le nombre de diviseurs de n
— ¢(n) le nombre d’entiers inférieurs & n premiers avec n (indicatrice d’Euler)
— v(n) le nombre de facteurs premiers de n
Exercice 6.4. Soit (a,),>1 une suite de nombres complexes, et (b,) la suite définie par

YneN, b= aqg

dln

a) Montrer qu’alors pour tout n > 1, a, = >~ pu(n/d)ba.
b) Montrer que pour tout n > 1, 37, p(d) = dn1.



Exercice 6.5. Soit z un nombre complexe de partie réelle strictement supérieure a4 1. Démon-
trer les formules suivantes
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Exercice 6.6. Soit A une partie de N2, On dit que A a une densité si

. .. 2
- Card(AN{L,-- NP

N—oo N2

Soit @ = {(m,n) € (N*)? |pged(m,n) = 1}. Montrer que @ a une densité et la calculer.
Indication : montrer que le numérateur pour la densité de () est

iqﬁ( Zu < + 5 J)

Exercice 6.7. La factorisation de la fonction ¢ en produit sur les nombres premiers est la
version analytique du théoréme de factorisation des nombres entiers. En utilisant cette formule,
donner une version analytique du théoréme d’Euclide sur l'infinité des nombres premiers.

Exercice 6.8. Soit z un nombre complexe de partie réelle strictement supérieure a 1. Montrer

que
[e’¢) tz—l 00 752—1
dt = ((z dt.
| i [T

Soit I(z) l'intégrale de % sur le contour suivant :
— de 400 a p €]0,27] le long de I’axe horizontal,
— autour de 0 le long du cercle centré en I'origine de rayon p,
— de p a +o0 le long de 1'axe horizontal
(trés similaire au contour de la représentation de Hankel pour la fonction T').
Montrer en prenant la limite p — 0 que I(z) = (e*™ — 1)['(2)¢(2).
Par un calcul de résidu, en déduire la valeur de la fonction ¢ sur —N.

Exercice 6.9. Pour z € R, on note 7(z) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux
a x. Montrer par une transformation d’Abel que pour Res > 1,

log((s) = 8/000 %dx.

Indication : on remarquera que la dérivée de log(1l — z7%) est PEamyE



