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Chapitre 0

Rappels de probabilités

Espaces de probabilité et variables aléatoires

Exercice 0.1. 1. Une urne contient N boules numérotées de 1 a N. On tire
successivement sans remise n boules de I'urne (1 < n < N). Quel est I’ensemble
Q) des résultats possibles ? Calculer card((2), le cardinal de €.

2. Désormais, on suppose que les résultats possibles sont équiprobables. Les
boules numérotées de 1 & M sont rouges (M < N) et les boules numérotées de
M 41 a N sont blanches. On introduit les événements A, 1 < k < n, définis
par Aj = {la k-iéme boule tirée est rouge}.

(a) Calculer les P(Ay).
(b) Calculer, pour k # ¢, les P(A, N Ay).

3. On introduit les variables aléatoires Z;, 1 < k < n, définies par 7, = 1 si la
k-ieme boule tirée est rouge, et Z; = 0 sinon. On pose S, = Z; +---+ Z,. On
note p le rapport M/N.

(a) Calculer Var(.S,) en fonction de n et p.

(b) Calculer la limite de Var(S,,), n fixé, quand M et N tendent vers 'infini
de telle sorte que p tende vers un réel py, 0 < py < 1.

Exercice 0.2. Soient Ay, Ay, ---, A,, - -+ des événements d’un espace de probabilité
(Q, 7, P).

1. Montrer que, pour tout entier n > 1,

n
1op 4, =[] 14, -
k=1

2. Montrer que, pour tout entier n > 1,

n

1o 4, =1-JJQ-14).
k=1



3. On pose pr = 31 oi, ciyercip<n P(Aiy N A, N --- N Ay ). Montrer que

n

P(Ui_i Ak) = > (=1 'pi.

k=1

4. Un facteur répartit au hasard n factures dans n boites a lettres, une par
boite. On note p(n) la probabilité qu’une facture au moins parvienne a son
destinataire. Expliciter p(n). Calculer lim,, . p(n).

Exercice 0.3. Un document a été perdu. La probabilité pour qu’il se trouve dans
un meuble est p, 0 < p < 1. Ce meuble comporte sept tiroirs. On explore six tiroirs
sans trouver le document. Quelle est la probabilité de le trouver dans le septieme ?

Exercice 0.4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes prenant toutes
les valeurs entieres entre 1 et n suivant les probabilités :

P(X =k)=P(Y =k)=1/n, ke{l, -, n}

Calculer P(X =Y) et P(X >Y). Déterminer la loi de X — Y.

Exercice 0.5. Soit T une variable aléatoire a valeurs dans N := {0, 1,2, ---}
définie sur un espace de probabilité (£2, %, P). On suppose que, pour tout n > 1,
P(T > n) > 0 et, pour tous n,p > 1, (T > n+p|T > n) = P(T > p). Montrer
que T suit une loi géométrique.

Exercice 0.6. Soit (£2,.#,P) un espace de probabilité. On considere € et X des
variables aléatoires réelles indépendantes définies sur cet espace. On suppose que &
apourloi:Ple=—-1)=Pe=1)=1/2.

1. Montrer que €X et € sont indépendantes si et seulement si la loi de X est
symétrique (c’est-a-dire, X a la méme loi que —X).

2. Construire un espace de probabilité (2,.#,P) pour lequel il existe deux sous-
tribus &7 et & indépendantes et une variable aléatoire Y telle que :

(a) Y est o(«/ U A)-mesurable,
(b) Y est indépendante de 4,
(c) Y n’est pas o/-mesurable.

3. Construire un espace de probabilité (€2,.%,P) pour lequel il existe deux sous-
tribus & et & indépendantes et une variable aléatoire Z telle que :

4



(a) Z est o(o/ U ZA)-mesurable,
(b) Z est indépendante de A,
(¢) Z est indépendante de o7 .

Exercice 0.7. On considere n variables aléatoires indépendantes Xi, ---, X, a
valeurs dans {1, 2, --- | r} et de méme loi donnée par P(X; = i) =p;, 1 <@ < r.
On définit ZZ = Z?:l ]-{Xj:i}'

1. Déterminer la loi de Z;. A quelle condition les variables aléatoires Z; ont-elles
meéme loi ?

2. Calculer la covariance de Z; et Z,. Les variables aléatoires Z; et Zy sont-elles
indépendantes ?

Exercice 0.8. Soient €1, 9, - -+ des variables aléatoires i.i.d. telles que
Ple;=1)=P(e; =—-1)=1/2.
1. Calculer, en fonction de n,
El(e1 + g2+ +e0)’].
2. Soit a €]0, 1] fixé.
(a) Montrer I'inégalité

1
P(ler +ea+---+e, >an) < —
a*n’

(b) Montrer que

P(ley +e2+ -+ +e,| > an) (ZC 120 n|>an}>
/=0

(c¢) Conclure que
J:%@(ZC Lat-nizan ) =0

3. Soit N une variable aléatoire de Poisson, de parametre ¢ > 0, indépendante
de la suite (g,,n > 1). Calculer, en fonction de 6,

N+1

B[(Yo=)).

n=1
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Exercice 0.9. On dit qu'une variable aléatoire réelle X suit la loi gamma de pa-
rametre a > 0 si X admet la densité

1 —x a—11
e " >0V
I'(a) {e=0}
1. Soit U une variable aléatoire de loi gamma de parametre a. Calculer explici-
tement les moments E(U"), n € N.

2. Soient U et V' deux variables aléatoires indépendantes de loi gamma de pa-
rametres respectifs a et b. Montrer que les variables aléatoires U/(U + V) et
U + V sont indépendantes et expliciter la loi de U/(U + V).

Exercice 0.10. Soient X, X5, ---, X,, des variables aléatoires indépendantes de
méme loi exponentielle de parametre A > 0. On pose Sy = 0 et, pour 1 < k£ < n,
S =X +Xo+--+ X;.

1. Déterminer la loi du vecteur aléatoire (S7, Sa, -+, Sy).

2. Montrer que la variable aléatoire S, = X7 + X5+ - - - + X, admet pour densité

n—1

n_—ASn Sn
fSn(sn> = \'e™ (n — 1)!1{5n>0}'

3. Déterminer la fonction caractéristique de .S,,.
4. Calculer de deux manieres E(S,,) et Var (S,,).

Convergences de suites de variables aléatoires

Exercice 0.11. Dans les cas suivants, quels sont les différents modes de convergence
que la suite de variables aléatoires réelles (X,,, n > 1) est susceptible de réaliser.

P(Xy=1-1) =P (X,=1+1) =
P(Xn:%) =L PX,=n)=1— .
P(X,=0)=1-1 P(X,=1) =1
P(X, =0) =1—p,, P(X,, = 1) = p,, ou les X,, sont supposées indépendantes ;
dans ce cas, donner une condition nécessaire et suffisante portant sur la suite
(pn) pour que

(a) (X,) converge p.s.;

(b) (X,) converge dans L';
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(¢) (X,) converge en loi (i.e., E(f(X,)) — E(f(X)) quand n — oo pour
toute application continue bornée f: R — R).

Exercice 0.12. Soit ( ,n o> ) une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que
PX;=1)=p,P(X;=-1)=1-p,0<p<1. OnposeSy=0etS,=> Xy
pour n > 1.

1. Pour n > 1, calculer P(S,, = 0).

2. Etudier 3 -, P(S, = 0). Que peut-on en conclure?

Exercice 0.13. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, X,
étant de fonction de répartition donnée par

F.(x)=0 siz <0 et F.(x)=1- six > 0.

T+n
On pose S, = > p_, Xy, et Y, 7". Montrer que la suite (X,),>1 converge en
probabilité vers 0, mais pas la suite (Y},)n>1.

Exercice 0.14. Soit (X, n > 1) une suite de variables aléatoires de méme loi
uniforme sur [0, 1]. On pose

T, =
T, =

1. Montrer que la suite (7},) converge en probabilité et trouver sa limite.

2. Vérifier que, pour tout € > 0, ona > - P(|T,2 — 1| > ¢) < +o00. En déduire
la convergence presque stire de la suite (7},2).

Exercice 0.15. Soient (X,, n > 1) une suite de variables aléatoires réelles indé-
pendantes et X une variable aléatoire réelle.

1. Montrer que, si pour tout € >0, > - P(|X,, — X[ > ¢) < o0, alors X;, - X
p.s. (quand n — 00).

2. On suppose que X,, — 0 p.s. (resp. X,, = X p.s.). Montrer que, pour tout
>0, P(|X,] >¢) <oo(resp. > o P(| Xy, — X[ >¢) < 00).

3. Conclure.



Exercice 0.16. Montrer qu'une suite de variables aléatoires (X,, n > 1) converge
en probabilité vers une variable aléatoire X si et seulement si

. |Xn_X|
im 5( X=Xy
noe \1+ X, — X

Exercice 0.17. Soit (X,,),>1 une suite de v.a. i.i.d. de loi de Bernouilli de parametre

p €]0, 1[. On définit
n X,
k=1

1. Montrer que, presque stuirement, Y, converge. On note Y sa limite. Montrer
que Y est une variable aléatoire.

2. Sip=1/2, donner la loi de Y.

Indication : utiliser la convergence de la fonction de répartition.

Exercice 0.18. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes avec
E[X,] = 0 pour tout n > 1. On pose S,, = >, X;. On suppose que > Var(X,,) <
+00.
1. Montrer que S, converge dans L? vers une variable aléatoire S.
Indication : on pourra utiliser le fait que L? est complet, i.e. que chaque suite de Cauchy a

une limite.

2. En déduire que E[S] =0 et Var(S — S,) = >} | Var(X;) pour tout n.

3. Montrer que si on a de plus Y7 nVar(X,,) < +oo, alors la convergence a
lieu presque sturement.

Exercice 0.19. 1. Soit U une v.a. uniformément répartie sur [0, 1] et (U,)mn>0)
une suite de v.a. indépendantes ayant chacune la méme loi que U. Soit d’autre
part Y une v.a. exponentielle de parametre 1 (ayant donc comme densité
exp(—x)1lg, (z) ). Pour tout n > 1, on pose Z, = nmin{Uy,...,U,}. Monter
que Z, converge en loi vers Y.

2. Soit maintenant X une v.a. a valeurs dans [0, co[ et (X,)(n>1) une suite de v.a.
indépendantes ayant chacune la méme loi que X. Montrer que

(a) Si P{X >z} = o(1/x) lorsque & — +o0 alors
1
Zn = —max{Xy, -, X,}
n
converge en loi vers 0.

(b) Si P{X >z} ~ a/z* lorsque x — +00, avec o, A > 0 alors

1
Zn = mmaX{Xl, tee 7Xn}

converge vers une variable aléatoire dite de Fréchet, dont la fonction de
répartition est donnée par P{Y <t} = exp(—at™)1g, ().
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Exercice 0.20. 1. Soient Xy, ---, X, --- des variables aléatoires réelles i.i.d.

2.

3.

4.

telles que E(X}) < co. On pose Z,, = (X1 +-- -+ X,,)/n. Montrer que Z, tend
vers E(X;) p.s. quand n tend vers U'infini (on demande en fait de démontrer
dans un cas particulier la loi forte des grands nombres : cf. exercice 17 qui
suit).

Etablir que, pour toute fonction continue f de [0,1] dans R, on a

1 1 .« ..
n—oo [ 0 n 2

En déduire que

JH&Z ChpF(1—p)"Ff <§> =f(p), pel0,1].
k=0

Etablir que, pour toute fonction continue et bornée f de R, dans R

k
i 3 e B (B) = . aelo. ool
k>0 ’

n

Exercice 0.21. Soit (X,,, n > 1) une suite de variables aléatoires réelles intégrables
convergeant presque strement vers une variable aléatoire X intégrable. On suppose
de plus que E(|X,,|) — E(]X]|) quand n — oco. Montrer que la suite (X,,) converge
vers X dans L'.

Exercice 0.22. Soit (X,,, n > 1) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. On
suppose que E(|X;|) < co. On pose, pour n > 1,

Grk Lo

= X+ 4+ Xy,

= max(S; —a, Sy — 2a,---,S, —na),

max(Sy — S1 —a,S3 — S1 —2a,--+ ,S,41 — S; —na),
= sup(S) —a,S —2a,---,S, —na,--),

sup(Se —S; —a,S3— 51 —2a,-++ ,Spy1 —S1—na, ).

< < Sl
Il

Montrer que les suites (Y;,, n > 1) et (Y,,, n > 1) ont méme loi, c’est-a-dire que

pour tout m > 1, les vecteurs aléatoires (Y, 1<n< m)et (Y,, 1 <n<m)
ont méme loi. En déduire que P(Y = 00) = P(Y = o0).

Déduire de la loi 0-1 de Kolmogorov que P(Y = oc0) = 0 ou 1.

Prouver la relation Y,,; — Y, = max(X; —a — Y ,, X| — a).

En déduire que E(X;) < a implique Y < 0o p.s.

(Loi forte des grands nombres) Conclure que 22 — E(X;) p.s. quand n — oc.
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Chapitre 1

Espérance conditionnelle

Sauf mention du contraire, toutes les variables aléatoires sont définies sur l’espace
de probabilité (2, F, P).

Généralités et calculs

Exercice 1.1. (Questions de cours)
Soient A un événement et X une variable aléatoire réelle positive, resp. intégrable.

1.

Soit B € .Z tel que l'on ait P(B) > 0 et P(B°) > 0. On introduit la sous-tribu
¢ de .7 définie par ¢4 = {2, @, B, B°}. Donner

- les probabilités conditionnelles de A sachant B, de A sachant B°.

- la probabilité conditionnelle de A sachant ¥.

- I'espérance conditionnelle de X sachant B, de X sachant B¢,

- 'espérance conditionnelle de X sachant ¢ .

Soit (By, Ba, -+, By, ++) une partition dénombrable (finie ou infinie) de €
dans Z telle que P(By) > 0, Vk. Soit ¢4 := (B4, By, -+ , B, - -+ ). Donner

- la probabilité conditionnelle de A sachant ¢ .

- I'espérance conditionnelle de X sachant ¢.

Soit Y une variable aléatoire réelle discrete prenant les valeurs y1, yo, - -+ , Yk, - - -
Donner

- la probabilité conditionnelle de A sachant Y.

- I'espérance conditionnelle de X sachant Y.

Exercice 1.2. Soient X et Y des variables aléatoires réelles, Z une variable aléatoire
a valeurs dans un espace mesurable (F, &) et 4 une sous-tribu de /. Que peut-
on dire, sous réserve d’hypotheses convenables, des espérances conditionnelles sui-
vantes :

1.

E(f(Z)|Z) avec f: (E, &) — (R, (R)) mesurable;
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2. E(X|Z) avec X o(Z)-mesurable, E(X |¥) avec X ¢-mesurable;
3. E(XY | Z) avec X o(Z)-mesurable, E(XY |¥) avec X ¢-mesurable;

4. E(X|Z) quand X et Z sont indépendantes, E(X |¥) quand X et ¢ sont
indépendantes ;

5. E(E(X | 2)), E(E(X |9)).

Exercice 1.3. Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable et soit ¢ une
sous-tribu de .%. Que peut-on dire de X si (E(X |9))? = E(X?|¥9) p.s.?

Exercice 1.4. Soient X; et X5 des variables indépendantes a valeurs dans des
espaces mesurés I et Fy respectivement, de lois respectives vy et vo. Soit f : Fp X
E5; — R une fonction mesurable bornée (resp. positive).

1. Montrer que

E[f(X1,Xo) [ Xa] = | f(Xi,u)da(u)  ps.

E>
2. Soit Z une v.a. a valeurs dans [0, 1] et soit N une v.a. a valeurs dans N de
fonction génératrice ¢(z) = Y, .y P(N = n)a". Montrer que E(ZV|Z) = ¢(2)
p.s.

3. Soient X et U deux v.a. réelles indépendantes. Montrer que E(1y<x|X) =
F(X) p.s. avec F' fonction de répartition de U. Exprimer également la quantité
E(exp(21y<x)|X) a partir de F(X).

Exercice 1.5. Soient X; et X, des variables aléatoires indépendantes, de lois ex-
ponentielles de parametres respectifs Ay et As.

1. Calculer E[max(Xy, X5) | Xi].

2. Calculer E[max (X, X»)].

3. Calculer E[max(X, X5) | X; + X5).
4. Calculer E[X; | min(X7, X5)].

Exercice 1.6. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable. On suppose que la loi
de X est symétrique (c’est-a-dire, X a la méme loi que —X), et pose Y = | X|.

1. Montrer que E(X |Y) =E(X) p.s.

2. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
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Exercice 1.7. Soient X; et X, des variables aléatoires indépendantes et binomiales
de parametres respectifs (ny, p) et (ng, p).

1. Déterminer P(X; = k| X; + Xy = n).

2. Déterminer l'espérance conditionnelle E(X; | X; + X5).

3. Mémes questions en supposant que X; et X, sont des variables aléatoires
indépendantes, de loi de Poisson de parametres respectifs A; et \s.

Exercice 1.8. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi
uniforme sur [0, 1]. Quelle est espérance conditionnelle de (Y — X)* sachant X ?

Exercice 1.9. Soient X et Y des variables aléatoires réelles intégrables; et soit ¢
une sous-tribu de .#. Montrer que si X =Y p.s,, alors E(X |¥4) =E(Y |9) p.s.

Exercice 1.10. Soient X et Y des variables aléatoires réelles intégrables, et soit ¢
une sous-tribu de .%.

(i) Montrer que E(X |¥4) <E(Y |¥) p.s., si et seulement si E(X 14) <E(Y 14)
pour tout A € 4.

(ii) Montrer que E(X |¥4) = E(Y |¥) p.s., si et seulement si E(X 14) =E(Y 14)
pour tout A € ¢4.

Exercice 1.11. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable. Soient Z et Z des
variables aléatoires & valeurs dans (E, &) et (E, &), respectivement. On suppose
que E(X | Z, Z) est o(Z)-mesurable. Montrer que E(X | Z, Z) = E(X | Z) p.s.

Variables gaussiennes

Exercice 1.12. Soit (X7, X3) un couple de variables aléatoires admettant la densité
de probabilité

flor ) = o (0 — 2pmims + )
T1,09) = ———exp | ————— (2] — 2pr122 +
1,2 271_\/1_7/)2 p 2(1 IR p2) 1 PT1T2 2 ;
ou p € [0,1].

1. Vérifier que f est une densité de probabilité sur R? et trouver les densités

marginales de X; et X,. A quelle condition les variables aléatoires X; et X,
sont-elles indépendantes ?
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2. On intoduit les coordonnées polaires (R, ®) du couple (X1, Xp): R = /X7 + X2
et ® € [0, 27| est définie par

X X
COS<I>:§1 et sin@:ﬁsiR>0, ®=0si R=0.

Déterminer la densité du couple (R, @), puis celle de .

3. Déterminer la densité de R lorsque p = 0. Que peut-on dire des variables
aléatoires R et ® dans ce cas?

Exercice 1.13. Soit Z = (X,Y) un vecteur aléatoire gaussien a valeurs dans R?.
On suppose que E(X) = E(Y) = 0, Var(X) = Var(Y) = 1 et que Cov(X,Y) =p
avec |[p| < 1. Onpose U =X — pY, V = /1 — p?Y.

1. Calculer E(X |Y).

2. Quelles sont les lois de U et V' 7 Les variables aléatoires U et V' sont-elles
indépendantes ?

3. Calculer E(U2V?), E(UV?), E(V*). En déduire E(X2Y?2).

Exercice 1.14. Soient X, X5, X3 trois variables aléatoires réelles gaussiennes
centrées réduites indépendantes. On pose U = 2X; — Xy — X3, V = X; + Xy + X3,
W - 3X1 +X2 - 4X3

1. Quelles sont les lois de U, V' et W 7 Quels sont les couples indépendants parmi
les couples (U, V), (U,W), (V,W)?

2. Montrer qu’il existe a € R tel que W = aU + Z avec U et Z indépendantes.
En déduire E(W |U), E(W?|U) et E(W3|U).

Exercice 1.15. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles gaussiennes centrées
réduites indépendantes. On pose Z =X +Y, W =X -Y.

1. Montrer que Z et W sont indépendantes. Quelle est la loi de W ?

2. En déduire I'espérance conditionnelle de X sachant Z.

3. Calculer E(XY | Z) et E(XY Z | Z).
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Chapitre 2

Filtration, temps d’arrét et
martingales

On rappelle les notations
s At :=min{s,t}, sVt :=max{s,t}, s,t€R.

Sauf mention du contraire, toutes les martingales sont définies sur I’espace de pro-
babilité filtré (2, .7, (Z,), P).

2.1 Filtrations, temps d’arrét, martingales

Exercice 2.1. Soient (2, %, (%,), P) un espace de probabilité filtré, T et S deux
temps d’arrét, Fr et Fg les tribus respectives des événements antérieurs a T et S.
Montrer que (cf. cours)

1. SANT,SVvT, S+T sont des temps d’arrét.

2. Si T est un temps d’arrét constant (1" = p avec p € N), alors Fp = %,
3. 51 ST, ¥s C Fr,

4. Fgar = Fs N Frp,

5. {S<T} e FsNFp, {S=T} e FsnN Fp.

Exercice 2.2. On consideére une suite (X,, n > 0) de variables aléatoires définies
sur un espace de probabilité (Q2,.7,P), a valeurs dans [0, 1], indépendantes et de
méme loi uniforme sur [0, 1]. On pose, pour n > 0, %, = o(X}, k <n). On introduit
la variable aléatoire

T=inf{n >1; X,, > Xo}, =00 si @.

1. Montrer que T est un temps d’arrét de la filtration .%,,.
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2. Déterminer la loi de T'. Calculer son espérance.

Exercice 2.3. On considere I'espace de probabilité filtré (Q, #, (%#,), P) ou Q =
N*:={1,2,---}, F = Z(N*) (la tribu de toutes les parties — y compris & et
N* — de N*), P({n}) = 1/n — 1/(n+ 1), #, = o({1},--- ,{n},[n + 1,00[). On
considere la suite de variables aléatoires réelles X,, = (n + 1) L4100
1. Montrer que, pour la filtration (%,), (X,,) est une martingale positive. Vérifier
que X,, — 0 p.s. X,, converge-t-elle dans L' ?

2. Quelle est la valeur de sup,,5o X, (k), k € N*? En déduire E(sup,>q X,).

Exercice 2.4. Question de cours
Soit (X,,) une sous-martingale. Redémontrer que X,, s’écrit de maniére unique sous
la forme

X, =M,+ A,

ou M, est une martingale et A, un processus croissant prévisible (i.e., 0 = Ay <
Ay <A, <---et,pour n > 1, A, est %, _j-mesurable).

(Deux exemples de décomposition de Doob)
Exemple 1
Soit Y7, Ys, -+, Y, --- des variables aléatoires réelles i.i.d., définies sur un espace
de probabilité (Q,.%#,P). On suppose que E(Y;) = 0 et que E(Y?) < co. On pose
Xo=0,%={Q@}et,pourn>1, X, =Y+ +Y,, Z, =0(Y1,Ys,---,Y,).
1. Montrer que (X,,) est une martingale de carré intégrable et déterminer la
décomposition de Doob de la sous-martingale (X?2) (on posera o2 = E(Y?)).

2. Soit T un temps d’arrét (pour la filtration .%#,) intégrable. Montrer que sup,, E(X%.,,) <
co. En déduire que E(X?) = E(T)o?.

Exemple 2

On garde les hypotheses et notations précédentes. On suppose en particulier que les
variables aléatoires Y,, ont pour loi commune : P(Y,, = —-1) =P(Y, =1) = 1/2.

On pose

My =0et, pourn>1, M, = ngn(Xk_l)Yk
k=1
ousgn(z)=1siz>0,=—-1siz<0,=0siz=0.

1. Montrer que (M,) est une martingale de carré intégrable et déterminer la
décomposition de Doob de la sous-martingale (M?2)?

2. Quelle est la décomposition de Doob de la sous-martingale (|X,,|, n > 0)?
3. Montrer que pour tout n > 1, M, est o(|Xy], - ,|X,|)-mesurable.
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Exercice 2.5. Soient (X,,) et (Y},) deux martingales de carré intégrable.

1. Montrer que, pour n > m, E(X,,Y, | %) = X, Y., p-s. et donc en particulier
que E(X,, X, | Zn) = XX Des.

2. Montrer que, pour m <n <p < ¢, Cov(X,, — X,,, Y, — Y,) =0.
3. Montrer que

E((Xn — X0)*) = > E((Xy — Xi-1)?)-

Exercice 2.6. Soit (&,, n > 0), une suite de variables aléatoires réelles indépendantes,
intégrables telles que E[¢,] = 0, pour tout n > 0. On fixe p > 1, on pose Xép) =

Xl(p) = ... = 1511)1 = 0 et pour tout n > p, on pose
Xflp) = Z §ir&in " &y -

1<y <ig<--<ip<n

Montrer que (Xép o > 0) est une martingale relativement a la filtration (.%,),
donnée par %, = o(&1, -+, &) sin>1et %y ={2,0Q}.

Exercice 2.7. Soient (X, n > 0) et (Y,,, n > 0) deux sous-martingales. Montrer
que (X, VY,, n>0) est également une sous-martingale.

Exercice 2.8. Trouver une sous-martingale dont le carré n’est pas une surmartin-
gale (Indication : faire trés simple).

Exercice 2.9. On considere I'évolution du capital d’'une assurance au cours du
temps. Soit Sg = x > 0, le capital initial, ¢ > 0 le montant des revenus des cotisations
par an et X,, > 0 le cotit des dommages pour I'année n. Le capital a la fin de 'année
n est donc S, = r+nc— Zzzl Xj.. L’assurance est dite ruinée si son capital devient
négatif, i.e., si 7 = inf{k > 0; .Sy < 0} est fini.

On suppose (X, k > 1) i.i.d. positives avec E(e***) < 0o, VA > 0. Le but ici
est de majorer la probabilité de ruine P(7 < c0). On pose .%,, 1= o(Xy, -+, X,,).

1. Vérifier que E(X;) > ¢ implique P(7 < 00) = 1.

2. On suppose dorénavant que E(X;) < ¢ et P(X; > ¢) > 0. Soit p(\) :=
E(e*M*1=9) X € R. Montrer que ¢” > 0, ¢'(0) < 0 et

lim p(\) = oc.
A—00

Dessiner le graphe de ¢ et montrer qu’il existe un et un seul \y > 0 tel que
E(etX1) = etoe,
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3. Montrer que V,, = exp(—XgS, + Aoz) est une martingale positive.

4. Pour N > 1 montrer que
N
E(Vy 17<ny) = ZE (Vi 1gropy) = €9°P(T < N).
k=1

5. En déduire que P(7 < 00) < e,

Convergence de martingales
Exercice 2.10. Soient Y7, Y5, - -+ des variables aléatoires i.i.d. telles que

P(Y; = —1) =g, P(Y; =1)=p, avecp+qg=1,0<p<qg<]l.

Xn
On pose Xg=0,Zy=1,etpourn>1, X, =Y, +---+Y,, Zn:<g) .
p

1. Montrer que (Z,) est une martingale positive. Vérifier que X,, — —o0 p.s.

2. On pose, pour k € N* T, = inf{n > 0; X,, > k}. En considérant la martingale
(Z1,an) et la décomposition

ZTk/\n = ZTk/\n]-{Tk<oo} + ZTk/\n]-{Tk:oo} )

montrer que

P(T} < 00) = (g)k

3. En déduire que

E(sup X,,) = L
n=>0 qg—7p
Exercice 2.11. Soient Y], Y, -+ des variables aléatoires i.i.d. telles que P(Y; =

1)=p,P(Y1=-1)=¢=1—p,avec 0 < p < 1. On pose
SOZOa Sn:Y'l—i__'_Yna 7121, ﬁnZJ(SOW";Sn)

et, pour tout 6 réel ,

eesn

o(0)"

1. Donner le tableau de variation de la fonction 6 — ¢(6).

o(0) =E(™), X, =

2. Montrer que (X,,) est une martingale et que, dans le cas ou 6 # 0, X,, converge
p.s. vers 0.
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3. Soit T = inf{n > 0; 5, = 1}. Montrer que, pour 6 > max(0,In(g/p)),
E(¢(0) ™" Lir<o}) = €%, en déduire que

1— /T— dpgs?
PO (g <s<1)

E(ST 1{T<0°}) = 2(]3

et P(T <o0)=1sip>q, P(T <o0)=p/qsip<q.

Exercice 2.12. On considere un jeu de hasard entre un joueur et le croupier d’'un
casino. Le capital total en jeu est 1 : apres la n-ieme partie le capital du joueur est
X, € [0,1] et le capital du croupier est 1 — X,,. Au début le capital du joueur est
une constante Xy = p €]0, 1] et le capital du croupier est 1 — p.

La regle du jeu est que, apres les n premieres parties, la probabilité pour le joueur
de gagner I'(n + 1)-ieme partie est X,,, et la probabilité de perdre est 1 — X, ; si le
joueur gagne, il obtient la moitié du capital du croupier; s’il perd, il cede la moitié
de son capital au croupier.

Ce qui se traduit en formule : pour toute f : [0, 1] — R borélienne bornée,

E(f(Xpi1) | Z) = X f (Xn+ 1_2X") +<1—Xn)-f(%> ;o ()

ou (#,) est la filtration naturelle de (X,,).

. Prouver que (X,,) est une martingale.

. Prouver que E(X2, ) = E(3X2 + X,,)/4. En déduire que E(Z?) = E(Z) = p.
. Prouver que toute variable aléatoire W, telleque 0 < W < let E(W(1-W)) =
0, est une variable aléatoire de Bernoulli. En déduire la loi de Z.

5. Pour tout n > 0, soit Y,, := 2X,,.; — X,,. Montrer, a 'aide de la formule (x),
que

(
1
2. Prouver que X,, converge p.s. et dans L? vers une variable Z.
3
4

P(Y,=0]|.%,)=1-X,, P(Y, =1|%,) = X,,
et en déduire la loi de Y,,.

6. Considérer les événements G, := {Y,, = 1}, P, := {Y,, = 0}. Prouver que
Y, —. Z p.s. et en déduire que

P (lim inf Gn> =p, P (hm inf Pn> =1-—np.

n—o0 n—o0

Les variables aléatoires Y,,, n > 0, sont-elles indépendantes 7

7. Quelle est 'interprétation des résultats des points 4, 5 et 6 en termes de vic-
toire/perte du joueur ?
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Exercice 2.13. On a une population de taille fixée N € N* qui se renouvelle
entierement a chaque génération et dont chaque individu est de type a ou A. Chaque
individu de la génération n + 1 choisit son (seul) parent de la génération n de fagon
uniforme et indépendante des autres individus et hérite le type du parent.

On note X, le nombre d’individus de type a dans la génération n et %, =
o(Xo, -+, Xn). On a alors P(X,41 = i|%,) = Ci (52)"(1 — Z2)¥*, pour tout
i €{0,---,N}. On suppose que p.s. Xg =k € {0,--- ,N}.

1. Montrer que (X, n > 0) est une martingale et discuter la convergence de X,
vers une variable X, quand n — oo.

2. Montrer que M, := (%)an(N — X,,) est une martingale.

3. Calculer E(Xo) et E(Xo(N — Xy)).

4. Calculer la loi de X, et commenter.

Exercice 2.14. Soit (0,, n > 1) une suite i.i.d. telle que P(o, = 1) = P(0,, =
-1) = % Introduire une martingale opportune pour montrer la convergence p.s. de
la série
oo
o

n
n=1

Exercice 2.15. Le but de cet exercice atypique est de traiter de maniere pro-
babiliste par la théorie des martingales deux questions d’analyse. Pour cela, nous
allons construire un espace de probabilité filtré explicite. Soit 2 = [0,1] et F la
tribu borélienne sur ). Soit P la mesure de Lebesgue sur €. Pour tout n € N et
0<k<2"—1[,so0it B,y = [k/2", (k+1)/2"[. Soit F,, la sous-tribu de F engendrée
par la partition (B, k)o<k<2n. Nous rappelons que la tribu engendrée par toutes les
F,, est la tribu borélienne.

Toute fonction mesurable F' sur [0, 1[ & valeurs réelles peut ainsi étre considérée
comme une variable aléatoire sur §2.

1. Montrer que les F,, forment une filtration sur (€2, F).

2. Montrer que pour tout n > 1et 0 <k < 2" E(1p,,[Fn-1) = (1/2)15,_, 4
ou p(k) est 'unique entier tel que k = 2p(k) ou k = 2p(k) + 1.

3. Supposons F' intégrable sur [0,1[. Soit F,, = E(F|F,). Montrer que, pour
presque tout x € €,

2" —1

Fy(z)=)_ <2n /B F(x)dx) 1p,,(2)

k=0

4. Montrer que (F,,n > 0) est une martingale et étudier sa convergence presque
stre et dans L.
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5. En déduire le résultat d’analyse suivant : toute fonction f intégrable sur [0, 1]
est égale presque partout a la limite de ses moyennes locales 2" | By i3, f(z)dz.

6. Supposons que F' admette une limite [ en 1 et que F' étendue sur [0, 1] soit
K-Lipschitz. Soit GG, la fonction définie pour tout x € 2 par :

2" —1

G (x) = kzo o (F (k;nl) _F <2ﬁn>> 15, (2)

avec la convention F'(1) = I. Montrer que |G, (x)| < K pour tout = € [0,1] et
que, pour tout x € [0,1[, on a

F.(z)— F(0) — /Ox Gn(u)du

< 2K/2"

7. Montrer que G, est une martingale pour la filtration (F,,n > 0) et montrer
que sup,, E(G?) < co. Conclure au sujet de la convergence presque siire, dans
L' et dans L? de G,, vers une v.a. G. Conclure également au sujet de la
convergence presque stre de foz G (u)du quand n — oo.

8. En déduire proprement le résultat d’analyse suivant : pour tout fonction f :
[0,1] — R intégrable et K-Lipschitz, montrer qu’il existe une fonction g
mesurable bornée sur [0,1] telle que, pour tout = € [0,1], on ait f(z) =

F(0) + Jy g(u)du.

Exercice 2.16. Soient (§,, n > 1) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes
de méme loi A47(0,1) et (an, n > 1) une suite de réels. On pose Xy = 1 et
Fo =12, Q}, et pour n > 1,

yn:o’(glu"'agn)v Xn:exp(Zakﬁk—%ZOz@.
k=1 1

k=

1. Montrer que (X,,) est une (#,)-martingale et que X,, converge p.s.

2. On suppose que Y _p | ;i = oco. Montrer que lim,,_,o X,, = 0 p.s. La martingale
(X,,) est-elle fermée ?

Exercice 2.17. Soit (U,, n > 0) une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que
PU,=1)=p,P(U,=0)=¢g=1—p, 0<p<1. On pose

T=inf{n>0; U,=1}, T =oc0siU, =0 pour tout n > 0.
1
Pour n > 0 on pose X, = —1ip>y).
qTL
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Montrer que (X,,) est une martingale (on précisera la filtration (.%,)).
Montrer que X, converge p.s. vers 0.

A-t-on sup,, E(]X,|) < co? A-t-on sup,, E(X?) < c0?

La martingale (X,,) est-elle fermée ?

La suite Y, = /X, est-elle uniformément intégrable ?

A N

Exercice 2.18. Soit X une variable aléatoire réelle de loi .4 (0, 02), avec 6% € |0, oo
Pour tout k& € N, soit 7, une variable aléatoire de loi .A47(0,7), avec g > 0. On
suppose que X, 1o, 71, - -+ sont indépendantes. On définit Y, = X + 1, k € N et
Fn=0Yo,---,Y,), neN, Z,=0(Y,,n>0).

Nous essayons de mesurer une quantité aléatoire X avec une suite indépendante
d’expériences. L’expérience k donne comme résultat Y, = X + g, ou 7, est une
erreur qui dépend de la précision des instruments. Apres n expériences, la meilleure
prévision possible sur X est

X, =EX|Z,) =EX|Yy, - ,Y,).
On se demande s’il est possible d’obtenir la valeur de X quand n tend vers 'infini,

et notamment si X,, converge vers X.

1. Montrer que (X,,) est une martingale et que X,, converge p.s. et dans L' vers
une variable aléatoire X.,. Quelle est la relation entre X et X 7

2. Montrer que sup,, E(X?) < oco. Montrer que les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :
a) X, = X dans L?; b) X,, - X dans L'; ¢) X est .Z,-mesurable.

3. Calculer E(V}Y;), E(Y;?) et E(XY;) pour i,j > 0, ¢ # j. Montrer que pour tous
n>0eti=0,---,n,onalk(Z,)Y;) =0, ou

2 n
o
Zn =X — - e %Y.
1+02Y  en” JZ_; 7

4. Montrer que pour tout n > 0 la variable aléatoire Z, est indépendante de
{Yy, -+ ,Y,} et en déduire que X,, = X — Z,,.

5. Calculer E((X — X,,)?) et montrer que X,, — X dans L? si et seulement si
1, oo D op g &5 2 = 00.

6. Discuter le cas €; = ¢ > 0 pour tout ¢ > 0, notamment les liens avec la loi des
grands nombres.

Exercice 2.19. Soit (Y;,, n > 0) une suite de variables aléatoires réelles positives
définies sur un espace de probabilité (€2, .7, P) indépendantes et de méme espérance
1. On pose, pour n > 0, %, =o(Yy, - ,Y,) et X;, =Yy Y.
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1. Montrer que X,,, resp. v X,,, est une (.%#,)-martingale, resp. surmartingale.

2. Montrer que le produit infini [];~,E(1/Y;) converge dans Ry. On note ¢ sa
limite.

3. On suppose que ¢ = 0. Montrer que /X,, — 0 p.s. La martingale (X,,) est-elle
fermée 7

4. On suppose ¢ > 0. Montrer que v/X,, est une suite de Cauchy dans L?. En
déduire que (X,,) est fermée.

5. Application
Soient p et ¢ deux probabilités distinctes sur un ensemble dénombrable F et
(Z,) une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans E et de
méme loi gq.

On suppose que, pour tout z € E, g(z) > 0 (notations : p(x) := p({z}) et
q(z) :==q({z}), v € E). On pose

X, =

A partir de ce qui précede, montrer que X,, — 0 p.s.

Exercice 2.20. On considere un jeu de hasard d'un joueur au casino. Le capital
initial du joueur est de a euros, ou a € N* est une constante. Apres la n-ieme partie
le capital du joueur est X,, € N={0,1,---}.

Si, apres la n-ieme partie, le capital X, est 0, le joueur perd tout son argent et ne
peut plus jouer (donc X, 11 = X, =0). Si X,, > 1, le joueur mise un nombre entier
d’euros, qu’il choisit uniformément entre 1 et X, ; la probabilité pour le joueur de
gagner la (n+ 1)-ieme partie est 1/2, et la probabilité de perdre est 1/2; si le joueur
gagne, il recoit la somme misée, sinon il cede la méme somme.

Ce qui se traduit en formule : si (.%,,) est la filtration naturelle de (X,,), alors
pour tout n > 0 et pour toute f : R — R borélienne et bornée :

X
1 n
E(f(Xni) [ Fn) = Lpxazoy - [ (0) + Lpxasoy - 5 D D [ (Xu k).
" o==£1 k=1

1. Prouver que (X,), est une martingale.
2. Prouver que X, converge p.s. vers une variable aléatoire Z p.s. finie.

3. Soit G,, 'événement {X, ;1 = X,,}. Montrer qu’on a I’égalité d’événements

{la suite (X,,) est constante a partir d’un certain rang} = liminf G,,.
n—oo

4. En tenant compte que les variables aléatoires X,,, n > 0, prennent seulement
des valeurs entieres, déduire de la question 2 que P(liminf, ., G,) = 1.
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5. Prouver que pour tout n € N, P(X,, > 0 et X,,;; = X,,) = 0. En déduire que
pour tout n € N, {X,,,; = X,,} C {X,, =0} p.s. et que P(liminf, .. {X, =
0}) =1.

6. Conclure que Z =0 p.s.

7. Quelle est l'interprétation des résultats des questions précédentes en termes
de victoire/perte du joueur ?

Dans les questions qui suivent, on peut supposer connus les résultats des questions
1, 2 et 6 ci-dessus.
A. La suite (X,,n > 0) est-elle uniformément intégrable ? Converge-t-elle dans

L'?
B. Lasuite (v/X,,n > 0) est-elle uniformément intégrable ? Converge-t-elle dans
L7

C. A-t-on sup, E(X?) < 00?

Exercice 2.21. On sait (cf. cours) que, pour une martingale (X,,), E[(sup,,so | X,|)?] <
4sup,»o E(X2) : ainsi, si sup,~oE(X?) < oo, alors, sup,~q | X,| € L?.

Dans cet exercice on se propose de prouver que, si sup,,o E[|X,| In™(]X,])] < oo,
alors sup,, | X,,| € L'. [Notation : InTz := Inmax{z, 1}.]

Soit (X)) une martingale.

1 1
1. Montrer que, pour u > 1, — Inu < —. En déduire que pour tous réels 0 < = < y,
u e
onazlny <zlnz+Y% puiselny <zlh™z+Y% et enfin xln™y < zln* a4 L
2. Rappelons la version suivante de I'inégalité maximale : si (M,,) est une sous-
martingale, alors AP(maxo<r<, Mx > A) < E(M,, 1 {maxo<ren Mg>)}) pour tout
entier n > 0 et tout réel A > 0.
A partir de l'inégalité maximale appliquée 4 la sous-martingale (|X,|), montrer
que
/ P( max |X;| > a)da < / | X, In™ ( max | Xy|)dP.
1 Q 0<k<n

0<k<n

3. Conclure que

E(sup |X,]) € —— (14 supE(|X,|In* | X,])).
e—1 n>0

n>0

Exercice 2.22 (Urne de Polya a deux couleurs). On consideére qu’une urne contient,
a l'instant 0, b boules blanches et a boules rouges. On suppose que l'on dispose, a
coté, d’un stock illimité de boules blanches et de boules rouges. A I'étape 1, on
tire une boule au hasard dans I'urne : si elle est blanche, on remet cette boule en
y ajoutant une boule blanche prise dans le stock; si la boule tirée est rouge, on
la remet et on y ajoute une boule rouge prise dans le stock. On fait de méme a
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I’étape 2, 3 ... etc, en supposant qu’a chaque étape les tirages sont uniformes et
indépendants. On note B,, le nombre de boules blanches a I'instant n, d’ou il y a au
total a + b+ n boules dans 'urne. La proportion de boules blanches a I'instant n est
notée X,, = B,,/(a+ b+ n). Pour tout n € N, on pose .%,, = d(By, -+ , By).

1.

Montrer que (X,, n > 0) est une (%,)-martingale positive avec |X,| < 1,
Vn > 0. En déduire que la limite lim,, .., X,, = X a lieu presque stirement et
dans L?, pour tout p € [1, 0.

Montrer que la limite X, vérifie P(X,, = 0) < 1 et P(X = 1) < 1. Qu’est-
ce-que cela signifie sur la coloration de I'urne au cours du temps et asympto-
tiquement ?

On fixe k € N, et pose, pour tout n > 0,

" (a+b+n)(a+b+n+1)---(a+b+n+k—1)

Montrer que (Yn(k), n > 0) est une (.%,)-martingale positive, avec |Yr§k)| <1,
Vn. En déduire qu’elle converge p.s. et dans L! vers une limite notée VAR
Calculer E[Yo(f)] en fonction de b et de a.

Montrer que Yo = (Xoo)® p.s. En déduire E[( X, )*] explicitement en fonction
de b et de a.

Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans [0, 1] dont la loi admet la densité
f(x) = Cup(1 — 2)* 12t~ par rapport & la mesure de Lebesgue. Trouver la
constante C, ;. Montrer que E[Z*] = E[(X )], pour tout k& € N. En déduire
que Z et X, ont la méme loi, autrement dit que X, suit la loi béta de
parametres a et b.

Exercice 2.23. Soit (£,, n > 0), une suite de variables réelles, indépendantes,

centrées et de carrés intégrables : E[¢,] = 0 et 02 = E[¢?] < oo. On pose S,, =
§o+ -+ &
1. Montrer I'inégalité de Kolmogorov :

]P( max |S;| > a:') <z *Var(S,),
0<i<n
valable pour tout réel z > 0 et tout n € N. La quantité Var(S,,) est la variance
de S,,, que l'on calculera en fonction de (o2, i > 0).

On suppose en plus qu'il existe ¢ €]0, 00| telle que |,| < ¢, presque strement
pour tout n € N. Remarquer que (S? — Var(S,), n > 0) est une martingale.

En déduire que IP’( maxo<i<n |S;| < x) < \(12:222) pour tout réel x > 0 et tout
entier n € N.
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Exercice 2.24 (Critere des trois séries de Kolmogorov). Soit (§,, n > 0) une suite
de variables aléatoires réelles indépendantes. On fixe ¢ €]0,00[ et on pose &(f) =
Enlyje,<cy, pour tout n € N. Le but de cet exercice est de montrer que les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Presque siirement )7 &, converge vers une variable aléatoire réelle.

(b) Il existe ¢ > 0 tel que les séries numériques ), - P(|€.] > ¢), anoE[@(wC)] ot
> om0 Var(£Y) convergent.

1. Posons S, = ZZZO(&(?C) — E[¢/”]). Montrer que si > nzo Var( 1) < o, alors
(Sn, n > 0) est une martingale par rapport a une filtration assez simple que ’on
précisera, que sup,,oE[S2] < 0o, et que la martingale (S,,) converge presque
stirement.

2. On suppose (b). Déduire (a) de la question précédente.

3. On suppose (a). En utilisant la réciproque du lemme de Borel-Cantelli, mon-
trer que 3~ P(|&,] > ¢) < +o0, et que Y77 ¢\ converge presque siirement
vers une variable aléatoire réelle.

4. On suppose (a). On se donne (x,, n > 0) et (x5, n > 0) deux suites indépendantes
entre elles, qui ont méme loi que la suite (fff), n > 0) (c’est-a-dire que pour
tout n > 1, les vecteurs aléatoires (x;, 0 < i < n), (x;,0 < ¢ < n) et
(fi(c), 0 < < n) ont méme loi). On pose Z, = x, — x... Montrer que presque
stirement Zzzo Z, converge vers une variable aléatoire réelle.

Indication. On montrera tout d’abord proprement le lemme suivant : si deux
suites de variables aléatoires réelles (A,,, n > 0) et (B, n > 0) ont méme loi,
et si (B, n > 0) converge presque strement, alors (A4,,n > 0) converge aussi
presque sirement.

5. On suppose (a). Montrer que |Z,| < 2¢, E[Z,)] = 0 et Var(Z,) = E[Z}] =
2Var(§1(,c)) pour tout p. On pose Sy =" Z,. Montrer que

Var(Sy) =2 Var(¢l?) .

p=0
Déduire de la question précédente et du (2) de I'Exercice 2.23 qu’il existe deux

réels positifs 7, xg > 0 tels que

N xo + 2¢)?
vneN, 0<n< P( Oiljgn\sp] < ) S_(\/?ar(S_*; .

En déduire que 3, -, Var(£l) < oc.

6. On suppose (a). Montrer que la série ) -, ]E[fﬁf)] converge.
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Théoréemes d’arrét

Exercice 2.25. (Un jeu de cartes a un seul joueur). On prend un jeu de 52 cartes,
on les retourne une a une; le joueur peut, une et une seule fois au cours du jeu, dire
“rouge la prochaine!”, il gagne si la carte suivante est rouge, sinon il perd. On se
demande quelles sont les stratégies de jeu qui optimisent la probabilité de victoire.

1. Soit R, (pour 0 < n < 51) le nombre de cartes rouges encore dans le jeu apres
avoir retourné n cartes. Soit A, 'événement {la n-ieme carte retournée est
rouge}. Calculer P(A,,.41 | R, = j), pour j € {0,---,26}, n € {0,---,50}.

2. Calculer P(R,y1 = j|R,) = P(Ru1 = j|Fn), ou #, := o(Ry, -, Ry),
n € {0,---,50}, j € {0,---,26}. Montrer que

R,

E Z)=R — —0.--- .50,
(B | #2) = Ry = o5, n=0,-+-,50

Montrer que X,, := R,,/(52—n), n =0, --- , 50, est une martingale par rapport
a la filtration (%,) et que X, = P(A,11 | %n).

3. On définit 7 = n € {0,---,51} si le joueur dit “rouge la prochaine!” avant
de retourner la (n + 1)-ieme carte. Montrer que 7 est un temps d’arrét et
que la probabilité de victoire est E(X,). Montrer que, pour toute stratégie, la
probabilité p de victoire dans ce jeu est toujours la méme et calculer p.

Exercice 2.26. Soit (£,, n > 1) une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que
P& =1) =P(& = —1) = 1/2. La variable aléatoire &, s’interpréte comme un pari
qui est gagné si &, = 1 et qui est perdu si &, = —1. A I'étape n du jeu, un joueur
mise une certaine somme S,, > 0, il remporte 25, (en faisant ainsi un gain de S,,)
si &, = 1 (il gagne le pari) et perd sa mise si &, = —1 (il perd le pari). On pose
Xo = Sp=0et Fy ={2,Q} et pour tout n > 1, on pose

Xn251€1+"'+sn€n et ynzo-(fla"'7£n)~

La variable aléatoire X,, représente le gain algébrique du joueur apres la n-ieme
partie. Comme le joueur ne devine pas I'avenir, S, ne dépend que de (&1, -+ ,&,-1),
c’est-a~dire que (S,, n > 1) est (%, )-prévisible. On suppose que pour tout n > 1,
Sy, est intégrable.

1. Montrer que (X,, n > 0) est une (.%,)-martingale.

2. Le joueur adopte la stratégie suivante : a chaque pari qu’il perd, le joueur
double la mise pour le pari suivant. Il arréte de jouer lorsqu’il gagne au moins
une fois. On suppose qu’il part d’une mise initiale de deux euros. On a alors
Sp, = 2". On note T la premiere fois ou le joueur gagne.

T=inf{n>1:¢, =1}
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Montrer que P(T" < oo) = 1. Calculer le gain moyen du joueur, c’est-a-dire
E[X7]. Si cela vous semble merveilleux, calculez E[X7_1] qui est la perte
moyenne du joueur juste avant qu’il ne gagne. Que pensez-vous de cette
stratégie ?

. On suppose que le joueur ne dispose que d’une réserve d’argent égale a 2
euros (avec ng > 2) et que les mises doivent étre payées comptant, ce qui force
le joueur a quitter le jeu (éventuellemment avec des dettes) lorsqu’il n’a plus
d’argent. 11 choisit prudemment de s’arréter la premiere fois qu’il gagne. Quelle
est la probabilité qu’il termine le jeu avec des dettes? Si on ne joue qu’une
fois & ce jeu dans sa vie, faut-il jouer 7 Quelle est le gain (algébrique) moyen ?
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Chapitre 3
Chaines de Markov

Matrices de transition, calculs

Exercice 3.1. A une probabilité quelconque « sur {2, 3, - - } on associe une chaine
de Markov (X,,, n > 0) a valeurs dans N, de loi initiale Jy et de matrice de transition
() définie par

Q0,i)=ali+1), Qli—1)=1, i>1.

[Notation : a(x) := a({z}).] On pose S = inf{n > 1; X,, = 0}, = oo si & (premier
temps de retour a l'origine). Quelle est la loi de S'7

Exercice 3.2. Reprendre les deux feuilles précédentes sur les martingales et iden-
tifier, s’il y en a, les chaines de Markov dans les exercices 2.4, 2.10, 2.12, 2.13, 2.17
et 2.19. Vous donnerez a chaque fois la filtration associée ainsi que la matrice de
transition et la loi initiale.

Exercice 3.3. Un joueur fréquente 3 casinos numérotés 1, 2 et 3. Chaque jour il
choisit I'un des deux casinos ou il n’est pas allé la veille suivant une méme probabilité
%. Le premier jour, jour 0, il choisit I'un des trois casinos suivant une loi de probabilité
wsur E = {1,2,3}. On note X,, la variable aléatoire égale au numéro du casino
fréquenté par le joueur le jour n. On considérera la suite (X,,, n > 0) comme une
chaine de Markov définie sur (£2,.%) sous les lois P, ; on précisera la matrice de
transition Q).

1. Calculer les puissances Q™ de ), puis lim,,_,o, Q™.

2. Calculer lim,,_,o, P, (X, = j), pour j =1, 2 et 3.
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Exercice 3.4. Soient (Y,,, n > 1) une suite i.i.d. de variables aléatoires de Bernoulli
de parametre p €10, 1[ et X :=0, X,, :=Y; +---+Y,, pour n > 1. Remarquer que
Xyt1 > X, ps. pour tout n. Soit pour tout y € N le temps d’arrét 7, := inf{n >
0:X,=y} (inf@:=00).
1. Montrer, a 'aide de la loi des grands nombres, que lim,, ,,, X,, = 00 p.s. et en
déduire que P(T}, < o0) = 1.
2. Montrer que M, := X,, — np est une martingale par rapport a la filtration
(:#,) engendrée par (X,,).
3. Calculer E(T)), en utilisant la martingale arrétée (Mpar,).
Soit N(y) := > p o 1ix,=y} le nombre de visites de (X,) a y € N.
(4) Calculer 1¢x,—y) pour k < T, T, < k < T,y et k > T, respectivement.
En déduire que N(y) = T,11 — T}, p-s. et la valeur de E[N(y)].
On remarque que (X,,) est une marche aléatoire avec matrice de transition ) donnée
par Q(z,x) =1 —p, Q(z,z+ 1) = p, € N (on ne demande pas de le prouver).
(5) Calculer la loi de X, et la loi de T7.
(6) Prouver, a l'aide de la loi de Markov forte et du point 4, que N(y) a méme
loi que Tj.
(7) Calculer la loi de T,.

Exercice 3.5. Soit X = (Q, .#, (%,), (X,), P.) une chaine de Markov canonique
a valeurs dans E dénombrable, de matrice de transition Q).

1. On suppose que la chaine (X,,) a pour loi initiale p. Soit 7" un temps d’arrét
tel que P, (T < 0o) = 1. Que peut-on dire de la suite (Xrip,, n > 0)7

2. Soit S un temps d’arrét tel que, pour tout z € E, P,(S < c0) = 1. On pose
So=0 et,pourn>0, S,41=5,+S5060;s,.

(a) Montrer que, pour tout z € E, les S,, sont P,-p.s. finis.

(b) Montrer que la suite (Xg,, n > 0) associée a la filtration (Fg,, n > 0)
est une chaine de Markov dont la matrice de transition est donnée par

QS($>y> = ]P)x(XS = y)

Exercice 3.6. Dans cet exercice on considere une suite (X,, n > 0) de variables

aléatoires i.i.d. de loi géométrique de parametre p €]0, 1], qui modélisent, par

exemple, la durée d’un stock d’ampoules. Les ampoules sont numérotées a partir

de 0; elles sont allumées toutes au méme instant ; X,, est la durée de 'ampoule n.
On définit les temps des records successifs de durée des ampoules :

To := 0, Tpi1 = inf{k > 7, : X > X }, n =0,
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et les records successifs Z,, := X, , n > 0. Donc Z,, est la n-ieme record de durée
que l'on rencontre dans la suite (X,,). Dans la suite on considére une chaine de
Markov (X,,) dans N* sous forme canonique (2, %, (#,), X,, (P.)zen+) avec matrice
de transition

Qlz,y) =¢"'p,  zyeN
1. Montrer que sous P, la suite (X,,, n > 0) est indépendante, X,, est une variable
géométrique de parametre p pour tout n > 1, et P, (Xo =) = 1.
2. Soit x € N* fixé. Calculer

P.(X; <z, -, X1 <z, Xy >v), k,ye N y>u.
3. On définit 7 :=inf{n > 1: X,, > Xy}, inf @ := co. Calculer
P.(r =k, Xy >y), k,y e N*, y > .

Montrer que, sous P,, 7 est une variable géométrique avec un parametre que
I'on déterminera et que X, a la méme loi que =z + X;. Le couple (7, X,) est-il
indépendant sous P, ?

4. Montrer que m(x) = ¢ 'p, x € N*, est la seule mesure de probabilité inva-
riante pour Q). Montrer que P, (7 < 00) =1 et E.(7) = 0.

5. Montrer que 7 est un temps d’arrét. On peut dans la suite utiliser le fait que
pour les temps 7,, définis ci-dessus l'on a 7,41 = 7, + 7 0 0, et donc 7, est
aussi un temps d’arrét (fini P,-p.s. pour tout = € N*).

6. Montrer que (Z,, n > 0) est une chaine de Markov dans N* sous P, par rapport
a la filtration (.%,,). Calculer sa matrice de transition et sa loi initiale.

7. Calculer pour toute fonction bornée f : N* — R I'espérance conditionnelle de
f(Zns1 — Z,) sachant %, . Montrer que la suite (Z,, — Z,,—1, n > 1) est i.i.d.
sous IP,.

8. Calculer la limite P,-presque stre de Z,,/n, pour tout x € N*.

Récurrence, transience, chaines irréductibles récurrentes

Exercice 3.7. On considere une chaine de Markov (X,,,n > 0) dans F = {1,2,3}
avec matrice de transition

0 1 0
Q:=[1/2 1/2 0
1/3 1/3 1/3

1. Classer les états. Quelles sont les classes de récurrence/transience ? Déterminer
les états z tels que G(z, x) = oo, ou G est la fonction de Green. Déterminer
également si G(z, y) = 0.
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2. Montrer que G satisfait la formule G = I + QG, ou [ est la matrice identité.
En déduire la valeur de G et donc les valeurs de E,(N,) pour tous z,y € E,
ou N, est le nombre de visite de X a y.

3. On s’intéresse a présent au temps de premiere visite en 1 (i.e., Ty = inf{n >
0; X,, = 1}) en fonction du point de départ. On introduit alors v(z) = E,(T71}).
Montrer que

v(z) =1+ (Qu)(z), z€{2,3}, v(1) = 0.

En déduire la valeur de E,(77;) pour tout = € E.
4. Que peut-on dire de E,(Tsy) ont T3 est le temps de premiere visite de {3} 7
5. Calculer une mesure de probabilité invariante et dire si elle est unique.

6. Soit 179y le premier temps de visite de X a I'ensemble {1,2}. Quelle est la
loi de T 9y sous P37

7. Remarquer que E3(Tf 93) = E3(N3). Quelle en est la raison ?

Exercice 3.8. Soit (2,.7, (%), (X,.), P,) une chaine de Markov canonique a valeurs
dans E dénombrable, de matrice de transition (). Soient x,y, z € E. Prouver que

B (1) 3 Lpnmy) = PalT, < 00)Gly,2)

n>Ty
G(z,y)
= LGy, z) (siy transient).
G(y.y)
Exercice 3.9. Soit @ = (p(x, y), z, y € E) une matrice de transition sur un

espace d’états dénombrable E et soit m une mesure de probabilité invariante telle
que 7(x) > 0 pour tout = € E. Soit Q* := (p*(x, y), x, y € F) définie par

ploa) =T e p

1. Montrer que (Q* est une matrice de transition sur F et que 7 est une mesure de
probabilité invariante pour Q*. Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que Q* = Q.

2. Soit (X, n > 0) une chaine de Markov canonique avec matrice de transition
Q. Soit N € N fixé et X} := Xy_,. Calculer P, (X = z¢,--- , Xy = zn) €t
en déduire que (X}, n € [0, N]) est, sous P, une chaine de Markov avec loi
initiale 7 et matrice de transition Q*.
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3. Soit maintenant p €10, 1[ et @ la matrice de transition sur N = {0,1,---}
donnée par

p(xay) - pl{y=x+1} + (1 - p)l{y=0}7 T,y € N.

Calculer une mesure de probabilité invariante 7 et dire si elle est unique.
Calculer Q* et vérifier que dans ce cas

p*(l',y) = 1{y:x71} + ’/T(y)]-{m:()}a x,Y € N.

Dessiner les trajectoires typiques de X et X* dans ce cas.

Exercice 3.10. On considere la chaine de Markov d’espace d’états N et de matrice
de transition @ := (p(i, j), ¢, j € N) définie par

p(4,0) = gq; et p(i,i+ 1) = p; pour tout i € N,

Ol\la pour tout i? Di + qi = 17 Di > 07Qz > 0.

1. Vérifier que la chaine est irréductible.

2. A quelle condition sur les p; existe-t-il une mesure invariante. Dans ce cas
prouver que la chaine est récurrente.

3. Sous quelle condition sur les p; la chaine est-elle récurrente positive ?

Exercice 3.11. Soit (X,, n > 1) une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs
dans {0, 1} avec P(X,, = 0) =P(X,, = 1) = 1/2. On s’intéresse aux blocs de 3 zéros
consécutifs sans compter 2 fois 2 blocs de 3 zéros consécutifs qui se chevauchent.
Lorsqu’il y a 2 blocs de 3 zéros consécutifs qui se chevauchent, on compte seulement
le premier.

On note NV, le nombre de blocs comptés entre les instants 1 et n. On veut calculer
la limite de la fréquence empirique de ces blocs, i.e., la limite p.s. de N, /n.

Pour ce faire on utilise une chaine de Markov Y = (Y,,, n > 0) a 4 états 0,1, 2, 3,
d’état initial 0 (0 état de repos) qui mémorise le nombre de zéros consécutifs et
retombe a 'état de repos lorsqu’on a compté 3 zéros consécutifs. Par exemple : si
(Xl, X27 X3, X4, X5, Xﬁ, X7, ce ) = (O, 1, 0, 0, O, 0, 1, s ), alors

(Y1, Ya, Y3, Yy, Y5, Y5, Ya, -+ ) = (1,0,1,2,3,1,0,---) et Ny =1 =31_ 1y,-3. La
matrice de transition @ := (p(x, y), x, y € {0, 1, 2, 3}) de la chaine Y est donnée
par

p(l, O) = p(1> 2) =

) p(370) :p(?),l) =

p(0,0) = p(O,l):

p(270) = p(2>3):

N =N =
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1. Vérifier que la chaine Y est irréductible récurrente positive. Calculer sa pro-
babilité invariante.

2. En déduire la limite p.s. de N, /n.

Exercice 3.12. Soit (X,,) une chaine de Markov sur un espace d’état dénombrable
E avec matrice de transition (). Nous souhaitons définir un processus (Y,,) qui est
le processus (X,,) retardé de la maniére suivante.

Soit d : E — [0, 1] une fonction de délai et soit (U, ),ey une famille de variables
i.i.d. uniformes sur [0, 1] et indépendantes du processus (X,,). Soit (7},) le processus
défini de la maniere suivante :

{TO =0 (3.1)

To = > pe1 Lo<a(xr,_ ) = To1 + Lu,<a(xr, )

et soit Y, = Xp,.

1. Montrer que T}, < n presque stirement et montrer que 7}, est un temps d’arréet
pour une filtration que l'on précisera. Dessiner une trajectoire typique de Y,
et comprendre ’appellation de processus retardé. Montrer que 1,, — oo p.s.
lorsque n — oo.

2. Montrer que le processus (Y;,) est encore un processus de Markov pour une fil-
tration que I'on précisera dont la matrice de transition est donnée par Q' (x,y) =

(1 = d(x)) + d(2)Q(z,y).

3. On souhaite récupérer le processus (X,,) a partir de (Y;,) et des U,,. Soit S,, =
Y oy 121, .- Montrer que les S, sont des temps d’arrét, que S,, — oo et que
Ys, = X,

n

4. Supposons que @ est irréductible. Montrer que Q)" est irréductible si et seule-
ment si d ne s’annule jamais. Si d s’annnule sur un sous ensemble Ey de FE,
quelles sont les classes d’états ?

Hypothese supplémentaire pour la suite : Nous supposons désormais que d ne
s’annulle jamais et que () est irréductible.

5. Montrer que 7’ définie par 7'(z) = w(x)/d(z) est invariante pour @’ si et
seulement si 7 est invariante pour ).

6. Montrer que (Y;,) est récurrente si et seulement si (X,,) est récurrente.

7. Montrer que, si (X,,) est récurrente positive, (Y;) ne l'est pas forcément.
Enoncer une condition nécessaire et suffisante sur 7w et d pour qu’elle le soit.
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Convergence vers la loi stationnaire

Exercice 3.13. On considere une chaine de Markov (X)) dans F = {1,2,3} avec
matrice de transition Q := (p(x, y), =, y € E)

0 1/2 1/2
p:=1[(1/2 0 1/2
1 0 0

1. Quelles sont les classes de récurrence/transience ?

2. Calculer une mesure de probabilité invariante et dire si elle est unique et si
elle est réversible.

3. Calculer pour tout x € E le temps moyen de retour a x, E,(S,).

4. Calculer la période de tout x € E. Quelle est la limite des probabilités de
transition [Q"](z,y), quand n — oo ?

Exercice 3.14. (Produit de 2 chaines indépendantes).

Soient X = (X,,) et Y = (Y,,) deux chaines de Markov canoniques indépendantes
d’espaces d’états E et F', de matrice de transition () et R respectivement. La chalne
produit est par définition la chaine Z = (Z,) ou Z, = (X,,Y,). On vérifie sans
peine que la chaine Z est une chaine de Markov de matrice de transition

S((z,y), (', y)) = Qz,2)R(y,y'), z,2' €E, y,y € F.

1. Exprimer les coefficients de S™ en fonction des coefficients de Q™ et R".

2. Montrer que si X et Y sont irréductibles de période 1, alors la chaine Z = (Z,,)
est irréductible de période 1.

3. Donner un contre-exemple pour lequel X et Y sont irréductibles de période 2
et pour lequel Z n’est pas irréductible.

4. Supposons que @) et R admettent des probabilités invariantes respectives p et
0. Trouver une probabilité invariante m pour la chaine produit.

5. On considére un damier & 16 cases (numérotées successivement de 1 a 16 de
gauche a droite, de haut en bas; les cases sont de couleur noire ou blanche
alternée) sur lequel se déplacent indépendamment 1'une de 'autre deux souris;
chaque souris passe d'une case a I'une des k cases voisines avec la probabilité
1/k (les déplacements diagonaux sont proscrits).

Quel est I'intervalle de temps moyen séparant deux rencontres successives sur
la case 77
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Exercice 3.15. Serge aime beaucoup le vin. Apres avoir trop bu, il s’endort et fait
le réve suivant : au départ il a une somme d’argent z € N (en Euros); a chaque
minute il boit un verre de vin, qui lui cotite un Euro; chaque fois qu’il épuise son
capital, il trouve un porte monnaie qui contient un nombre entier et aléatoire de
pieces d'un Euro, et il recommence instantanément a acheter du vin et boire. Le
réve continue de la méme fagon indéfiniment.

On modélise le capital X, a disposition de Serge a chaque minute n € N a
'aide d’une chaine de Markov sur N = {0, 1, - - - }, avec matrice de transition @) :=
(p(z, y), z, y € N) définie par

fly+1)  2=0,y>0,

p(r,y) = 1 x>0, y=x—1,
sinon,

ou f est une probabilité sur N* = {1,2,---}, f : N* —]0,1[, > f(n) = 1, avec
f(y) > 0 pour tout y € N*. Sous P,, (X,,) est une chaine de Markov sur N =
{0,1,---} avec probabilité de transition @ et état initial déterministe Xy = = € N.
Si au temps ¢ le capital de Serge est y > 0, au temps ¢ + 1 le capital sera y — 1. Si
au temps ¢ le capital de Serge est nul, il trouve une quantité y > 1 de pieces avec
probabilité f(y), et il en dépense instantanément une, ainsi que son capital au temps
i+ 1 sera y — 1 avec probabilité f(y). Soient Sy := 0, S,41 :=inf{i > 5, : X; =0},
les retours successifs a ’état 0.
1. Quelles sont les classes de communication de la chaine de Markov (X,,)?

2. Montrer que Py(S; = n) = f(n), n > 1. En déduire la classification des états
en classes récurrentes/transitoires.

3. Montrer que la mesure sur N définie par

Mz):= Y fly), weN,

y=z+1

est invariante pour () et que toute mesure invariante est un multiple de A.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (X,,) soit récurrente
positive. Montrer qu’il existe une seule mesure de probabilité invariante si et

seulement si
m = an(n) < 00.

On suppose la condition m < oo satisfaite dans la suite.

5. Calculer la limite lim,,_, o, P,(X,, = y), pour tous z,y € N.

6. Définir u(n) := Py(X,, = 0). Montrer que {Xy = X,, =0} = U, <, {Xo = X,, =
0, S1 = 2z} et en déduire que

u(m) =3 fun—2) = [frul(n), n>1L.
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10.

Soit t; := S; — S;_1, i > 1. Montrer que (¢;, i > 1) est, sous Py, une suite i.i.d.
et calculer Py(t; = n) (pour n > 1).

Montrer que Po(S; =n) = f*(n), ot f* = f x---x f est la convolution 7 fois
de f pour ¢ > 1.

Montrer que {X,, = 0} = U2,{S; = n} et en déduire que

o0

u(n) = Zf”(n), n>1.

i=1

Montrer le Théoréme du Renouvellement : si u est définie par la formule
précédente, alors

' 1
A, = 1
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Probleme : Processus de
branchement

Le but de ce probleme est d’étudier un type de processus, appelé processus de
branchement, qui est largement utilisé en biologie pour décrire I'évolution d’une
population dont la reproduction des individus est aléatoire ou, de maniere plus
générale, tous les problemes ou des structures d’arbres aléatoires apparaissent.

La problématique est la suivante : on considere des générations discretes dont
on renouvelle tous les individus d’une génération a la suivante. Chaque individu a
un nombre aléatoire d’enfants, indépendamment de tous les autres individus et ce
nombre peut étre éventuellement nul. On s’intéresse alors a la taille de la population
(Zn, n > 0) au cours du temps, sachant que 'on commence avec un unique individu
(Zo=1).

Pour décrire le nombre d’enfants de chaque individu (réel ou virtuel), on introduit
une famille de variables aléatoires (X} )k n)en+xn+ & valeurs entieres, indépendantes,
et de méme loi . Chaque X}, représente le nombre d’enfants de l'individu &k a
la génération n (s’il existe). Nous introduisons alors la filtration associée .#, =
0(Xpik € N, 1 <i<n)et Fy={a,Q}. Laloi { est appelée la loi de branchement.

La taille de la population suit ainsi 1’évolution suivante :

Vn € N, ZnH:{OZ 512y =0
Zk:l Xk’rn+1 S1 Zn >0

1. (un premier cas simple) Nous supposons tout d’abord £(0) + £(1) = 1.
Interpréter cette condition en termes de nombre d’enfants. Comment évolue Z,
lorsque n augmente ? Nous supposons ensuite £(0) = 0 : la population peut-elle
s’éteindre ?

Nous supposerons désormais que £(0) +&(1) < 1 et £(0) > 0.

Nous introduisons les notations

m = Z k¢(k), o(r) = Zf(k)rk pour r € [0, 1]

qui sont la moyenne du nombre d’enfants d’un individu et la fonction génératrice de
ce nombre. Nous définissons également les itérées de la fonction ¢ par ¢o(r) = r et

Pnt1(r) = ¢(Pn(r)) = dn(9(r)) pour n € N.
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2. Calculer E(Z,.1|.%,) puis E(Z,) pour tout n. Montrer que, pour tout n € N
et tout r € [0, 1],
E(r?+t | ) = o(r)™

En déduire E(r?m).

3. Nous étudions les points fixes de la fonction ¢ selon la valeur de m. Etudier la
fonction r — ¢(r) et en déduire le nombre de solutions de I’équation ¢(r) = r sur
[0, 1].

Nous appellerons ¢ la plus petite solution de I’équation ¢(r) = r sur [0, 1]. Mon-
trer que la suite (¢,(0), n > 0) est une suite croissante qui converge vers g.

Nous voulons savoir si la population survit ou s’éteint aux temps longs et intro-
duisons dans ce but la variable aléatoire :

T=inf{n eN;Z, =0},
avec la convention inf @ = oco.

4. Montrer que {Z, = 0} C {Z,.1 = 0}. Montrer, en utilisant les résultats
précédents sur la fonction ¢, que

P(T < o0)=q.

Nous appellerons extinction I'événement {T' < oo} et survie 'événement {1 = oco}.
Le cas critique correspond a m = 1, le cas surcritique a m > 1 et le cas sous-critique
a m < 1. Faire le lien avec la probabilité de survie.

5. Nous supposerons dans cette question m > 1 et introduisons les variables M,, =
q?». Montrer que (M,,, n > 0) est une martingale dont on étudiera la convergence.
En déduire I'égalité presque stre

lim qZ”l{T:OO} =0

n—o0

puis en déduire I'égalité presque siire

1{T:oo} = 1{limn—>oo Zp=00}

Conclure sur le comportement de la population lorsqu’elle ne s’éteint pas.

6. Nous supposons toujours m > 1 et supposons en plus que 02 =y, k*¢(k) —
m? < oo. En introduisant une martingale idoine, nous pouvons étre en fait beaucoup
plus précis sur le comportement de Z, lorsque n — oo! Soit la suite définie pour
tout n € N par W,, = Z,,/m".

1. Montrer que (W,,, n > 0) est une martingale.
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2. Montrer que pour tout n € N,
E(Z: 4| Fn) =m?Z + 0% Z,

En déduire que sup,,cy E(W?) < oo. Conclure sur la convergence de la mar-
tingale (W,,), dont on notera la limite W.

3. Introduisons la fonction L : Ry — Ry, L(\) = E(e *"=). Ecrire une iden-
tité fonctionnelle faisant intervenir ¢, L et m. Montrer que P(W,, = 0) =
im0 L(A). Conclure sur la valeur de P(W., = 0).

4. En déduire I'égalité presque sure 1ir—oy = 1y, >0y et en déduire que, si la
population survit, alors Z,, croit exponentiellement et donner un équivalent.

7. Nous supposons a présent m < 1. Quelle est la limite presque sire de (W,,) 7
Est-ce une martingale fermée ?

Le point de vue des chaines de Markov

Nous nous focalisons & nouveau au cas sur le plus intéressant £(0) > 0 et £(0) +

€(1) < 1.

8. Montrer que (Z,) est une chaine de Markov dont on précisera la loi de transition
en fonction des convolutions de la loi &.

9. Que peut-on dire de I’état 07 Quelles sont les classes d’états? Discuter le ca-
ractere transient ou récurrent de ces classes d’états.

10. En déduire que, P-presque stirement, on a ou bien extinction ou bien divergence
de la taille Z,, vers oo, i.e.,

P(3n € N,Vk > n, Z, =0) + P(lim Z, = oc0) = 1.

n—oo

Quelques compléments pour réfléchir

Supposons & nouveau que »_, k*¢(k) < co. Nous nous plagons & présent dans le
cas ou m < 1. Nous considérons a présent une modification du probléeme de départ.
Nous conservons les mémes variables aléatoires X}, ,, mais considérons une probabilité
Q telle que les Xy, sont indépendantes, les Xy, avec k& > 1 ont pour loi £(k) et
la variable X, a pour loi k{(k)/m. Nous supposerons qu'une telle probabilité Q
existe et nous noterons Eq 1'espérance associée.
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11.

1. Montrer que Eq(rZm+' | .%,) = r¢/(r)¢(r)?»~! /m. Le processus (Z,) s'éteint-il
sous Q7

2. Montrer que E(W, 11+ | F,) = Word/(r)é(r)?»~1/m. Le processus (Z,)
s’éteint-il sous P ?

3. Montrer que pour tout n € N et tout f : N**! — R, bornée mesurable, on a
EQ(f(Z()7 Zl) Ty Zn)) = ]E(an(Z()) Zl7 Ty Zn))

En déduire la densité de Q par rapport a IP lorsque ces mesures sont restreintes
ala tribu 9, = o(Zo, -+ , Zn).

Vous pouvez a présent utiliser ce changement de probabilité et étudier Q en
détail pour en tirer des renseignements plus précis sur 'extinction de Z,, sous la
probabilité P.
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