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1. Invariance conforme en mécanique
statistique



2. Pavages par dominos

Nous traitons dans ce chapitre un cas particulier de la famille des modéles de dimeres.
Certaines des propriétés présentées ici sont en fait générales et valables pour tous les
modeles de dimeéres. Certaines démonstrations ont une version simplifiée dans le cas spé-
cifique des dominos. D’autres propriétés sont plus spécifiques aux pavages par dominos
et ne se généralise pas aux autres modeles de dimeres.

Pour plus d’informations sur les modéles de dimeres en général, voir par exemple X XX.

2.1. Définitions

Le réseau carré est le graphe planaire dessiné (plongé) dans le plan de sorte que son
ensemble de sommets est donné par les points de coordonnées (n,m) € Z? et les arétes
relient des sommets & distance L' égale & 1. Par léger abus de notation, nous notons 72
ce réseau. Comme graphe plongé, il possede des faces, qui sont des translatés du carré
unité [0, 1] x [0, 1].

Le dual (Z*)* du réseau carré, obtenu en mettant un sommet dual par face (au centre
par exemple), et en les joignant deux a deux par une aréte duale si les faces correspon-
dantes sont bordées par la méme aréte. Ce réseau dual est en fait isomorphe & Z2, et
obtenu & partir de celui-ci par une translation de vecteur (%, %)

Un domino est I'union de deux carrés unité adjacents dans Soit R une région du plan
composée de I'union de deux faces du réseau carré dualﬂ Un domino peut étre horizontal
ou wertical. Si on prend en compte une possible coloration en échiquier du réseau dual,
il y a en fait quatre types possibles de dominos suivant la position de la case noire dans
le domino.

On appelle ici région tout domaine connexe obtenu comme 'union de faces (fermées)
du réseau carré dual.

Un pavage par dominos d’une région R est un ensemble de dominos D = {D;;i € I},
tel que 'union | J,c; D; est égale a R, et telle que I'intersection des intérieurs des D; est
vide. Les dominos D; recouvrent donc toute la région R sans laisser de trous, et sans se
chevaucher (le seul contact autorisé est le long d’aréte).

Exercice 1.

1. Montrer que si R a au moins un pavage par dominos, alors son aire (nombre de
carrés) est paire.

1. Il s’agit ici d’'une convention de choisir le dual ou pas. Il sera commode dans la suite que les
coordonnées des centres des carrés formant les dominos soient entiers, et non demi-entiers. C’est ce qui
justifie notre convention ici.



2. Montrer que si R a au moins un pavage par dominos, alors R a autant de faces
blanches que noires dans le coloriage en échiquier.

. ntrer qu région suivante n Vi r dominos.
3. Montre e la région suivante n’a pas de pavages par do 0S

4. Quel est le nombre f, de pavages par dominos de la région rectangulaire 2 x n ?

2.1.1. configurations de diméres et couplages parfaits

Appelons G le dual interne de R : G' a un sommet (dans Z2) par carré unité de R, et
deux sommets de G sont reliés par une aréte dans G si les carrés unité sont adjacents.
G est un sous-graphe de Z2. Cette dualité permet d’encoder un domino dans R par une
aréte de G, reliant les sommets correspondant aux faces couvertes par ce domino. La
contrainte d’avoir un pavage par dominos dans R se traduit par la donnée d’un sous
ensemble d’arétes de G tel que chaque sommet de G est incident a exactement une
aréte de ce sous-ensemble. Un tel sous ensemble M C E(G) est appelé en théorie des
graphes un couplage parfait (perfect matching en anglais). En mécanique statistique, on
utilise plus volontiers la terminologie de configuration de dimeéres : chaque aréte de M
représente une molécule diatomique (un dimére) qui se serait déposé sur la surface d’'un
matériau représenté par le graphe planaire G. C’est ainsi que le modeéle a été introduit
dans la litérature physique par XXX.

Le graphe G est planaire et biparti. Nous allons voir dans la suite que ces deux pro-
priétés permettent d’obtenir des résultats sur ces couplages parfaits a ’aide de méthodes
d’algebre linéaire.

2.1.2. Fonction de hauteur

Il est possible de donner une troisiéme description des objets qui vont nous intéresser,
apres celle en terme des pavages par dominos et celle duale en termes de dimeres. Celle-ci
encode un pavage par domino par une fonction de hauteur, définie sur les sommets de
R, et a valeurs entieres. Alors que cette description semble connue des physiciens depuis
plus longtemps, elle a été introduite en mathématique par Thurston pour les dimeres
bipartis, et des modeles de pavages plus généraux.

On définit une fonction de hauteur hP associé & un pavage D de la facon suivante, et
de proche en proche : la fonction de hauteur augmente de 1 lorsque on tourne au tourne
d’une face blanche (respectivement d’une face noire) dans le sens trigonométriqueEl (resp.
horaire) sans traverser de dominos de D. On vérifie qu’alors que nécessairement, la
hauteur saute de £3 lorsqu’on longe une aréte de R qui traverse un domino.

2. C’est a dire que quand on longe ’aréte, la face blanche est a notre gauche.

Vérifier la
convention



Lemme 1. Si R est simplement connexe (sans trous), alors hP est bien définie, d une
constante additive prés, fizée si on se donne la valeur de hP d un sommet particulier.

Démonstration. 11 faut donc vérifier que si on part du méme point de départ vy, la
valeur donnée & un sommet v ne dépendra pas du chemin emprunté. Si R est simplement
connexe, deux chemins joignant vy a v délimite un sous-ensemble de faces carrées qui
peut etre couvert par des dominos. Il suffit de montrer qu’en calculant les increments de
la fonction de hauteur autour d’un domino, on retombe sur la valeur initiale. Ainsi on
peut déformer le premier contour en le deuxiéme en le faisant contourner un par un les
dominos de la région, sans changer la valeur finale de la fonction de hauteur.
Regardons donc maintenant un domino : en faisant le tour dans le sens trigonomé-
trique, on suivra trois arétes autour d’une face blanche et trois arétes autour d’une face
noire. La hauteur sera donc revenue a sa valeur initiale au bout d’un tour, apres avoir
augmenté et diminué trois fois. O

Un démonstration plus abstaite et qui se généralise est la suivante XXX.

Remarque 1. La fonction de hauteur au bord ne dépend que de la géométrie de la
région, et non pas du pavage considéré.

Exercice 2. Vérifier que la fonction de hauteur de n’importe quel pavage de la région
ci-dessous n’est pas bien définie méme en fixant la valeur 0 en vy, car elle possede des
périodes autour de chaque trou.

Vo

Exercice 3. Calculer la hauteur au bord pour le rectangle n x m et du diamant aztéque
de taille n. XXX

Dominos comme projection d’empilements

Un modele tres proche des pavages par dominos est celui des pavages par losanges avec
des angles de 60 et 120 degrés. Un losange est I'union de deux faces adjacentes du réseau
triangulaire. Si on regarde suffisamment longtemps le pavage d’une région simplement
connexe avec des losanges, alors on verra assez vite apparaltre ce pavage comme la
projection d’un paysage de cubes. Si on construit une fonction de hauteur avec la méme
regle, on se rend compte que celle-ci reconstruit la troisiéme coordonnées « perdue » dans
la projection, selon la grande diagonale du cube, orthogonale au plan de la projection.
On obtient alors que I’ensemble des pavages est connexe par suite d’opérations de flips
hexagonauz, consistant & tourner de 180 degrés 3 losanges formant un petit hexagone :



en effet, cette opération revient en termes de paysages de cubes & ajouter ou retirer un
cube.

De méme, les pavages par dominos peuveut aussi étre interprétés comme la projection
d’empilements, méme si c’est plus difficile a voir.

2.1.3. Fonction de hauteur et pavabilité

Fournier

P/NP

2.2. Fonction de partition et théoreme de Kasteleyn

La premiere question apres la pavabilité d’une région R est celle du dénombrement
des configurations : de combien de fagons peut-on paver R avec des dominos ?

Le théoreme de Kasteleyn [Kas61l, Kas63] répond & cette question. La version que
nous donnons ici est due a Percus [Per69] pour se ramener a un déterminant dans le
cas biparti et & Kuperberg [Kup98| pour l'utilisation de phases complexes plutét que de
signes.

2.2.1. Fonction de partition

Plut6t que simplement calculer le nombre de pavages possible d’une région, nous allons
résoudre un probléme plus général. Nous utiliserons dans cette section le formalisme en
termes de dimeres, et des couplages parfait du graphe G, dual de la région a paver.

Définition 1. Une fonction de poids v = (V)eeE(G) est I'attribution d’un nombre réel
strictement positif v, a chaque aréte e de G.

Le poids d’une configuration de dimeres M de G est le produit des poids des arétes
appartenant a cette configuration.

La fonction de partition Z, associée a la fonction de poids v est la somme des poids
de toutes les configurations de dimeres de G.

Supposons que le graphe biparti G admet au moins une configuration de dimeres. Cela
signifie en particulier que G posséde le méme nombre de sommets noirs et de sommets
blancs. Numérotons les sommets de chaque couleur de 1 a n. Chaque configuration de
dimeres réalise une bijection entre les sommets blancs et les sommets noirs, qui peut étre
encodée par une permutation de &,,. Si on étend par 0 la définition de v a des paires de
sommets blanc/noir non voisins, on peut réécrire la fonction de partition Z, ainsi :

n
Z, =), H”wJ':bam’ (2.1)

ce6, ]:1

ce qui ressemble fortement au développement d’un déterminant, modulo la contribution
de la signature de o. Nous cherchons & forcer cette ressemblance en définissant une
nouvelle matrice K dont les coefficients difféerent de v uniquement par une phase : pour



chaque aréte e entre un sommet blanc w et un sommet noir w, il existe un nombre
complexe de module 1 (5 tel que Ky, = G pVa,b-

Définition 2. On appelle phase de Kasteleyn un choix de ¢ tel que pour toute face f
interne de degré d(f) = 2p, bordé par des sommets wy, b1, ..., wp, by, le produit alterné
autour de f est égal a
<w1,b1 T pr,bp _ (_1)p—1' (22)
Cbl,wg e Cbp,wl
La matrice K construite a partir d’'une phase de Kasteleyn s’appelle matrice de Kaste-
leyn.

La premiere question est de savoir si une telle phase existe. La réponse a été donnée
par Kasteleyn

Proposition 1. Soit G un graphe planaire biparti. 1l existe alors une phase de Kasteleyn
pour G. Elle est unique modulo [’opération consistant a multiplier le coefficient des arétes
autour d’un sommet donné par la méme phase.

Théoréme 1 ([Kas6l]). Soit G un graphe fini planaire biparti, et K une matrice de
Kasteleyn construite a partir de la fonction de poids v et de la phase (. Alors la fonction
de partition Z, est obtenue a une phase prés par le déterminant de K : il existe un
nombre complexe n de module 1, dépendant de la numérotation des sommets blancs et
noirs, et de C, tel que

Z, =ndet K.

Nous donnons ici une preuve simplifiée dans le cas du pavage par dominos d’une région
simplement connexe, qui utilise une propriété particuliére de ces pavages.

Lemme 2 (accessibilité par flips). Soit R une région simplement connexe pavable par
dominos. Ftant donnés deux pavages, on peut passer de l'un a l'autre par une suite d’opé-
rations élémentaires (flips) consistant a retourner deux dominos voisins antiparalléles.

Autrement dit, le graphe dont les sommets sont les pavages, et les arétes connectent deux
pavages différant par un flip, est un graphe conneze.

Démonstration du théoréme[l. Lorsque 1’on écrit le déterminant de K comme une somme
sur les permutations

n

n
det K = Z (=1)7 H Cwj o) H Yw;.be (51 (2.3)
Jj=1 J

et que l'on compare avec (2.1, on s’apergoit que pour avoir 1’égalité voulue, il suffit de
montrer que pour toutes les permutations contribuant & la somme, la signature de o
multipliée par le produit des coefficients de ( est le méme.



Chaque permutation contribuant provient d’un pavage par domino. Comme le graphe
des pavages est connexe, il suffit de comparer les contributions de deux configurations
o et 7 différant d’un flip impliquant (quitte a renuméroter les sommets) les sommets
w1, by, wa, by. Cela implique en particulier que o o 77! est la transposition (1 2). Donc
(—1)? = —(—=1)". D’autre part, par la condition de Kasteleyn, le produit alterné

thbl Cw27bz

= —1.
Cw1,b2 Cw27b1

Par conséquent,

(=1)7 H ijvba(j) = (-1 H C“’jvbr(j)' -
j=1 Jj=1

2.2.2. Statistiques locales

Maintenant qu’on sait dénombrer les configurations de dimeres, on peut se poser des
questions probabilistes.

Définition 3. La mesure de Boltzmann associée a la fonction poids v est la mesure de
probabilité P, qui attribue & chaque configuration une probabilité proportionnelle & son
poids :

Exercice 4. Montrer que si on multiplie simultanément les poids des arétes attachées a
un sommet donné par la méme constante, alors la mesure de Boltzmann reste inchangée.
En déduire que la mesure est caractérisée par le produit alterné des poids autour de
chaque face de G.

Théoréme 2 (Kenyon). Soit un G graphe fini planaire biparti, avec une fonction de
poids v, tels que Z, > 0.

Soient e1 = (W, bny), ... ek = (W, by, ), k arétes distinctes de G. Alors la proba-
bilité sous la mesure de Boltzmann P, que les arétes eq, ..., e, soient présentes dans la
configuration de dimeéres aléatoire est

k
Pl ex] = Hmej by | X 1§C}3t§k(K’;ivij)'
7j=1
Exercice 5. Vérifier directement que si on multiplie & gauche et a droite une matrice
de Kasteleyn par des matrices diagonales a coefficients (diagonaux) dans C*, alors on
obtient & nouveau une matrice de Kasteleyn pour une nouvelle fonction de poids défi-
nissant la méme mesure de Boltzmann. Montrer que le membre de droite de 1’égalité est
effectivement invariant par cette transformation.

Démonstration. La probabilité en question est donnée par la somme des poids de toutes
les configurations contenant les e; divisée par la fonction de partition. La fonction de
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partition est égale a ndet K. En reprenant 'argument de la démonstration du théo-
reme (1, on voit que le numérateur sera égal a la méme somme dans le développement du
déterminant mais ou on ne garde que les permutations envoyant m; sur n; pour tout j.
Cela peut s’écrire comme le déterminant d’un mineur de K :

k
K X (—1)Zi™it et Ky, -
n H W j,bn; (=1) 1<ij<n Wil
j=1 TFEN N
JEML,.my;

La formule de Jacobi, qui étend pour des mineurs quelconques la formule bien connue
pour l'inverse d’une matrice a partir de sa comatrice dit que le déterminant de la sous-
matrice de K multiplié par le signe est exactment égal a det K multiplié par la sous-
matrice « complémentaire » de K1 ol I'on se restreint aux lignes et aux colonnes qu’on
a exclues dans le mineur de K. O

Si on considére la configuration de dimeres aléatoire sous P, comme un processus
ponctuel sur les arétes de G, on voit que les fonctions de corrélation a k points s’expriment
avec un déterminant de taille £ d’un noyau J. . = Kw7bK(;5,/, avec e = (w,b), ¢ =
(w', ). On a donc affaire & un processus déterminantal.

Pour toute la suite du cours, les graphes considérés correspondront a des régions
simplement connexes pavables par dominos, et la fonction de poids sera constante égale
a 1. La mesure de Boltzmann associée sera la mesure uniforme.

2.3. Matrice de Kasteleyn et laplacien

2.3.1. Arbres couvrants

Nous faisons une petite digression au sujet d’un autre modele de mécanique statis-
tique : le modele des arbres couvrants uniformes.

Définition 4. Soit G un graphe fini (pas forcément planaire ni biparti). Un arbre cou-
vrant T de G est sous-graphe couvrant de (avec le méme ensemble de sommets que) G
connexe sans cycles.

Proposition 2.

1. Les arbres couvrants sont maximaux parmi les sous-graphes sans-cycles (on ne peut
ajouter d’arétes sans créer un cycle).

2. Les arbres couvrants sont minimaux parmi les sous-graphes connexes (on ne peut
enlever d’arétes sans disconnecter des sommets).

3. St G an sommets, alors un arbre couvrant de G posséde exactement n — 1 arétes.

4. G admet au moins un arbre couvrant si et seulement st G est connexe.

11



Définition 5. On définit le laplacien combinatoire A = Ag du graphe G comme la
matrice dont les lignes et les colonnes sont indexées par les sommets de G, et dont les
coefficients sont donnés par :

1 si v et v/ sont voisins,
Ay = —deg(v) siv=1,
0 sinon.

On rappelle que le degré deg(v) d’un sommet v est le nombre d’arétes incidentes & ce
sommet.

Avec notre convention, I'opérateur laplacien est négatif : pour toute fonction f sur les
sommets, (f, Af) < 0. Etant symmétrique, il est diagonalisable dans une base orthonor-
male. Les valeurs propres sont négatives ou nulles.

Proposition 3. Le noyau de A est consitué des fonctions localement constantes (constantes
sur chaque composante conneze).

Le résultat suivant est dii a Kirchhoff [Kir47] a la fin du 19e siecle :

Théoréme 3 (Matrix-tree theorem). Soit vg un sommet de G. Le nombre d’arbres
couvrants de G est donné par

Ziree(G) = det (—A).
v, WwH#vo
Démonstration. 11 existe beaucoup de démonstrations différentes de ce résultat. Par
exemple par la factorisation de —A = M - M1 avec M la matrice d’incidence de G
pour une orientation arbitraire de G, puis la formule de Cauchy—Binet pour calculer le
membre de droite comme une somme sur tous les (n — 1)-uplets d’arétes de G. Il reste
a vérifier que les arbres donnent 41, et les autres donnent 0. O

Exercice 6. Calculer le nombre d’arbres couvrant du graphe complet a n sommets
(formule de Cayley).

En utilisant ce résultat pour I’énumération des arbres couvrants et la formule de
Jacobi, on peut montrer que I’abre couvrant uniforme est un processus déterminantal
sur les arétes de G, dont le noyau est donné par I'impédance de transfert [BP93].

2.3.2. Arbre dual

Supposons que G est planaire. Soit G* son dual (externe), avec un sommet par face
(incluant la face externe). Alors on peut définir une notion de dual pour un arbre couvrant
T, et plus généralement pour une collection d’arétes A de G. Le dual A* de A est défini

par la condition suivante :
efe A" <= ec ¢ A.

On peut alors vérifier que

12



— A est connexe si et seulement si A* est sans cycle,
— A est sans cycle si et seulement si A est connexe.

(la deuxieéme propriété découlant de la premiére appliquée a G* en utilisant que A** = A.)
On en déduit donc le lemme suivant :

Lemme 3. 5S¢ T est un arbre couvrant de G, alors T est un arbre couvrant de G*.

2.3.3. Domaines temperleyens

On s’intéresse ici aux cas ou le graphe G est un sous-graphe connexe, et « sans trous »
de (2Z)? (Pexplication du facteur 2 viendra vite). Le dual (externe) de G, noté G* est
un sous-graphe de (2Z + 1)? plus un sommet dual supplémentaire, noté fy, représentant
la face externe de G.

Le graphe médial G™4 de G est un graphe biparti défini de la maniére suivante :

— Ses sommets sont de deux types :

— des sommets noirs correspondant aux sommets (e) et aux faces (¢) de G
— des sommets blancs correspondant aux arétes de G
— il y a une aréte entre un sommet noir et un sommet blanc si ’aréte correspondant
au sommet blanc est incidente au sommet ou a la face de G correspondant au
sommet noir.
Graphiquement, le graphe médial G™d s’obtient en superposant en superposant les
dessins de G et G* et en placant les sommets blancs aux intersections entre chaque aréte
primale de G et son aréte duale.

Lemme 4. Le graphe G™ a un excés de deux sommets noirs.

Démonstration. On applique la formule d’Euler au complexe simplicial défini par le
plongement planaire de GG, avec ses sommets faces et arétes. On alors

|[sommets| + |faces| = |arétes| + 2.

Le nombre total de sommets et de faces de G est exactement le nombre de sommets
noirs de GG. Le nombre d’arétes est exactement le nombre de sommets blancs. O

On fixe un sommet vy de G situé au bord de la face externe fy. On note GP le graphe
obtenu en retirant de G™°d les sommets noirs correspondant & vg et fp, ainsi que toutes
les arétes qui y sont reliées.

Définition 6. On appelle sous-graphe temperleyen de Z? tout graphe de la forme G
en suivant la construction ci-dessus.

2.3.4. Bijection de Temperley

Le graphe GP est non seulement équilibré, mais posséde des configurations de dimeéres,
comme le montre le théoreme suivant.
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Théoréme 4 (Temperley). Il existe une bijection locale explicite entre les arbres cou-
vrants de G et les configurations de diméres de GP (ou les pavages par dominos de la
région R correspondante).

Démonstration. Tout d’abord, fixons un arbre couvrant T° de G et construisons une
configuration de diméres de GP. On commence par orienter les arétes de 'arbre T' vers
le sommet vy qui sert de racine. On a alors la propriété qu’ ily a exactement une aréte
sortante de chaque sommet de G différent de vy. Cela donne une maniére d’associer
dans GP chaque sommet noir provenant d’un sommet de G avec un sommet blanc. On
procede de la méme facon avec I’arbre dual T qu’on oriente vers fy. Tous les sommets
noirs sont ainsi reliés a un voisin blanc. Un sommet blanc n’est pas atteint deux fois car
il correspond soit a une aréte de T, soit une aréte duale de T™. On obtient donc une
configuration de dimeres de GP.

Réciproquement, si M est une configuration de diméres de GP, on construit un sous-
graphe T' de G en utilisant la correspondance décrite au dessus : pour chaque sommet de
G, on met dans T I'aréte qui est dans le prolongement du dimere attaché a ce sommet.
On obtient un sous-graphe T' de G qui contient qui a une aréte de moins que le nombre
de sommets de G. Pour montrer que c’est un arbre, il suffit de montrer que 7" n’a pas de
cycle. Si T avait un cycle, la formule d’Euler appliquée au sous-graphe de G a I'intérieur
du cycle (vu comme dessiné dans un disque) implique qu’a Uintérieur le nombre de
sommets et de faces de G est égal au nombre d’arétes plus 1. Ceci est en contradiction
avec le fait que cette partie correspond dans G” & un sous-graphe qui doit avoir un
couplage parfait. T' est donc un arbre couvrant. ]

En particulier, la bijection de Temperley nous donne une égalité en module entre le
déterminant du laplacien de G, privé de la ligne/colonne associée a vy, et celui de la
matrice de Kasteleyn sur le graphe G”. Nous allons voir que le lien entre ces opérateurs
est plus fort qu’une égalité de déterminants.

2.3.5. Une notion d’holomorphie discréte

Notations. Nous allons avoir besoin dans la suite de quelques notations supplémen-
taires pour un graphe temperleyen G”. L’ensemble de ses sommets s’écrit comme 1'union
disjointe BU W ot B (resp. W) est I'ensemble des sommets noirs (resp. blancs) de GP.
Ces sous-ensembles peuvent eux-méme étre partitionnés

B = By U By, W =Wy u Wy,

avec
— By ’ensemble des sommets noirs correspondant & des faces de G
— B l'ensemble des sommets noirs correspondant a des sommets de G
— Wy ’ensemble des sommets blancs correspondant aux arétes verticales de G
— W)y 'ensemble des sommets blancs correspondant aux arétes horizontales de G
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FIGURE 2.1. — Coefficients de la matrice de Kasteleyn pour un domaine temperleyen
autour d’un sommet blanc. La valeur des coefficients est indiqué au voi-
sinage de 'aréte connectant les sommets auxquels correspond le coeffi-
cient.

Matrice de Kasteleyn sur G” Pour les domaines temperleyens, nous adoptons la
convention pour la matrice de Kasteleyn décrite sur la figure On vérifie aisément
que la condition de Kasteleyn (2.2)) est satisfaite autour des deux types de faces carrées.

Soit F une fonction définie sur les sommets noirs de Gp. Alors K F' est une fonction sur
les sommets blancs. Si on regarde la valeur de K F' & un sommet blanc w de coordonnées
(z,y) (avec z + y impair d’apres notre choix de coloration), on a

KF(z,y)=[F(z+1,y) — F(z —1,y)|+i[F(z,y+1) — F(z,y — 1)]

Si f (resp. g) est une fonction a valeurs réelles définie sur les sommets noirs de By
(resp. Bi), on construit F' = f + ig, a valeurs complexe sur tous les sommets noirs.

L’évaluation de KF' ci-dessus écrite pour un tel F', en un sommet w appartenant a
Wy peut se réécrire

[K(f +ig)(w) = (f(w+1) = f(w—1)) = (g(w +1) — g(w — 1))

La premiere parenthése du coté droit peut étre interprétée comme une dérivée discrete
horizontale de f, 0, f, alors que la deuxiéme ressemble a une dérivée verticale discréte
de g. La formule pour un w € W; a une forme similaire et on obtient que K F(w) = 0
revient a dire que :

O f = Oyg si w e Wy,

Oyf = —0z9 siwe Wi,

ce qui est une version discrete des équations de Cauchy-Riemann.
Définition 7. On dit que F' € CP est holomorphe discréte si
— F|p, est réelle (joue le role de f),

— F|p, est imaginaire pure (joue le role de ig),
— KF =0.
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Par abus de notation on dira aussi que F' est holomorphe discrete si elle vérifie le
troisiéme point, mais que F' est réelle (resp. imaginaire pure) sur By (resp. By).
Une bonne partie de 'analyse complexe se transporte dans ce cadre discret.

Caractérisations de I'inverse de K A partir de maintenant, nous notons C' pour l'in-
verse de la matrice de Kasteleyn K étendue a toutes les paires de sommets de sorte
que :

— C(v1,v2) = C(vg,v1) pour tous les sommets vy, v,

— Si v et vg sont de méme couleur, C'(vy,v3) = 0.
La matrice C est appelée fonction de couplage.

Lemme 5 (holomorphie).

Lemme 6 (harmonicité).

2.3.6. Asymptotiques de l'inverse de K

dans le plan tout entier Appelons Cy la fonction de couplage sur le plan tout entier.
Elle est donnée par la formule suivante [Ken97]

C . 1 A 2.4
00,z +iy) = 47r2//[o,27r12 2isin(9) + 2sin(p) T .

Lemme 7.
1 1 ;
Co(0.2) = Rem—FO('Z‘Q) st z € By,
ilmé + 0 <#) stz € By.
Démonstration. Par I'analyse de Fourier, on peut montrer que Cp(0, 2) — |00 0, €t a
de plus un défaut d’harmonicité, donné par le lemme [6]
Si on note hg la fonction de Green du plan tout entier. Alors on a d’aprés le lemme []

que La fonction

w—1 w+1

thQ(O,T)—ho( 5 ) (2.5)

a le méme comportement que Re(Cp(0,w)), donc elles sont égales.
De plus, on connait précisément les asymptotiques de la fonction de Green sur Z? :

Lemme 8. ] eziste une constante cy telle que pour |v| suffisamment grand,

1 1
ho(0,v) = ——1 Oo(—).
o(0,0) =~ toglol 40 +.0 (1)
Le raisonnement est similaire pour z € Bj. O

dans le demi-plan

dans un domaine borné
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2.4. Invariance conforme de la fonction de hauteur

2.4.1. Contexte
2.4.2. Le champ libre gaussien

Soit U un domaine simplement connexe de R?. Soit g la fonction de Green pour le
laplacien (continu) sur U avec conditions aux bords de Dirichlet, ¢’est a dire la solution
fondamentale de I’équation suivante pour tout v € U :

{(—Agm-,v)) — .,

gu(z,v) =0 pour tout x € OU.

Définition 8. Le champ libre gaussien @y est le processus gaussien centré dont la
structure de covariance est donnée par la fonction de Green g .

Une fagon de construire ce processus serait de considérer une base hilbertienne or-
thonormale (f,)n>1 de fonctions propres du laplacien (avec conditions aux bords de
Dirichlet). Soit A, la valeur propres associée a f,. Soit (Z,),>1 une suite iid de gaus-
siennes centrées réduites. On peut écrire alors :

[e.9]

gu(z,y) = _lAn

n=1

(@) fn(y),

et

-y s,
C’est I'analogue bidimensionnel du pont brownien. Contrairement a ce qui se passe en
dimension, la fonction de Green gy est infinie sur la diagonale (g (z,v) ~ —5= log |z —v|
lorsque z est proche de v). Il en résulte que le champ libre sur U n’est pas une fonction
aléatoire. En effet, si c’était le cas, sa valeur en un point intérieur v devrait étre une
variable aléatoire gaussienne dont la variance est donnée par gy (v, v), qui est infini. C’est
donc plutot une distribution aléatoire, et ce qu’on pourra évaluer, c’est 'action de cette
distribution sur toute fonction lisse & support compact v : la variable (®¢, 1)) est une
gaussienne centrée, et la covariance entre (P, 1) et (P, 12) est donnée par la forme
quadratique

V(1p1,v2) IZ/U Uwl(vl)gU(UlaU2)¢2(U2)dvld7}2-

2.4.3. Enoncé de la convergence

Soit €2 un domaine borné simplement connexe, avec un bord lisse par morceaux. Pour
chaque entier € > 0 assez petit, on note {2, une approximation de €2 (par lintérieur
pour des raisons techniques) par un graphe temperleyen sur eZ2. Soit v, le sommet noir
(primal) de €Z? qu’on a enlevé pour rendre €2, temperleyen. On note aussi R, la région
correspondant a ). sur laquelle les pavages par dominos sont duaux aux configurations
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de dimeéres sur .. On suppose que (v.) converge vers un point du bord de € noté d*
lorsque € tend vers 0.

La fonction de hauteur h. des pavages par dominos sur R., comme fonction sur les
sommets de R, peut étre vue comme une distribution aléatoire de la facon suivante : si
1) est une fonction lisse a support compact, on a

<h67¢> =€ Z he(v)d}(v)'

'UERE

On note de plus he = he — E[he], qui peut étre vu de fagon similaire comme une distri-
bution aléatoire.
Dans [?], article compagnon de [?], Kenyon démontre ’énoncé suivant.

Théoréme 5. Le champ aléatoire he converge en faiblement, au sens des distributions
fini-dimensionnelles, vers le champ libre gaussien %@U.

Cet énoncé signifie que pour tout k > 1, pour toutes fonctions lisses & support com-
pact ¥1,...,1, la loi jointe de ((he,¥1), ..., (he, 1)) converge vers la loi d’un vecteur
gaussien centré de matrice de covariance %(V(wi, Vi) i<ij<k-

2.4.4. Démonstration

Avant de regarder la fonction de hauteur h. moyennée contre une fonction a support
compact, nous allons regarder la loi jointe de he(v), ..., he(vg) ou v§ converge vers un
point z; pour tout 1 < j <k avec les z; deux a deux disjoints.

La démonstration se fait en plusieurs étapes

1. obtenir une limite invariante conforme pour les moments des fluctuations de la
hauteur

2. calculer explicitement les moments pour un domaine U particulier

3. conclure par invariance conforme obtenir la loi dans tous les domaines U simple-
ment connexes
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3. Percolation sur le réseau triangulaire

3.1. Introduction

La percolation est un modele de physique statistique originellement introduit pour
modéliser I’écoulement dans les milieux poreux. Son étude mathématique a été initié dans
Particle de Broadbent et Hammersley [BH57]. Dans ce cours nous n’étudierons pas la
percolation en général. Pour cela nous reportons au cours de Thierry Lévy "Convergence
de mesures, Grandes déviations, Percolation" [Lé21], Partie III. Nous recommandons
également comme référence le livre de Grimmett [Gri99] sur ce sujet. Ici nous allons
nous concentrer spécifiquement sur la percolation par sommets sur réseau triangulaire
plan, en lien avec l'invariance conforme a la limite d’échelle et la preuve par Stanislav
Smirnov [Smi01] de la formule de Cardy [Car92].

Pour formaliser, le réseau triangulaire va étre le graphe non-orienté 7 = (T, E), avec
Pensemble de sommets (ou sites) donné par

T=7+¢e37,

et ensemble d’arétes E' donné par les paires {z,w} ou z,w € T et |z — w| = 1. Ainsi,
chaque sommet a 6 voisins et les faces de 7 sont des triangles. Le dual planaire du
réseau triangulaire est le réseau hexagonal H = T* = (T*, E*), dont les faces sont des
hexagones et ou chaque sommet a 3 voisins. Les sommets de T correspondent aux faces
de T* et vice-versa. Voir Figure

Définition 9. On se donne une famille i.i.d. de variables aléatoires de Bernoulli (w).eT,
une par site, c.a.d. sommet, du réseau triangulaire, avec w, € {0,1} et

Plw, =1) =p.

La famille w = (w,),eT est une configuration de percolation de parameétre p. Le paramétre
de percolation p est dans [0, 1]. Lorsque w, = 1, on dit que le site z est ouvert. Lorsque
w, = 0, on dit que le site z est fermé. On dit que la configuration w = (w,),eT percole
lorsqu’il existe un chemin infini v aux plus proches voisins sur 7, qui va a 'infini, le long
duquel tous le sites sont ouverts. On dit qu'un site z € T est relié a l'infini par w, et on
dénote cet événement par {z <~ oo}, si w, = 1 et il existe un chemin infini vy aux plus
proches voisins sur 7, reliant z & I'infini, le long duquel tous le sites sont ouverts.

Dans ces notes, nous allons représenter les sites du réseau triangulaire plutét comme
les faces du réseau hexagonal, et nous allons colorier une face en jaune si le site est
ouvert, et en cyan s’il est fermé.

Comme vu par example dans le cours de Thierry Lévy [Lé21], il existe un parametre
de percolation critique p. € (0,1), tel que :
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FIGURE 3.1. — Une portion du réseau triangulaire (en noir), et de son réseau dual, le
réseau hexagonal (en bleu). Chaque sommet (resp. face) du réseau trian-
gulaire correspond & une face (resp. sommet) du réseau hexagonal.

— pour tout p € (pe, 1], la configuration w percole presque stirement ;

— pour tout p € [0, p.), presque stirement la configuration w ne percole pas. De plus,
la probabilité qu’un site, disons 0, soit relié a distance n par les sites ouverts décroit
exponentiellement en n :

P(0 < 9B(0,n)) < e~

pour une valeur ¢(p) > 0 et dépendante de p.
La percolation par sites sur réseau triangulaire est un des rares examples, avec la per-
colation par arétes sur le réseau carré, ou la valeur du parametre critique p. est connue
explicitement. En fait, p. = % Cela découle d’une propriété d’autodualité présentée dans
la Section Pour le parameétre critique p = p. = %, p.s. w ne percole pas. De plus,
on a une décroissance en puissance pour I’événement a un bras :

P(0 <2 9B(0,n)) = n~>/48+o),

Ce résultat a été prouvé par Lawler, Schramm et Werner en utilisant la théorie des
processus SLE [LSW02]. La conjecture d’universalité prédit que cet exposant —5/48 est
le méme pour les percolations critiques sur les autres réseaux 2D, pas seulement pour la
percolation par sites sur réseau triangulaire.

Dans ce cours, nous allons suivre de pres le livre de Wendelin Werner [Wer(9, Partie
I1].

3.1.1. Autodualité de la percolation par site du réseau triangulaire a p = %

Ici nous allons expliquer la propriété d’autodualité de la percolation par sites sur
réseau triangulaire. Soit w = (w,),er une configuration de percolation de parameétre p.
Notons par @ la configuration de percolation complémentaire :

Wy =1—w,.
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FIGURE 3.3. — Deux événements contradictoires dans Hs un chemin de sites ouverts
dans w reliant 1 a f3U/4, et un chemin ouvert dans @ reliant £9 a f5 U /5.

Alors @ est une configuration de percolation de parametre 1 — p. Les sites ouverts pour
@ sont fermés pour w et vice-versa.
Soit un entier n > 0 et soit H,, 'hexagone régulier fermé de coté n, avec les coins

T ;2T s j 2T
Ci=ne's, Co=ne's, C3=-n, Cy=-ne's, Cs5=-ne's, Cg=n.
Soit ¢ le coté fermé [Cy, Cy] de I'hexagone H,, c’est a dire contenant C et C2, De méme

soit ly le coté [Co, O3], U3 le coté [Cs, Cyl, g le coté [Cy, Csl, U5 le coté [Cs, Cgl et £g le
coté [Cg, C4]. Voir Figure Notons par {/; paiill U3 U Ly} "événement ou le coté ¢ est
relié au coté ¢35 ou ¢4 par les site ouverts de w a 'intérieur de 'hexagone H,,. De méme,
notons par {/{o QT U5 U lg} I'événement ou le coté o est relié au coté £5 ou fg par les
site ouverts de @ (c.a.d. fermés pour w) a 'intérieur de ’hexagone H,,.
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Lemme 9. Les deux événements suivants coincident :
H, w,Hy,
{61 L<u7—> {3 U 54} = {52 LX—) fs U EG}C,
ot ¢ désigne le complémentaire.

Démonstration. En effet, s’il n’y a pas de chemin ouvert pour w de £ vers f3 U {4
a lintérieur de H, c’est qu’il y a un chemin fermé bloquant de /o vers f5 U 5. Voir

figure [3:3] O

Lemme 10. Pour p =1/2, la configuration de percolation w et la configuration complé-
mentaire W ont méme loi.

Démonstration. Evident. O
Proposition 4. Pour p=1/2,

w,Hy 1
P(ﬁl &)53U€4) = 5

Démonstration. D’aprés les Lemmes [J] et

P(0y 208 05U 0y) = 1 — P(lo 228 05U ) = 1 — (¢ 223 05 U 45).

s
Or, par symétrie de rotation d’angle 3

Pty 08 05U t6) = P41 223 05U 0y). 0

Corollaire 1. Pour la percolation par sites sur réseau triangulaire, le paramétre de
percolation critique est p. = 1/2.

Démonstration. Lorsque p > p., on a

lim P& 208 0500 = 1.

n—-+4o0o

Ceci peut étre montré a l'aide de l'inégalité de Harris (Théoréeme @ Donc p. > 1/2.
Lorsque p < pe,

P, £ t300) < Y P(z <5 9B(z,n)) = nP(0 % B(0,n)) < ne P,
zelNT
Donc p. < 1/2. O
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FIGURE 3.4. — Une configuration de percolation dans un losange de coté 200. Les sites
jaunes sont ouverts et les cyan sont fermés. En noir, le chemin dual donné
par le processus d’exploration démarrant au coin inférieur gauche.

3.1.2. Processus d’exploration
3.2. Inégalités de Harris-FKG

Dans cette Section nous allons présenter I'inégalité de Harris. Il y a une extension de
cette inégalité a un cadre plus large que celui de percolation, due a Fortuin, Kasteleyn
et Ginibre. De ce fait, I'inégalité est souvent appelé inégalité de Harris-FKG, ou juste
FKG. Cette inégalité a été déja vue dans le cours de Thierry Lévy au premier semestre
[Lé21), Section 7.4.1]. Mais étant donné son importance pour la Section [3.3| qui va suivre,
nous allons la refaire.

Soit w = (w;)i>0 une suite de variables de Bernoulli indépendantes. Pour ¢ > 0, on
note p; € [0,1] le parameétre de la variable w;. On note F la tribu cylindrique engendrée
par les événements ne dépendant que d’un nombre fini de variables w;, et F;, la tribu
engendrée par les variables wg, w1, ..., wy.

Définition 10. Soit f une fonction définie sur {0,1}N & valeurs réelles, On dit que f
est croissante si pour toute suite (z;),~, € {0, 1Y, et pour tout i € N,

f(:L’o, . ,:ci_l,O,xiH, .. ) S f(a:(), ey i1, 1,.731‘_,_1, .. )

Une variable aléatoire X F-mesurable s’écrit en particulier X = fow avec f: {0, 1} —
R. Par extension, on dit que X est croissante si f ’est au sens de la définition précédente.
Un événement A € F est dit croissant si 1 4 est croissante.

Exemple 1. L’existence d’un croisement ouvert reliant deux bords opposés d’une boite
est un événement croissant.
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Théoréme 6 (Inégalité de Harris). Soit X et Y deuz variables F-mesurables, L?, crois-
santes. Alors,

E[XY] > E[X]E[Y]. (3.1)
Corollaire 2. Si Ay et Ay sont deuxr événements croissants,
P[A; N Ag] > P[A1]P[As].
En particulier, si Ay n’est pas négligeable,
P[A;|As] > P[A;].
Les événements croissants sont donc corrélés positivement.
Exemple 2. Croisements haut/bas et gauche/droite d’une boite.

Démonstration du Théorémeld. On commence par supposer que X et Y sont en fait des
fonctions d’un nombre fini de variables (wp, w1, . ..,w,) pour un certain n > 0.

Sin = 0, la croissance implique que X et Y sont des fonctions affines avec un coefficient
multiplicatif positif de la méme variable wgy. L’inégalité de Harris dans ce cas se ramene
a la positivité de la variance de la variable wy.

Supposons maintenant que I'inégalité soit vraie pour toutes les fonctions dépendant
des w; jusqu’au rang n, avec n > 0. Soient X et Y dépendant maintenant des variables
w; jusqu’au rang n + 1. On écrit alors :

E[XY] = E[E[XY]F,]
> E[E[X|F,E[Y]|F,]] par hypothese de récurrence au rang 0
> E[E[X|F,]|E[E]Y|F,]] par hypothese de récurrence au rang n
= E[X]E[Y].

Cela termine, d’apres le principe de récurrence, la démonstration dans le cas de la dé-
pendance en un nombre fini de variables w;.
Lorsque 'une des deux variables X ou Y dépend d’une infinité de variables, on pose

pour tout n > 0,
X, =E[X|F.], Y.=E[Y|F.]

On vérifie alors que X, et Y, sont encore croissantes et dépendent maintenant d’un
nombre fini de variables w;. On a donc d’apres la partie précédente,

E[X,Y,] > E[X,]|E[Y.].

Or les suites (X,,) et (Y,) sont des martingales L2, qui convergent p.s. et dans L? (donc
dans L') vers X et Y respectivement. En passant & la limite lorsque n tend vers l'infini
dans I'inégalité, on obtient le résultat escompté. ]
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FIGURE 3.5. — Un hexagone H,, de coté n. L’événement A, = {¢1 <+ {4} correspondant
a I’ensemble des configurations assurant un croisement ouvert de £1 a £4.

3.3. Théorie de Russo-Seymour-Welsh

Dans toute la suite, nous nous intéresserons a la percolation par site sur le réseau
hexagonal de parameétre p = %

La théorie de Russo-Seymour-Welsh (RSW) est un ingrédient essentiel qui sert & mon-
trer que des événements macroscopiques, comme des croisements dans une grande boite
de taille n, ont une probabilité comprise entre deux constantes c; et cg, indépendantes

de n et comprises strictement entre 0 et 1.

3.3.1. Croisement d’un grand hexagone

Soit H, un hexagone régulier de c6té n avec les coins dans T, tel que décrit dans
la Section Voir Figure Notons par A, I’événement qu’il existe un croisement
ouvert pour w entre les cotés opposés ¢1 et £4 a 'intérieur de H,, :

Ay, = {0 208 0,3,

Hy,
Dans la suite de cette sous-section, nous allons noter simplement <> pour PRy
Lemme 11. [l existe une constante ¢ > 0 tel que pour tout n > 0, P(A,) > c.

Démonstration. Tout d’abord, on remarque pour des raisons de symétrie que I’événement
{€1 <> 3 U 44} a une probabilité égale & 1/2. Voir Proposition

D’autre part, encore par symétrie, les événements {¢; <> l3} et {f2 <> {4} ont la méme
probabilité, et leur intersection est inclue dans I’événement {¢; <> ¢4}. Donc, comme ce
sont tous les deux des événements croissants, on a d’apres l'inégalité de Harris :

P(£1 A d 54) > P(fl — fg)P(fg <~ 64) = P(fl — 53)2.
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Cy by Cs

Enfin, en utilisant notre premier point, on a
1
5 = Bl 3 Ua) SP(0y > b5) + P(6y 5 £a) Py 6 )Y+ Pl 1),
En notant 2 = P(¢; <+ £4)'/?, la derniére inégalité se réécrit
1
‘+az—->0.
" +x 5=

Ceci implique que

3—1
xzfz > 0,

et

V3 1
P(A,) >1— — > —.
(An) = 5 9
3.3.2. Croisement d’un grand « rectangle »

La théorie de Russo-Seymour-Welsh commence. Soit H,, un hexagone régulier de co6té
n comme dans la Section et soit H!, son translaté vertical, H!, = H, + iv/3n, de
sorte que H] et H, ont un c¢oté en commun. Voir Figure Notons par C1,...,C§
les coins de H),, et par £},..., ¢ les cotés de H], de sorte que C) = Cy et Cft = Cy. Soit
R, le « rectangle »R,, = H, U H].
Théoréme 7 (Russo-Seymour-Welsh). La probabilité d’un croisement ouvert {¢} patic
Ly} dans le sens « difficile » du rectangle R, est bornée inférieurement, uniformément
en n, par une constante strictement positive.

Démonstration. Soit une configuration de percolation w telle que I’événement de connexion
est réalisé. Le processus d’exploration de la configuration dans R,, = H,, U H] partant
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FIGURE 3.6. — Découverte du croisement de haut en bas de I'hexagone inférieur situé
le plus & gauche grice au processus d’exploration -~ initié depuis le coin
inférieur gauche.

du coin inférieur droit C5 doit forcément passer par un des sites a la jonction entre H,
et H/, c’est a dire un site de /.

Soit v le chemin dual donné par le processus d’exploration de la configuration de
percolation dans H,, a partir du coin C5 en bas a droite. On aréte le chemin d’exploration
~ au premier temps de visite de le jonction £1. On dénote par ' le symétrique de ~y par
rapport & la jonction /7.

L’union v U~' sépare le rectangle R,, en deux moitiés. Une fois le processus d’explora-
tion arrété a la fin de ~, la configuration de percolation strictement a gauche de yU~' n’a
pas été encore découverte. On a encore donc dans cette partie affaire & une percolation
indépendante. Voir figure [3.6]

Conditionnellement a ~, ’événement consistant a avoir un croisement ouvert joignant
7 au bord supérieur gauche ¢ U 5 U ¢4 a une probabilité supérieure ou égale & 1/2. Par

conséquent,
n 1 Hy 1
P(t, 258 2 U, ue) > SRS 1) > —.
Ensuite, par symétrie,

P(¢, 28 05U b5 U £y) = Py 255 0, U g, U E)).

De plus, par I'inégalité de Harris,

w,Ry, w

P(0y 258 0 UL, Ud, et ¢ £ 0,00000) > P(0y £58 ¢ 0 UE)P(E I 1, U05UL)
w, Ry,

> P/ Ul U > —.
= (4<—>1U2U3)_182
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T SN
= fH
Cohy

./

FI1GUuRrE 3.7. — Construction d’un circuit ouvert dans un anneau a partir de croisements
de six grands « rectangles » formés par deux hexagones voisins.

Enfin,

(2B e o) n {288 0 U Uy {0 255 ). O

3.3.3. Circuit ouvert dans un « anneau »

Soit H, un hexagone régulier de c6té n comme dans la Section et soient H,gl),
H7(12), H7(13), 7(14), Hy({r’), Hr(lﬁ) ses translatés :

HT(ll) = H, +iV3n, HT(L2) =H,+ \@nei%, Hﬁ;’) =H,+ ﬁnei%,

Soit A,, le domaine
Ay =HOVDUHP UHD UHD UHP) UHO.

A, est un domaine annulaire, c.a.d. qu’il a un trou, formé par l'intérieur de H,,. Voir fi-

gure 3.7

Proposition 5. La probabilité qu’il existe un circuit ouvert dans A, entourant le trou
de A, est bornée inférieurement, uniformément en n, par une constante strictement
positive.

Démonstration. Soient R,(ll), Rg), R7(13), R#), RS’), jo) des « rectangle »formés par deux

hexagones adjacents

RW =g yuH?, R® = g@yuH®, R® = g® uHW,

n n n n n n

RW =gWug®, — RO =g®uH® RO =HgOyHD

n n
Soit ET(Lk) I’événement qu’il y ait un croisement ouvert dans Rq(@k) dans le sens « difficile »,

comme dans le Théoreme [7| Par symétrie, a n fixé, tous les événements E}(Lk), 1<k<6

29



ont méme probabilité. De plus, par le Théoreme [7| (RSW), il existe une constant ¢ > 0

tel que pour tout n > 1, P(Egk)) > ¢. Comme les événements Enk sont croissants, par
I'inégalité de Harris (Théoreme [6)),

IP( N E,g’ﬂ) > [ PED) =& >o.

1<k<6 1<k<6

De plus, sur I'événement (), -, EM 11 y a forcément un circuit ouvert dans 4,, entou-
rant le trou de A, ; voir la figure [3.7] O

3.4. Formule de Cardy

3.4.1. Présentation de la formule de Cardy

Nous avons vu précédemment que pour le parametre de percolation critique p = p. =
1/2,

1
P(ey 208 05 U ey) = 5 P ¢y >es>0, P Y 0) > >o.

On peut par des méthodes similaires montrer (exercice) qu’il existe des constantes C, C’ €
(0,1) tel que pour tout n > 1 on a
Hy Ry
0<c<PUlE30)<C<1, 0<d<PUE3B)<C <1
En fait, les probabilités de croisement précédentes ont des limites explicites lorsque
n — +o0o. Les valeurs de ces limites ont été prédites par le physicien théoricien John
Cardy. C’est la formule de Cardy [Car92]. Elle a été prouvée rigoureusement par Stanislav
Smirnov [Smi01].
On considere le triangle équilatéral, rempli ouvert, T = ABC, avec les coins

A=¢3, B=0, C=1.

Soit un domaine ouvert borné D C C. On suppose également que D est simplement
connexe, c.a.d. sans trous. On suppose aussi que le bord de D est une courbe continue
simple. Soient a, b et ¢ trois points distincts sur 9D, ordonnés dans le sens trigonomé-
trique. Il existe alors une unique transformation conforme ¢ : D — T, avec ¢(a) = A,
P(b) = B et ¢(c) = C'; voir Proposition Soit = € 9D \ {a, b, c}, avec x situé entre ¢
et a dans l'ordre trigonométrique. Soit X = ¢ (x). X est un point sur le cété (C, A) de
oT.

Ensuite, on considére le réseau triangulaire changé d’échelle Ty = (Ty, En), avec
Ty = %T, et N € N*. Soit Dy une approximation discrete du domaine continu D, avec
Dy C Ty, et Dy formant un sous-graphe connexe et sans trous. Notons par 0Dy les
sites de Dy qui ont un voisin dans Ty \ dDy. On consideére ayn, by, cy,zny € 0Dy tel
que

lim ay =a lim by =20 lim ¢y =c lim xy = z.
N—+o00 ’ N—+400 ’ N—+o00 ’ N—+4o00
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On considére un percolation par sites w sur le réseau Ty = (Ty, Ex), de parameétre
p=1 / 2. On s’intéresse a I'événement qu’il existe un croisement ouvert dans Dy entre

I'arc aNbN et l'arc eyzn, qu'on dénote par {aNbN<—>chN}

Théoréme 8 (Formule de Cardy-Smirnov). A la limite d’échelle,

~ w,Dy —~ cX
lim P Ny ==
N—1>I-lr—loo (anbn CNTN) CA’

ot CX et C'A sont les longueurs des segments respectifs.

La formule de Cardy-Smirnov assure que la limite des probabilités des croisements est
invariante par transformations conformes du domaine D. En effet, la formule s’exprime
a partir de quantités obtenues apres uniformisation par la transformation conforme 1.

Pour commencer, nous allons faire la preuve dans le cas ou le domaine D est en fait
le triangle T et a = A, b= B, c = C, x = X. On dénote par Ty le triangle équilatéral
discret Ty = Ty N'T.

3.4.2. Un résultat de compacité

On travaille dans le triangle T . On identifie une face de T avec son centre z, qui
est un sommet du réseau hexagonal dual. On dénote par Efe,(z) I’événement qu’il existe
dans T un chemin ouvert auto-évitant de [A, B] vers [A, C] qui sépare z de [B, C]|.
De maniére similaire on définit les événements E%(z) et ES(2). Soient les probabilités

Hy(2) =P(EN(2)),  Hy(:) =P(B§(2)),  Hy(2) =P(ER(2)).

Si z est une face qui est tout a droite du triangle Ty, adjacente au coté [A,C], et zp
est son coin en bas & droite, alors E4(2) est exactement ’événement qu’il existe un
croisement ouvert dans T joignant le c6té [A, B] au segment [C, zp].

Les fonctions H ]{1,, H ﬁ et Hﬁ ont été définies sur les centres des faces de Ty, qui
sont aussi les sommets du réseau hexagonal dual. On peut les étendre en des fonctions
continues sur tout le grand triangle fermé T de maniére suivante. Sur les arétes du
réseau hexagonal dual on interpole de maniere linéaire. Ensuite, a 'intérieur des faces
du du réseau hexagonal dual on prends ’extension harmonique. Par construction ces
fonctions sont a valeurs dans [0,1]. Dans la suite nous allons montrer que les suites
(H ]‘\I,) ~N>1, pour J € {A, B,C}, sont relativement compactes dans C(T), 'espace des
fonction continues sur T muni de la norme uniforme, et admettent donc des valeurs
d’adhérence. D’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli, il faut montrer que les suites sont
équicontinues. En fait, a ’aide de la théorie de Russo-Seymour-Welsh, nous allons monter
qu’elles sont uniformément Hoélder.

Lemme 12. II existe des constantes c,3 > 0 tel que pour tout N > 1 et z,2' € T,
|H(2') — H(2)| < ¢|2’ — 2|%. De méme pour HE et H.

Démonstration. 11 suffit de prouver le résultat pour z et 2’ centres de faces de Ty. On a

[HN () = Hy(2)] < P(ER () ABN(2)),
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oit A est la différence symétrique. Or, I'événement E4(z')AE4(2) ne peut pas étre
réalisé 8’1l existe un circuit ouvert auto-évitant v qui entoure a la fois z et 2/, et qui les
sépare de [B, C]. Comme dans la Section on considere A4y des « anneaux »formés
de 6 hexagones de taille 37 dont le bord intérieur entoure & la fois z et 2’ et dont le
bord extérieur les sépare de [B,C]. Ces anneaux sont 2 a 2 disjoint, et pour chaque Ay,
d’apres la Proposition [3], la probabilité d’existence d’un circuit ouvert est supérieure a
une constante ¢ > 0 qui ne dépend pas de N, k, z ou 2. D’ou

P(E#(z)AER(2) < (1 - )PV,

ou n(N, z,2') est le nombre d’anneaux de type A qu’on peut coller tout en respectant
les contraintes. Ensuite, n(N, z, z’) est de Pordre de log(d(z, 2’))+/log(3), ou

d(z,[B,C]) d(, [BaC])>

|2/ —z| 7 |2 =2

5(z,7") = max (

Ceci donne la propriété d’Holder uniforme lorsque z ou 2’ ne sont pas trop pres de
[B, C], mais un autre argument est nécessaire si z et 2z’ sont proches de [B, C]. En fait,
I’événement E4(z')AE4(2) ne peut pas non plus étre réalisé s'il existe un circuit fermé
v qui entoure & la fois z et 2’ et qui les sépare de [A, B] ou [A,C]. On répéte ici le
raisonnement précédent avec les « anneaux »hexagonaux emboités. O

Lemme 13. Soit (H*, HB HC) une valeur d’adhérence de (H§, HE, H{)n>1. Alors
HA(A) = HB(B)=H(C) =1.
De plus, H* est nulle sur [B,C], H? est nulle sur [A,C] et HC est nulle sur [A, B].

Démonstration. Le résultat se déduit de la théorie de Russo-Seymour-Welsh, et en par-
ticulier de la Proposition [5| Pour borner H jé,(z) inférieurement, on regarde la probabilité
qu’il existe un circuit ouvert v auto-évitant qui entoure a la fois z et A et qui les sépare
de [B, C]. Pour cela on utilise des anneaux emboités comme dans la preuve du Lemme
Pour borner H jé,(z) supérieurement, on regarde la probabilité qu’il existe un circuit
fermé v qui entoure z, intersecte [B, C|] et sépare z de [A, B] ou [A, C]. O

3.4.3. Le lemme de changement de couleur

Nous avons vu que la suite (H f\‘,,H E,Hg) ~N>1 admet des limites sous-séquentielles
pour la norme uniforme. Il reste & montrer qu’elle converge et identifier la limite. Nous
allons voir que la limite est donnée par le coordonnées barycentriques dans le triangle
ABC'. Dans cette Section nous allons présenter 'argument clé de Smirnov qui est de
nature combinatoire.

On rappelle qu’on identifie les faces de T avec leurs centres. Soit z une telle face, et
z1, 29, 23 les trois faces adjacentes, dans l'ordre trigonométrique. Soient si, so et s3 les
trois coins de la face z, avec s; opposé a z;.
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Lemme 14 (Smirnov, [Smi01]). Supposons que la face z est telle que ses voisins z1, zo
et z3 sont encore dans T. Alors

P(EN(21) \ EN(2) = P(ER (22) \ EX(2)) = P(Eg(23) \ EN(2)). (3-2)

Démonstration. Etudions I'événement E4(21)\ E§(2). Cet événement est équivalent aux
conditions suivantes :

— 1l existe dans T un chemin auto-évitant fermé ~; reliant s; et [B, C].

— Il existe dans Ty un chemin auto-évitant ouvert 7, reliant s et [A, C].

— 1l existe dans Ty un chemin auto-évitant ouvert -3 reliant s3 et [A, B].

— Les trois chemins 1, 72 et 73 ne s’intersectent pas.
Soit E 1'événement qu’il existe dans T un chemin auto-évitant fermé ~; reliant s; et
[B, (], ainsi qu'un chemin auto-évitant ouvert 7o reliant sy et [4,C]. On a E4(21) \
Ed(2) C E. On peut découvrir I'événement E de maniére suivante. On lance une ex-
ploration a partir de C' : on a un chemin ~* sur le réseau hexagonal dual avec des sites
fermés de méme coté que B et des sites ouverts de méme c6té que A. Voir Section
pour les détails sur les processus d’exploration. L’événement E est caractérisé par le fait
Pexploration découvre les sites s et sp et 7* emprunte l'aréte duale a {si, s2} avant
que (A, B) soit atteint. On aréte alors 'exploration lorsque v* visite {si,s2}. Soit S
Pensemble des sites découverts lors de I'exploration. Voir FIGURE. Comme p = 1/2, on
a que

P(ss “EN (A, B (@)ses ) = P(ss 57 [4, B]|(ws)ses ).

C’est la propriété de changement de couleur. Par conséquent, I'événement E4(21)\ E§(2)
a la méme probabilité que I’événement défini par les conditions suivantes :

— Il existe dans Ty un chemin auto-évitant fermé ~; reliant s; et [B, C].

— 1l existe dans Ty un chemin auto-évitant ouvert o reliant s9 et [A, C].

— Il existe dans T un chemin auto-évitant fermé s reliant s3 et [A4, B].

— Les trois chemins 71, v2 et 73 ne s’intersectent pas.
En échangeant sites ouverts et sites fermés, c’est encore la méme probabilité que pour
I’événement défini par

— 1l existe dans T un chemin auto-évitant ouvert 7, reliant s; et [B, C].

— Il existe dans T un chemin auto-évitant fermé 7, reliant sy et [A, C].

— 1l existe dans T un chemin auto-évitant ouvert 73 reliant s et [A, B].

— Les trois chemins ~1, 2 et 3 ne s’intersectent pas.
Ce dernier événement est exactement EX (22)\ E®(2). Ainsi on obtient la premiere égalité
dans . La deuxiéme s’obtient de maniére similaire. O

3.4.4. Holomorphie a la limite
Pour z une face de Ty, pour 7 tel que z 4+ 71 est une face voisine de z et pour J €
{4, B, C}, notons
i (z,m) = P(EX (2 + 1) \ B (2))-
On a
Hi (2 +n) — Hy(2) = hyy(z,m) = by (2 + 10, —1).
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Lemme 15. Il existe des constants c,e > 0 tel que pour tout N > 1 et pour toutes z et
z + 1 faces adjacentes de Ty, hi(z,n) < cN~€.

Démonstration. Ceci découle de la théorie de Russo-Seymour-Welsh de la méme maniere
que Lemme O

Soit T" un triangle équilatéral rempli ouvert a U'intérieur de T, de cOtés paralleles aux
axes. Supposons aussi que 1" « pointe vers le haut », le cas ou il « pointe vers le bas »étant
similaire. Soit Ty une approximation de 7' de telle sorte que Ty est un triangle équilatéral
dans T . Soit D I'ensemble des faces de 2T v qui « pointent vers le bas ».

Dans la suite nous allons noter 7 = ¢'3 . Let n € {i/(v/3N),ir/(v/3N),im2/(v/3N)},
de sorte que si la face z est dans D, z 4+ 7 est une face adjacente. Notons par IX, :

Iy = (Hi(z+mn) — Hy(2) = > (HR(z +n7) = H{(2))-
2€D z€D

Lemme 16. Lorsque N — 400, on a |I};| = O(N'™), avec € donné par Lemme .

Démonstration. D’une part, on a

Y (HNG+n) - HJ(2) = Y (hv(zn) = hy(z+n,-n))
z€D z€D

= Z(hﬁ(z,m‘) — 5 (2 +n,—n7)),
z€D

ou pour la deuxiéme égalité on a appliqué l'identité (3.2). D’autre part

D (HR G +am) = HY(2)) = Y (h§(z,07) = h§ (= + 07, —07)).

z€D zeD
Du coup,
o= > hRG+am—nr) =Y h{(z+n,—n7)
z€D z€D
= Z hﬁ(zv _777—) - Z hﬁ(zv _777—)
z€D+nT z€D+n
Donc
Iy < > |hy (2, —n7)]
2€(D+n1)A(D+n)
< ¢N“|(D+n1)A(D + )| = O(N'9).

O]

Soit (HA, HB, H) une valeur d’adhérence de la suite de fonctions (H4, HE, H) N>1.
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Lemme 17. On a les égalités suivantes des intégrales curvilignes :
HA(2)dz =771 HB(2)dz =172 HC(2) dz. (3.3)
or or or

Démonstration. Montrons la premiére égalité dans (3.3). La deuxiéme est similaire. Soit

Sy=-N"" (I%(\/gN) + TIZ/(\/gN) + TQIZQ/(‘/?’N)).

D’apres Lemme on a |Xy| = O(N™), et en particulier ¥y converge vers 0. Mais
d’autre part, on peut monter que

lim Yy = HA(2)dz — 771 HB(2)dz.
N—+4o00 aT aT
En effet, tous les termes H j{,(z) dans X pour z € D disparaissent car ils sont multipliés
par 147472 = 0. Il en est de méme pour tous les termes H ]‘\]f(z’ ) lorsque 2’ est une face
pointant vers le haut dans T, qui n’est pas adjacente au bord de T . En effet, ce terme
apparait alors trois fois, une foi pour chaque voisin de 2’. Les seuls 2z’ pour lesquels cette
simplification de n’effectue pas sont les faces de Ty orientée vers le haut, qui se trouve
au bord. Pour une face 2’ se trouvant au bord mais pas dans un coin, le terme en Hy,(z')
apparait deux fois, et pour un coin, une seule fois. Par exemple, pour une face 2z’ qui se
trouve sur le bord inférieur de Tl et qui n’est pas un coin, Hj(2') sera en facteur de
~N"Yr+72%) = N1 et HE(') sera en facteur de —7 N1, et donc il restera le terme

NYH{(Z) -7 IN"THE(Z) O
Soient les fonctions
Fy=H*+HP? +HC,  F =H"+7H"+2HC.
Proposition 6. Les fonctions Fy et Fy sont holomorphes sur T.

Démonstration. L’égalité (3.3) assure que

/BTFO(Z) dz = /8TF1(Z) dz = 0.

Ceci est valable pour tout triangle équilatéral T' contenu dans T avec les cotés paralleles
aux axes, qu’il pointe vers le haut ou vers le bas. On conclut alors avec le théoréme de
Morera (Théoréme . En effet, tout triangle peut étre approximé par un pavage par
triangles équilatéraux. O

3.4.5. ldentification des fonctions limite

Gréce & Proposition [6], nous pouvons identifier de maniére unique les valeurs d’adhé-
rence HA, HB et HC et obtenir ainsi la convergence. A ce stade, il n’y a plus de proba-
bilités et c’est un exercice d’analyse complexe.

35



Lemme 18. Pour tout z € T, Fy(z) = 1.

Démonstration. La fonction la fonction Fy est d’une part holomorphe sur T, mais d’autre
part elle est a valeurs réelles. Ceci implique que c’est en fait une constante. Par exemple,
d’apres Proposition

[F5(2)] = I(V Im(Fp))(2)]l2 = 0.

Par ailleurs, d’aprés Lemme Fy(A) = Fo(B) = Fyo(C) = 1. O

Lemme 19. La fonction Fy peut étre étendue en une fonction holomorphe sur C tout
entier.

Démonstration. Fj est une fonction holomorphe sur T qui s’étende continument a (B, C).
D’autre part, sur (B,C), H* = 0 et H? + H® = 1. Donc sur (B,C), F; prends des
valeurs sur la droite joignant 7 et 72. En particulier, la fonction i(Fy +1/2) est a valeurs
réelles. D’apres le principe de réflexion de Schwarz (Théoreme|[L5), la fonction i(Fy+1/2),
et donc F aussi, peut étre étendue en une fonction holomorphe sur TU (B,C)UT’, ou
T’ est 'image de T par réflexion d’axe R. En faisant de maniére similaire des réflexions
par rapport a (4, B) et (A,C), on obtient que F; s’étend en une fonction holomorphe
sur un triangle équilatéral plus grand, avec les coins e7'3, 14 ¢'5 et —1 + €'3. Ensuite
on continue a faire des réflexions de Schwarz dans des triangles équilatéraux de plus en
plus grands. O

Lemme 20. Les fonction H*, HE et HC sont harmoniques sur T.

Démonstration. On a

1 1 3 1

Re(F))=HA - (H?+ HY)=HA - (1 -HY)="H" - -

2 2 2 2
Donc H# est harmonique en tant que partie réelle d’une fonction holomorphe. De ma-
niére similaire, H? et H® sont harmoniques. O

Considérons maintenant les gradients VH4, VHP et VHC, qu’on identifie aussi a
leurs affixes complexes.

Lemme 21. Pour tout z € T, (VHP)(2) = 7(VHA)(2), c.d.d. (VHP)(2) est l'image de
(VH?)(2) par rotation d’angle 21 /3. De méme, (VH)(2) = 7(VHP)(2) et (VH?)(2) =
T(VHC)(2).

Démonstration. On a
3 1 3
Re(Fy) = SHA = 2, mﬂﬂ)zfguﬂ?—ﬂcy

D’apres Proposition
V3
2
D’autre part, comme Fj est constante,

VHA + VHB + VHC = 0.

(VHB—VHCpn;VHA

Ensemble ceci implique le résultat désiré. O
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Lemme 22. Pour tout z € T, (VH?)(z) est orthogonal a [B,C], (VHB)(z) est or-
thogonal a [A,C], et (VHC)(z) est orthogonal a [A, B].

Démonstration. Considérons le cas ou z € [B, (], les autre cas étant similaires. Comme
H4 est nulle sur [B, C] (Lemme ), (VHA)(2) est orthogonal & [B, C]. Ensuite, Lemme
implique les autres relations, pour (VH?)(2) et (VHY)(2). O

Lemme 23. Soit une fonction u sur T satisfaisant les conditions suivantes :
1. u est continue sur T.
2. u est harmonique sur T.
3. Vu se prolonge par continuité a OT.
4. Pour tout z € 0T, (Vu)(z) est orthogonale a [B, C].
5. u(A) =0.
6. u est nulle sur [B,C].

Alors u est nulle sur T.

Démonstration. Par intégration par parties,

/||VuH§z—/uAu+/ uc‘)ﬁu:/ u(‘)ﬁu:/ udsu,
T T oT oT dT\[B,C]

ou le bord OT est orienté dans le sens trigonométrique et J-3u est la dérivée normale
sortante. Donc pour monter que u est nulle sur T, il suffit de monter que

/ udzu = / udzu = 0.
[4,B] [C,A]
Notons par dpu la dérivée tangentielle de u. La condition 4. implique que sur [A, B,

Omu = —\}507%

Ainsi,
1 1
U0 U = ——— ud-u = ———(u(B)? — u(A)?) = 0.
/[AB} V3Jiam ! 2\/§( (B) 47
De méme pour le segment [C, A]. O

Proposition 7. Pour tout z € T, le triplet (H”(z), H?(z), H®(2)) correspond auz
coordonnées barycentriques de z dans les triangle ABC. Il est caractérisé par

HA(2)+ HB(2)+ H (2) =1,  HY2)e's + HP(2) x 04+ HO(2) x 1 = 2.
Démonstration. Notons par u?, u? et u® les fonctions qui donnent les coordonnées
barycentriques. Alors la fonction H# — u? satisfait les hypothéses du Lemme et par
conséquent H4 — u4 = 0. De maniére similaire, H? = u8 et H® = u°. ]
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Ainsi nous avons établi la convergence de la suite (H f\‘,, HE H{)n>1 et avons identifié
la limite. Ceci prouve aussi Théoreme [§] dans le cas du triangle T. En effet,
. W, TN S~ A cX
NIEEOOIP’(AB<—>CX) =H*X)= A
Remarque 2. Il est possible de court-circuiter les arguments présenter dans cette séction
pour identifier les fonctions H4, HB et H®. On sait que la fonction F] est holomorphe
sur T, et le fait que H4 4+ HP + HC = 1 implique que I'image de T par F) est contenue
dans le triangle rempli fermé avec les sommets 1, 7 et 72. De plus, il est simple de voir que
I établit une bijection entre les bords des deux triangles. Ensuite on peut invoquer un
résultat plus avancé, le principe de correspondance des bords, pour établir qu’en fait Fj
est une transformation conforme entre le triangle T et le triangle rempli ouvert avec les
sommets 1, 7 et 72. De plus, cette transformation conforme est uniquement déterminée
par les conditions Fy(A) = 1, F1(B) = 7 et F1(C) = 72. 1l s’agit donc d'une similitude
affine Fy(z) = az + f3, avec a, f € C appropriés. Ceci permet d’identifier H4, HP et
HC.

3.4.6. Le cas d’un domaine général

Le cas d’'un domaine D simplement connexe borné général se prouve de la méme ma-
niere. On remplace les sommets A, B et C par les points du bord ay, by et cy, et les
cOtés du triangle ABC par les arcs correspondants sur le bord de Dy. On définit les
fonctions Hy, Hj‘VN et HFY de la méme maniere que H4, HE et HY. On montre la rela-
tive compacité a ’aide de la théorie de Russo-Seymour-Welsh. Le lemme de changement
de couleur de Smirnov (Lemme marche encore. Il permet d’établir que pour toute
limite sous-séquentielle, les fonction H® + H? + H¢, ainsi que H® + 7H® + 72H¢, sont
holomorphes sur D. Avec les conditions aux bord, ceci est suffisant pour montrer que

H*=H4cy, H'=HPoy, H°=HC"oy.
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4. Evolutions de Schramm-Loewner

Ces notes sont largement tirées du livre de Lawler [Law05] et des notes de cours de
Berestycki et Norris [BN16].

4.1. Théorie de Loewner déterministe

Dans cette section nous allons présenter les chaines de Loewner déterministes et ’équa-
tion différentielle de Loewner. Elles ont été introduites par Charles Loewner dans les
années 1920s [Loe23].

4.1.1. Invariance conforme du mouvement brownien en dimension 2 et
noyaux de Poisson

Soit (B¢)¢>0 un mouvement brownien standard sur C, issu d'un point By = zy. Notons
X: = Re(By) et Yy = Im(By). Alors (X¢)>0 et (Y)¢>0 sont deux mouvement browniens
standards unidimensionnels et indépendants.

Proposition 8. Soit f une fonction holomorphe non-constante sur C. Soit le chan-
gement de temps

At) = /0 F(By)ds, (4.1)

et le changement de temps inverse
A_1(u) = inf{t > 0|A(t) = u}. (4.2)

Notons

By = f(Ba-1())-
Alors le processus (Eu)uzo est un mouvement brownien standard sur C issu de f(zp).

Démonstration. La fonction de changement de temps A est continue. Comme f n’est
pas constante, la dérivée f’ n’est pas uniformément nulle sur C, et donc d’apres le
principe des zéros isolés (Théoréeme , les zéros de f’ sont isolés, et en particulier A
est p.s. strictement croissante. Donc le changement de temps inverse A~! est continu.
En utilisant par exemple la récurrence du mouvement brownien en dimension 2, on peut
vérifier que limy_, o A(t) = +00 p.s.

La formule d’Tt6 appliquée a f(B;) donne

f(Bi) = f'(By)dB; + %(Af)(Bt)dt.
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Comme f est holomorphe, f est en particulier harmonique et Af = 0. Donc (f(Bt))e>0
est une martingale locale. On a

dRe f(By;) = Re f'(By)dX,—Im f/(B)dY:,  dTm f(B,) = Im f'(B:)dX,+Re f'(B;)dY:.
D’ou
(Re f(By),Re f(Bt)): = (Im f(By),Im f(By))¢ = A(t),  (Re f(By),Im f(B)) = 0.
Notons ) ) ) )
X.=Re(By), Y,=Im(By).

D’apres le Théoréme de Dubins-Schwarz, les processus ()Nfu)uzo et (}N’u)uzo sont deux
mouvements browniens uni-dimensionnels standard. Pour conclure, il reste a voir que les
deux processus sont indépendants.

On a

(Xu, Yuhu = (Re f(Br),Im f(By))a_, () = 0.

Soient k > 1 un entier, up > up_1 > --- > ug > 0et Ag, A1,-.., Ax € R, o, p1, ..., pup € R
Posons

k
Mu = €exp <i)\0XuAuo + Z.,UIOYvu/\uo + lZ(A](Xu/\u] - Xu/\u] 1) + 1221 (Yu/\u] - Yu/\uj_1))
j=1
k

1 1
— 5()\0 + ,Llo)u Nug — 5 Z()\J + uj)(u ANuj —u AN ujfl)).
j=1

Avec la formule d’It6 on vérifie que (M, ),>0 est une martingale locale. De plus, c’est
une martingale locale bornée, donc une vraie martingale. En particulier,

E[M,,] = E[Mp] = 1.
Donc
~ ~ k ~ ~ ~
E | exp (%o Xy + ittoVa +i DKy = Ky ) + 15V, = V)|
=1

k
1
=exp<—*(Ao+uom) 52/\ + ) (uj — uj— 1))
J=1

k k
_ E[exp (z‘)\oXuO +i Y N (X, — Xuj_l)}E[exp (WOYUO +0 Y (Ve - Yuj_l)]

j=1 j=1

Par conséquent les deux vecteurs ()?uo, )N(ul, . ,)?uk) et (}7”0, f/ul, . ,?uk) sont indépen-
dants. Comme c’est vrai pour tout & > 1 et ug > up_1 > -+ > ug > 0 on I'indépendance
des deux processus voulue. O
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La Proposition [§] admet une généralisation lorsqu’on considére des domaines de C.
Soient D et D deux ouverts non vides de C, conformément équivalents, et f: D — D
une transformation conforme. Soit zp € D et (B)¢>¢ une mouvement brownien standard
sur C issu de zg. On note

Tpe = inf{t > 0|B; € D}.

Le changements de temps A et A~! sont donnés par (4.1)) et (4.2)) respectivement, avec
les conditions ¢ < Tpe et u < A(Tpe).

Proposition 9. Le processus (f(BAfl(u/\A(TDc))))uZO est distribué comme un mouve-

ment brownien standard sur C issu de f(z9) et arrété a la sortie de D.

Nous laissons la preuve en exercice.

Etant donné un domaine ouvert simplement connexe D, avec D # C, et dont le bord
0D est une courbe C' par morceaux, on peut définir le noyau de Poisson dans D. Pour
tout z € D, la mesure harmonique sur 9D & partir de z a une densité Pp(z,z) par
rapport a la mesure de longueur d’arc dx sur dD. C’est le noyau de Poisson, et il est
caractérisé par le fait que pour toute F' : 0D — R mesurable bornée,

E.[F(Brp.)] = Pp(z,z)F(x)dx.
oD

L’invariance conforme du mouvement brownien en dimension 2 entraine la cova-
riance conforme du noyau de Poisson. Soient D et D deux domaines ouvert simplement
connexes, différent de C. On suppose que les bords 9D et 9D sont des courbes C! par
morceaux. Soit f : D — D une transformation conforme. Dans ce cas (admis) la dérivée
f' se prolonge par continuité & tous les points x € 9D tel que z n’est pas un point de
rupture de pente pour 9D, et f(z) n’est pas un point de rupture de pente pour 9D.

Corollaire 3. Pour tout z € D et tout x € D tel que x n'est pas un point de rupture
de pente pour D, et f(x) n'est pas un point de rupture de pente pour 0D, on a l’égalité
Py(f(2), f(x)) = | f'(2)| "' Pp(z,2).

Démonstration. Fixons z € D et soit (B;)i>0 un mouvement brownien standard sur C
issu de z. Alors d’aprés Proposition |§|7 (f(Ba-1(ura(Tpe))))uz0 est distribué comme un

mouvement brownien standard sur C issu de f(zg) et arrété a la sortie de D. Donc
/aﬁ P5(f(2),y)F(y)dy = E.[F(f(Ba-1(amrpey)] = E:[F(f(Bry.))]
— [ Polea)F(f(@)ds
oD
Faisons ensuite le changement de variables y = f(z). On obtient alors

Ps(f(2), 9) F(y)dy = / Po(e f W) FW)If o f ()| dy.

oD oD
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Donc dy-presque partout sur 85,

P5(f(2),9) = |f" o f )| Pol= fH(y)).
On conclut en utilisant les propriétés de continuité de f’ sur D. O

En utilisant le Corolaire [3] on peut exprimer le noyau de Poisson explicitement dans
divers domaines. Notons

D= {z € C||z] < 1}, H = {z € C|Im(z) = 0}.

Par symétrie par rotation, on a

Pp (0, ey = —.
b ) 27

En utilisant les automorphismes conformes de D (Proposition, on obtient I’expression
suivant du noyau de Poisson sur D :

: 1 1+ ze
Pole,e) = 5 Re (7 ).

En utilisant I'inversion z + =1, on obtient le noyau de Poisson sur C\ D :

, 1
Pop(2 ¢’y = —Re (

1+ zlew)
- )

1— Z—leié’

Ensuite, on peut obtenir la restriction du noyau de Poisson sur H\D & 0DNH en utilisant
le principe de réflexion pour le mouvement brownien :
Py 5 (2, ey = Pon (2, ey — Pop(2, e ).
En effet, si une trajectoire brownienne partant de z € H \ D touche R avant D, alors &
partir de 1a elle a méme probabilité infinitésimale conditionnelle de sortir de C \ D par
e, 0 € (0,7), que par e~ Dans la suite nous allons seulement utiliser que lorsque
|z| = 400,
, 2sin(0) Im(z) _
0 1
Py p(z,€”) = T(l +0(|z]71)). (4.3)
Notons aussi qu’en utilisant les transformations conformes de D vers H (Proposition ,
on obtient le noyau de Poisson dans H :
1 Im(z)

Py(z,x) = o (4.4)
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4.1.2. Enveloppes et capacité de demi-plan

Rappelons les notations
D ={z e C|lz| < 1}, H = {z € C|Im(z) = 0}.
Nous allons considérer des enveloppes dans le demi-plan supérieur H.

Définition 11. Un sous-ensemble compact K de H est une enveloppe (hull en anglais)
si H\ K est connexe et simplement connexe.

DESSIN ENVELOPPE

Si K est une enveloppe, alors H \ K est conformément équivalent & H par le théoréme
d’uniformisation de Riemann (voir Théoréme . Nous allons considérer en particulier
les transformations conformes f : H\ K — H tel que f(oc0) = oo et décrire leur dévelop-
pement asymptotique au voisinage de co. Notons aussi que dans la suite nous n’allons
pas distinguer deux enveloppes K et K’ si K NH = K’ N H.

Proposition 10. Soit K une enveloppe et f : H\ K — H une transformation conforme
tel que f(oo) = oo. Alors il existe A > 0, x € R et C € R tel que, lorsque |z| — +oo,

C 1

f(z):)\z+a:+*+0(—2). (4.5)
z ]

De plus, pour tout choiz de A > 0 et x € R, il existe une unique transformation conforme

fH\ K — H tel que (4.5)) soit satisfaite avec ces valeurs particuliéres de A et x, et un

C dépendant de X\ et x.

Démonstration. On considére l'inversion v(z) = —z~! qui induit un automorphisme
conforme de H. Notons que 1) o 9(z) = z, et que ¥(o0) = 0. Soit f=1tofor. Alors f
est une transformation conforme de D = ¢(H \ K) vers H, avec f(0) = 0. Le bord D
contient un intervalle ouvert J autour de 0 dans R. D’apres le principe de prolongement
des transformations conformes au bord (Proposition , f se prolonge par continuité a
DU J', ot J' est un sous-intervalle ouvert de J contenant 0. De plus, f(.J') C 0H = R.
Donc on peut appliquer le principe de réflexion de Schwarz (Théoréme a f , pour
étendre f en une fonction holomorphe dans un voisinage de 0 dans C. En particulier, on
peut écrire un développement limité a trois termes au voisinage de O :

fw) = aw + bw? + cw? + O(jw|h).

De plus, comme f(J’) C R, on a a,b,c € R. Vérifions qu’en fait a > 0. D’une part,
i 1 Flr) — 3
ri\r(I)lJr rf(ri) = ai

Or, pour tout r assez petit, f(rz) € H. Donc a > 0. Supposons par I’absurde que a = 0.
Comme f n’est pas uniformément nulle au voisinage de 0, il existe (voir Proposition
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n > 2 et v € R* tel qu’au voisinage de 0, f(z) ~ vz™. Dans le cas ou v > 0, on consideére
f(reB™/2n) et on a

lim 7" f(re™ M) = —jy,

r—0+
Or, comme n > 2, re3™/(2n) ¢ H, et donc pour r assez petit, f(rei3”/(2”)) € H. On
aboutit & une contradiction. Dans le cas ott v < 0, on considére f(re’™ (™) 3 la place.
Conclusion : a # 0 et a > 0.

Le développement limité en 0 pour f induit un développement asymptotique pour

f =10 fou pres de co. Aprés caleul, on trouve avec

A=a"'>0, r=a"beR, C =a3(b* —ac) €R.

Si on a une transformation conforme f avec un developpement et si on on prends
d’autres valeurs A > 0 et & € R, alors AA ™! f+z— A1z est encore une transformation
conforme de H \ K vers H et satisfait un développement asymptotique avec \et 2.

Sif et f sont deux transformations conformes H \ K vers H satisfaisant

f(2) = f(2) + 021" = Az + &+ O(|=[7),

alors f o f~1 est un automorphisme conforme de H, avec, au voisinage de oo, f ofI(z) =
2+ 0(|z[7!). D’apres la structure générale des automorphismes conformes de H (Propo-
sition , ona fof !(z) =z, etdonc f=f. O

Dans la suite, nous allons associer & une enveloppe K 1'unique transformation conforme
gk de H\ K vers H satisfaisant au voisinage de oo

on(z) =2+ S +0( )

La valeur C, dépendant de K, est ce qu’on appelle la capacité de demi-plan de K.

Définition 12. Etant donnée une enveloppe K, sa capacité de demi-plan (half-plane
capacity en anglais) est

hcap(K) = lim z(gx(z) — 2).

|z]—+o0
Ainsi,
B heap(K) 1
gx(z) = 2 + 0 4 O(W). (4.6)

A priori, hcap(K) € R, mais nous allons voir dans la suite que hcap(K) > 0 et que
heap(K) = 0si et seulement si X' C R. Mais regardons d’abord comment change hcap(K)
lorsqu’on applique & K une dilatation ou une translation horizontale.

Proposition 11. Soit K une enveloppe. Alors pour tout X > 0 et x € R,

heap(AK + z) = A2 heap(K).
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Démonstration. En effet, on peut vérifier que

Dr+a(2) = Agr(A Nz —2)) +
et on regarde le terme en z~! dans le développement de gy 4. (2). O

Proposition 12. Soient deuz enveloppes K et K' avec K C K'. Soit K = gr (K" \ K).
Alors

heap(K') = heap(K) + heap(K).

Démonstration. L’application gk o gf}l induit une transformation conforme de H \ K
vers H. De plus, on a le développement asymptotique

N heap(K') — heap(K) N O(i)

-1 o
gK ogK (Z) =z > |Z|2

Donc gk o gl}l coincide avec gz sur H \ K et

hcap(K) = hecap(K') — heap(K). O

Proposition 13. Soit (B;)i>0 un mouvement brownien standard sur C Notons E, [’es-
pérance par rapport & (Bi)i>o lorsque By = z. Etant donné un fermé F C C, on note
par Tr le premier temps d’atteinte de F :

T = inf{t > 0|B; € F}.

Soit K C H une enveloppe. On a les propriétés suivantes.

1. Pour tout z € H\ K,

Im(z) = Im(gx (2)) + E; [ Im (Bry, )] - (4.7)
2. Ona
heap(K) = yli}rfoo YEiy [Im (B )]
3. Si de plus K C D, alors
heap(K) = % / Eeio [ Im (Bry, )] sin(6)df. (4.8)
0

Démonstration. 1. La fonction v(z) = Im(z — gx(2)) est une fonction harmonique sur
H\ K, en tant que partie imaginaire d’une fonction holomorphe. De plus, par (4.6)), v(z)
est bornée. Donc v(B;) est une martingale bornée, et par théoreme d’arrét,

E. [U(BTRUK)] =1Im(z — gr(2)).

Comme Im (gK (BT]RUK)) = 0, on obtient .
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2. Par (4.6]), on a

.. hcap(K) 1
gk (iy) =iy — ZT + O(;)

En combinant avec (4.7)), on obtient
heap(K) 1
Biy [T (B )] = = =+ O(;)-

3.Rappelons que PH\E désigne le noyau de Poisson sur H \ D. Comme K C D, par
propriété de Markov forte, on a pour y > 1 :

yEiy [Im (BTRUK)] = y/l) Eew [Im (BT]RUK)] PH\ﬁ(iyv ei@)d&

En effet, pour arriver sur K avant de toucher sur R, le mouvement brownien (B;);>¢ doit
d’abord passer par le demi-cercle {¢??|0 < < 7}. On conclut en appliquant (&.3). O

L’identité (4.8]), le scaling de hcap(K) par dilatations (Proposition , ainsi que la
Proposition [12] impliquent immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 4. Pour toute enveloppe K C H, hcap(K) > 0. De plus, hcap(K) = 0
si et seulement si K C R. Si K et K' sont deuw enveloppes tel que K C K', alors
heap(K) < heap(K'). De plus, hcap(K) = hcap(K') si et seulement si K/ C K UR.

Ainsi, la capacité de demi-plan est une maniere de mesurer la taille d’'une enveloppe
K vue depuis l'infini +iocc.
Voici deux exemples simples ot la valeur de hcap est connue explicitement.

Exemple 3. Le demi-disque : Si K = DNH, alors g (z) = z+2z1, et donc heap(K) = 1.
Le segment vertical : Si K = {iy|0 <y < 1}, alors

gk (2) = \/ﬁ:z+%+o(i),

2 |22

et donc hcap(K) = 1/2.

4.1.3. Deux estimées

Etant donnée une enveloppe K C H, nous allons noter

rad(K) = max{|z||z € K}, rad(K) = in%rad(K — ).
xre
Dans cette section nous allons montrer deux estimées portant sur gx . La premiere estimée
vise & borner la distance |gx(z) — z|. Notons que la transformation gx se prolonge

continument & H \ K. Ceci est di au principe de prolongement des transformations
conformes au bord (Proposition [31)).
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Proposition 14. Soit une enveloppe K C H. Alors pour tout x > rad(K),

. 1
gk (z) = lim my [5 — Piy (B € [x,—i—oo))},

y—r+00

ot (Bt)t>0 est un mouvement Brownien sur C. De maniére symétrique, pour tout x <
—rad(K),

gk (@) = — lim WE = Piy(Brpox € (—00,36])]

Yy—r+00

Démonstration. Considérons d’abord P;, (BT]R € [z, —i—oo)), c.a.d. on ne prends pas K en
compte. D’apres I'expression du noyau de Poisson dans H (4.4)),

1 Yy

5 _]P)iy(BT]R € [x,—i—oo)) = Piy (BTR € [O,LU]) = /O Wda
D’ou )
yli)r—i{loo Wyb — Piy(Br, € [z, —|—oo))} =z (4.9)

Décomposons maintenant gx en partie réelle et partie imaginaire : gx = ux + ivg. Par
invariance conforme du mouvement brownien plan (Proposition @, on a
Piy (Bryox € [2,+00)) = Py iy) (B € lgx(2), +00))
= PivK(iy) (BT]R € [gK(m) - UK(iy), +OO)) .

Or, lorsque y — +00, gk (iy) = iy — i hcap(K)y~! + O(y~2). En particulier, v (iy) ~ y
et u (iy) = O(y~2). On conclut donc par (4.9). O

Proposition 15 (Premiére estimée). Soit une enveloppe K C H. On a :
1. Sirad(K) < 1, alors pour tout = > 1,

1
v <gr(r) <z,
T

et pour tout x < —1,

8

2. Pour tout z e H\ K,
|9 (2) — 2| < 3rad(K).

Démonstration. 1. Soir x > 1, le cas x < —1 étant symétrique. La Proposition [14]
implique que gx (x) est monotone croissant par rapport & K. Ainsi, gk (z) est minimisé
lorsque K C [—1,1] C R, et alors gx (z) = x. D’autre part, sous la contrainte rad(K) < 1,
grc () est maximisé lorsque K =D NH. Or ggz(z) =z + 27! (voir Exemple [3)).

2. Montrons d’abord que pour tout z € H\ K, |gx(2) — 2| < 3rad(K) Ensuite, on
utilise que pour tout = € R,

9K (2) — 2| = |9 —o(2 — ) — (2 — )|
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et on optimise par rapport a x. Sans perte de généralité, on peut supposer que rad(K) =
1. En effet,

|95 (2) = 2| = rad(K)|graq(i)-1 x (rad (K) ' 2) — rad(K) ~'z].

On considére sur H \ K la fonction f(z) = |gx(z) — z|. Alors la fonction log f est
harmonique sur
{z e H\ K[f(2) > 0}

voir Proposition Dong, par principe du maximum, f n’atteint pas son suprémum sur
H\ K, a moins d’étre constante. De plus, par (4.6), lim|,_, 1 f(2) = 0. Donc,

sup f = lim sup f(2).
H\ K e=0T  eH\K
d(z,0(H\K))<e

Or, d’apres 1., pour tout z € (—o0,1) U (1,+00), [gr(z) — 2| < |z|71 < 1. De plus,
les valeurs d’adhérence de gk (z) lorsque d(z,0(H \ K) N D) — 0, sont contenues dans
Iintervalle réel [gx ((—1)7), g (17)]. Or, d’apres 1.,

lgxc((=1)7),9x(17)] € [-2,2].

Donc
lim sup f(z) <2+1=3.
e—=0+ z€H\K
d(z,0(H\K)ND)<e
Donc supy g f <3, ce qui conclut. ]

La deuxiéme estimée vise a borner de maniére plus précise l'erreur en O(|z|~2) dans
le développement asymptotique (4.6]).

Lemme 24. Soient R’ > R > 0. Soit f une fonction harmonique réelle sur le disque
R'D. Alors

1
(VO < O supl 1,
ROD
ot C est une constante qui ne dépend pas de (R, R').

Démonstration. Comme f est harmonique, pour tout z € RD,

2 ) )
fz)= | F(Re")Po(R™"z,¢)db),

0

ou Pp est le noyau de Poisson sur le disque unité . D’ou

1 2m ) )
(VH) =3 F(Re®)V1Pp(R™'2,e")do,
0

ou V1 Pp désigne le gradient de Pp par rapport a la premiere variable. Ceci conclut. [
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Proposition 16 (Deuxiéme estimée.). Il existe une constant ¢ > 0 tel que pour toute
enveloppe K C H et tout z € H\ K avec |z| > 2rad(K),

hcap(K) < rad(K) hcap(K)

gr(2) — z — . <c EE

Démonstration. Par dilatation, on peut supposer que rad(K) = 1. Soit la fonction

_ hcap(K)

h(z) = gr(z) — 2 —,

qui est une fonction holomorphe sur H\ K. Soit v(z) = Im(h(z)). Soit z € H\ K. D’apres

@9,
Im@MQ—QZHEquBmMﬂ:—[me@nwmwﬂaWM%ﬁM&

En utilisant (4.3]), on obtient que

2Im(z)

KR

Im(gr(z) — 2) = /07r Egio [ Im (Bry, )] sin(@)(1 + O(|z|~1))d6.

En combinant avec (4.8)), on obtient que pour tout z € H \ (3/2D),

heap(K) Im(z)

<
o(2)] < O

pour une constante C' > 0. Avec le Lemme on obtient que pour tout z € H\ (2D),

heap(K)

mvaMQSC"Ag

Or [|(Vv)(z)||l2 = |W(2)| (voir Proposition [26]). Ainsi on a une borne sur |I/|. Soit y > 2.

Comme lims, h =0, on a
“+o0o
h(iy) = —i/ ' (ia)da.
Y
D’ou
heap(K)
y o

avec r > 2, on inteégre h' le long de I'arc de cercle

|h(iy)| < C”

De maniére similaire, pour z = ret

joignant ir et re', et on obtient

hcap(K).

r2

[A(re®®)| < |Air)| +C""

Ceci conclut la preuve. O
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4.1.4. Famille d’enveloppes a croissance locale et équation de Loewner

Dans cette section nous allons faire croitre des enveloppes K; dans le demi-plan de
maniere continue et déduire ’équation différentielle, due & Loewner, satisfaite par gg,.

Définition 13. Soit une famille d’enveloppes (K3)+>o dans H tel que pour tous t > s > 0,
K, C K;. On dit que (K})>0 satisfait la propriété de croissance locale si pour tout T > 0,

lim sup ;;a(gKt (Kige \ K¢)) = 0.
=0 ¢e[0,7)

Lemme 25. Si la famille croissante d’enveloppes (Ki)i>0 satisfait la propriété de crois-
sance locale, alors la fonction t — hcap(Ky) est continue (et croissante) sur [0, 4+00).

Démonstration. La croissance de hcap(Ky) et due a la croissance de K; pour l'inclusion.
D’apres la Proposition pour t > s > 0,

hcap(Ky) = heap(Ky) + heap(gx, (K¢)).
Or
heap(gxc, (K1) = heap(gre, (Ki\K.)) < rad(gxc, (Ki\J))* heap(DNE) = rad (g, (Ki\K))*.
On conclut en utilisant la propriété de croissance locale. ]

Avant de continuer, donnons des exemples de famille d’enveloppes & croissance locale.
L’énoncé suivant de donné sans démonstration, qui reposerait sur ’estimée de Beurling.
Pour les détails voir Section 4.1 dans [Law05] et Proposition 6.12 dans [MS16].

Proposition 17. 1. Soit (y(t))t>0 une courbe continue simple dans H, c.d.d. Uapplica-
tion t — ~y(t) est continue injective. On suppose de plus que ¥(0) € R et pour tout t > 0,
v(t) € H. Soit K; l’enveloppe ([0,t]) (trace de la courbe jusqu’au temps t). Alors la
famille d’enveloppes (Ki)i>0 vérifie la propriété de croissance locale, et de plus hcap(Ky)
est strictement croissante.

2. Plus généralement, soit (y(t))i>0 une courbe continue dans H, sans hypothése de
simplicité. On suppose que v(0) € R, v(t) étant autorisée de revenir vers R pour t > 0.
On dénote par K; le complémentaire dans H de I'unique composante connexe non-bornée
de H \ 7([0,t]). En d’autre termes, K; est obtenue en prenant la courbe v([0,t]) et en
remplissant les régions renfermées par v([0,t]), et Ky est une enveloppe par construction.
On suppose que pour tout s > 0, le mesure de Lebesgue de [’ensemble des temps

{t > 0[y(t) € K}

est nulle. On suppose de plus que pour tout t > 0, et pour tous €, > 0 assez petits,
y(t —¢) et y(t + €') peuvent étre joints par un chemin dans H \ K, . dont longueur
tends vers 0 lorsque € V € — 0 (voir DESSIN). Dans des termes plus intuitifs, cela
stgnifie que la courbe est autorisée de "rebondir" sur elle-méme mais pas de se couper
transversalement. Alors la famille d’enveloppes (Ky)i>o vérifie la propriété de croissance
locale, et de plus hcap(Ky) est strictement croissante.
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DESSINS

Il est a noter qu’une famille d’enveloppes a croissance locale n’est pas forcément en-
gendrée par une courbe comme dans Proposition Voir le contre-exemple plus bas.

DESSIN CONTRE EXEMPLE

Dans la suite, nous allons considérer une famille d’enveloppes (Kt)¢>o vérifiant les
propriétés suivantes :

1. La famille d’enveloppes (K¢)i>0 est a croissance locale.
2. Le compact Kj est un point (singleton) dans R.

3. Pour tous t > s >0, K; \ (KsUR) # 0.

4. Lorsque t — 400, hcap(K;) — +oo.

La condition 1. implique que ¢ — hcap(K}) est continue (Lemme , la condition 2.
que hcap(Kjp) = 0, et la condition 3. que t — hcap(K;) est strictement croissante. On
peut dong, quitte a faire un changement de temps, supposer que pour tout ¢t > 0,

heap(K;) = 2t. (4.10)

En effet, si ce n’est pas le cas, on fait le changement de temps
1
ds = 3 heap(Ky)dt.

Dans la suite nous allons donc adopter la convention (4.10]), et nous allons utiliser la
notation g; pour gg,.
Pour ¢ > 0, considérons l'intersection

() 9:(Kre \ K).

e>0

Comme c’est un intersection monotone de compacte et pour tout € > 0, g (Kyte \ Ky),
on obtient que l'intersection est elle-méme non-vide. De plus, la propriété de croissance
local implique qu’elle a un diametre nul, don est réduite a un point. Notons par & ce
point, de sorte que

() 9 (Keve \ Ko) = {63

e>0

Notons que par construction, & € R.

Définition 14. La fonction t +— & est appelée fonction pilote (driving function en
anglais) de la famille d’enveloppes (K3)¢>o.

Dans la suite, pour s >t > 0, nous allons utiliser la notation
Ks,t = gt(Ks \ Kt)
Notons que K ; est une enveloppe dans H.

Proposition 18. La fonction pilote t — & est continue sur [0, 400).
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Démonstration. Soient t > 0 et e > 0. Soit zp un point dans ¢;(Kii2: \ (Kiye UR)). On
a |20 — & < rad(Ky42¢). Soit 21 = Gire0g; (20). Alors 2 € Gite(Kiqoe \ (K1 UR)), et
donc |21 —&4¢| < rad(Kiqe i42:). Mais d’apres la Proposition |21 —20] < 3rad (K te).
Ainsi,

|Etre —&t| < |&pe — 21| 4|21 — 20|+ |20 = &| < rad(Kyqe 1420 ) +3rad (K 14e) +rad (K120 ).
On conclut en utilisant la propriété de croissance locale. O

Dans la suite nous présentons I’équation différentielle de Loewner qui relie I’évolution
temporelle de g;, et donc de K¢, a la fonction pilote &;.

Théoréme 9 (Loewner). Pour toust >0 et z € H\ K,

8gt(z) _ 2
ot gi(2) — &

Démonstration. Soient t9 > t1 > 0. Notons

(4.11)

Kyt = Kyt — &t G142 (W) = gty © gt_ll(w +&n) — & = IRyt (w).
D’apres la Proposition
hcap(Kthtz) = hcap(Ktl,tz) =2(t2 — t1).

Soit z € H \ K3,. D’apres la Proposition [16| appliqué a g+, +,,

2t —t) QCrad(me)(tg — 1)
9t (Z) - gtl N |gt1 (Z) - 5151 ’2 7

pourvu que |g¢ (2) — &, | > 2rad(f(tl,t2). Mais rad([?tth) < 2@8(Kt1,t2). On conclut
avec la propriété de croissance locale. ]

Gta (Z) — 9t (Z)

Ainsi, d’apres 1'équation de Loewner [I.11] la famille de transformations conformes
(g9¢)t>0 est le flot de solutions de I’équation différentielle ordinaire (non-autonome).

dz(t) 2
dt Z(t) — §t '

Exemple 4. Soit a € (0,1). On considére la courbe qui décrit une demi-droite d’angle
(1—a)m:~(t) = r(t)e=7 Donc K; = ~([0,]). On suppose qu’on a une paramétrisa-
tion par la capacité de demi-plan : hcap(Ky) = 2t. Par changement d’échelle (Proposition

1),

2t = heap(K;) = 2tor(t)?,

ou 2t, est la capacité de demi-plan du segment de longueur 1 et d’angle (1 — a))w. C’est
a dire,
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Par invariance d’échelle de la demi-droite, on a que pour tout A > 0,¢ > 0 et z € H\ K,
92t (2) = Age(z/N), et £x2, = A&. Ceci implique en particulier que

g1(2) = \/Zgl(z/\/f), & = caVt,
oll ¢, = &1 est une constante réelle. Ainsi, d'une part
0 1 z ,
—gt(z2) = —=g1(2/VTt) — —g1(2/V?T).
atgt( ) 2\/{591( /\[) 2t91( /\[)
D’autre part, avec I’équation de Loewner on a que
0 2
a—gt(z) = .
L Vi(g1(2/vt) = ca)
On aboutit ainsi a I’équation différentielle suivante pour g; :

_ 191(2)° — cagu(z) — 4
z 91(2) — cq ’

91(2)

En fait on aboutit & une équation différentielle plus simple en considérant f = g, L.

d 1'(z) Z— Cq r 1 rt 1
—log f(z) = = — = — + —
5 Jo) ~ P-4 Jadiloe—r T Jarice-r

avec 1t = (co & 1/c2 + 16)/2 (on a séparé les poles). D’ou
+ 1 c
2)=Clz—ry ) 0z —r_)Y, avec&zri:f(l—i-ia).
£(2) = Oz = r) 'z =) 5= T

Avec la normalisation de g1 a 0o, on obtient que forcément C' = 1. La fonction f doit réa-
liser une transformation conforme de H vers H\ K. Or, f(H) est le demi-plan supérieur
privé d’un segment d’angle (1 — )7 et de longueur /c2 + 16/2. D’ot,

1 /2 +16

= 97 = .
“ Vi 2
Finalement, on trouve
2(2a — 1 1-—
L_20-1) _ afl-a

Vol —a) “ 421 — @)20-a)”

Dans le cas particulier d'un demi-droite verticale (o = 1/2), on trouve que c; /5 = 0, et

donc & =0 et
gi(z) = V22 +4t.

Dans I'exemple précédent, pour une demi-droite allant vers la gauche (« € (0,1/2)), on
a cq < 0, et pour une demi-droite vers la droite (a € (1/2,1)), on a ¢4 > 0. L’heuristique
générale est lorsque & augmente, ’enveloppe tourne vers la droite, et lorsque & diminue,
I'enveloppe tourne vers la gauche. L’image est vraiment celle d’'un volant (&) guidant
un véhicule (K3). D’ou le nom de fonction pilote.
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4.1.5. Familles croissantes d’enveloppes a partir de fonctions pilotes

Nous avons vu que si on a une famille d’enveloppes du demi-plan avec une propriété
de croissance locale, alors lui est associée une fonction pilote qui décrit ’évolution des
transformations conformes g; a travers I’équation différentielle de Loewner . Mais
pour la théorie des processus SLE, ce qui va nous intéresser c’est surtout le point de
vue inverse : en partant d’un fonction pilote générer une famille croissante d’enveloppes.
Nous expliquons cela dans cette section.

Théoréme 10 (Loewner). Soit t — & une fonction continue [0,+00) — R. Alors il
existe une unique famille croissante d’enveloppes (K¢)i>0 vérifiant [’équation de Loewner
(avec ce choix de & la) et tel que Ko = {&o}. De plus, cette famille d’enveloppes
est a croissance locale, pour tout t > 0, hcap(Ky) = 2t, et (&)i>0 est sa fonction pilote.

Pour des raisons techniques, nous allons aussi considérer le demi-plan inférieur, pas
seulement le demi-plan supérieur. Notons

D ={(t,2) € [0,+00) x Clz # &},
Le sous-ensemble D est un ouvert de [0, 4+00) x C. Soit F' la fonction définie sur D par

2
Z—&.

F(t,z) =

On considere 'EDO Do(t 5
Zi) = F(t.2(0) = S (4.12)

La fonction F' est continue sur D et est localement lipschitzienne par rapport a la
deuxieme variable z. Donc la théorie de Cauchy-Lipschitz s’applique a 'EDO .
Pour tout z € C\ {&}, il existe une unique solution maximale de (4.12)) issue de z &
t = 0. On note par [0,7™?*(2)) son intervalle de définition (avec T™**(z) € (0, +o0]) et
on dénote par t — g4(z) cette solution. Par convention, on pose T™#*({y) = 0.

Remarquons que pour tout (z,t) € D, F(t,z) = F(t,z). Donc, par Cauchy-Lipschitz,
pour tout z € C\ {&}, T™**(z) = T™*(z) et g:(2) = g1(2).

Notons pour t > 0,

K; = {z € C|T™*(z) < t}.

Cauchy-Lipschitz assure que IAQ est un fermé de C. Par construction, Ko = {&} et
la famille (K;);>0 est croissante par inclusion. Par ce qui précede, les fermés K; sont
symétriques par réflexion d’axe R (i.e. invariants par conjugaison complexe). Notons

K, = K, nH.

Lemme 26. Pour tout z € R\ {{o}, et t < T™(2), g:(2) € R. Pour tout z € H et
t < T™*(z), gi(z) € H.
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Démonstration. Le premier point découle du fait que pour tout (z,t) € D tel que z € R,
on a F(z,t) € R. Plus généralement si (z,t9) € D et z € R, alors la solution de (4.12)
issue de z au temps % est réelle.

Maintenant soit z € H. Supposons par l'absurde qu’il existe ¢ < T™**(z) tel que
gt(z) ¢ H. Alors la solution issue de z doit nécessairement traverser la droite R. Soit

to = min{t € [0, 77 (2)|g:(2) € R}.

On a ty > 0 et pour tout t € [0,%9), g:(z) € H. La fonction s — g¢,—s(2) est solution de

I'EDO
dz(s)

ds
Cette derniere vérifie aussi Cauchy-Lipschitz, donc la solution issue d’une condition
initiale est unique. Or, comme 2(0) = g4, (2) € R, le solution correspondante de (4.13)
est & valeurs réelles, ce qui contredit le fait que g,—s(z) € H pour s € (0, to]. O

= —F(ty — s,2(s)). (4.13)

Lemme 27. Pour tout z € C\ {&} tel que T™(2) < +00, on a

s o,
tjjrgnggfz) |9¢(2) = &[ =0
t<Tmax ()

Démonstration. Soit z € C\ {&o} tel que T™**(z) < +o0. Par Cauchy-Lipschitz, lorsque
t — T™*(2), (t,g:(2)) doit sortir de tout compact de D. Donc

liminf : lgt(z) = &| =0 ou limsup |g:(z)| = +o0.

T T2 (2)
t<T™ () t<T™x ()

Mais comme pour tout 1" > 0,

lim sup |F(t,z)] =0,
|z|l =+ 0<t<T

la seconde option n’est pas possible. ]

Lemme 28. On note pour T > 0,

St = max |& — &ol-

Kr — & C (/452 + 8T D,

et en particulier IA(T est compact.

Alors pour tout T' > 0,

Démonstration. On peut supposer que £ = 0, quitte a faire une translation par —&g.
Fixons T' > 0. Soit z € C tel que |z| > 2S7. Soit

to = to(z) = sup{t € (0, T ANT™(2)]|Vs € [0,1), |gs(z)| > 2S7}.
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Par construction, to < T et si tg < T, alors |gy,(2)| = 2S7. On a

Gl =2Re (3G o)) = 1Re (mg;;z—)&)‘

En particulier, pour tout ¢ € [0, tp),

d 2’ |9¢(2)|
—1g:(2 <4——"— < 8.
[l < <
Donc
lim |g¢(2)]*> > |2]* — 8tg > |2|> — 8T.
t—ty
En particulier, si |z| > /452 + 8T, alors |g,(2)| > 2S7. Dans ce cas to = T et |gr(z) —
&r| > Sr. En particulier, 7™%(2) > T et donc z & Kr. O

Lemme 29. Pour tout t > 0, la fonction z — g4(z) est holomorphe sur C\ K.

Démonstration. Comme F'(t,z) est différentiable par rapport a z et comme le diffé-
rentielle est continue en (¢,z), d’aprés Cauchy-Lipschitz, pour tout ¢ > 0, la fonction
2 g¢(2) est C' sur C\ K;. De plus, toujours par Cauchy-Lipschitz,

d o 0 d 0 0 0 4@) 2
&£gt(2) _ %&gt(z) _ <£gt(z))%F(taw — gt(z))+(£gt(z))%F(t,w = g1(2)).
Comme
iF(t w) =0
ow T
on obtient d o 9 o
757919 = (G799 g F(t.w = )

0
Donc le couple (gt(z), £gt(z)> est solutions de 'EDO

4210, 2(0) = (1, 21(0), (), (4.14)

ot la fonction F' est donnée par

0
F(t,z1,22) = (F(t, 21),228—wF(t,w = 21)).

De plus, & t = 0 on a la condition initiale (z,0). Or TEDO vérifie encore Cauchy-
Lipschitz, et en particulier il y a unicité de solution étant donné une condition initiale.
De plus, t — (g¢(2),0) est une solution évidente de 'EDO issue a t = 0 de la
condition initiale (z,0). Par unicité de solutions, on a que pour tout ¢ € [0, 7™**(z)),

9
0z

On conclut par la Proposition O

(z) = 0.
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Lemme 30. Pour toutt > 0, l'application z — g,(z) induit une transformation conforme
de H\ K; vers H.

Démonstration. Nous savons déja que g; est holomorphe sur H\ K; et que I'image de
H \ K; est contenue dans H (preuve similaire a celle du Lemme . L’injectivité de g¢
résulte de Cauchy-Lipschitz. Il reste a voir que g; est surjective de H \ K vers H.
Nous allons utiliser le renversement du temps. Fixons 7" > 0. Considérons, pour t €
[0,T], TEDO
dw(t) -

— = Fr(tw(®) (4.15)

Siw € H et (fi(w))o<t<r est une solution de 'EDO (4.15)) sur [0,T] issue de w, alors
t — fr_(w) vérifie 'EDO (4.12)), et donc pour tout ¢ € [0,77,

fT—t(w) = gt(fT(w))a

avec

et en particulier
w = fo(w) = gr(fr(w)).

Donc fr donne l'image inverse par gr. Mais il reste quand méme a vérifier que les
solutions maximales de 'EDO (|4.15)) sont bien définies sur [0, 7] tout entier. Ceci revient
a minorer |fi(w) — &r—¢|. Considérons la partie imaginaire Im(f;(w)). On a

d o 2 ~ 2Im(fi(w))

a0 == () = ) — 6P
En particulier, pour w € H, ¢t — Im(f;(w)) est croissante et donc |fi(w) — {p—y| >
Im(w) > 0.

Notons que ’absence d’explosion des solutions en temps fini pour une condition initiale

dans H est ce qui différencie 'EDO inversée (4.15)) de 'EDO directe (4.12)). Pour 'EDO
directe (4.12)) on a au contraire que ¢t — Im(g4(z)) est décroissante pour z € H. O

Lemme 31. Soit T > 0. Alors, lorsque |z| — 400,
2T 1
— 2+ —+0(=)-
gr(z) =z + p, + EE

Démonstration. Soit z € C\ Kp. Ona pour tout ¢ € [0, 77,

t t 9
g(z) — =z :/0 F(s,g5(2))ds :/0 mds. (4.16)

Comme

lim  sup |F(s,2)| =0,
|z[=+o0 0<s<T
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on a

lim sup |gi(2) — 2| =0. (4.17)
|z|= 400 0<t<T

On réinjecte (4.17)) dans (4.16]) pour obtenir

r 2 2T 1

Démonstration du Théoréme[I. Nous avons déja construit une famille croissante de
compacts (K)i>0 dans H. Avec le Lemme nous savons que g; induit une transforma-
tion conforme de H \ K; vers H. Comme H \ K; est conformément équivalent a H, on
obtient que H \ K} est simplement connexe (nous n’allons pas détailler ce fait topolo-
gique intuitif) et donc K; est une enveloppe. D’apres le Lemme g est correctement
normalisé en oo, et donc g; = gk, et hcap(K;) = 2¢t. L’unicité de la famille d’enveloppes
(Kt)t>0 découle de 'unicité dans Cauchy-Lipschitz.

Vérifions que la famille d’enveloppes (K;);>¢ vérifie bien la propriété de croissance
locale. Le Lemme [28| implique que

}g% rad(K;) = 0.

Fixon tp > 0. La famille d’enveloppes (g:, (K¢ \ Kt,))t>0 est celle qui est obtenue de
maniere similaire & partir de la fonction (&,4¢)¢>0. Donc on a également

lim rad(gz, (K \ Kyy)) = 0.

C’est la propriété de croissance locale.
Vérifions la fonction (& )¢>o est bien la fonction pilote de la famille d’enveloppes a
croissance locale (Kt):>0. Le Lemme [28] implique que

{50} = m K.

t>0

Soit tg > 0. Pour obtenir que

{é‘to} = ﬂ Gt (Kt \ Kto)

t>0

on applique le Lemme 28| & la famille d’enveloppes (g, (K¢ \ Kt,))t>0 obtenues avec la
fonction (é-tOth)tZO' O

4.2. Processus SLE

4.2.1. Définition, invariance conforme et propriété de Markov domaniale

Soit (Wy)i>0 un mouvement brownien standard 1D issu de 0 (W, = 0). Nous allons
prendre pour fonction pilote & = /kW; ol k > 0 est un parameétre.

o8



Définition 15. Soit x > 0. Un processus d’enveloppes SLE,, cordal dans H de 0 a oo
est une famille aléatoire d’enveloppes a croissance locale (K3):>0 dont la fonction pilote

est & = kW

Ces processus SLE ont été introduit par Schramm comme candidats pour limites
d’échelle d’interfaces dans des modeles discrets critiques 2D [Sch00l [Sch07] ; voir Sec-
tion L’acronyme SLE signifie au choix Schramm-Loewner Evolution (évolution de
Schramm-Loewner) ou bien Stochastic Loewner Evolution (évolution de Loewner sto-
chastique).

En général, c’est une question géométrique non-triviale des savoir a partir de la fonc-
tion pilote si la famille d’enveloppes correspondante est en fait engendrée par une courbe
continue ou non. Il est connu que lorsque la fonction pilote satisfait

VT >03ee(0,4),V0<s<t<T,I|&—&| < (4—e)|t—s|'/?

c’est-a-dire qu’elle est 1/2-holderienne avec une constante localement < 4, alors la fa-
mille d’enveloppes correspondante est en fait une courbe continue simple [MRO05], [Lin05].
Toutefois, le mouvement brownien n’est pas localement 1/2-holderien, mais seulement
1/2 — e-hoélderien. Donc le résultat précédent ne s’applique pas au processus SLE. Néan-
moins, Rohde et Schramm ont prouvé dans [RS05] que les processus SLE sont bien
engendrée par des courbes continues, mais qui, suivant la valeur de %, ne sont pas forcé-
ment simples. Nous allons admettre leur résultat.

Théoréme 11 (Rohde-Schramm [RS05]). Pour tout k > 0, presque strement, le proces-
sus d’enveloppes SLE,, (K¢)i>0 est engendrée par une courbe continue (y(t))¢>0 dans H.
Plus précisément, pour tout t > 0, H\ Ky est l'unique composante connexe non-bornée

de H \ v([0,1]).

Définition 16. Soit x > 0. Une courbe SLE,, cordale dans H de 0 a oo est la courbe
qui engendre le processus d’enveloppes SLE, correspondant.

En fait, pour k € (0,4], les courbes SLE sont simples et ne touchent pas le bord R,
sauf & t = 0. Pour k € (4,8), les courbes SLE, ont des points multiples et reviennent
vers R, mais ne remplissent pas H tout entier. Pour x > 8, les SLE,, sont des courbes de
Peano aléatoires qui remplissent le demi-plan H tout entier. Voir Section et Figure
E1

Dans la suite nous allons voir I'invariance en loi par changement d’échelle et la propriété
de Markov domaniale (domain Markov property en anglais) pour le SLE dans le demi-
plan.

Proposition 19 (Invariance d’échelle). Soit k > 0 et (K¢)i>0 le processus d’enveloppes
SLE,. Soit A > 0 une constante. Alors le processus d’enveloppes (MK y—2;)1>0 est encore
distribué comme un SLE,..

Démonstration. Soit I?t = AKy—2; et gt = IR, Notons que

heap(K;) = A2 heap(Ky-2;) = 2t.
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SLE(2)

FIGURE 4.1. — Simulation numérique des courbes SLE, pour x € {2,4,6,8}. Images
fournies par Hao Wu (Université Tsinghua).
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a(z) = AgA_zt()\_lz).

D’ou
0 2

57 = X2 — )

Ainsi, la fonction pilote de (IA(t)tZO est (v EKAW —2;)1>0, qui a méme loi que (v/KWi)i>0.
O

Proposition 20 (Propriété de Markov domaniale). Soit k > 0 et (K¢)i>0 le processus
d’enveloppes SLE,;. Soit tg > 0. Soit

[?t = gto(Kt0+t \ Kt) - \/EWto-

Alors, conditionnellement a (Ws)o<s<t,, le processus d’enveloppes (f?t)tzo est encore
distribué comme un SLE,.

Démonstration. Soit g = 9%, On a

91(2) = growt © gy (2 + VEWy,) — VEWy,.

Ensuite, en différentiant §;, on vérifie que la fonction pilote de (IA(t)tZO est
(VE(Wio+t — Wi, ) )0, qui a méme loi que (v/kW4)¢>0 et est indépendante de (Ws)o<s<t,-
]

En fait, la propriété de Markov domaniale et l'invariance d’échelle permettent de
caractériser le SLE dans le demi-plan.

Proposition 21. Soit (K)i>0 une famille aléatoire d’enveloppes d croissance locale
paramétrées par la capacité de demi-plan (heap(Ky = 2t)). Soit (§)i>0 sa fonction pilote.
On suppose les deux propriétés suivantes :

1. Pour tout ty > 0, la distribution conditionnelle de la famille d’enveloppes
(gto (Ktg+t \ Kt) — &ty )ity €tant donné (&s)o<s<t,, est la méme que la distribution
de (Kt)t20~

2. Pour tout A > 0, la famille d’enveloppes (AKy-2;)1>0 a méme distribution que
(Kt)t=o0-
Alors (Ki)i>0 est soit un processus d’enveloppes SLE,, pour un x > 0, soit une demi-
droite verticale déterministe issue de 0 (cas kK =10).

Démonstration. La propriété 1. implique que le processus stochastique (&;)¢>0 est & ac-
croissements indépendants et stationnaires. C’est donc un processus de Lévy issu de
0. De plus, il est & trajectoires continus. Donc on peut Iécrire & = /kW; + at, pour
un £ > 0 et a € R. La propriété 2. implique que le processus stochastique (& )t>0 est
invariant en loi par scaling brownien. D’ott a = 0. O
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Dans la suite, nous allons définir les courbes SLE dans les domaines simplement
connexes généraux.

Soit D C C, D # C, un ouvert simplement connexes. Soient x et y deux points distincts
de 0D. On suppose aussi le bord 9D est une courbe continue simple au voisinage de x
et au voisinage de y. Notons par 7%Y ’ensemble des transformations conformes ¢ du
demi-plan H vers D tel que 1(0) = x et ¢(0c0) = y. Voir Proposition [31| pour I’extension
des transformations conformes jusqu’au bord. En fait, ’ensemble 7%¥ forme une famille
a un parametre.

Lemme 32. L’ensemble T*Y a la structure suivante :
1. Sip € TV et A > 0, alors Uapplication z — 1p(Az) est encore dans T*Y.

2. Inversement, si 1 et ¥ sont deuz éléments de TV, alors il existe X > 0 tel que
¥(z) = ¥(Az).

Démonstration. Le point 1. est évident. Pour le point 2., on utilise le fait que ) o ¢!
est un automorphisme conforme du demi-plan H qui fixe 0 et co. Donc il est forcément
de la forme z — Az, pour un A > 0. Voir Proposition O

Définition 17. Soit k > 0. La courbe SLE, cordale dans D de x vers y est I'image d’une
courbe SLE, cordale dans H de 0 vers oo par une transformation conforme ¢ € T%Y.
L’invariance d’échelle (Proposition et le Lemme |32| assurent que cette courbe SLE,
dans D est bien définie en loi, modulo les changements de paramétrisation par le temps.

L’invariance d’échelle dans le demi-plan (Proposition |19) implique immédiatement
I'invariance conforme en loi dans un domaine général.

Corollaire 5. La courbe SLE, est invariante en loi, modulo les changements de para-
métrisation par le temps, par les automorphismes conformes de D qui fixent x et y.

On peut définir une courbe SLE, si z ou y (ou les deux) est un point multiple du
bord dD. Dans ce cas la il faut en plus préciser de quel c6té on approche les point
correspondant. Par exemple, prenons D = H \ {is|0 < s < 1}, x = i/2 et y = oo. Alors
x est un point double de D. Il y a deux mesures de probabilités SLE, de i/2 vers oo,
l'une partant & gauche de i/2, et 'autre partant a droite de /2. Voir DESSIN.

DESSIN

4.2.2. Autres propriétés des processus SLE

Voici quelques propriétés des courbes SLE, pour la culture.

1. Phases du SLE : on considére les courbes SLE,, dans H de 0 & oo.
— Si k € (0,4], alors la courbe SLE, est p.s. simple et ne touche pas le bord R
sauf au temps initial.
— Si k € (4,8), alors la courbe SLE,; a p.s. des points multiples et touche R aussi
en dehors de 0, mais ne remplit pas H.
— Si k > 8, alors SLE, est une courbe de Peano aléatoire qui remplit p.s. H tout
entier.
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2. Si~y est une courbe SLE, dans H de 0 a co paramétrée par la capacité de demi-plan,
alors p.s., limy_, oo |7(t)| = c0. En général, dans un domaine simplement connexe
D, une courbe SLE, de x vers y converge vers y.

3. Réversibilité : dans un domaine simplement connexe D, si on renverse le temps
pour une courbe SLE, de z vers y, alors on obtient en loi une courbe SLE, de y
vers & (modulo les changements de paramétrisation par le temps).

4. Dimension : la dimension de Hausdorff d'une courbe SLE, est p.s. égale a 1+ x/8
sik € (0,8), et égale a 2 si k > 8.

4.2.3. Limites d’échelle de modéles discrets

Voici quelques valeurs remarquables de x pour lesquelles il a été prouvé, ou seulement
conjecturé, que les courbes SLE, sont limites d’échelle d’interfaces de modeles discrets
en dimension 2. Ces valeurs remarquables de x sont {2,8/3,3,4,16/3,6, 8}.

— k=2 : 1l a été prouve que SLE; est limite d’échelle de marche aléatoire a boucles

effacées 2D (Lawler-Schramm-Werner [Sch00, LWO03]).

— Kk = 8/3 : La courbe SLEg 3 vérifie la propriété de restriction conforme (Lawler-
Schramm-Werner [LSW03]). Elle "ressemble" (relation d’absolue continuité) aussi
au bord extérieur d’un trajectoire brownienne 2D (Lawler-Schramm-Werner [LSWO03]).
Il est conjecturé que SLEg,3 limite d’échelle de la marche aléatoire auto-évitante
uniforme (conjecture ouverte).

— k = 3 : Il a été prouve que SLEg3 est limite d’échelle d’interface dans le modele
d’Ising critique 2D avec conditions au bord Dobrushin (Smirnov at al. [Smil0),
CS12]). La preuve été donnée pour les graphes isoradiaux, qui contiennent le réseau
triangulaire, le réseau hexagonal et le réseau carré.

— k =4 : La courbe SLE4 peut étre vue comme une ligne de niveau du champ libre
gaussien 2D sur domaine continu (Schramm-Sheffield [SS13]). Il a été également
prouvé que SLE4 est aussi limite d’échelle d’interface dans un champ libre gaus-
sien discret sur réseau (Schramm-Sheffield [SS09]). Le SLE, est également limite
d’échelle du processus d’exploration harmonique (harmonic explorer, Schramm-
Sheffield [SS05]). Il a été conjecturé que le SLE4 est limite d’interface dans le
modele de doubles dimeres. C’est 1ié a la converges de la fonction de hauteur de
dimeres vers le champs libre gaussien. Cette dernieére conjecture est ouverte, mais
il y a déja un certain nombre de résultats partiels dans cette direction REF.

— k = 16/3 : 1l a été prouve que SLEj est limite d’échelle de bords d’amas de
percolation FK-Ising critique 2D (Fortuin-Kasteleyn random cluster model avec
q = 2). La preuve été donnée pour les graphes isoradiaux (Smirnov at al. [Smil0l
CS12]). Le modele de FK-Ising est lié au modeéle d’Ising par le couplage d’Ewards-
Sokal, et les résultats de convergence pour k = 16/3 et pour kK = 3 sont tres
fortement liés.

— Kk = 6 : Le SLEg vérifie la propriété le localité. 11 a été montré que le SLEg est limite
d’échelle d’interface séparant le sites ouverts et le sites fermés dans la percolation de
Bernoulli critique sur réseau triangulaire (Smirnov [Smi01]). C’est lié & I'invariance
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conforme de la percolation critique sur réseau triangulaire et a la formule de Cardy-
Smironov. Il est conjecturé que la convergence est valide pour la percolation critique
sur d’autres réseaux, comme le réseau carré ou le réseau hexagonal. Mais a ce jour
il n’y a pas de preuve de cela, pas plus qu’il n’y a de preuve de la formule de Cardy
pour d’autres réseaux.

— Kk = 8 : Il a été prouvé que le SLEg est limite d’échelle de la fonction de contour
d’un arbre couvrant uniforme 2D (Lawler-Schramm-Werner [Sch00, LWO03]).
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A. Analyse complexe et transformations
conformes

A.1. Fonctions holomorphes et théoreme de Morera

Nous commengons par rappeler la notion de fonction holomorphe.

Définition 18. Soit un ouvert D C C et une fonction f : D — C. La fonction f est
holomorphe sur D si pour tout zg € D, la limite

f,(ZO) _ Zli_{rzlo f(zz : Z(ZO)
2€D\{z0} 0

existe. La fonction f est alors la dérivée complexe de f.

Notons que 'ouvert D doit étre non-vide. Nous n’allons pas le préciser & chaque fois.
Etant donné f une fonction & valeurs complexes sur D et un chemin = : [a,b] — D,
avec v C! par morceaux, l'intégrale curviligne de f le long de ~y est

b
2)dz = '(£)dt.
// f(2) / ) (1)t

Si 0 est un changement de paramétrisation, c’est a dire un difféomorphisme croissant de
[a, b] vers [a,b], et ¥ =~y 06, alors

Af(z)dzzéf(z)dz.

Le chemin v est dit fermé (également appelé lacet), si v(b) = v(a).

Proposition 22. Soit un ouvert D C C et f une fonction holomorphe sur D. Soit un
lacet (chemin fermé) ~v dans D, C' par morceaus. Supposons de plus que ~y peut étre
contracté en un point par déformations continues tout en restant dans D, c’est-a-dire
que v n’entoure pas un éventuel trou de D. Alors on a

/ f(z)dz = 0. (A.1)
.

La réciproque du théoréme précédent est vraie. En fait, il suffit de vérifier (A.1) pour
seulement les v qui sont des bords de triangles.
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Théoréme 12 (Morera). Soit un ouwvert D C C et f : D — C une fonction continue
sur D. Si pour tout triangle rempli fermé T contenu dans D on a

f(z)dz =0,
oT

alors f est holomorphe sur D.

Rappelons également le principe des zéros isolés pour une fonction holomorphe, et son
corollaire sur 1'unicité du prolongement analytique.

Théoréme 13 (zéros isolés). Soit un ouvert connexe D C C et f une fonction holo-
morphe sur D. On suppose que f n’est pas la fonction nulle. Alors pour tout z € D tel
que f(z) =0, il existe € > 0 tel que pour tout w € B(z,e) \ {z}, f(w) # 0.

Corollaire 6. Soit un ouvert connexe D C C et f et g deuz fonctions holomorphes sur
D. Supposons qu’il existe une suite (zn)n>0 avec z, € D, qui converge vers un zs € D,
et tel que pour tout n € N, f(zn) = g(zn). Alors pour tout z € D, f(z) = g(z).

A.2. Indice, intégrale de Cauchy et développement en série
entiere

Proposition 23. Soit zy € C et v un lacet dans C \ {20}, C' par morceaux. Alors la

quantité
1 d
Indy(20) = =—— / :
2mi )y 2 — 20

est a valeurs dans Z. C’est l'indice de v autour de 2.

Sin €N, n#0, alors Ind,(29) vaut n si 7 fait n fois le tour de zp dans le sens trigo-
nométrique. Ind, (zg) vaut —n si ~ fait n fois le tour de zp dans le sens inverse (aiguilles
d’une montre). L’indice Ind(29) vaut 0 si v peut étre séparé de zp par déformations
continues et sans toucher zg.

Théoréme 14 (Cauchy). Soit un ouvert D C C et f une fonction holomorphe sur D.
Alors f est de classe C*® et admet des dérivées complexes de tout ordre (notées f™ ). Soit
20 € D et vy un lacet dans D\ {z}, C' par morceauz. Supposons de plus que «y peut étre
contracté en un point par déformations continues tout en restant dans D, c’est-a-dire
que v n’entoure pas un éventuel trou de D. Alors

1 /yf(z)dz = Indy(zo)f('zO)v

211 z— 2

et pour tout n > 1 entier,

1/f(z)dzzlnd7(zo)1,f(n)(30)‘
. n.

27 )., (z — zp)"t!
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Rappelons aussi qu’'une fonction qu’une fonction holomorphe peut étre développée en
série entiére au voisinage de tout point de son domaine de définition.
Proposition 24. Soit un ouvert D C C et f une fonction holomorphe sur D. Soit

20 € D. Alors pour tout z € D tel que |z — z9| < d(20,C\ D), on a

+oo 1
F(2) =2 =1 0)(z = 20)",
n=0

avec convergence absolue de la série.
A.3. Equations de Cauchy-Riemann et fonctions harmoniques

conjuguées
Etant donnée une fonction f de deux variables réelles (z,y), on va noter par e et 90
Z Y

0 0 ,
— et — les opérateurs

ses dérivées partielles. On identifie C & R? par z = x +iy. Soient 3 3
z Z

différentiels suivants :
j 0 10 10

Notons que
a 0 0 0 0? 0?
J— — —y— = == _ 4 Z A A2
9205 9302 022 o (A.2)
Proposition 25. Soit un ouvert D C C et f : D — C une fonction différentiable. Alors

f est holomorphe si et seulement si pour tout z € D,

of , .
Dans ce cas, pour tout z € D,
1oy = Of
f2) = 5-(2).

Démonstration. Fixons z € D et prenons w € C avec |w| petit. On a

9_0,0 0 _y0_ oy
dxr 0z 0z’ oy \oz 0z/°
Comme f est différentiable au point z, on a
0 0
Lo+ 2L )i + of ).

flz+w) = fz) + 5~ o
c’est-a-dire fetw)— f2) of o7 ~
TS = 2@+ 5 (a)- +olL).

w
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0
Donc si on a (A.3) au point z, alors f admet une dérivée complexe en z qui est —f(z)

0z
0
Réciproquement, si a—{(z) # 0, alors f n’admet pas de dérivée complexe en z car w/w
Z
ne converge pas quand w — 0. ]

Corollaire 7. Soit un ouvert D C C et f une fonction holomorphe sur D. Alors f
est harmonique sur D (Af = 0), et en particulier Re(f) and Im(f) sont des fonctions
harmoniques sur D.

Démonstration. D’apres (A.2)),

0 0 0
——f=4—0=0. O
0z 0z 0z

Dans ([A.3]) on peut considérer séparément les parties réelle et imaginaire. On aboutit
alors a un systeme de deux équations différentielles, appelées équations de Cauchy-

Riemann :

Af =4

Ou _Ov O0u_ ov (A4)
or Oy dy ox
Le systeme ((A.4]) est satisfait par (u,v) = (Re(f),Im(f)) pour f holomorphe.
Pour u : D — R une fonction différentiable, on note Vu le gradient de u, qu’on identifie

également avec son affixe complexe dans C. Le systeme ({A.4]) signifie exactement que
Vv = iVu,

c’est-a-dire que Vv est I'image de Vu par rotation d’angle 7/2. En particulier, les lignes
de niveau de u sont des lignes de gradient de v et réciproquement. On peut résumer ce
qui précédé dans la proposition suivante.

Proposition 26. Soit un ouvert D C C et u et v deux fonctions différentiables sur D a
valeurs réelles. Supposons que le couple (u,v) satisfait les équations de Cauchy-Riemann
(A.4)) sur D. Alors la fonction f = u+ iv est holomorphe sur D. En particulier, u et v
sont harmoniques sur D, et pour tout z € D,

Vo(z) =iVu(z),  [Vu(2)ll2 = [[Vu(2)l2 = [ (2)].

On dit que u et v satisfaisant (A.4)) sont des fonctions harmoniques conjuguées.
Rappelons également que le log du module d’une fonction holomorphe sans zéros est
harmonique.

Proposition 27. Soit un ouvert D C C et f une fonction holomorphe sur D tel que pour
tout z € D, f(z) # 0. Alors log |f| est une fonction harmonique sur D (Alog|f| =0).

Démonstration. Fixons zy € D et montrons que Alog|f| = 0 dans un voisinage de z.
Comme f(zy) # 0, il existe U un voisinage ouvert de zg dans D, tel que pour tout z € U,
|f(z) — f(z0)| < |f(20)|/2. Alors, comme le domaine f(U) n’entoure pas 0, il existe
une détermination du logarithme sur f(U), et par conséquent il existe une fonction
holomorphe g sur U tel que pour tout z € U, f(z) = e9®). Alors log |f| = Re(g) sur U,
et Re(g) est harmonique sur U. O
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A.4. Principe de réflexion de Schwarz
Soit H le demi-plan ouvert supérieur :
H = {z € C|Im(z) > 0}. (A.5)

Soit J un ouvert non-vide de R et D un sous-ensemble ouvert de H tel que pour tout
x € J, il existe £ > 0, tel que B(z,e) NH C D. Soit D’ I'image de D par réflexion d’axe

horizontal R, et soit R
D=DuD U.J.
Alors D est un sous-ensemble ouvert de C invariant par réflexion d’axe horizontal.
Soit f une fonction holomorphe sur D. On suppose de plus le suivant :
1. f se prolonge continument & D U J.
2. Pour tout z € J, f(x) € R, ou f(z) désigne le prolongement de f & x par continuité.

Soit f la fonction suivante définie sur D :

v | f(z) sizeDUJ,
f(z)_{f(z) sizeD

Théoréme 15 (Schwarz). Sous les hypothéses précédentes, la fonctionf est holomorphe
sur D.

Démonstration. Vérifions d’abord que f est continue sur D. Clairement, f est continue
sur D U J est sur D’. De plus, pour tout = € J,

lim f(=) = F(@) = f(a).

Z—T
zeD’

Donc f est continue sur D.
Pour vérifier que f est holomorphe, nous allons appliquer le théoreme de Morera
(Théoreme . Soit T" un triangle rempli fermé contenu dans D. Montrons que

/an =0. (A.6)

Nous allons distinguer les cas suivants :
1. TcD.

TCD'.

TND =0, mais TNJ #0.

TND =0, mais TN.J# (.

TND#Qet TND #0.

DAl
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Clairement, f est holomorphe sur D. Donc dans le cas 1 la condition (A.6) est satisfaite.
En fait, f est aussi holomorphe sur D’. En effet, pour z € D',

Yo=2Le-=0

Donc dans le cas 2 la condition (A.6)) est également satisfaite. Supposons qu’on est dans
le cas 3. Alors pour € > 0 assez petit, le translaté vertical de T', T + ie, est contenu dans
D. Comme f est continue, on a

/ f = lim f=o.
ar =0 Jortie

Le cas 4 est le symétrique de 3. Traitons maintenant le cas 5. Dans ce cas, la droite R
divise le triangle T' en deux polygones, K =T ND et K'=TND’. On a

I = b7

ou les frontieres T, OK et 0K’ sont orientées dans le sens trigonométrique. Enfin,

/ f=lim f=o, / f = lim f=o. O
OK =0 JoK tie K’ =0 JoK'—ic

A.5. Transformations conformes

Rappelons la notion de transformation conforme.

Définition 19. Soit D et D deux ouverts non-vides de C. une fonction f est une
transformation conforme de D vers D si f est une bijection entre D et D et f est
holomorphe sur D. Alors nécessairement, pour tout z € D, f'(z) # 0. De plus l'inverse

de f, f~!, est holomorphe sur D et est une transformation conforme de D vers D.

Notons que si on prends deux ouverts D et D arbitraires, il n’existe pas nécessairement
de transformation conforme de D vers D. Si une telle transformation conforme existe,
alors D et D sont dits conformément équivalents.

Rappelons la notions de domaine simplement conneze. 1l s’agit de domaine sans trous.

Définition 20. Soit un ouvert non-vide D C C. D est dit simplement connexe si D est
connexe et C\ D est soit vide, soit connexe et non-borné.

Notons par D le disque unité :
D= {zeCllz| < 1}.

Théoréme 16 (Riemann). Soit D un ouvert non-vide de C. Alors D est conformément
équivalent au disque unité D (c.d.d. il existe une transformation conforme de D vers D)
si et seulement si D est simplement connexe et D # C.
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Plus bas nous rappelons quels sont les automorphismes conformes de D, c.a.d. les
transformations conformes de ID vers .

Proposition 28. Les automorphisme conformes de D sont les fonctions de la forme

g 2t a
az+1’

flz)=e

ot @ € R et a € D. En particulier, les automorphismes conformes de D forment un
groupe de Lie de dimension 3.

Il est a noter que les automorphismes conformes de D sont se prolongent en des
fonctions holomorphes sur un voisinage de D.
H désigne le demi-plan supérieur (A.5)).

Proposition 29. Les transformations conformes de D vers H sont les fonctions de la
forme
ez 4+

efz —q’

(A.7)
otz €R, A >0 et ecR. Linverse d’une transformation conforme (A.7)) est donné par

frw) = e T

Les automorphismes conformes de H sont les fonctions de la forme
f(z) =2+ Az,

avec x € R et A > 0, ainsi que les fonctions de la forme

az

f2) =2 = A—,

zZ—a

avecx ER, A >0 et a € R.

Lemme 33. Soient 1 < x2 € R et 1 < To € R. Il existe un unique automorphisme
conforme f de H dont le prolongement au bord satisfait f(co) = oo, f(x1) = &1 et

f(x2) = Ta.

Démonstration. Les automorphismes conformes de H avec f(oo) = oo sont ceux de la
forme f(z) =z + Az, avec z € R et A > 0. Pour satisfaire les deux autres conditions, il
faut prendre 3 3
To9— X
A=2""0 e —F — . O
T2 — 1
Proposition 30. Soient z1,20,23 € 0D, 2 a4 2 distincts, et wi,wo, w3 € ID, 2 4 2
distincts. Supposons de plus que les triplets z1, zo, z3 et w1, wo, w3 sont chacun ordonnés
dans le sens trigonométrique sur le cercle OD. Alors in existe un unique automorphisme

conforme de D tel que f(z;) = w; pour tout i € {1,2,3}.
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Démonstration. Soit )
z—1
z) = )

v(z) z+1

1) induit une transformation conforme de H vers D. Soit f un automorphisme conforme
de D. On pose

9(2) = ¥~ (w3 f(239(2)))-

g est alors un automorphisme conforme de H, et f satisfait f(z;) = w; pour tout i €
{1,2, 3} si et seulement si g(co) = oo et

g (1)) = wws), g (2223)) = 9 (was).

On peut de plus vérifier que
PN (z:2s) < U (222), ¢~ (wyws) < P (was).

Donc d’apres le Lemme un tel g satisfaisant les trois conditions existe et est unique,
et donc f existe et est unique également. O

Le résultat suivant n’est pas un rappel. Il s’agit en réalité du résultat le plus avancé
de ce chapitre. Nous allons 'admettre. Pour une preuve, voir [Pom92), Chapitre 2].

Proposition 31. Soit D C C un ouvert simplement conneze, avec D # C. Soit z € dD.
Supposons qu’au voisinage de z, 0D est une courbe continue simple, c’est-a-dire sans
points multiples. Alors pour toute transformation conforme f de D vers D, f se prolonge
par continuité d un voisinage de z dans D.

Enfin, notons que la Proposition [30|s’étend & d’autres domaines simplement connexes.

Proposition 32. Soient D et D deuz ouverts simplement connexes de C, avec D # C
et D % C. Soient z1, 2z, z3 trois points 2 a 2 distinct sur 0D et Zy, Zs, Z3 trois points
2 4 2 distinct sur 8D. On suppose que z1,z2,z3, respectivement Zi,Zo, Z3, se placent
dans Uordre trigonométrique sur 0D, respectivement oD. On suppose également qu’au
voisinage de z1,zo et z3, respectivement Z1, Zo et Z3, le bord 0D, respectivement 815 est
une courbe continue simple. Alors il existe une unique transformation conforme f de D
vers D qui se prolonge par continuité a un voisinage de z1,zo et z3 dans D, avec pour
tout i € {1,2,3}, f(zi) = .
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