Sorbonne Université Master de Mathématiques M1
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Examen du 8 janvier 2019

Le sujet comporte 2 pages. L’épreuve dure 3 heures. Les documents, calculatrices et téléphones
portables sont interdits. Un soin particulier devra étre accordé a la qualité et la précision de la rédaction.

Exercice 1. On pose Xy = 1 et on définit la suite (X,,)n>0 par X,+1 = 2U, X, ou (U;)i>0 est une
famille indépendante de variables aléatoires uniformes sur [0, 1].

(a) Montrer que X,, est une martingale par rapport & une filtration que 'on spécifiera.

(b) Discuter la convergence de X,, dans L?.

(c) Discuter la convergence presque sire de X,.

(d) Déterminer la limite presque sire de X,, (on pourra considérer Y;, = log X,,).

(e) Discuter la convergence de X,, dans L*.

(a) Soit F,, = o(Uy,...,Uy—1). Alors X,, est F,-mesurable. Pour tout n > 0, | X,,| < 2™ et donc
X, est intégrable. De plus, presque surement, comme X,, est F,-mesurable et U,, indépendante
de F,

E[Xpt1|Fn] = E[2U, X | F] = 2X,E[U, | F] = 2X,E[U,] = X,, Vn > 0.

(b) Comme X,, < 2", X2 est intégrable pour tout n > 0 et E[X?, ] = 4E[UZ|E[X?] = 3E[X?]

puisque fol s?ds = %. Il s’ensuit par une recurrence immédiate que E[X?] = (4/3)". Par
conséquent, (X, ) ne converge pas dans L2.
(c) X, est une martingale positive, elle converge donc presque siirement vers X, qui est finie

avec probabilité 1.
d) On a X,, = 2" [ U; donc
( =0

n—1
Y, =log X,, =nlog2+ ZlogUi.
i=0
Comme E[|logU|] = E[-1logU] =1 < oo et que les (log(U;));>0 sont i.i.d. par la loi des grands
nombres, % Z;’:_()l log U; — —1 presque surement. Par conséquent, lorsque n — oo,

Y, =n(log2 —1) + o(n) presque sirement .
Finalement, puisque log2 < 1, X,, = exp(Y,,) = exp(n[log2 — 1] + o(n)) — 0 avec probabilité 1.

(e) La limite de X de X est nulle p.s., et donc E[X ] = 0. Comme EX,, = 1 pour tout n > 0,
la suite (X,,) ne converge donc pas dans L'.

Exercice 2. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov (canonique) & valeurs dans E dénombrable. On suppose
que la chaine est irréductible et qu’il existe une mesure de probabilité = sur E qui soit invariante.

On fixe x € E, et on consideére un temps d’arrét S tel que P, presque sirement, on a 1 < S5 < oo et
Xs = z. On suppose de plus que E.[S] < oo. Plus généralement, on définit la suite de temps d’arréts
successifs So = S+ S500g, S3 = S3+S00s,, ..., Sit1 = 5;+500g,, etc. On pose Sy = 0 par convention.

(a) Que peut-on dire de la convergence presque sfire et dans L' de la suite

n—1
"2 Lx?
n k=Y "
k=0

(b) Montrer que, sous P,, les variables aléatoires

Sit1—1

> 1x—y P20,
k=S;



sont indépendantes et de méme loi.
(c) A laide de la loi forte des grands nombres et de la question (a), montrer que, quelque soit y € E,

S—1
x Z 1Xk:y‘| = m(y)E.[S].
k=0

(d) Pour z € E, on note T, = inf{n > 1 : X,, = z}. Soit S le premier temps de passage par = apres
avoir visité y. Exprimer E;[S] en fonction de T}, et Tj,.
(e) En considérant le temps d’arrét .S, montrer que pour tous x # y € F on a

m(y)Py(To < T))(Eo(Ty) + Ey(T3)) = 1.

(a) La chaine est irréductible et possede une mesure de probabilité invariante 7, elle est donc
récurrente positive et on a, quelque soit x,y € E, la suite

1 n—1
22 L=y
k=0

converge vers 7(y) p.s. et par conséquent dans L! puisqu’elle est bornée.

(b) Le fait que les variables aléatoires sont i.i.d. découle de la propriété de Markov forte et d’une

récurrence. On note §; = fjsl_l 1x,—,. Pour tout ¢ > 1, et toute fonction mesurable f : R — R

bornée on a, comme & = &1 00g,, S; < oo et Xg, = Py-p.s.,

Eo[f (&)1 Fs:] = Eo[f (61 00s,) | Fs,] = Ex[f(&1)]-

Comme §; est Fg, ,-mesurable, on en déduit par récurrence que, pour tout ¢ > 1, et toutes
fonctions mesurables bornées f1, fo,..., fi :R =R, on a

Ez[t[lmej)]— [Hfj &E fz'fz)|]:s]Z&[ﬁfg‘(fj)]XEz[fi(&)]:ﬁEw[fj(fl)],

Jj=1

d’ott les (&;)i>1 sont indépendantes et de méme loi.
(c) Par (b)

Si—1 Sj+1—1
S, z{ > }
k=0 7=0

est une somme de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, qui sont de plus intégrables
car dominées par S. Il en est de méme pour S; = Z; %)S o fls,. Par conséquent, par la loi des
grands nombres, lorsque ¢ — 0o, on a P,-p.s. S; ~ iE,S et

S;—1 S—1
Z 1x,—y ~ z]LlZ 1Xk_y] .
k=0 k=0

Par conséquent, d’apres (a) avec n = S;
) 9

1 Si—1 1 S—1
m(y) = lim 5 1;) Ixy=y = E, 5] D= kZ:Ole—y] :

(d) Par définition, on a T}, < S et S = T, + T} o 01, . Par conséquent, par la propriété de Markov
forte, et le fait que X7, =y P,-p.s.,

E;[5]

Ey[Ty + Ty 0 07,
Ee[Ee[Ty + T 0 0, | Fr,]]
Eo[Ty + Ey[T:]]
Ee[Ty] + Ey[Tz] -

x




Notons que S est intégrable puisque la chaine est recurrente positive. Pour le vérifier : avec
z #y: E[T)] = Eo[Tyl7, <1,] + Eo[Ty17,>1,] alors que le premier terme est au plus E; [T;] et
E [T 1T >T, ] = E [T o} GT 1T >T, } = E []—T <T, E [T 9] eTm‘szH = PI(TI S Ty)Ex[Ty] par la
propriété de Markov forte. Fmalement E,[Ty] < E,[T,]/P.(T, < T,) < oo puisque’il existe k
tel que P, (Xx =y, k < T,) > 0 (il y a un chemin de probabilité positive de x & y et le chemin
minimal ne repasse pas par x) et E [Tx] = 1/7(z) < cc.

(e) La variable aléatoire G = Z 5—0 11 X, =y compte le nombre de passages par y avant de toucher
x (aprés au moins une visite en y); sous P, G est géométrique de parametre P (T, < T))
(a valeurs dans {1,2,...}). En effet, avec T = inf{n > T, : X, = y} et plus généralement
T =inf{n > T} : X, =y}, ona G =max{i > 1:T, < S}. On a donc P,(G > k) =P, (T} <
S) = Eu[lrrcs] = Eg[Eq[17r< 5[ Fr,]]. Cependant, TF =Ty +TF ol et S=T,+T,00r,.
Il s’ensuit que, par la proprieté de Markov forte,

Ew[1T§<S|]:Ty] = EW[]‘T;71<TZ o aTy|]:Ty] = Ey[]‘T;71<TI] = Py(T;_l < Tx)

De méme, pour k > 2, T;_l < T} si et seulement si T), < T, et T;_Q o 9Ty <T,o 9Ty. Donc
]Ey[]‘T;_1<TZ|‘FTy] = ]Ey[(]‘Tf_2<TI O oTy)lTy<Tz|ny]. Or {Ty < Tl} est ny—mesurable . pour
tout n > 1, {T, < T} N{T, = n} = {n < T} N{T, = n} € F, car T, et T, sont des temps
d’arrét. Par la propriété de Markov, on en déduit que

Ey[1T§*1<TJ = IE?J[]E?J[1T5*1<Tm ‘nyH
— Ey[lTy<TzEy[1T572<Tm (@) 9Ty ‘]:Ty}
=Py (T, < To)Py(Ty 2 < Ty).
Une récurrence immédiate donne alors P, (G > k) = Py (T, < T,)F!. Par consequent
(T,

E;[G] =1/P,(Ty < T,). En utilisant les questions (b) et (c), on obtient 7 (y)[E,(Ty) +E,(T,)] =
1/P,(T, < T,) comme désiré.

Exercice 3. Soit X une chaine de Markov irréductible sur un espace d’état infini dénombrable E et
de matrice de transition ). On rappelle quune fonction f : E — R est @-surharmonique en un point x
de E'si f(x) = 3 cp f(y)Q(z,y).

(a) Montrer que si f est @-surharmonique et telle que E|f(X,,)| < co pour tout n, alors (f(X,))n>0
est une surmartingale. (Ne pas invoquer le résultat du cours!)

On suppose maintenant qu’il existe un ensemble fini I C E et ¢ : E — RT une fonction Q-
surharmonique sur E \ F telle que quelque soit M > 0 'ensemble de niveau Ly, = {x € E: ¢p(z) < M}
soit de cardinal fini. On définit 77 = inf{n > 1: X,, € F} and 7y = inf{n > 1: ¢(X,,) > M}.

(b) Montrer que si g € E on a P, (1) < 00) = 1 pour tout M > ¢(x).

(c) En considérant le processus (¢(X,arparay))n>0, montrer que quelque soit g € E'\ F' et quelque soit
M > ¢(xg) on a ¢(xg) > MP,, (Tar < n A Tp) pour tout n.

(d) En déduire que Py, (7p < 00) = 1 pour g € E'\ F.

(e) Montrer que la chaine est récurrente.

(a) Comme f est bornée, f(X,,) est intégrable pour tout n > 0. Par ailleurs, (f(X,,))n>0 est
adaptée a la filtration (F,) ou F,, = 0(Xo, X1, ..., X, ). Enfin, pour tout € E, comme X,, ;1 =
X, 00, par la propriété de Markov,

Eolf(Xn4+1)|Fn] = Eo[f(X1) 0 04| Fa] = Ex =) fly < f(Xn),

yeE

puisque f est surharmonique, et donc (f(X,))n>0 est une surmartingale.

(b) Par hypothese, la chaine est irréductible et Lj; est de cardinal fini. Cependant, soit la chaine
est récurrente auquel cas 73y < oo P, -p.s. parce que chaque point de E est visité infinitement
souvent, soit elle est transiente et Tpy < 0o P, -p.s. car Ljs n’est visité qu'un nombre fini de fois.
Dans tous les cas, P, (73 < 00) = 1.




(c) La fonction ¢ est surharmonique en tout z € Ly \ F. Par conséquent, (¢(Xnarynre))n>0
est une surmartingale. On a donc

¢(I0) = Ewo [¢(XO/\TF/\TM)] Z Eaco [¢(Xn/\7'p/\TM)] Z Eaco [¢(XTM)17M<7L/\TF] Z M]P)aco (TM < TL/\TF),

car ¢(X,,,) > M P, -presque slirement.

(d) En prenant n — oo dans I'inégalité de la question précédente, on obtient ¢(xg) > MP,(1as <
Tr) et donc comme 7p; < 00 Py-p.s., on a Py (7p < 7y < 00) > 1 — ¢(x0)/M. Par conséquent,
en faisant tendre M vers linfini, P, (7p < 737 < 00) > 1.

(e) Comme P(7p < 00) =1 et que la chaine est irreductible elle visite F' infiniment souvent. En
particulier, si G(z,y) = >_,,5¢Pz(X, = y) désigne la fonction de Green, alors 3_  p G(z0,y) =
oo. Comme F est fini, il existe yo € F tel que G(zg,y0) = oo. Par conséquent, G(yo,y0) >
G(zo,y0) = 00 et yp est récurrent. Comme la chaine est irréductible, tout = € E est récurrent.

Exercice 4. On considere la procédure suivante pour maintenir une liste de fiches : I’ensemble des fiches
est indexé par lensemble E = {0,1,2,...,n} pour n € N; chaque fois qu'une requéte est faite pour
accéder a une fiche donnée on replace celle-ci au début de la liste apres consultation. Par ailleurs, les
indices des fiches demandées sont indépendants et de loi donnée par (p;)o<i<n, »_; Pi = 1. On suppose
que po > p1 2 p2 = -+ = pp = 0.

A chaque instant, I’ordre des fiches est donné par une permutation de E'; soit S,, 'ensemble des
bijections de E dans F. Pour ¢ € E, on note 7; : S, — S, 'operateur qui prend la fiche numéro i et la
place au début de la liste : en d’autres termes, pour m € S,,, 7;(7) est obtenu & partir de 7 de la maniere
suivante (voir la figure) :

7 sil=0
r(m) () =4 m(—1) sil<l<7()
7‘['(€) sif > 7T71(Z') .

La matrice de transition @ de la chaine de Markov sur S,, associée & cette procédure est donc donnée
par
Q(m,7i(m)) = pi, TES,IEFR,

toutes les autres transitions étant de probabilité nulle.

7(0) (1) ™(2) -1 w()=i w([G+1) 7(n)

,,,,,, 7i(m)

i 7(0) (1) m(j-2) x(i-1) =x(i+1) 7(n)

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la chaine de Markov soit irreductible.
Dans toute la suite, on suppose la condition précédente satisfaite, et donc la chaine irréductible.

(b) Quelle est la période de la chaine ?
(c) La chaine est-elle réversible ?
(d) Montrer qu’il existe une unique mesure de probabilité invariante que 1’on notera pu.

On note maintenant (Xj),>o la chaine de Markov canonique associée & cette matrice de transition.

(e) Montrer que les variables aléatoires (X (0))r>1 sont indépendantes et de méme loi que 'on spécifiera.
(f) Soit R; ={m€S,,: w(0) =i} et T; =inf{k > 1: X}, € R;} = inf{k > 1: X;(0) = i}. Donner la loi
de T; sous P pour tout w € S,,.

(g) Soit T' = sup,;c g Ti. Montrer que Pr(T > k) < (n+ 1)(1 — p,)*.



On considere la paire de chaines couplées suivantes : (X}, X7)k>o0 telle que les deux chaines co-
ordonnées (X})r>0 et (X?)k>0 suivent les mémes transitions, c’est-a-dire que quelque soit 7,7 € S,
conditionnellement & (X}, X7) = (7, 7') on a (X}, |, X7, ) = (ri(w), (")) avec probabilité p;, i € E.
(h) Montrer que 'unique mesure p? sur S,, xS,, telle que p?(m, 7) = p(m) pour tout = € S,, est stationaire
pour la chaine (X}, X7)k>o0.

(i) Montrer que p est la loi de X7 et que dyy (i, Q%(m,-)) < 2(n + 1)(1 — p,)*k.

(a) La chaine est irreductible si et seulement si p; > 0 pour tout ¢ € E. En effet, s’il existe i € E
tel que p; = 0 alors si 0,7 € S, sont tels que m(0) = i on a Q(o,7) = 0 et donc Q™(o,7) = 0
quelque soit n > 1. Réciproquement, si p; > 0 pour tout ¢« € E alors on peut passer de tout
o €8S, atout m €S, par la suite de transitions Tr(n), Tr(n—1)s- -+ Tr(1), Tr(0) QUi a probabilité
[lo<i<npi > 0.
(b) La chaine est apériodique puisque qu’elle est irréductible et a une boucle : pour tout 7 € S,,
on a Tr(o)™ = 7 et donc Q(m,7) = pr(oy > 0 par hypothese.
(c) La chaine n’est pas réversible. En effet, on ne peut déplacer une fiche qu’au début de la liste
en une étape : par exemple, pour tout w € S,, avec w(n) = n on 7;(7, (7)) # 7 quelque soit i € E
et donc Q(m, 7, (7)) = py, > 0 mais Q(7, (), 7) = 0.
(d) La chaine est irréductible sur un ensemble d’états fini, elle est donc récurrente positive et il
existe une unique mesure de probabilité stationaire.
(e) La suite (Xj(0))x>1 est la suite des indices des cartes choisies : c’est donc une suite
de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans E de méme loi (p;). Pour une preuve
formelle : par la propriété de Markov, quelque soit k > 1, on a P (X;(0) = i|Fr_1) =
desn:g(o):i P.( Xy = o|Fk-1) = Q(Xk—1,7:(Xr—1)) = p;. Comme X} est Fi-mesurable, on
a quelque soient iq,is,...,ix € F,
P.(X1(0) =41,...,Xk(0) = ig) = E [P (X1(0) =41, ..., Xk(0) = ig| Fr—1)]

= Enx[1x,(0)=i1,, Xe-1(0)=i—1 P (Xk(0) = i F—1)]

= IE“Tr[]-X1(0) 01500, Xk —1(0)=ig— 1] Diy,

= Diy * Piy " Pig»
par une recurrence immeédiate.
(f) D’apres la question précédente, indépendamment de m € S,,, T; est une variable aléatoire
géométrique pour P, : P (T; > k) = P (Xe(0) #4,1 <€ < k) = (1 —p;)*.
(8) On a P (T > k) <Y icp Pr(Ti > k) < (n+ 1) max; P (T; > k) = (n+ 1)(1 — pn)*.
(h) Par définition, comme p? ne charge que la diagonale de E x E, et que cette diagonale est
absorbante, P,2(X{ =7, X? = 0) = 0si 0 # 7 et pour tout m € Sy,

PMQ(Xll = 7.(-7)(12 = ﬂ-) = Z /LQ(Va V)P(V,V)(Xll = 7.(-7)(12 = 7T)
VES,,

car y est stationaire pour (X})x>o-
(i) Quelque soit o, € S;,, on a

;L(U) - Qk(ﬂ-aa) = ]P)p.(Xk = U) - Pw(Xk S U) = E,u,ﬂ'(]-Xé:a - ]-Xg:a) c
Par conséquent,

D u(e) = Q¥ (m, o) < Y Bua(lrskllxicy — 1x2-,]) < 2Pu(T > k),

ogES, ogES,

puisque des l'instant T', chaque fiche a été tirée au moins une fois et X} est donc une fonction
des tirages et donc X} = X,f pour tout k > T. On en déduit en particulier que la loi de X2
est u, puisque X2 = X1 et que (X}) est stationaire sous P, .. De plus, dr(u, Q"(r,")) =
3 20 11(0) = Q¥(m,0)] S Pu(T > k) < (n+1)(1 —pa)*.




