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portables sont interdits. Un soin particulier devra être accordé à la qualité et la précision de la rédaction.

Exercice 1. On pose X0 = 1 et on définit la suite (Xn)n≥0 par Xn+1 = 2UnXn où (Ui)i≥0 est une
famille indépendante de variables aléatoires uniformes sur [0, 1].
(a) Montrer que Xn est une martingale par rapport à une filtration que l’on spécifiera.
(b) Discuter la convergence de Xn dans L2.
(c) Discuter la convergence presque sûre de Xn.
(d) Déterminer la limite presque sûre de Xn (on pourra considérer Yn = logXn).
(e) Discuter la convergence de Xn dans L1.

Solution

(a) Soit Fn = σ(U1, . . . , Un−1). Alors Xn est Fn-mesurable. Pour tout n ≥ 0, |Xn| ≤ 2n et donc
Xn est intégrable. De plus, presque sûrement, comme Xn est Fn-mesurable et Un indépendante
de Fn,

E[Xn+1|Fn] = E[2UnXn|Fn] = 2XnE[Un|Fn] = 2XnE[Un] = Xn ∀n ≥ 0.

(b) Comme Xn ≤ 2n, X2
n est intégrable pour tout n ≥ 0 et E[X2

n+1] = 4E[U2
n]E[X2

n] = 4
3E[X2

n]

puisque
∫ 1

0
s2ds = 1

3 . Il s’ensuit par une recurrence immédiate que E[X2
n] = (4/3)n. Par

conséquent, (Xn) ne converge pas dans L2.
(c) Xn est une martingale positive, elle converge donc presque sûrement vers X∞ qui est finie
avec probabilité 1.
(d) On a Xn = 2n

∏n−1
i=0 Ui donc

Yn = logXn = n log 2 +

n−1∑
i=0

logUi.

Comme E[| logU |] = E[− logU ] = 1 < ∞ et que les (log(Ui))i≥0 sont i.i.d. par la loi des grands

nombres, 1
n

∑n−1
i=0 logUi → −1 presque sûrement. Par conséquent, lorsque n→∞,

Yn = n(log 2− 1) + o(n) presque sûrement .

Finalement, puisque log 2 < 1, Xn = exp(Yn) = exp(n[log 2− 1] + o(n))→ 0 avec probabilité 1.
(e) La limite de X∞ de X est nulle p.s., et donc E[X∞] = 0. Comme EXn = 1 pour tout n ≥ 0,
la suite (Xn) ne converge donc pas dans L1.

Exercice 2. Soit (Xn)n≥0 une châıne de Markov (canonique) à valeurs dans E dénombrable. On suppose
que la châıne est irréductible et qu’il existe une mesure de probabilité π sur E qui soit invariante.

On fixe x ∈ E, et on considère un temps d’arrêt S tel que Px presque sûrement, on a 1 ≤ S <∞ et
XS = x. On suppose de plus que Ex[S] < ∞. Plus généralement, on définit la suite de temps d’arrêts
successifs S2 = S+S ◦θS , S3 = S2 +S ◦θS2

, . . ., Si+1 = Si+S ◦θSi
, etc. On pose S0 = 0 par convention.

(a) Que peut-on dire de la convergence presque sûre et dans L1 de la suite

1

n

n−1∑
k=0

1Xk=y?

(b) Montrer que, sous Px, les variables aléatoires

Si+1−1∑
k=Si

1Xk=y i ≥ 0,



sont indépendantes et de même loi.
(c) A l’aide de la loi forte des grands nombres et de la question (a), montrer que, quelque soit y ∈ E,

Ex

[
S−1∑
k=0

1Xk=y

]
= π(y)Ex[S] .

(d) Pour z ∈ E, on note Tz = inf{n ≥ 1 : Xn = z}. Soit S le premier temps de passage par x après
avoir visité y. Exprimer Ex[S] en fonction de Tx et Ty.
(e) En considérant le temps d’arrêt S, montrer que pour tous x 6= y ∈ E on a

π(y)Py(Tx < Ty)(Ex(Ty) + Ey(Tx)) = 1 .

Solution

(a) La châıne est irréductible et possède une mesure de probabilité invariante π, elle est donc
récurrente positive et on a, quelque soit x, y ∈ E, la suite

1

n

n−1∑
k=0

1Xk=y

converge vers π(y) p.s. et par conséquent dans L1 puisqu’elle est bornée.
(b) Le fait que les variables aléatoires sont i.i.d. découle de la propriété de Markov forte et d’une

récurrence. On note ξi =
∑Si+1−1
k=Si

1Xk=y. Pour tout i ≥ 1, et toute fonction mesurable f : R→ R
bornée on a, comme ξi = ξ1 ◦ θSi

, Si <∞ et XSi
= x Px-p.s.,

Ex[f(ξi)|FSi ] = Ex[f(ξ1 ◦ θSi) |FSi ] = Ex[f(ξ1)] .

Comme ξi est FSi+1-mesurable, on en déduit par récurrence que, pour tout i ≥ 1, et toutes
fonctions mesurables bornées f1, f2, . . . , fi : R→ R, on a

Ex
[ i∏
j=1

fj(ξj)

]
= Ex

[ i−1∏
j=1

fj(ξj)Ex[fi(ξi)|FSi
]

]
= Ex

[ i−1∏
j=1

fj(ξj)

]
× Ex[fi(ξ1)] =

i∏
j=1

Ex[fj(ξ1)],

d’où les (ξi)i≥1 sont indépendantes et de même loi.
(c) Par (b)

Si−1∑
k=0

1Xk=y =

i−1∑
j=0

{
Sj+1−1∑
k=Sj

1Xk=y

}
est une somme de variables aléatoires indépendantes et de même loi, qui sont de plus intégrables
car dominées par S. Il en est de même pour Si =

∑i−1
j=0 S ◦ θSj

. Par conséquent, par la loi des
grands nombres, lorsque i→∞, on a Px-p.s. Si ∼ iExS et

Si−1∑
k=0

1Xk=y ∼ iEx

[
S−1∑
k=0

1Xk=y

]
.

Par conséquent, d’après (a) avec n = Si,

π(y) = lim
i→∞

1

Si

Si−1∑
k=0

1Xk=y =
1

Ex[S]
· Ex

[
S−1∑
k=0

1Xk=y

]
.

(d) Par définition, on a Ty ≤ S et S = Ty +Tx ◦ θTy
. Par conséquent, par la propriété de Markov

forte, et le fait que XTy
= y Px-p.s.,

Ex[S] = Ex[Ty + Tx ◦ θTy
]

= Ex[Ex[Ty + Tx ◦ θTy
| FTy

]]

= Ex[Ty + Ey[Tx]]

= Ex[Ty] + Ey[Tx] .



Notons que S est intégrable puisque la châıne est recurrente positive. Pour le vérifier : avec
x 6= y : Ex[Ty] = Ex[Ty1Ty<Tx

] + Ex[Ty1Ty≥Tx
] alors que le premier terme est au plus Ex[Tx] et

Ex[Ty1Ty≥Tx
] = Ex[Ty ◦ θTx

1Ty≥Tx
] = Ex[1Ty≤Tx

Ex[Ty ◦ θTx
|FTx

]] = Px(Tx ≤ Ty)Ex[Ty] par la
propriété de Markov forte. Finalement, Ex[Ty] ≤ Ex[Tx]/Px(Ty < Tx) < ∞ puisque’il existe k
tel que Px(Xk = y, k < Tx) > 0 (il y a un chemin de probabilité positive de x à y et le chemin
minimal ne repasse pas par x) et Ex[Tx] = 1/π(x) <∞.

(e) La variable aléatoire G =
∑S−1
k=0 1Xk=y compte le nombre de passages par y avant de toucher

x (après au moins une visite en y) ; sous Px, G est géométrique de paramètre Py(Tx < Ty)
(à valeurs dans {1, 2, . . .}). En effet, avec T 2

y = inf{n > Ty : Xn = y} et plus généralement

T i+1
y = inf{n > T iy : Xn = y}, on a G = max{i ≥ 1 : T iy < S}. On a donc Px(G ≥ k) = Px(T ky <

S) = Ex[1Tk
y<S

] = Ex[Ex[1Tk
y<S
|FTy ]]. Cependant, T ky = Ty + T k−1y ◦ θTy et S = Ty + Tx ◦ θTy .

Il s’ensuit que, par la propriété de Markov forte,

Ex[1Tk
y<S
|FTy ] = Ex[1Tk−1

y <Tx
◦ θTy |FTy ] = Ey[1Tk−1

y <Tx
] = Py(T k−1y < Tx) .

De même, pour k ≥ 2, T k−1y < Tx si et seulement si Ty < Tx et T k−2y ◦ θTy
< Tx ◦ θTy

. Donc
Ey[1Tk−1

y <Tx
|FTy

] = Ey[(1Tk−2
y <Tx

◦ θTy
)1Ty<Tx

|FTy
]. Or {Ty < Tx} est FTy

-mesurable : pour

tout n ≥ 1, {Ty < Tx} ∩ {Ty = n} = {n < Tx} ∩ {Ty = n} ∈ Fn car Tx et Ty sont des temps
d’arrêt. Par la propriété de Markov, on en déduit que

Ey[1Tk−1
y <Tx

] = Ey[Ey[1Tk−1
y <Tx

|FTy ]]

= Ey[1Ty<Tx
Ey[1Tk−2

y <Tx
◦ θTy

|FTy
]

= Py(Ty < Tx)Py(T k−2y < Tx).

Une récurrence immédiate donne alors Py(G ≥ k) = Py(Ty < Tx)k−1. Par conséquent,
Ex[G] = 1/Py(Tx < Ty). En utilisant les questions (b) et (c), on obtient π(y)[Ex(Ty)+Ey(Tx)] =
1/Py(Tx < Ty) comme désiré.

Exercice 3. Soit X une châıne de Markov irréductible sur un espace d’état infini dénombrable E et
de matrice de transition Q. On rappelle qu’une fonction f : E → R est Q-surharmonique en un point x
de E si f(x) ≥

∑
y∈E f(y)Q(x, y).

(a) Montrer que si f est Q-surharmonique et telle que E|f(Xn)| < ∞ pour tout n, alors (f(Xn))n≥0
est une surmartingale. (Ne pas invoquer le résultat du cours !)

On suppose maintenant qu’il existe un ensemble fini F ⊂ E et φ : E → R+ une fonction Q-
surharmonique sur E \ F telle que quelque soit M > 0 l’ensemble de niveau LM = {x ∈ E : φ(x) ≤M}
soit de cardinal fini. On définit τF = inf{n ≥ 1 : Xn ∈ F} and τM = inf{n ≥ 1 : φ(Xn) ≥M}.
(b) Montrer que si x0 ∈ E on a Px0

(τM <∞) = 1 pour tout M > φ(x0).
(c) En considérant le processus (φ(Xn∧τF∧τM ))n≥0, montrer que quelque soit x0 ∈ E \F et quelque soit
M > φ(x0) on a φ(x0) ≥MPx0(τM < n ∧ τF ) pour tout n.
(d) En déduire que Px0

(τF <∞) = 1 pour x0 ∈ E \ F .
(e) Montrer que la châıne est récurrente.

Solution

(a) Comme f est bornée, f(Xn) est intégrable pour tout n ≥ 0. Par ailleurs, (f(Xn))n≥0 est
adaptée à la filtration (Fn) où Fn = σ(X0, X1, . . . , Xn). Enfin, pour tout x ∈ E, comme Xn+1 =
X1 ◦ θn, par la propriété de Markov,

Ex[f(Xn+1)|Fn] = Ex[f(X1) ◦ θn|Fn] = EXn
[f(X1)] =

∑
y∈E

f(y)Q(Xn, y) ≤ f(Xn),

puisque f est surharmonique, et donc (f(Xn))n≥0 est une surmartingale.
(b) Par hypothèse, la châıne est irréductible et LM est de cardinal fini. Cependant, soit la châıne
est récurrente auquel cas τM < ∞ Px0-p.s. parce que chaque point de E est visité infinitement
souvent, soit elle est transiente et τM <∞ Px0

-p.s. car LM n’est visité qu’un nombre fini de fois.
Dans tous les cas, Px0

(τM <∞) = 1.



(c) La fonction φ est surharmonique en tout x ∈ LM \ F . Par conséquent, (φ(Xn∧τM∧τF ))n≥0
est une surmartingale. On a donc

φ(x0) = Ex0
[φ(X0∧τF∧τM )] ≥ Ex0

[φ(Xn∧τF∧τM )] ≥ Ex0
[φ(XτM )1τM<n∧τF ] ≥MPx0

(τM < n∧τF ),

car φ(XτM ) ≥M Px0
-presque sûrement.

(d) En prenant n→∞ dans l’inégalité de la question précédente, on obtient φ(x0) ≥MPx(τM <
τF ) et donc comme τM < ∞ Px-p.s., on a Px(τF < τM < ∞) ≥ 1 − φ(x0)/M . Par conséquent,
en faisant tendre M vers l’infini, Px(τF < τM <∞) ≥ 1.
(e) Comme P(τF <∞) = 1 et que la châıne est irreductible elle visite F infiniment souvent. En
particulier, si G(x, y) =

∑
n≥0 Px(Xn = y) désigne la fonction de Green, alors

∑
y∈F G(x0, y) =

∞. Comme F est fini, il existe y0 ∈ F tel que G(x0, y0) = ∞. Par conséquent, G(y0, y0) ≥
G(x0, y0) =∞ et y0 est récurrent. Comme la châıne est irréductible, tout x ∈ E est récurrent.

Exercice 4. On considère la procédure suivante pour maintenir une liste de fiches : l’ensemble des fiches
est indexé par l’ensemble E = {0, 1, 2, . . . , n} pour n ∈ N ; chaque fois qu’une requête est faite pour
accéder à une fiche donnée on replace celle-ci au début de la liste après consultation. Par ailleurs, les
indices des fiches demandées sont indépendants et de loi donnée par (pi)0≤i≤n,

∑
i pi = 1. On suppose

que p0 ≥ p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pn ≥ 0.
A chaque instant, l’ordre des fiches est donné par une permutation de E ; soit Sn l’ensemble des

bijections de E dans E. Pour i ∈ E, on note τi : Sn → Sn l’operateur qui prend la fiche numéro i et la
place au début de la liste : en d’autres termes, pour π ∈ Sn, τi(π) est obtenu à partir de π de la manière
suivante (voir la figure) :

τi(π)(`) =

 i si ` = 0
π(`− 1) si 1 ≤ ` ≤ π−1(i)
π(`) si ` > π−1(i) .

La matrice de transition Q de la châıne de Markov sur Sn associée à cette procédure est donc donnée
par

Q(π, τi(π)) = pi, π ∈ Sn, i ∈ E ,

toutes les autres transitions étant de probabilité nulle.

π(0) π(1) π(2) π(j − 1) π(j) = i π(j + 1) π(n)

i π(0) π(1) π(j − 2) π(j − 1) π(j + 1) π(n)

π

τi(π)

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la châıne de Markov soit irreductible.

Dans toute la suite, on suppose la condition précédente satisfaite, et donc la châıne irréductible.

(b) Quelle est la période de la châıne ?
(c) La châıne est-elle réversible ?
(d) Montrer qu’il existe une unique mesure de probabilité invariante que l’on notera µ.

On note maintenant (Xk)k≥0 la châıne de Markov canonique associée à cette matrice de transition.

(e) Montrer que les variables aléatoires (Xk(0))k≥1 sont indépendantes et de même loi que l’on spécifiera.
(f) Soit Ri = {π ∈ Sn : π(0) = i} et Ti = inf{k ≥ 1 : Xk ∈ Ri} = inf{k ≥ 1 : Xk(0) = i}. Donner la loi
de Ti sous Pπ pour tout π ∈ Sn.
(g) Soit T = supi∈E Ti. Montrer que Pπ(T > k) ≤ (n+ 1)(1− pn)k.



On considère la paire de châınes couplées suivantes : (X1
k , X

2
k)k≥0 telle que les deux châınes co-

ordonnées (X1
k)k≥0 et (X2

k)k≥0 suivent les mêmes transitions, c’est-à-dire que quelque soit π, π′ ∈ Sn
conditionnellement à (X1

k , X
2
k) = (π, π′) on a (X1

k+1, X
2
k+1) = (τi(π), τi(π

′)) avec probabilité pi, i ∈ E.

(h) Montrer que l’unique mesure µ2 sur Sn×Sn telle que µ2(π, π) = µ(π) pour tout π ∈ Sn est stationaire
pour la châıne (X1

k , X
2
k)k≥0.

(i) Montrer que µ est la loi de XT et que dtv(µ,Qk(π, ·)) ≤ 2(n+ 1)(1− pn)k.

Solution

(a) La châıne est irreductible si et seulement si pi > 0 pour tout i ∈ E. En effet, s’il existe i ∈ E
tel que pi = 0 alors si σ, π ∈ Sn sont tels que π(0) = i on a Q(σ, π) = 0 et donc Qn(σ, π) = 0
quelque soit n ≥ 1. Réciproquement, si pi > 0 pour tout i ∈ E alors on peut passer de tout
σ ∈ Sn à tout π ∈ Sn par la suite de transitions τπ(n), τπ(n−1), . . . , τπ(1), τπ(0) qui a probabilité∏

0≤i≤n pi > 0.
(b) La châıne est apériodique puisque qu’elle est irréductible et a une boucle : pour tout π ∈ Sn
on a τπ(0)π = π et donc Q(π, π) = pπ(0) > 0 par hypothèse.
(c) La châıne n’est pas réversible. En effet, on ne peut déplacer une fiche qu’au début de la liste
en une étape : par exemple, pour tout π ∈ Sn avec π(n) = n on τi(τn(π)) 6= π quelque soit i ∈ E
et donc Q(π, τn(π)) = pn > 0 mais Q(τn(π), π) = 0.
(d) La châıne est irréductible sur un ensemble d’états fini, elle est donc récurrente positive et il
existe une unique mesure de probabilité stationaire.
(e) La suite (Xk(0))k≥1 est la suite des indices des cartes choisies : c’est donc une suite
de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans E de même loi (pi). Pour une preuve
formelle : par la propriété de Markov, quelque soit k ≥ 1, on a Pπ(Xk(0) = i|Fk−1) =∑
σ∈Sn:σ(0)=i Pπ(Xk = σ|Fk−1) = Q(Xk−1, τi(Xk−1)) = pi. Comme Xk est Fk-mesurable, on

a quelque soient i1, i2, . . . , ik ∈ E,

Pπ(X1(0) = i1, . . . , Xk(0) = ik) = Eπ[Pπ(X1(0) = i1, . . . , Xk(0) = ik|Fk−1)]

= Eπ[1X1(0)=i1,...,Xk−1(0)=ik−1
Pπ(Xk(0) = ik|Fk−1)]

= Eπ[1X1(0)=i1,...,Xk−1(0)=ik−1
] · pik

= pi1 · pi2 · · · pik ,

par une recurrence immédiate.
(f) D’après la question précédente, indépendamment de π ∈ Sn, Ti est une variable aléatoire
géométrique pour Pπ : Pπ(Ti > k) = Pπ(X`(0) 6= i, 1 ≤ ` ≤ k) = (1− pi)k.
(g) On a Pπ(T > k) ≤

∑
i∈E Pπ(Ti > k) ≤ (n+ 1) maxi Pπ(Ti > k) = (n+ 1)(1− pn)k.

(h) Par définition, comme µ2 ne charge que la diagonale de E × E, et que cette diagonale est
absorbante, Pµ2(X1

1 = π,X2
1 = σ) = 0 si σ 6= π et pour tout π ∈ Sn,

Pµ2(X1
1 = π,X2

1 = π) =
∑
ν∈Sn

µ2(ν, ν)P(ν,ν)(X
1
1 = π,X2

1 = π)

=
∑
ν∈Sn

µ(ν)Pν(X1
1 = π)

= µ(π) = µ2(π, π),

car µ est stationaire pour (X1
k)k≥0.

(i) Quelque soit σ, π ∈ Sn, on a

µ(σ)−Qk(π, σ) = Pµ(Xk = σ)− Pπ(Xk ∈ σ) = Eµ,π(1X1
k=σ
− 1X2

k=σ
) .

Par conséquent,∑
σ∈Sn

|µ(σ)−Qk(π, σ)| ≤
∑
σ∈Sn

Eµ,π(1T>k|1X1
k=σ
− 1X2

k=σ
|) ≤ 2Pµ(T > k),

puisque dès l’instant T , chaque fiche a été tirée au moins une fois et Xk est donc une fonction
des tirages et donc X1

k = X2
k pour tout k ≥ T . On en déduit en particulier que la loi de X2

T

est µ, puisque X2
T = X1

T et que (X1
k) est stationaire sous Pµ,π. De plus, dtv(µ,Qk(π, ·)) =

1
2

∑
σ |µ(σ)−Qk(π, σ)| ≤ Pµ(T > k) ≤ (n+ 1)(1− pn)k.


