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Chapitre 1

Marches aléatoires, processus de
Bernoulli

Le but de ce chapitre est double. D’une part, faire quelques rappels et fixer les no-
tations. D’autre part, introduire les marches aléatoires et le processus de Bernoulli,
caricature a temps discret du tres important processus de Poisson.

1.1 Rappels

On se donne un espace de probabilité (2, F, P).

Soit (F, &) un espace mesurable et X une v.a. a valeurs dans E. La loi de X est
la mesure de probabilité px sur (E, &) définie par pux(A4) = P(X € A), pour tout
Acé.

Pour p une probabilité sur (E,€), on a ux = p si et seulement si E[p(X)] =
[ @dp pour tout ¢ € C, ou C est la classe des fonctions mesurables bornées de E
dans R. On peut aussi choisir pour C la classe des fonctions mesurables positives, ou
continues bornées.

Définition 1.1.1 Soit T = N ou R" (ou éventuellement Z ou R) et (E,E) un
espace mesurable.

(i) Un processus a valeurs dans E est une famille (X;)ier de v.a. d valeurs dans
E.

(ii) On dit que deux processus (Xi)ier et (Yi)ier a valeurs dans E ont la méme loi
si pour tout k > 1, pour tout t1 <ty < ... <ty (avect; € T), les v.a. (X¢y,..., Xt,)
et (Yiy,...,Yy,) (@ valeurs dans E*, qui est muni de la tribu produit E2%) ont la
méme loi.

L’ensemble T représente généralement le temps, qui peut étre discret ou continu.
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4 CHAPITRE 1. MARCHES ALEATOIRES, PROCESSUS DE BERNOULLI

1.2 Marches aléatoires, processus de Bernoulli

Définition 1.2.1 Soient p une loi sur R?* et X1, Xo, ... des v.a. i.i.d. de loi pi. Le
processus (Sp)neN défini par Sy =0 et S, = X1+...+ X, (n > 1) est appelé marche
aléatoire de “pas” de loi p.

Sid=1etsipu=(1—p)dy+ pd; pour un p € [0, 1] (i.e. u est la loi de Bernoulli
de parametre p), alors (S, )nenN est appelé processus de Bernoulli. Bien sir, pour n
fixé, on a S, ~Bin(n, p) et donc E[S,,] = np et Var(S,,) = np(1 —p). Par exemple, on
joue indéfiniment au pile ou face avec une piece qui tombe sur pile avec probabilité
p : Sy représente le nombre de piles obtenus lors des n premiers lancers.

Sid=1etsipuy= %5_1 + %51, alors le processus (Sp)nen est appelé marche
aléatoire simple symétrique.

Sid=2etsipu= i(é(_l,o) + d(0,—1) + 61,0 + d0,1)), le processus (Sp)nen est
appelé marche aléatoire au plus proche voisin symétrique.

1.3 Propriété de Markov forte des marches aléatoires

La proposition suivante est évidente.

Proposition 1.3.1 Soit (Sy,)nen une marche aléatoire de pas de loi p. Pour ng € N
fizé, posons SJ° = Sy,4n — Sny. Alors (S]°)nen est une marche aléatoire de pas de
loi p et est de plus indépendante de (So, ..., Sn,).

Preuve: Il suffit d’observer que

(1) S(T)ZO =0et S’VLO"-TL - Sno = Xn0+1 + ...+ Xn0+n,

(ii) la suite (Xy4%)k>1 est constituée de v.a. i.i.d. de loi commune ,

(ii) la suite (Xyg+k)k>1 est indépendante du vecteur (Xi,...,Xp,) et donc aussi
de (So, 51, ceey Sno)-

Les définitions qui suivent sont cruciales dans I’étude des processus et seront
utilisées tout au long de ce cours.

Définition 1.3.2 Soit (Sy,)nen un processus a temps discret. On introduit la filtra-
tion (Fp)neN (famille croissante de sous-tribus de F) définie par

]:n:O'(So,...,Sn).

(i) Une v.a. 7 a valeurs dans N U {oc} est un temps d’arrét (pour le processus

(Sn)nGN) st
VneN, {r<n}eF,.

(i) On pose alors

Fr={AeF:An{r<n} e F,VneN}
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Exercice. (a) Une v.a. 7 & valeurs dans N U {oo} est un temps d’arrét ssi V n € N,
{r=n}eF,.

(b) Montrer que F, est une tribu (la stabilité par passage au complémentaire
n’est pas si facile : pour A € F; et n € N, on écrit AN{r <n}=(AU{r >n})¢=
([An{r <n}ju{r>n})=[An{r <n}*Nn{r <n} e F,).

(c)OnaF,={AcF:An{r=n} e F,VneN}).

Le point (i) peut se traduire ainsi : pour tout n € N, si I'on connait les valeurs
de Sy, ..., Sy, alors on peut dire si 7 < n ou non.

Pour (ii), un événement A appartient a F, si, lorsqu’on connait les valeurs de
7,50,...,57, on peut dire si A est réalisé ou non.

Une v.a. Z est Fr-mesurable si, lorsqu’on connait les valeurs de 7, Sg,...,.S;, on
peut déterminer la valeur de Z.

Exemple/Exercice : Soit (Sy,)nen un processus a valeurs dans £ (muni d’une tribu
E)et Be&.

Alors 7 = inf{n > 0 : S, € B}, avec la convention inf() = oo, est un
temps d’arrét. Si 7 < oo p.s., alors les v.a. S, Sr_1, > 5—o¥(Sk) (pour une fonc-
tion mesurable ¢ : E — R) sont toutes F,-mesurables. Par contre, S;;1 n’est en
général pas Fr-mesurable.

C’est intuitivement clair : si on fite n € N et qu’on observe Sy, ..., Sy, alors on
voit si le processus (Sk)keN est passé dans B avant Uinstant n, i.e. on voit si 7 < n ou
non. Si maintenant on observe T,5y,S1,...,5, i.e. on observe le processus jusqu’a
ce qu’il arrive dans B, on peut déterminer les valeurs de Sy, Sy—1, > j.—o ¢(Sk), mais
pas la valeur de Sri1.

Formellement, T est un t.a. carVn e N, {r=n}={So ¢ B,...,S,-1 ¢ B, S, €
B} € F,,. Et par exemple, S; est Fr-mesurable car pour tout T' € £, {S,; € T'} € F;
car pour toutn € N, {S; e '}n{r=n}={So ¢ B,...,Sn—1 ¢ B,S, € BNI'} € F,.

Par contre, 7 = sup{n >0 : S, € B} n’est en général pas un temps d’arrét.

Pour n fizé, en observant Sy, ..., Sn, on ne peut généralement pas dire si T < n,
puisqu’on ne sait pas si le processus repassera dans B ou non aprés n.

Théoréme 1.3.3 Propriété de Markov forte pour les M.A. Soit (S),)nen une
marche aléatoire de pas de loi p. Soit T un temps d’arrét (pour (Sp)neN) fini p.s.
On pose S} = Srin — Sr. Alors (S])nen est une marche aléatoire de pas de loi p
indépendante de F.

Remarquons qu’il est crucial que 7 soit un temps d’arrét : si par exemple (Sy, )neN
est un processus de Bernoulli de parametre 1/2 et si 7 = sup{n >0 : S, = 3} (qui
n’est pas un temps d’arrét), alors ST = S;41 — S; = 1 p.s., donc (S])nen n'est pas
un processus de Bernoulli de parametre 1/2 (sinon, on aurait P(S7T = 1) = 1/2).
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Preuve: L’objectif est de montrer que pour tout A € F,, pour tout n > 0, pour tous
boréliens By, ---, B, de R% ona I =J, ou

I=P(A,S]—ST€B,...,8T— 8T ,€By) et J=PA)u(By)...u(Bn).

Mais, en se rappelant que S, = X; 4+ ... 4+ X,, ou les X; sont i.i.d. de loi u, et en
utilisant que 7 est p.s. fini,

I = ZP(AaT:kaST-i-l —Sr € Bl)-"aST-‘r’n _S'r-i-n—l € Bn)

k>0

= Y P(A, 7=k Spt1— Sk € B1, ..., Sktn — Skin—1 € Bn)
k>0

= Y P(A 7=k X;11 €Bi,..., Xj4m € By).
k>0

Comme A € F;, An{t = k} € Fj. De plus, (Xk+1,..., Xptn) est indépendant de
Fi.. Du coup,

I = Y P(A7=FkP(Xp41 €B1,..., Xpyn € By)
k>0

= Z P(A, 7 =Fk)u(B1)...1(Bn).
k>0

Il n’y a plus qu'a remarquer que )", ~oP(A, 7 = k) = P(A) puisque 7 est p.s. fini.

1.4 Loi géométrique et processus de Bernoulli
Considérons un processus de Bernoulli (Sy,),>0 de parametre p €]0,1] et

T =inf{n > 0; 5, = 1}.
La loi de T s’appelle la loi géométrique (sur N*) de parametre p. On a donc

Définition 1.4.1 Soit p €]0,1[. La loi géométrique de parameétre p est la probabilité
p sur N* définie par p({n}) = (1 — p)"!p.

Si X est une v.a. de loi géométrique, on a
P(X >n)=(1-p)", pour toutn € N.

Si une expérience aléatoire se répete dans les mémes conditions, alors le nombre
d’essais nécessaires avant le premier succes suit une loi géométrique. Vous jouez au
loto: vous attendrez un temps géométrique avant de gagner, etc. Cette loi modélise
tous les phénomenes d’attente a temps discret ”sans mémoire”, au sens ou le fait
d’attendre beaucoup ne change pas la loi du temps qu’il reste a attendre.
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Proposition 1.4.2 Une v.a. X a valeurs dans N* suit une loi géométrique si et
seulement si, pour tout n,m > 0,

P(X >m+n|X >n)=P(X >m).
Preuve. Si X suit une loi géométrique (de parametre p), alors pour tout n,m > 0,

P(X>m+n) (1—p"tm
P(X>n)  (1-p)r

P(X >m+n|X >n)= = (1—p)™ =P(X >m).

Supposons maintenant que pour tout n,m > 0, P(X > m+n|X >n) = P(X >m)
et posons A = P(X > 1). Alors pour tout n > 0,

PX>n+1)/P(X>n)=PX >n+1X>n)=P(X >1) =\
d’out
P(X >n+1)=AP(X >n).
On en déduit que P(X > n) = A" pour tout n > 0. C’est aussi vrai quand n = 0 car
P(X > 0) =1 par hypothese. Ainsi, pour tout n > 0,
PX=n=PX>n—-1)-PX>n)=\"1-"=)\"1(1-))

et X suit la loi géométrique de parametre p =1 — A.

Le résultat suivant est facile a montrer de fagon élémentaire. Mais il est plus
instructif de le montrer en utilisant la propriété de Markov forte.

Proposition 1.4.3 Soit (Sy,)nen un processus de Bernoulli de paramétre p et Ty, =
inf{n > 0: S, = k}, pour tout k > 0 (on a Ty = 0). Alors les variables aléatoires
{Ty411 — Ty, k > 0} sont i.i.d. de loi géométrique de paramétre p.

Remarque 1.4.4 On peut écrire Sy, = > 321 Lip,<pn), car pour tout £ € N fizé,

oo
Sn=0 = T <n<Tn <= Y Lp<y =1~
k=1

Par la proposition, on a donc Sy, = 3321 iy, 4. 1v,<n}, pour une famille (Yy,)k>1 de
v.a. 1.1.d. de loi géométrique de parameétre p.

Exercice. (i) Si 7 est un temps d’arrét, alors 7 est Fr-mesurable (il suffit de montrer
que pour tout k € N, {r = k} € F,).

(ii) Si o0 < 7 sont deux temps d’arrét, alors F, C F, (pour A € F, et n € N,
écrire AN{r <n}=(AnN{oc <n})n{r<n}eF).

Preuve: C’est un excellent exercice, dont nous ne donnons que les étapes.

(a) Montrer que T} suit la loi géométrique de parametre p.
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(b) Montrer que pour chaque k > 1, T, est un temps d’arrét (de (Sp)neN)-

(¢) Montrer que que pour chaque k > 1, T, ..., Tj sont Fr,-mesurables, et donc
que 11,15 —Th, ..., Ty — Tj—1 sont Fr,-mesurables.

(d) Fixons k > 1 et introduisons S, = ST — ST.+n — ST, Par Markov forte,
(Sn)nen est un processus de Bernoulli de parametre p indépendant de Fr; . Donc

Ty =inf{n>0: S, =1}

est indépendant de Fr, et a la méme loi que T (la loi géométrique de parametre p).
Mais, comme S, = k, on a

Ty =inf{n >0 : Spyn— Sy, =1} =inf{n >0 : Sy p=k+1} = Tiy1 — Ti.

Ainsi, Ty41 — T}, est indépendant de Fr, et suit la loi géométrique de parametre p.

(e) En exploitant les points (c) et (d), on voit que pour tout k& > 1, les v.a.
Ty, 15 — Ty, ..., Tk11 — T} sont i.i.d. de loi géométrique de parametre p. C’est ce que
nous voulions démontrer.

1.5 Loi exponentielle

Les lois géométriques sont a valeurs entieres. Nous allons considérer maintenant des
lois ayant des propriétés analogues, mais & valeurs dans tout R™: les lois exponen-
tielles. Ce sont, avec les lois de Gauss, les plus importantes du calcul des probabilités
a temps continu.

Définition 1.5.1 Soit A > 0. On dit qu’une v.a. réelle T' suit la loi exponentielle de
parameétre X (en bref, que T ~ E(N)) si pp(dt) = Ne M 1sodt.

Si T ~ &E(N), alors E[T] = 1/, Var(T) = 1/)\2. Aussi,
P(T >t) = P(T > t) = e pour tout ¢t > 0.

Théoréme 1.5.2 Soit T une v.a. a valeurs dans R . On a "équivalence :
(1) il existe A > 0 tel que T ~ E(N),
(ii) pour tout s,t >0, P(T >t+s|T >t)=P(T > s).

C’est tres important. (ii) est une propriété qualitative (absence de mémoire). Donc
toute v.a. sans mémoire suit nécessairement une loi exponentielle.

Le temps d’attente T', avant la prise d’un premier poisson, d’un pécheur totalement
inexpérimenté est une variable aléatoire sans mémoire (le temps d’attente résiduel ne
dépend pas du temps d’attente écoulé). Donc par nature, T suit une loi exponentielle.

La durée de vie D d’un objet qui ne s’use pas est une variable aléatoire sans
mémoire. Donc par nature, D suit une loi exponentielle. Etc.
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Preuve: (i) implique (ii), car

P(T >t —A(t+s)
PT>t+s|T>t)= (P(T—>;5) = P e M =P(T>s).

Montrons maintenant que (ii) implique (i). Pour cela, introduisons G(t) = P(T > t).
C’est une fonction décroissante sur R™, on a G(0) = 1 et G(c0) = 0 par hypothese.
De plus (ii) donne que G(t+s) = G(t)G(s) pour tous s,t > 0. On en déduit que pour
tous p,q € N, on a

G(p) = G(p/q)?, G(p)=G()F, doit G(p/q) = G(1)"/.

En utilisant que Q est dense dans R™, que G est décroissante et que t — G(1) est
continue, on en déduit que G(¢) = G(1)! pour tout t € R™.

De plus, G(1) > 0. Sinon, on aurait G(t) = 0 pour tout ¢t > 0 et donc T'= 0 p.s.
(or on a supposé T a valeurs dans R}).

Aussi, G(1) < 1, sinon, on aurait G(t) = 1 pour tout ¢ > 0, et donc 7" = oo p.s.
(or on a supposé T a valeurs dans R}).

On pose A = —InG(1) >0 et on a G(t) = e M, ie. T ~ E(N).

Lemme 1.5.3 (des 2 réveils) Soient X; et X2 deuz v.a. indépendantes de lois ex-
ponentielles de paramétres respectifs A\ et Ao. Soit T = min{X1,Xo} et Z =1 si
T=X,, 7= 2 siT = Xy. Alors T ~ E(A+ ) et est indépendante de Z. De plus

P(Z=1)= et P(Z =2) = 22

/\+)\

Par exemple, une mare contient des poissons rouges et des poissons gris. Un
pécheur totalement inexpérimenté y péche. Soit X (resp. X3) le premier temps de
prise d’un poisson rouge (resp. gris). Alors ' = min{ X1, X2} est le temps de prise
de son premier poisson, et Z = 1 s’il est rouge, 2 s’il est gris. Par nature (absence
de mémoire), T suit forcément une loi exponentielle. Le lemme des deux réveils, tres
important, permet de calculer le parametre de T et la loi de Z.

Prenons ’heure comme unité de temps. Si par exemple X ~ £(2), i.e. on péche
en moyenne 2 poissons rouges par heure (on verra ¢a plus tard, mais raisonnable car
E[Xi] = 1/2), et X5 ~ £(3), i.e. on péche en moyenne 3 poissons gris par heure,
alors on péche en moyenne 5 poissons par heure, donc il est raisonnable que T =
min{ X1, Xo} ~ £(5), et il est raisonnable de penser que la premiére prise soit rouge
avec probabilité 2/5.

Preuve: Pour t > 0, on a

P(T>t,Z:1) = X1>tX1<X2)
= / / st a<yiMA2e” MEe=A2Y drdy

= / LpspAie” M= o,
0

= )\1 67()‘1+>‘2)t.

A1+ A2
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De méme,

A
P(T>t7=2) = 4—2>\2 e~ Grthalt

En sommant, on conclut que P(T > t) = e~ 1+32)t done T ~ £(A; +\2). En prenant
t =0, on voit que P(Z = 1) = 2l_ et P(Z = 2) = +22_. L’indépendance est aussi

7 , , A1.+>\2 >\1 +>\2 '
démontrée par les formules établies.

On peut facilement généraliser ce lemme a plus de réveils.

Lemme 1.5.4 Soit {Xy,k =1,...,n} une famille de v.a. indépendantes de lois expo-
nentielles de parameétres A, ..., Ap. Soit aussi X =3 ) . Soit T = ming—y __, Xj
et soit Z = 3y klip_x,y. Alors T ~ E(N\), T est indépendante de Z, et P(Z =
k) = Ag /A pour tout k =1,...,n.

Enfin, rappelons quelques faits sur les lois Gamma. Rappelons d’abord que la
fonction I' d’Euler est définie sur R par la formule

+o0
I'(z) = / t*le7tat, x> 0.
0

On vérifie par récurrence, a l’aide d’une IPP, que I'(n) = (n — 1)! si n € N*.

Définition 1.5.5 On appelle loi Gamma de paramétre (A, ) ot A\, > 0, la proba-
bilité sur R de densité
Aa$a—le—kw

Ira(z) = Wl{wo}-
Pour a = 1, on retrouve la loi exponentielle.

Proposition 1.5.6 La somme de deuxr variables aléatoires indépendantes de lois
Gamma de paramétres (A, 1) et (N, ag) est une variable aléatoire de loi Gamma
de parametre (A, a1 + ag).

Corollaire 1.5.7 Si X1, Xo, -, X,, sont des variables aléatoires indépendantes de
loi exponentielle de paramétre X\, alors X1 + Xo + --- + X, a une loi Gamma de
parametre (A, n).



Chapitre 2

Processus de Poisson

2.1 P.A.ILS.

Nous voulons généraliser & RT la construction de points aléatoires sur N obtenue par
le processus de Bernoulli dans le chapitre précédent. Ceci nous conduit d’abord & la
définition suivante, qui généralise au temps continu la notion de marche aléatoire.

Définition 2.1.1 Un processus (X¢);er+ @ valeurs dans R est un processus a ac-
croissements indépendants et stationnaires (P.A.L.S.) si, en notant F; = o(X,,r <t),

1. L’application t — X; est p.s. continue a droite sur RT.
2. Pour tout s,t > 0, Xi1s — X, est indépendant de Fs.
3. Pour tout s,t > 0, Xty — X5 a la méme loi que Xy — Xp.

4. Xo=0.

Par exemple, le mouvement d’une particule de gaz est souvent modélisée par
un P.A.L.S. Plus concretement, le nombre de poissons N; pris par un pécheur in-
expérimenté durant [0,¢] est un P.A.I.S. (en supposant que la mare contient une
infinité de poissons). En effet, les points 1. et 4. sont satisfaits. De plus, Nyps — Vi,
qui représente le nombre de poissons péchés durant |t, ¢ + s] est indépendant de tout
ce qui s’est passé jusqu’a l'instant ¢ (point 2.) et a bien str méme loi que le nombre
de poissons Ny = Ny — Ny péchés durant ]0, s] (point 3.).

Nous allons généraliser la propriété de Markov forte des marches aléatoires.

Définition 2.1.2 Soit (X¢)ier, un processus et, pourt >0, F; = 0(Xs,s < t).

(i) Une v.a. T a valeurs dans RY U{oo} est un temps d’arrét (pour (Xi)wer., ) si
{r<t}eF pour tout t > 0.
(11) On pose alors Fr ={A € Foo : AN{T <t} e FVt>0}.

11
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On montrera que JF; est une tribu, que 7 est Fr-mesurable, et que si o, 7 sont deux
temps d’arrét tels que 7 < o, alors F; C F, (ona AN{o <t} = An{r <t}n{o < t}).

Comme dans le cas discret, un temps aléatoire 7 est un temps d’arrét si pour tout
t > 0, en observant les valeurs de X pour s € [0,t], on est capable de dire si 7 <t
ou non.

Aussi, pour un évenement A € Fo, on a A € F; si, lorsqu’on observe 7 et X pour
s € [0, 7], on peut dire si A est réalisé ou non. De méme, une v.a. Z est Fr-mesurable
si 'on peut déterminer sa valeur a partir de celles de 7 et des X pour s € [0, 7].

Lemme 2.1.3 Tout temps d’arrét T est la limite d’une suite décroissante de temps
d’arrét T,, ot T, est a valeurs dans ’ensemble dénombrable {k107", k € N} U{+oc}.

Preuve: 1l suffit de prendre

_lorT] +1

T

On a que 7, décroit vers 7 quand n — oo. Pour n > 0 fixé, montrons que 7, est un
temps d’arrét. Bien sur, 7, est o(7)-mesurable, et donc Fr-mesurable puisque 7 est
Fr-mesurable. Donc, comme 7, > 7, {1, <t} = {7, <t} N {7 <t} est Fy-mesurable
(puisque {r, <t} € F;).

Les questions de mesurabilité concernant les temps d’arrét en temps continu peu-
vent étre délicates. A titre d’exemple montrons le lemme suivant.

Tn

Lemme 2.1.4 Si (X;);cgr+ est continu a droite, pour tout temps d’arrét T fini, X,
est Fr-mesurable.

Preuve: Utilisons le lemme précédent pour écrire v = lim7,, ou 7,, est une suite
décroissante de temps d’arrét a valeurs dans {k10™", k € N}. On écrit

Xinr, = > Xpo-nlimerio—ny + Xilir, 51
{k : k10-n<t}

Tous les termes de cette expression sont F;-mesurables : pour s < ¢, on a {7, = s} €
Fs C Fi, Xs est Fs-mesurable et donc Fi-mesurable, enfin, {7, >t} = {r, <t}° € F;
puisque 7, est un temps d’arrét. Donc X¢a,, est Fi-mesurable.

On en déduit que X;a¢ = limy, 00 Xiar, est aussi F; mesurable (on utilise ici que
X est continu & droite et que la suite 7, décroit vers 7).

Enfin, pour montrer que X, est Fr-mesurable, il faut vérifier que, pour tout
borélien B, I'’ensemble {X; € B} N {r <t} € F;. Clest clair car

(X, eBYn{r<t}={X,p€B}n{r <t}

Remarque. Comme on vient de le voir, si X est un processus, 7 un temps d’arrét
fini, et si X;o; est Fy-mesurable pour tout ¢t > 0, alors X, est F,-mesurable.
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Théoréeme 2.1.5 Propriété de Markov forte des P.A.L.S. Considérons un
P.A.LS. (X¢)ier, - Pour tout temps d’arrét T presque siurement fini, le processus
(Xi4r — X7 )ier+ est de méme loi que (Xi),cp+ et est indépendant de F-.

Ce théoreme est assez évident si 7 = to est déterministe : c’est (en gros) la
définition des P.A.LS.

Preuve: Soit Z une v.a. Fr-mesurable bornée, ¢1,---, ¢, des fonctions continues
bornées sur R et 0 <t; < ... < t. L’objectif est de montrer que I = J, ou

I =E[Z¢p1(Xrtt, — Xr)P2(Xrpt, — Xo7) -+ O (X, — X7)]

et
J = E[Z|E[¢1(Xy,)p2(Xt,) - - o1(Xy,)]-

Utilisons le lemme 2.1.3 pour écrire 7 = lim | 7, ou chaque 7, est a valeurs dans
{107, ¢ € N} et introduisons

In - E[Z¢1(X7n+t1 - XTn)¢2<X7—n+t2 - XTn) e ¢k‘(X7'n+tk - XTn)]

Nous allons montrer que I, = J pour tout n. Cela suffira, puisqu’on a I = lim, I,
(car X est continu a droite, car 7, décroit p.s. vers 7, car les fonctions ¢, sont
continues, et par convergence dominée, puisque tout est borné). Remarquons que Z
est F,-mesurable (puisque 7 < 7,) et écrivons

I = Y E[Z1l,—no-ny01(Xnn, — Xr) o 0Kt — X7,)]
£>0

= Y E[Z1(, _po-m01(Xp1o-ntt, — Xero—n) -+ S(Xer0-n1, — Xero—n))-
>0

Pour £ fixé, on voit que Z1; _yjg-n) est Fyp-n-mesurable (car 7, est un temps
d’arrét et Z est JF. -mesurable, cf exercice ci-dessous). De plus, par définition des
P.A.LS., le k-uplet
(Xor10-n4t, — Xero-ns s Xero—n 44, — Xer0-n)
est indépendant de Fyjp-» et a méme loi que (X3,,---, Xy, ). Ainsi,
In=> E[Z1(, _po-ny|E[61(Xe,)d2(Xe,) - - - (X))

>0

Cette derniere quantité n’est autre que J, puisque > ;g 17, —¢10-7} = 1.

Exercice. Si 7 est un t.a. et si Z est Fr-mesurable (a valeurs dans R par exemple),
alors Z1(, <y et Z1,_4 sont Fi-mesurables. Pour Z1;,<4, il s’agit de montrer que
pour tout borélien B de R, {Z1;,<4 € B} € F. 1l suffit décrire

{Z1<n e By =[{r>t}n{0e B}YJU[{Tr <t} Nn{Z € B}] € F.
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2.2 Processus de Poisson

Définition 2.2.1 Un processus ponctuel sur RT est une suite strictement croissante
de via. 0 < T1 < Ty < --- telle que T, — o0 p.s. quand n — oo. Le processus de
comptage associé a ce processus ponctuel est le processus (Ni)ier, défini par

+oo
Ne=> L =#{k>1: Ty <t}
k=1

Remarque 2.2.2 Le processus de comptage (Ni)ier, de n’importe quel processus
ponctuel sur RT jouit des propriétés suivantes : t — Ny est continu a droite sur RT,
croissant, a valeurs dans N, on a Ng = 0 et limy_,oo Ny = 00. De plus, pour tout
n>1,ona

T,<t<= N;,>n

Enfin, pour tout n > 1,
T,=inf{t >0 : Ny =n}

et T, est un temps d’arrét (du processus (Ni)icr+)-

Rappelons ce qu’on appelle loi de Poisson de parametre o > 0 : une v.a. N a
valeurs dans N suit la loi P(«) si pour tout n € N,

Le résultat suivant est fondammental.

Théoréme 2.2.3 Soit 0 <T) < Ty < --- un processus ponctuel et (Ni)i>o le proces-
sus de comptage associé.

(1) St (Nt)¢>0 est un P.A.LS., alors il existe X > 0 tel que les v.a. (Tyn+1—Tn)n>0
sotent i.i.d. de loi E(N\) (avec Tp =0).

(11) Soit X > 0. Si les v.a. (Tp+1 — Ty)n>0 sont i.i.d. de loi E(N) (avec Ty = 0),
alors (N¢)e>0 est un P.A.L.S. De plus, pour tout 0 < s <t, Ny — Ny ~ P(A(t — s)).

On dit qu’un tel processus ponctuel 0 < T} < Ty < --- (ou, par abus de langage,
son processus de comptage (N¢)¢>0) est un processus de Poisson de paramétre \.

Par exemple, si Ny est le nombre de poissons pris par un pécheur inexpérimenté
durant [0, ], le processus (V¢ )¢>0 est clairement un P.A.I.S. (on a déja vu cela). Ainsi,
on peut appliquer le théoreme.

De méme, dans certaines conditions, le nombre de clients Ny arrivant a un péage
durant [0, ¢] est un P.A.LS. (en gros, les “conditions” refletent la fluidité du trafic) et
on peut appliquer le théoreme.

Preuve:



2.2. PROCESSUS DE POISSON 15

Point (i), étape 1 Montrons déja qu’il existe A > 0 tel que 71 ~ E(A). Pour
cela, il suffit de montrer que pour tout s,t > 0, P(11 > t+s) = P(Th > t)P(11 > s).
Mais

P(Tl >1+4 8) = P(Nt+5 = 0) = P(Nt+5 - Nt = O,Nt = 0)
Comme maintenant (Ny);>0 est un P.A.LS. par hypothese, on trouve
P(Tl >t+ 8) = P(Nt+5 - Nt = O)P(Nt = O) = P(NS = O)P(Nt = O),
soit encore
P(Tl >t 4 S) = P(Tl > S)P(Tl > t).

Point (i), étape 2. Fixons un entier n. Par la propriété de Markov forte du
P.AILS. (N¢)t>0 et comme T, est un temps d’arrét, on sait qu’en posant N; :=
N1, 4+t — N1, (Nt)e>0 @ méme loi que (IVy):>0 et est indépendant de Fr,,. Donc

Ty =inf{t>0: N, =1}

a méme loi que T3 (la loi £(N)) et est indépendant de Fr,. Mais, comme Np, = n,

on a N
Tl = mf{t 2 0 : NTn+t =n++ 1} = TTL+1 - Tn

On a montré que pour tout n > 1, T,y — 15, ~ E(N) et est indépendant de Fr,.
Comme 711, ---,T, sont clairement Fr,-mesurables, ainsi que 11,715 — 11, -, T, —
T,—1, on conclut aisément que les v.a. (Ty,+1 — Tp)n>0 sont ii.d. de loi E(N) (avec
T, = 0).

Point (ii). On va vérifier que pour tout & > 1, pour tout 0 < t; < -+ < tg,
les v.a. Ny, — N;,_, sont indépendantes et de lois P(A(t; — t;—1)). Pour simplifier, on
suppose que k = 3. On pose X1 =T} et, pour £ > 2, Xy =Ty — T;_1. Par hypothese,
la famille (X/)¢>1 est i.i.d. de loi £(\). Pour 41,43, ¢35 dans N, on a

I = P(Ny =0,Nyy — Ny = Lo, Niy — Ny, = £3)
= P(Tz1 <t <Tpt1, Toyvey <t <Toyitp+15 Tty <13 < Tf1”2+€3+1>
- P(X1—|—~--+Xél <t < X1+ 4+ Xp 4,
Xi+- + Xog, <to < Xi 4+ 4+ Xy 40541,
Xy 4o+ Xy ppres St3< Xy +--- 4 Xz1+ég+€3+1)

— )\51-&-@2—&-43—&-1 / S e—>\($1+~~-+le+42+z3+1)
1 2 3
R

1{$1+~~+5L‘21 §t1<:c1+-~~+xgl+1}1{x1+~~~+:cg1+g2 Sto<z1++Tpy4og+1}
1{x1+~~~+$zl+52+z3 §t3<1‘1+~~~+x51+e2+g3+1}dxl T dxe1+f2+@3+l'

On effectue alors le changement de variables triangulaire s = x1, so = 1 + xo, ...,
50, 4bo4l3+1 = T1 + T2 + -+ + g, 4 0y445+1, dont le jacobien vaut 1, et on trouve

I = /\Z1+52+43+1/

—Asy
1+02+£3+1
R/t € 1{51<52<“‘<521 <t:1}
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1{t1 <y 1< <8py 44 Stz}l{t2§5e1+e2+1 < <8py g5 St3}

1{521+€2+£3+12t3}d‘91 T dSe 4041,

qui se “sépare” bien en I = Nat+ltttl o I [ x I3 x Iy, ot:

h = /(R+)21 1{81<32<-~<selgt1}d81 -+ -dsy,,

I, = /(R+)fz Lty <sp, 1<, gy <ta}AS0 41 dSp 44,

I3 = /(R+)‘33 1{t2§sel+22+1<...<s[1+22+[3§t3}ds@1+@2+1 e dSpy 4ty rts,
Iy = /R+ e St o+t 1{5é1+22+é3+1Zts}d5€1+32+€3+1-

Bien stir, I; = e”3 /). On a de plus (exercice), pour tout k& > 1, pour tout a < b,

(b—a)*
Jk(a, b) = /:Rk 1{a<51<-~~<sk<b}d51 e dSk,‘ = T

Comme Iy = J;, (0,t1), comme Iy = Jp,(t1,t2) et comme I3 = Jp,(t2,t3), on trouve

L 14 4
[ =ttt s 11 (T2 = 1) (B3 — 19)"
IS O A

On conclut la preuve en remarquant que

I = e—)\t1 ()\t1>€1 e—)\(tz—tl) [/\(tQ - tl)]€2 e—)\(tg—tQ) [/\(t3 - tQ)]ZS
0 05 AR

Remarque 2.2.4 (i) Soit (Ni)i>0 un processus de Poisson de paramétre A. Alors
pour tout a > 0, le processus (Nitq —Ng)t>0 est un processus de Poisson de paramétre
A (car c’est bien sir un P.A.LS. de méme loi que (Ni)i>0, cela découle directement
de la définition des P.A.L.S.). Donc T{ = inf{t > 0 : Nytq — No = 1} suit la loi
E(N). Or (exercice) T = Tn,+1 — a.

(ii) Paradoze des autobus. Des autobus arrivent a une station S suivant un pro-
cessus (Ni)i>o0 de Poisson de paramétre 4 ('unité de temps étant l’heure). Il passe
donc en moyenne 4 autobus par heure (par exemple, durant la premiére heure, Ni
autobus sont passés, et comme N1 ~ P(4 x 1), E[N1] = 4). Jarrive a Uinstant a.
Donc N, autobus sont déja passés, le suivant arrivera a linstant T, +1. La durée D

de mon attente sera donc égale a Ty, 11 — a, qui suit une loi £(4), soit en moyenne
E[D] = 1/4 d’heure.

Comme on arrive “entre” deux autobus et qu’il passe en moyenne un autobus
tous les 1/4 d’heure, on aurait pu penser que la durée moyenne de P'attente serait de
1/8 heure...

Le dernier résultat concernant les processus de Poisson sur RT est tout aussi
crucial, c¢’est une construction alternative a partir de v.a. de loi uniforme.
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Proposition 2.2.5 Soit T > 0 et A > 0 fizés. Soit Z ~ P(A\T) et (X;)i>1 des v.a.
i.i.d. de loi uniforme sur [0,T) (indépendantes de Z). Pourt € [0,T], soit

7
Yi= lix<y-
=1

Alors (Yi)iejo,r) @ méme loi que (Ni)iepo,r], 0t (Nt)i>0 est un processus de Poisson
de parameétre \.

Preuve: Nous allons montrer, et cela suffit, que pour tout k > 1, pour tout 0 = ty <
t < - <tp_1<tp=T,pour tout ny €N, ..., np € N, I = J, ou

I:P(}/h :nl,}/;fg _}/tl ZTLQ,...?}/tk _}/%Ic—l :nk)

et
J = P(Ntl = 7’L1,Nt2 — Nt1 = N9, .. thk — Ntk—l = nk)

On observe que {Y;, =ny, Y, =Y, =no,....Y,, =Y, =ng}tssiZ=n1+...+ng
et parmi les ny + ... + ny v.a. X;, exactement n; sont dans [0, ¢;], ny dans |¢, 2], ...,
exactement ny sont dans |tx_1,tx]. Du coup,

_ —\T ()\T)nrl-...-i—nk n ti . @ o
oo (nl+..-+nk)!0”1+-~+”k(T) Cn2+...+nk( T )

123 *r;k—l)”k‘

En développant tous les coefficients binomiaux, puis en simplifiant, on trouve

x‘--xC’,’;‘:(

I = efAT)\n1+...+nk t’rlll (t2 - tl)nz (tk - tk—l)nk ]

n! 19! ny!

Enfin, comme ¢; + (to —t1) + ... + (txy — tp—1) =t =T,

ja—Y (Aty)™ o Ata—t1) [A(t2 — t1)]™2 % o e Mtr—ti 1) Atk — tkz—l)]n’“.
ny! na! ny!

C’est bien str ce que vaut J, par définition du processus de Poisson.

2.3 Processus ponctuel de Poisson

Définition 2.3.1 Soit (E,E, 1) un espace mesuré muni d’une mesure o-finie p. Soit
(Xk)kerx un ensemble aléatoire fini ou dénombrable de points de E. Pour A € £, on
pose
Na = Z Lix,eay-
keK

On dit que (Xi)rek est un processus ponctuel de Poisson (P.P.P.) sur E d’intensité
w (et que (Na)ace est la fonction de comptage associée) si pour tout n > 1, pour
tout Ay,---, A, € € deux a deux disjoints, les v.a. Na,,---,Na, sont indépendantes
et de lois P(uu(A1)), -, P(u(An)).
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Par convention une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre +oo est une
variable aléatoire identiquement infinie.

Remarque 2.3.2 On admettra que la définition ci-dessus caractérise la loi du P.P.P.
sur E d’intensité p. On va montrer existence de ce processus quand p(E) < oo
dans la Proposition 2.5.3 et quand p(E) = oo dans la Remarque 2.3.5. Ces énoncés
pourront donc étre considérés, a posteriori, comme des définitions.

Remarquons que N4 n’est autre que le nombre de points (parmi (Xg)rex) qui
appartiennent a A.

Lorsque p est finie (i.e. u(E) < 4+00), le nombre total Ng de points du P.P.P. est
aléatoire mais fini presque sirement (puisqu’il suit une loi de Poisson de parametre
p(E)). Lorsque pu(E) = oo, Ng est p.s. infini.

Notre premier but est de construire un processus ponctuel de Poisson. Cela prou-
vera leur existence. Cela permettra aussi de les simuler sur ordinateur. On commence
par le cas fini.

Proposition 2.3.3 Supposons que p(E) < oo et considérons la probabilité v(-) =
w(-)/p(E). Donnons-nous des v.a. i.i.d. Uy, Us, - - (4 valeurs dans E) de loi v et une
v.a. Z ~ P(u(E)) indépendante de la suite (Up)n>1. Alors

{U1,Us, -+, Uz}
est un P.P.P. sur E d’intensité p.
Preuve: Il suffit de montrer que pour Ay, - - -, A, une partition de E en sous ensembles
mesurables, en posant Ny = Ele iy, ey, lesvia. Ny, -+, Na, sont indépendantes

de lois de Poisson de parametres p(Aj),---, u(Ay,). Pour ki, -k, € N,
[i=P(Na, = ki, Nay = ks, -+, Na, = k)

= P(Z=hi+-+hn, Nay = ki, Nay =y, -+, N, = k).

Il faut donc que Z = k1 + - -- + k,, et que parmi les k1 + - - - + k,, points, k1 tombent
dans A1, ..., k, tombent dans A, :

1= ((k1(+).)..+k )!C]i€11+.,.+kn(V(Al))klollz22+‘..+kn(V(AQ))kQ

x e x CFr(v(Ap))Fn.

En développant puis en simplifiant les coefficients bindmiaux, on trouve

- X

v k1 v kn
I = e*ﬂ(E)(lu(E))lﬂJr"-%Jcn ( (‘211')) % ((12:'))
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En se rappelant que v(A) = u(A)/u(E) et que u(E) = p(A1)+- -+ p(Ay,), on conclut
que
I = e—,u(Al) (/’L(A1>)k1 TR e—u(An) (M(An))kn
kq! k!
ce qu’on voulait.

Proposition 2.3.4 (Superposition) Soit (uy)r>1 une famille de mesures o-finies
sur (E,E). Soit {(N%)ace, k € N}, les fonctions de comptage d’une famille de P.P.P.
sur E indépendants d’intensités {ug,k € N}. Alors Ny = Z,J;’(l’ Nk est la fonction
de comptage d’un processus ponctuel de Poisson d’intensité pt = .~ [k-

En termes de processus ponctuels, on en déduit que 'union (dénombrable) de
P.P.P. indépendants est un P.P.P. dont l'intensité est la somme des intensités (car
sommer les fonctions de comptage revient a faire I'union des ensembles de points).

Remarque 2.3.5 Ceci permet de construire des P.P.P. d’intensité pu o-finie. En
effet, on écrit pn = Y~ K, 0U chaque mesure py (sur E) est finie, pour chaque k,
on construit un P.P.P. en utilisant la proposition 2.5.3, puis on fait Uunion de ces
P.P.P. (qu’on a choisis indépendants) en utilisant la propriété de superposition.

Preuve: Il nous faut montrer que si Ay, ---, A4, € &€ sont deux a deux disjoints,
alors Ng,,---, Ny, sont indépendants (c’est évident en utilisant I'indépendance des
N fh’ - N ﬁn pour chaque k et I'indépendance des P.P.P.) et de lois de Poisson de
parametres p(Ai), -+, u(Ay,) : ceci résulte facilement du fait que la somme de v.a.
indépendantes de loi de Poisson de parametres (Ag)r>1 suit une loi de Poisson de
parametre > .~ A (y compris quand Y .~ A\p = 00, cf exercice).

Exercice. Soit X1, X5, ... des v.a. indépendantes de lois de Poisson de parametres
A1, A2,.... On suppose que ) ;- Ay = 0o. Montrer que S = ) ;,~; X; = oo p.s. On
pourra considérer S, = S°7_, Xy, s, = .7, Mk, et montrer que P(S, < s,/2) <
P(|S, — sn| > sn/2) < 4Var(S,)/s2 =4/s, — 0.

Remarque 2.3.6 On note m la mesure de Lebesque sur RY. Le processus de Pois-
son 0 < Ty < Ty < --- de paramétre X > 0 est un P.P.P. sur Rt d’intensité Am_ .
Et les notations se transposent ainsi : Ny = N[Oﬂ, Ny — Ny = N}s’t].

Il suffit de comparer la proposition 2.2.5 et la proposition 2.3.3.

Un outil souvent utile dans 1’étude des processus ponctuels de Poisson est la
fonctionnelle de Laplace.

Définition 2.3.7 Soit {X,,n € K} un processus ponctuel sur (E,E). On appelle
fonctionnelle de Laplace de ce processus Uapplication L qui a une fonction mesurable
positive f : E — R associe

£(f) =E[exp (~ X f(X0)].

nekK
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Théoréme 2.3.8 (i) La fonctionnelle de Laplace du processus ponctuel de Poisson
sur (E,&) d’intensité p est donnée par (pour toute f : E — Rt mesurable)

£ =ep (= [[(1= @) p(an)).

(ii) Réciproqguement, si {X,,n € K} est un processus ponctuel dont la fonction-
nelle de Laplace vérifie

£ =ew (- [[@= @) p(an))

pour toute fonction f : E + R™ mesurable prenant un nombre fini de valeurs, alors
{X,,n € K} est un P.P.P. sur (E,&) d’intensité p.

Preuve: On commence par (i) dans le cas ou f ne prend qu'un nombre fini de
valeurs (distinctes) aq, -+, . Si A; = {f =i} ona f = Zle a;14,. De plus, les
A; sont deux a deux disjoints. Les v.a. Na;, = >, cx 1{x,ea,} sont indépendantes
et de loi de Poisson de parametre p(A;). En se rappelant que si N ~ P()\), alors
Elexp(—aN)] = exp(—=A(1 — e~ %)), on trouve donc

) k
L(f) = E|exp ( -y Zail{xnem}ﬂ

neK i=1

= E:exp ( - Zk: Z O‘il{XnEAi}ﬂ

i=1nekK
_ k
= E_exp ( — ZaiNAi)}
i=1

k
= Jerana-e
=1

k
= exp (= p(A)(1-e))

= exp (— /E(l — e @) ,u(dac)) .

On montre maintenant (ii) : On considere Ay, ..., Ay € € deux a deux disjoints, et
on veut montrer que les v.a. Ny, ,---, N4, sont indépendantes, de lois de Poisson de
parametres (A1), - - -, u(Ag). Pour cela, il suffit de vérifier que pour tout oy, - - -, g >
0, on a

k k
E[exp(— Z Oéz‘NA,-)} = Hexp ( — u(A;)(1 - e_ai)).
1

1
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C’est précisément ce que dit ’hypotheése appliquée a f = Zle a;ly,, qui donne

[exp Z%NA } = {GXP ZO‘@ Z 1{Xn€A}} {exp Z Fx }

= L(f) = exp (—/E(l—e_f(‘” ) Hexp( A1 —e” al))

On termine maintenant (i) : soit donc f mesurable positive quelconque, et f
une suite de fonctions mesurables positives ne prenant qu’un nombre fini de valeurs
croissant vers f (toutes les fonctions vont de E dans R). Nous savons déja que pour
tout k,

£ =E[exp (= X A)] =exp (= (1= ) ta)).

nekK

Il est tres facile de conclure en faisant tendre & vers l'infini, par convergences monotone
et dominée.

Le théoreme suivant est tres important.

Théoréme 2.3.9 Soit {X,,,n € K} un P.P.P. sur E, d’intensité u et {Y,,n >
1} une suite de v.a. i.i.d. a valeurs dans un espace mesurable (F,F), de loi v,
indépendante de {X,,n > 1}. Alors {(X,,Y,),n € K} est un P.P.P. sur E X F
d’intensité p ® v.

Le résultat suivant est un corollaire immédiat (choisir E = R et u = Amy.).

Théoréme 2.3.10 (Processus de Poisson marqué) Soient 0 < 71 < Th <

les points d’un processus de Poisson sur RT de paramétre X et soit Y1,Ys, - - - une suite
de variables aléatoires a valeurs dans un ensemble F', i.i.d. de loi v, et indépendante
de {Ty,,n > 1}. Alors, {(T,,Y,),n > 1} forme un P.P.P. sur RT x F d’intensité
Amy Q@u.

Preuve du théoréeme 2.3.9. Calculons la fonctionnelle de Laplace du processus
{(Xn,Y,),n € K}. Soit f: ExF — R une fonction mesurable positive. En utilisant
I'indépendance des processus {X,,,n € K} et {Y,,,n > 1}, on trouve

L(f) = Blep (= f(Xn,Yn))]
nekK
- E E[exp(— 3 f(Xn,Yn))‘Xk,k € KD

(
- E( I1 E[exp Xn,Yn))]Xk,k:eKD
(

ne
9(X)),

=

= E

3
=

S
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g(z) = BleF@N)] = /F exp(— f(x,9)) v(dy).

Remarquons alors que, puisque {X,,,n € K} est un P.P.P. d’intensité p,

B( I (%) = B(exp (= 3 [ng(¥,)) = e (- [

| (1= ) (),
nekK nek

soit encore
£() = exp (= [ (1= g(a)) ula))

En remplagant g par sa définition, on obtient donc que
£(f) = ep(= [ (1= [ eTeuiay) udn)
E F
= op (= [ (0= ) (e v)(da.dy))
ExXF

comme désiré.

Exemple. Un pécheur attrape des poissons suivant un processus de Poisson 0 < T} <
T, < --- de parametre A > 0. L’unité de temps est ’heure (il péche donc en moyenne
A poissons par heure). Notons Y; la masse du i-eme poisson attrapé. On suppose
que les Y; sont i.i.d. de loi v (sur R") et indépendants du processus de Poisson. On
appelle X, la masse totale de poissons péchés durant [0, ¢].

Alors {(T},,Yy),n > 1} est un P.P.P. sur RT x R* d’intensité Am ® v.

De plus, Xy = 37,51 Yol <y = Yzt f(Tn: Ya), ot f(s,y) = ylis<yy. On peut
donc calculer, pour tout a > 0,

Ele %] = exp (_/Ooo /Ooo(l—e_af(s’y)))\dsl/(dy)> = exp (‘At /Ooo(l_eay)’/(dy)>~

Un petit calcul montre enfin que

d . . o
BLX] =~ Ble ™l = At [ yu(dy)

C’est logique : durant [0, ], on attrape en moyenne At poissons, et la masse moyenne
des poissons vaut [;° yv(dy).

Etudions ce qu’on appelle parfois les processus de Poisson effacés.
Corollaire 2.3.11 Soient Ty < Tp < ---, les points d’un processus de Poisson sur

R™ d’intensité . Soit (Yy,)n>1 une famille i.i.d. de v.a. de Bernoulli de paramétre p
(indépendante du processus de Poisson). Alors

Ny =3 (1-Yo)lr<y et Nj =3 Yalin<y

n>1 n>1

sont les processus de comptage de 2 processus de Poisson indépendants de paramétres
A1 —p) et Ap.
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Preuve: On sait que {(7,,Y,),n > 1} est un P.P.P. sur R™ x {0,1} d’intensité
& =Amy ® ((1—p)dp + pd1). Soit N sa fonction de comptage. On a alors, pour tout
0<s<t(noter que 1 =Y, =1py, gy et Yy, =1y, —1y)

NY — N% = N(]s,t] x {0}) et N} —N!=N(s,t] x {1}).

L’indépendance de NV et N'! s’ensuit facilement : pour tout 0 < s <tet 0 < u < v,
les ensembles |s,t] x {0} et Ju,v] x {1} sont disjoints. Pour montrer que N! (par
exemple) est un processus de Poisson de parametre Ap, il suffit de montrer que pour
tout 0 =t < t1 < -+ < tg, les v.a. Ntli — Ntli_l,z' = 1,...,k sont indépendantes
de de lois de Poisson de parametre Ap(t; — t;—1). L’indépendance découle du fait
que les ensembles ]t;_1,t;] x {1} sont deux a deux disjoints. De plus, on sait que
NL =N = N(Jti—1,t;] x {1}) suit une loi de Poisson de parameétre £(]t;—1,t;] x {1}),
qui vaut bien Ap(t; — t;i—1).

Exemple. Un pécheur attrape des poissons suivant un processus de Poisson 0 <
Ty < Ty < --- de parametre A > 0. Chaque poisson est rouge avec probabilité p et
gris avec probabilité 1 — p. Si N (resp. NF) est le nombre de poissons gris (resp.
rouges) péchés durant [0, t], les processus N G et N sont deux processus de Poisson
indépendants, de parametres A(1 — p) et Ap.

Exercice. Un poisson pond N oeufs, o N suit une loi de Poisson de parametre A.
Chaque oeuf éclot avec probabilité p €]0, 1], indépendemment. Soit X le nombre de
bébés poissons. Montrer que X suit la loi de Poisson de parametre Ap. C’est bien siir
tres lié au corollaire précédent.

2.4 La file d’attente M /G /oo

Des clients arrivent aux instants 0 < 77 < Ty < --- formant un processus de Poisson
de parametre A. Le temps de service du client n est une variable aléatoire Y, de loi
n (sur RT). On suppose que la famille (Y,,),>1 est i.i.d. et indépendante de (T},)p>1.
On considere le cas ou il n’a pas d’attente: tout client est immédiatement servi. Ceci
revient a supposer qu’il y a une infinité de serveurs.

On emploie la notation M /G /oo pour cette situation: le M indique que les arrivées
sont poissoniennes (M est pour Markov, nous verrons plus tard pourquoi). Le G
indique que la loi des services est arbitraire (G pour Général). Enfin oo indique qu’il
y a une infinité de serveurs.

Théoreme 2.4.1 Le nombre X, de clients présents dans le systéme a l’instant t suit
oo

une loi de Poisson de paramétre /\/ (y At)n(dy).
0

Preuve: On introduit le processus {(7,,Y;,),n > 1}. C’est un processus ponctuel de
Poisson sur R™ x RT d’intensité Am_ ®n, ot m, est la mesure de Lebesgue sur R™.



24 CHAPITRE 2. PROCESSUS DE POISSON

Remarquons ensuite que

+0o0 +oo
Xy = Z U <t<Ttvn} = Z Lo, viyenys
n=1 n=1

ou I; = {(s,9);0 < s <t < s+ y}. Autrement dit, en notant N la fonction de
comptage du P.P.P., on a X; = Ny,. Par définition d’un processus ponctuel de Poisson,
X a une loi de Poisson de parametre (Am4 ® n)(1I;). Or

um+®m@>::AAmAW1Mawmmww
= )\/OOO (/OOO Locs<t<sty dS)U(dy)

- AAW(Aiwmdﬂnwm
= /\/Ooo(y/\t)n(dy),

cart — (t —y) VO =y At, séparer les cas y < t et y > t.

On déduit facilement de ce théoreme que :

(i) si le temps de service moyen [;° yn(dy) est fini, alors X; converge en loi, quand
t — o0, vers la loi de Poisson de parametre A [;° yn(dy). Le systéme est donc stable
(n’explose pas).

(ii) si le temps de service moyen [;° yn(dy) est infini, alors X; tend vers l'infini
(en probabilité) quand ¢ — oc.



Chapitre 3

Processus régénératifs

On trouve dans la littérature de nombreuses définitions des processus régénératifs.
Nous avons choisi celle qui est la plus adaptée aux théoremes ergodiques. Dans la
suite T désigne soit I’ensemble N des entiers soit ’ensemble R™. Nous supposerons
toujours que les processus { Xy, t € R} & valeurs dans un espace topologique E, sont
continus a droite.

Définition 3.1.1 On dit qu’un processus (Xi)ieT, est régénératif si il eriste une
suite croissante {T,,n € N} de variables aléatoires a valeurs dans T telle que, pour
toute fonction mesurable f : E — R™, les variables aléatoires

Tn+1 Tn+1*1
Zn :/ f(Xs)ds si T=R", Zn= )Y [f(X}) siT=N,

k=1n

sont i.1.d.

Tres souvent 19 = 0, mais ce n’est pas une nécéssité. En prenant pour f la fonction
identiquement égale & 1, on voit que les variables aléatoires {7,+1 — 7,,n € N},
sont positives, indépendantes et de méme loi. On voit donc que 7, est une marche
aléatoire sur R a valeurs positives. On appelle parfois un tel processus un processus
de renouvellement.

Exemple. Considérons une file d’attente ou les délais d’arrivée X7, Xo,... entre les
clients sont i.i.d. (de loi commune p sur RT). Autrement dit, les temps d’arrivée des
clients sont T7 = X1, 1o = X1+ Xs, T3 = X1+ X9+ X3, etc. Soit Ny = ZnZl 1{Tn§t} le
nombre de clients arrivés avant I'instant ¢ > 0. Alors les processus X; = t—T, (temps
écoulé, a l'instant t, depuis la derniere arrivée) et Y; = Tn,4+1 — t (temps résiduel
d’attente, a Uinstant ¢, avant la prochaine arrivée), sont des processus régénératifs,
et on peut choisir 7, = T,,.

En effet, considérons f mesurable positive sur R, alors les v.a.

Z, = /j"“ F(X,)ds = /Tn+1 (s —Tp)ds — /OT”H_T" Flu)du = /OX"“ Flu)du

n

25
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sont bien entendu i.i.d., donc (Xi)¢>0 est régénératif. On a utilisé le changement de
variables u = s — T,,.

De méme, les v.a.

Zo= | T Fds = [ U (T — s)ds = / P ) du = / T )

n

sont bien entendu i.i.d., donc (Y:):>0 est régénératif. On a utilisé le changement de
variables u = T),11 — s.

Nous utiliserons la version suivante de la loi des grands nombres.
Théoréeme 3.1.2 Soit (Y)r>1 des v.a. i.i.d. a valeurs positives. Presque siurement,

Yi+Yo+.--4+Y,
lim

n—-+oo n

Preuve: Lorsque E(Y]) < 400, c’est la loi des grands nombres classique. Si E(Y7) =
+00, on remarque que pour tout a > 0, puisque min(Y7, a) est d’espérance finie, p.s.,
> lim

lim inf i Vi > > k=1 min(Yy, a)

n—-+oo n n——+oo n

= E(min(Y1,a))
Ceci étant vrai pour tout a, par application du théoreme de convergence monotone,
> lim E(min(Y,a)) =00 p.s.

lim inf 7213:1 Y >

n—-+oo n a—-+o0

Théoréme 3.1.3 Théoréme ergodique des processus régénératifs, T = R™.
Considérons un processus régénératif (X;);er+ @ valeurs dans E. Pour toutes fonc-
tions mesurables f,g: E — R™, presque siirement,

lim o f(Xs) ds _ ElJ7 f(X,) ds]
t——+o0 f() g( s) ds E[f;;)l g(Xs) ds]’

510 < E[[ g(X;) ds] < +oo. En particulier, si 0 < E[r1 — 7] < 400,

lim 1/0tf(XS) ds = Bl/y, f(X,) ds] / f(z

t——+o0 t E[ 1 —_ ’7'0

ot 7 est la probabilité sur E définie par (pour A € £)

m(A) = m / Lix,ca) ds}

Preuve:

Etape 1. Posons Ny = 325 17, <4y~ Alors N; tend p.s. vers I'infini quand ¢ — oo
(car Ny est croissant et car N, = k). De plus, pour tout ¢ > 79, par définition de V¢,

N, << TN 41-
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On a donc, puisque f est a valeurs positives,

/OTNt F(X, ds</ FX ds</TNt+1 F(X,) ds.

Etape 2. On écrit

N¢—1

]\1G/OTNtf S Nt/ f d5+7 Z /Tk+1

Par hypothese, les v.a. Z = [7* f(Xs)ds sont i.i.d. (et positives), donc par la LGN,
%EZ:& Z), converge p.s. vers E(Z1) = E[[[! f(X;) ds]. Quand ¢t — 400, puisque
Ny — 400 p.s., on en déduit que Ni Zgiﬁl Zj, converge p.s. vers la méme limite
E[[]} f(X;) ds]. Comme enfin - OTO f(Xs) ds tend vers 0 p.s. (puisque Ny — o),
on conclut que p.s.,

im — [ F(X,) ds = E[/ﬁ FX

Etape 3. On montre de méme (utiliser aussi que (N; + 1)/N; — 1) que p.s.,
quand t — oo

1 TNt N, 1 1 TNy T
lim f/N“ F(X,) ds = lim - /N+1 F(X5) ds:E[/lf(X
0 0 T0

t—o0 Nt Nt +1

Etape 4. Les étapes 1,2,3 montrent que pour f positive, on a p.s.

) 1 t T1
ggNioﬂ&Mwéﬂl;ﬂXQ%

Supposons maintenant qu’on a 2 fonctions positives f, g et que 0 < E[fTTOl 9(Xs) ds] <
00. On écrit alors

i Ao fXo)ds N o f(X)ds Bl J(X,) ds

=00 [ig(Xs)ds  too Nyt [ig(Xo)ds B[ g(X,) d]

Finalement, si on peut appliquer ce résultat avec g = 1, i.e. si 0 < E[r; — 19] < o0,
alors on trouve que pour toute f mesurable positive,
1 st E[[™ f(X,) ds
lim — [ f(X,)ds = Un, F(X) ].
0

t—oo t

E[r — 7]

Le membre de droite n’est autre que [ fdm.

Exemple : processus de renouvellement alterné. Modélisons le comportement d’une
machine qui est successivement en état de marche et en panne comme suit. La machine
tombe en panne, apres la n-ieéme réparation, au bout d’un temps X,, 1. Se fait réparer,
apres la n-ieme panne, pendant une durée Y,,. Autrement dit, la machine marche du
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temps Top = 0 au temps 77 = X, elle est en réparation du temps 717 au temps
T5 = X1 4 Y1, puis elle marche du temps T» au temps 73 = T, + X9, puis elle est en
réparation du temps 73 au temps Ty = T35 + Y5, etc.

Soit A; = 1 si la machine marche & 'instant ¢, A; = 0 sinon. On suppose que les
v.a. X; sont i.i.d. (positives), indépendantes des Y; (positives) aussi i.i.d. On suppose
aussi que 0 < E[X;] < 0o et que 0 < E[Y]] < o0.

Le processus (A¢)i>0 est régénératif et on peut prendre 7, = Ty, : en effet, pour
f mesurable positive, les v.a.

Ton+2
Z, — / F(Ay)ds
T2n
Ton+Xnt1 Ton+Xn+1+Yn+1
— / F(1)ds + £(0)ds
Ton Ton+Xnt1

= f()Xns1+ f(0)Ynt1

sont bien stur i.i.d. Donc on déduit du théoreme que p.s.,

oy A _ BURG Asds] B[y Ads] __ E[X)]
t—oo t E[r — 70] B E[T%] = BX, + V1]’

Autrement dit, la proportion du temps (sur un intervalle de temps infini) pendant
laquelle la machine marche vaut E[X;]/E[X; + Y1], ce qui est intuitivement clair.

On montre de la méme fagon:

Théoréme 3.1.4 Théoréme ergodique des processus régénératifs, 7' = N.
Considérons un processus régénératif (X,)nen @ valeurs dans E. Pour toutes fonc-
tions mesurables f,qg: E — R™, presque sirement,

fn Sheof(Xk) _ BIZLS, £(XG)
notoo S0 g(Xy)  E[NTL g(Xy)]]

kTo

si0 < E[Y7 1} g(X)] < +00. Lorsque 0 < E[r; — 7] < 400,

k=79

T — 1
lim Zf Xk [Zk‘ 7’0 / f

n—+oo n E[r — 7]

ot 7 est la probabilité sur E définie par (pour A € £)

T1—1

m(A) = { > 1{Xk€A}}

E[Tl — 79] —



Chapitre 4

Chaines de Markov

Ce chapitre est une introduction générale aux chaines de Markov. Dans tout le
chapitre, E est un ensemble fini ou dénombrable.

4.1 Matrices de transition

Définition 4.1.1 On appelle matrice (ou noyau, ou probabilité) de transition sur E,
une famille {P(i,7),i,j € E} de réels telle que

i) P(i,j) >0, pour tout i,j € E.

i) Pour touti € E, }>;cp P(i,j) = 1.

Quelques propriétés/notations. Si P, @ sont deux matrices de transitions sur E, si
f est une fonction de E dans R (on considere alors f = (f(¢))iep comme un vecteur
colonne) et si p est une probabilité sur E (on considere alors u = (u(7));ep comme
un vecteur ligne),

e P(Q est la matrice de transition définie par PQ(i,j) = > 1cp P(i,k)Q(k,j)
(vérifier que c’est une matrice de transition).

e P" est la matrice de transition définie par P°(i, j) = 1g—jy et prtl = prp,
e Pf est la fonction de E' dans R définie par Pf(i) =3 cp P(i,5) f(j)-

e /1P est la probabilité sur E définie par puP(j) = > ;cp (i) P(4,j) (vérifier que
c’est une probabilité).

o /1f est le nombre > ;- p (i) f(7). Clest E[f(X)], si X est une v.a. & valeurs dans
E de loi p.

Bref, tous les produits matriciels usuels sont utilisables dans ce contexte, en iden-
tifiant les fonctions & des vecteurs colonnes et les mesures a des vecteurs lignes.

Vérifier que u(Pf) = (uP)f.

29
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4.2 Chaine de Markov

\

Définition 4.2.1 Soit P une matrice de transition sur E. Un processus (X,)neN @
valeurs dans E est une chaitne de Markov de transition P si pour tout n > 0, tous
19, - -,in € E, tout j € F,

P(Xyt1 = j|Xo =i0, X1 = i1, -+, X = in) = P(in, J).
La loi de Xg s’appelle la loi initiale de la chaine.

Exercice. On a alors P(X,, 11 = j|X,, = 1) = P(4,j) pour tout n > 0, tout ¢,j € E.
Une chaine de Markov vérifie donc deux propriétés importantes :

(i) Xp+1 ne dépend de tout le passé jusqu’a I'instant n qu’a travers la valeur de
X,, (propriété de Markov),

(ii) la loi de X, +1 sachant X,, ne dépend pas du temps n (homogénéité).

Pour montrer qu'un processus est une chaine de Markov, on utilise tres souvent
le lemme (tres facile) suivant.

Lemme 4.2.2 Soit E un ensemble dénombrable, (ep)n>1 une suite de v.a. i.i.d. @

valeurs dans un ensemble F. Soit ¢ : E x F' — E une application mesurable. Pour
tout Xo indépendant de (en)n>1, la suite défine par récurrence par

Xn—l—l = Qb(Xna 5n+1)

est une chaine de Markov a valeurs dans E de transition P(i,7) = P(¢(i,e1) = j).

Preuve: Ceci résulte du fait que

P(Xy41 = j|Xo = io, -+, Xn = in) P(¢p(Xn,ent1) = jlXo =10, -+, Xn = in)
= P(¢(Z €n+1) - ]|X0 — ZO> 7XTL = ln)
= P(¢(Z 5n+1) ])
= P(d(in, e1) = j) = P(in, j)-
On a utilisé que €,11 est indépendant de Xy, ---, X,, puis que €,41 a la méme loi
que €1.

Remarque. Soit P une matrice de transition sur F et v une loi sur E. On peut
construire une chaine de Markov de transition P et de loi initiale v ainsi (on suppose
E = {i1,...,iny} fini pour simplifier) : on consideére Xy de loi v, indépendant d’une
famille (Up)n>1 i.i.d. de v.a. uniformes sur [0,1], et on construit X,, par récurrence
en posant X,,+1 = ¢(Xp, Upt1), ot ¢ : E x [0,1] — E est définie par :

N

B(i,u) = i1l ueo, (i)} T+ Z UL {we]P(iir) 4o A P(isig_1),Pliyi1) ..+ P(isi)]}
k=2
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C’est une chaine par le lemme, et on vérifie aisément que P(¢(i,U1) = j) = P(i, 7).

Exemples. (i) Rappelons qu’une marche aléatoire de pas de loi p & valeurs dans Z¢
est définie par Xo =0 et, pourn > 1, X, = Y1 +---+Y,, ot les Y}, sont i.i.d. de loi u.
En appliquant le lemme avec E = F = Z%, avec ¢, = Yy, et avec ¢(x,y) =z +y (on
a bien X,41 = X, + Y11 = ¢(Xp, Yny1)), on trouve que (X,,),>0 est une chaine de
Markov & valeurs dans Z? de transition P(i,7) = P(¢(i, Y1) = j) = p({j —i}) (c’est
logique : pour passer de i a j, il faut sauter de j — 7).

(i) Considérons une famille de v.a. i.i.d. (Y, )n>1 de loi (6_1+01)/2 et posons Xy =
0 puis X, =Y; +--- 4+ Y, pour n > 1. Alors (X,,),>0 est la marche aléatoire simple
symétrique sur Z, c’est donc une chaine de Markov. Par contre, S, = supy—¢ __, Xk
n’est pas une chaine de Markov : on peut se convaincre, par exemple, que

P(S;=2(So=0,81=1,8=1,8=1)#P(S;=2/So=0,5 =0,5 =0,5; =1)

(la probabilité de gauche vaut 1/4, celle de droite 1/2).
Remarque. Attention, il est faux en général, pour (X,)n>0 une chaine de Markov,
que P(XQ € AQ’XO € Ap, X; € Al) = P(Xz S A2|X1 € Al) En effet, si £ =
{1,2,3,4,5,6}, si P(1,2) = P(2,3) = P(3,3) =1 et P(4,5) = P(5,6) = P(6,6) =1,
et sion a Ag = {1}, Al = {2,5} et Ag = {3}, alors P(X2 S AQ’XO € Ay, Xq € Al) =
1. Mais avec Ajy = {4}, A1 = {2,5} et A3 = {3}, P(X2 € As|Xy € A}, X1 € A1) = 0.
Notation importante On considerera souvent plusieurs lois initiales pour la méme
matrice de transition. Il nous faudra donc souvent préciser avec quelle loi initiale on
travaille. On notera en indice cette loi initiale dans les espérances et les probabilités,
E,, P,. Par exemple, si on travaille avec une chaine de Markov (X}, ),>0 de transition
P, on note E,(Xj) (resp. P, (Xi € A)) l'espérance de X}, (resp. la probabilité que
Xk € A) si (Xp)n>0 est la chaine de transition P et de loi initiale v.

Dans le cas ou v = §, pour un « € E (i.e. quand Xy = x p.s.), on simplifie la
notation et on écrit P,, E, pour Ps_,Es, .

Lemme 4.2.3 Soit (X,)nen une chaine de transition P. Pour toute probabilité v
sur B,

P,(Xo =m0, X1 =21, -+, Xpn = xp) = v(xg)P(xo,21) - - P(Tp—1, T1).
En particulier (avec v = 0,),
P,( X1 =z, -, Xy, =z,) = Plz,z1) - P(Tp—1,2p).

Preuve: Par récurrence sur n : si n = 0, c’est évident, puisque P, (Xo = z¢) = v(z0)
par définition de P,. Si la formule est vraie avec n, alors on écrit
PZ/(XO = X0, Xl =T, 7XTL - xTL?XnJrl - xn+1)
= P,(Xo =120, X1 =21, , Xp = 7p)
XPV(XnJrl = $n+1|X0 = :EOaXl =T, aXn = xn)

= v(xo)P(zo, 1)  P(xp-1,2n) X P(xn,Tpni1).
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Corollaire 4.2.4 La loi d’une chaine de Markov est entierement caractérisée par sa
matrice de transition et sa loi initiale.

Proposition 4.2.5 Soit (X,,)nen une chaine de Markov de transition P et n > 0
fizé.

(i) La loi de X, (si Xo ~v) estvP", i.e. P,(X,, = y) = vP"(y) pour tout y € E.
En particulier, P,(X, =y) = P"(x,y).

(i) Pour f : E — R™, on a E,(f(X,,)) = vP"f. En particulier, E,(f(X,)) =

On peut donc dire que P™(z,y) est la probabilité que la chaine passe de x & y en
n coups.

Preuve: (ii) découle de (i). Pour (i), fixons y € E, et écrivons

PV<Xn:y) = Z PV(X0:x07X1 :-le---’Xn—l :xn—laXn:y)

Z0, " Tn—1€E

= Z v(zg,z1)P(x1,22) - P(p—2,Tn—1)P(xn_1,y).

zo, 5 Tn—1€EE

En utilisant les produits matriciels, ceci donne vP"(y) (rappelons que v est un vecteur
ligne et P une matrice, donc vP™ un vecteur ligne). Avec le choix particulier v = ¢,
on trouve

P.(Xn =y) =6.P"(y) = Z 6z(2)P"(2,y) = P"(z,y).
z€E

4.3 Propriété de Markov

Soit (Xp)n>0 une chaine de Markov sur E. On note F,, la tribu engendrée par
(X07X17 e 7Xn>

Théoréme 4.3.1 (Propriété de Markov simple) Pour toute fonction mesurable
f : EN — R, par exemple bornée ou positive, pour toute probabilité v, presque
strement,

Ceci signifie que pour tout xg,z1, -+, x, € E, on a

E,[f(Xn, Xnt1,-)|Xo =20, -, Xp = ) = Eg, [f(Xo, X1, )]

Preuve: 1l suffit de vérifier ce résultat lorsque f est une fonction indicatrice f =14
ou A est de la forme

A={ap} x{a1} x--x{ag} x EXE x---.
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On a alors f(Xpn, Xn+1, ") = LixX,—a0,Xns1=a1,Xpra—aq}- L'Objectif est donc de
montrer que pour tout ag,---,aq, o, -, Tn € E,ona l =J, ou

I=P,(X, =a0, Xnt1 =01, , Xnta = ag| Xo =20, X1 =21, -, Xy = )

et
J =Py, (Xo=a0,X1=a1, -, Xqg = aq).

Si ag # xn, c’est évident, puisque I = 0 = J. Si maintenant ag = x,,, on a d’une part
J = P(ag,a1) - P(ag-1,aq)
et d’autre part

PV(XO = xo,Xl =T1," " ,Xn = :r:n,Xn+1 = Ql,- " 7Xn+d = ad)
PV(XO =x0, X1 =21, -, Xp = xn)
v(zo)P(xo,x1) -+ P(xp_1,2n)P(xn,a1) - Plag_1,aq)
v(zo)P(xo,x1) -+ P(xpn_1,2n)
= P(zp,a1) - Plag-1,aq).

Comme x,, = ag, on a bien I = J.

Rappelons qu'un temps d’arrét du processus (X,)p>0 est une v.a. a valeurs
dans N U {oo} telle que pour tout n € N, I'événement {T' = n} est dans F,, =
o(Xo, -+, Xy). La tribu Fr est formée des événements A € Fo, tels que pour tout
n € N, AN{T = n} € F,. En particulier T, 1;7..} X7 et Xrn, sont des variables
aléatoires Fp-mesurables.

Lemme 4.3.2 Soit T un temps d’arrét. Pour toute variable aléatoire Z bornée (ou
positive), pour tout n > 0,

Preuve: Déja, {T = n} € Fr. En effet, il faut vérifier que pour tout & > 0, on a
{T =n}n{T =k} € Fj. Cest vraisi k # n (car alors {T =n}N{T =k} =0 € F)
et si k =mn (car alors {T'=n} N{T =k} = {T = k} € Fj, puisque T est un temps
d’arrét).

Du coup, 1yp—n}E(Z|Fr) = E(1{r—n} Z|Fr). 1l faut donc montrer que
E(Lyr—n} Z|F1) = 1= E(Z| Fp),
ce qui signifie que (i) 1yp—,}E(Z|F,) est Fr-mesurable et (ii) pour tout A € Fr,
E[lAl{T:n}Z] = E[lAl{T:n}E(Z‘]:n)].

Pour (i), il faut vérifier que pour tout B € B(R), {17—n)E(Z|F,) € B} € Fr,
soit encore que pour tout k > 0, {1i7—E(Z|F,) € B}N{T = k} € Fj : c’est juste si
k = n, puisque {T' = n} € F, et puisque E(Z|F,) est F,,-mesurable ; c’est aussi juste
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si k # n, puisqu’alors {1yp—,\E(Z|F,) € B} N {T =k} = {0 € B} n{T =k} € Fy
(noter que {0 € B} vaut soit @) soit Q).

Pour montrer (ii), on utilise que 141{7_,) est F,, mesurable (car AT = n} € F,
car A € Fr par hypothese), d’ou

E[1alyr— E(Z|F)] = BE[14l{p—p) Z| Fu]] = E[1al{p—p) Z].
On déduit Markov forte des deux résultats précédents.

Théoréme 4.3.3 (Propriété de Markov forte) Soit T un temps d’arrét de la
chaine de Markov (X,)n>0. Pour toute fonction mesurable f : EN — R bornée
ou positive, pour toute probabilité v sur E, p.s.

Lir<oo} Eu[f (X, X1, )| Fr] = Lircoo} Ex, [f(Xo, X1, -+ ).
Preuve: Par le lemme, on a, pour tout n > 0,

Lir—nyEu[f (X1, Xrg1, - )| Fr] = Vg Eo[f (X7, X, -+ )| ]
= 1{T=n}EV[f(Xna X1, ')‘Jrn]
= Lr—n)Ex, [f(Xo, X1, )]
= Lir—nyEx; [f(Xo, X1, )]
On a utilisé Markov simple a ’avant-derniere ligne. En sommant sur n et en utilisant
que >_,,>0 Lir—n} = 1{7<o0}, ON trouve

Vrcoo) Bl f (X, X1ty )| Fr] = Lircooy Exr [f (Xo, X1, )]
Notons la conséquence suivante de la propriété de Markov forte.

Corollaire 4.3.4 Soit T un temps d’arrét de la chaine de Markov (Xy)n>0, fini
presque sturement et tel que X7 = x p.s. (pour un certain x € E). Alors, (X14n)n>0
est une chaine de Markov de transition P (la méme que celle de (Xy)n>0), de loi
initiale 0, qui est de plus indépendante de Fr.

Preuve: Il suffit de montrer que, pour tout A € Fr et tous x1,---,zr € E, on a
I=J,ou
I =P, (A, X7 =2,Xr11 =1, , X7yp = Tp)

et
J = P,/(A)P(:C,xl) cee P(.’L‘kfl, a;k)

Mais, comme A € Frp,

I = El/[1AE[1{XT:CIZ7XT+1:CC17"',XT+k:$k}“FT]]
= EV[]‘AEXT[1{X0:737X1:$17"'7Xk:1'k}]]
par Markov forte. Puis, comme Xp = z,
I = El/[lAEa?[1{X0=I,X1=1‘1f'nXk:Ik}H
= E,[14P(z,21) - P(wp_1, 21)],

qui n’est autre que J.
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4.4 Propriétés de récurrence

Nous allons étudier le comportement des trajectoires d’une chaine de Markov X,
lorsque n — 400. On va distinguer deux types de comportement suivant que la
chaine “tend vers I'infini” ou non. Introduisons les notations suivantes : pour ¢ € F,

7; = inf{k > 0; X}, = i}.

(0)

Puis 7,77 = 0 et, pour tout entier £ > 0,
Ti(€+1) = inf{k > Tz-(e);Xk =i}
On voit que Ti(l) = 7; est le temps d’atteinte de I’état i (en excluant si nécessaire le

(6)

temps n = 0), puis 7, est 'instant de /-ieme passage en i (en excluant si nécessaire
le temps n = 0). Ce sont des temps d’arrét. Pour tout ¢, j € E, on introduit

400 400 +oo
Gli.j) =3 P(i.) = 3 Billp,—) = B[ 3 Lix,—py .
n=0 n=0

n=0

C’est 'espérance du nombre de passages par j en partant de q.
Définition 4.4.1 Un état i est récurrent si P;(1; < +00) = 1.

Théoreme 4.4.2 Les assertions suivantes sont équivalentes:
1. i est récurrent.
2. Z:{i% 1{Xn=Z} - +OO; Pi'p's'

3. G(i,i) = 4o0.

On a donc, pour un état ¢ donné, ’équivalence : 1. partant de ¢, on est str de
revenir en ¢ ; 2. partant de ¢, on est sir de revenir une infinité de fois en ¢ ; 3. le
nombre moyen de passages en i, partant de i, est infini.

L’équivalence entre 1 est 2 est claire intuitivement, et bien stir 2 implique 3. Par
contre, il est assez surprenant que le nombre de passages par i soit infini p.s. dés que
son espérance est infinie (c’est ce que dit 3 implique 2).

Preuve:

Etape 1. Soit N = Z;ﬁ% 1(x,=i) le nombre de passages par i. On va montrer ici
que pour tout n > 0, P;(N > n) = a", ou a = P;i(1; < +00).

C’est clair si n = 0 (car comme on part de i, on a N > 1 P;-p.s.). Il suffit donc
de montrer que pour tout n > 0, P;(N >n+1) = aP;(N > n).
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On écrit donce

P(N>n+1) = Pi(r"" < )
= Ei[Pi(r"V < ool F. )]
_ , (n+1) (n)
= Ez[ (" <ooy B (7; < 00|f7i<n>)}- (%)
La derniere égalité vient du fait que T(n+ ) < 00 ssi Ti(n) < oo et Ti(n+1) — Ti(n) < 00

(n)

et du fait que 7; " est ]:T(n)—mesurable.

Par Markov forte, (X} = X +k)k20 est une chaine de Markov de méme tran-

sition que (Xj)g>0, qui part de i et qui est indépendante de }"T_(n). Donc, comme

7y = inf{k >1: X} =i} est égal & Ti(nH) — Ti(n), on conclut que

(n+1) (") _ .
1{ (n)< }P (Tz T < OO’fTi(n)) = 1{Ti(n>< P,(TZ < OO) (**)

oo}

Ainsi, en revenant a (x),
Pi(N >n+1) = Pi(r; < 00)Pi ("™ < 00) = aP;(N > n).

Voici une prewve plus formelle de () : considérons Uapplication ® : EN
N U {oo} définie par

O((zg)k>0) =inf{k > 1 : z =i},

et U : EN — {0,1} par U((xx)k>0) = L4d((ap)ps0) <00} On observe alors que

£>0)

= O(Xphkso) et Y = = @((X ), Jks0)

7

donc

T

1ircoo) = V((Xp)kz0) et Lo ooy = \I’((XTi(n>+k)kzo)-
Ainsi,
((n+1) _ _(n) _
1{Ti(n)<oo}Pz(Ti T < 00‘%@)) = Lo oy Ei [W((Xnm)%)kzo)‘fnw)}
Lo oy B | U(Xi)rz0)]

(n)

par Markov forte, soit encore, comme XT(n) =1 (quand 7;’ < 00),
7

1{ oy }P (Ti(n+1) . Ti(n) < oo‘_/’-'Ti(n>> = { (M < o0} {1{7 <oo}} = al{ ") ooy

Etape 2. On conclut.
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1 implique 2 : Si i est récurrent, alors & = 1 et donc par ’étape 1, on a
ce qui prouve que N = 00 p.s.

2 implique 3 est évident, puisque G(i,7) = E;(N).

3 implique 1 : Si G(i,1) = E;(N) = oo, alors forcément o = 1, donc ¢ est récurrent
(rappelons que oo = P;(7; < 00)). En effet, si a < 1, alors

E/(N)=) Pi(N>n)=> a" <oo.
n>0 n>0
Théoréme 4.4.3 Soit i un état récurrent (s’il en existe un) de la chaine de Markov
(Xn)n>o0. Alors, sous Pj, la suite des temps (T,L-(n))nzo fait de (Xp)n>0 un processus
régénératif.
Preuve: Il s’agit de montrer que pour tout f : £ — R™T, les variables aléatoires
T.(7L+1)—1
f=r{")

sont indépendantes et de méme loi.

(n)

Fixons n > 0. Comme ¢ est récurrent, on sait que ;

(n)

sur X ) = i. Par le corollaire 4.3.4 (et comme T;

< 0o P;-p.s. et on a bien

< 00 p.s.), on sait que (Xg)r>0
définie par X = X‘r.(n)+k est une chaine de méme transition P et de loi initiale §;,

indépendante de F (»). De plus, on voit facilement que 7 = inf{k > 1 : X = i}

(n+1) __(n)

n’est autre que ; . Ainsi, on peut écrire

1
7'2.("+ )—7'5")—1 Ti—1

Zy = > X(n)+k Zf k)

k=0
et il est clair que Z,, a méme loi que Z; = ZT‘_l f(Xyg).
Enfin, comme Z7, -+, Z,,_1 sont ]-"T_(n)—mesurables, on voit que Z,, est indépendant
de (Zy,++, Zn_1). 1
On déduit donc directement du théoreme 3.1.4:

Corollaire 4.4.4 Soit i un état récurrent (s’il en existe un) de la chaine de Markov
(Xn)n>0. Pour toutes fonctions f,g: E — RT, P;-presque stirement,

lim ZZ of(Xk) _ fEfdmz'
n=too Y p_09(Xk)  [pgdm;

si0 < [pgdm; < oo, ot my; est la mesure sur E définie par

Ti—1

=B Y x| Yi€E
k=0
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4.5 Mesures et probabilités invariantes

Dans la théorie des chaines et des processus de Markov, la notion de probabilité
invariante est sans doute la plus importante. Elle généralise celle d’état d’équilibre
en physique.

Définition 4.5.1 On dit qu’une mesure m sur E est une mesure invariante de la
chaine de Markov de noyau de transition P st mP = m, i.e. si pour tout j € F,

m(j) =>_ m(i)P(i, j).
el

On remarque que si m est une probabilité et si Xg a pour loi m, alors X,, a pour
loi mP" = mP(P" ') = mP" ! = ... = mP = m. Donc la loi de la chaine est

invariante, ¢’est la méme pour tous les temps.

Les mesures introduites au corollaire 4.4.4 vont avoir un role important.

Lemme 4.5.2 Soit i un état récurrent de la chaine de Markov (X,)n>0 (sl en existe
un). Alors, la formule

Ti—1

mi(j) = Ei| Y. lix—p] Vi€E
k=0

définit une mesure invariante.

Preuve: Sous P;, Xg = X, = i, on peut donc écrire (distinguer les cas j = i et
i #i)
Ti—1
mi(j) = Ei [ kz%) l{Xk+1:j}} = ]Z%]El [1{Ti>k}1{Xk+1:j}]'

Comme {7; > k} € Fi, par Markov simple,

mi(j) = Y Ei [1{Ti>k}P¢(Xk+1 = j|-7:k)] => Ei [1{Ti>k}ka (X1 = j)}-
k>0 k>0

Mais Py(X; = j) = P(¢,j), donc

mi() = Y B[l P(Xed)] = 30 P D Bl 1o Lx, =g
k>0 (eE k>0

Mais 3 "~0 Ei[1r s 1ix,—0] = Ei Doy 1{x,=ey] = mi(¢). On a donc bien

mi(j) =Y P(£,5)mq(0).

LeE

Définition 4.5.3 Une chaine de Markov de transition P est dite irréductible si pour
tout i,j € E, il existe n € N tel que P"(i,7) > 0.
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Autrement dit, pour toute paire d’états i, j € F, il est possible d’aller de ¢ a j

Lemme 4.5.4 Sim est une mesure invariante d’une chaine irréductible, alors on a
m(j) > 0 pour tout j € E (ou m(j) =0 pour tout j € E).

Preuve: Supposons donc qu’il existe ¢ tel que m(i) > 0. Soit ensuite j € E. On sait
qu’il existe n tel que P"(i,5) > 0. Du coup,

m(j) = (mP")(j) = >_ m(k)P"(k,j) = m(i)P"(i, j) > 0.
keE
Lemme 4.5.5 Si une chaine de Markov irréductible posséde une probabilité in-
variante 7, toute autre mesure invariante est proportionnelle a w. En particulier, 7
est la seule probabilité invariante.

Remarquons que ’hypothese d’irréductibilité est cruciale : par exemple, supposons
que E = {1,2,3} et que P(1,2) = P(2,1) = P(3,3) = 1 (toutes les autres probabilités
de transition étant nulles). Cette chaine n’est pas irréductible (exercice) et on a
plusieurs probabilités invariantes, par exemple m = (1/2 1/2 0) (notation matricielle)
etm=(001).

(%) t

Preuve: Soit m une mesure invariante et ¢ un état fixé de E. Posons A = m() ©

m’ = Am et montrons que m’ = .

Soit p(k) = min(m/(k), w(k)). Alors p est invariante, car pP(k) < m/P(k) = m/(k)
et uP(k) < nP(k) = w(k), donc pP(k) < (k) (pour tout k € E). Comme de plus
Yker P (k) = Y pcpn(k) (car P est une matrice de transition), on conclut que
uP(k) = p(k) pour tout k € E.

Donc m — p est une mesure (positive), invariante, et on a (7 — u)(i) = 0 (par
définition, m/ (i) = 7 (i) puis (i) = 7(i)) donc, par le lemme (7 — p)(j) = 0 pour tout
j € E. Autrement dit, m = pu.

De méme, m’ — p est une mesure (positive), invariante, et on a (m’ — u)(i) = 0.
Donc, par le lemme (m' — p)(j) = 0 pour tout j € E. Autrement dit, m’ = p.

On a donc bien m' = 7.
Lemme 4.5.6 (Principe du maximum) Pour tousi,j € E, G(i,7) < G(J,7).

Preuve: On suppose i # j et on écrit
o o0
Gi.j) = Bi| Y 1pv=sy) = BilLim<oo) X ixern =)
k=0 k=0

= Ez‘{1{T1<00}Ei<,§)I{Xk+7j:j}‘ij)}.

Mais par Markov forte, sur 'évenement {7; < oo}, on a E;(3°7201ix,  —j|Fr) =
J
Ex, (3520 1{x,—j}), qui n’est autre que G(j,7) puisque X, = j. Ainsi,

G(i, ) = Pi(7; < +00)G(5,])-
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Théoréme 4.5.7 Considérons une chaine de Markov (Xy,)n>0 irréductible. Les con-
ditions sutvantes sont équivalentes.
(i) Il existe un état i € E tel que E;(7;) < 400.

(i1) Pour tout état i € E, E;(1;) < +00.
(i4i) La chaine de Markov posséde une probabilité invariante .

Sous ces conditions la chaine est dite récurrente positive. Sa probabilité invari-
ante w est unique. Pour tout k € E,

k) = Ek}Tk) )
et pout tout i,k € E
1 Ti—1
m(k) = Ei(Ti)Ei[T;) Lxooiy]- (%)

Intuitivement, si 7 est la probabilité invariante d’une chaine, 7(j) représente la
proportion du temps passé en j, i.e. m(j) = lim, 00 % > k=0 l{x,—=j} (on verra cela
plus loin). Donc (%) n’est pas déraisonnable : en gros, quand on est en j, on met un
temps E;[7;] a revenir en j, donc on passe en j “tous les” E;[r;], donc la proportion
du temps passé en j vaut 1/E;[7;].

Preuve: Bien stur, (ii) implique (i). Montrons que (i) implique (iii). Soit i € E tel
que E;(7;) < 4o0. Alors i est récurrent. Soit donc m; la mesure invariante associée
ad, ie mi(k) = B[ X7, 1¢x,—ky], voir le lemme 4.5.2. On a >y pmi(k) = Ei().
Donc

1 Ti—1

ﬂ(k) = Ez(Tz)Ez { 7;) 1{Xn:k}]

est une probabilité invariante.
Montrons que (iii) implique (ii). Soit 7 une probabilité invariante. Pour tout i € E,

Ex| > Lix,—p] = 3 Pa(Xn = i) = Y w(i) = oo

n>0 n>0 n>0

Done 3 ;cp ()G, 1) = Ex 3,50 1{x,=i}] = o0 puis, par le lemme 4.5.6,

0o =Y w(j)G(j,i) < Y w(j)Gli,i) = G(i, ).
JEE jEE
Donc G(i,i) = oo et i est récurrent.

Ti—1

Ca implique, par le lemme 4.5.2, que la mesure m;(k) = E;[>°] "y 1x,—k}] est
invariante, elle est donc proportionnelle a 7, et ainsi, E;(7;) = > pcpmi(k) < oo.

On a montré (xx) dans (i) implique (iii), et (x) n’est autre que (**) quand k = i.
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Théoréme 4.5.8 Thm ergodique des CdM récurrentes positives. Si (X,,)n>0
est une chaine de Markov récurrente positive de probabilité invariante w, pour toute
loi initiale v, et pour toute fonction f : E — R™, P,-presque sirement,

hm—Zf X) /fdﬂ’ (*)
(on a [pfdn =3 ,cp f(i)m(i)) et pour tout i,j € E,

hmfZsz‘] m(j).

n—o00 n
En choisissant f = 1y, on voit qu’on a bien, pour n'importe quelle loi initiale,

m(7) = limy 00 % > k=0 l{x,—j}: c’est la proportion du temps passé en j.

Preuve: On sait déja que pour tout ¢ € E (si ¢ est un état récurrent, ce qui est le
cas), pour tout f,g: E— RT, P;i-p.s.,

lim ZZ of( ):fEfdmz'
netoo S0 9(Xk) [ g dms

ott m;(j) = B[220, 1{Xk_.7}] Donc, avec g = 1, on trouve

j Shoo f(X) |1 [“i s060) = [ san

n—-+o0o n E 7'1

P;-p.s. pour tout ¢ € E (et donc P,-p.s. pour toute loi initiale v).

Avec f = 1{]}, on obtient lim,, 711 220 Lix,—j3 = 7(j) P;-p.s. Donc par convergence
dominée, lim, B[ 30 11y, —j1] = 7(j), soit encore lim,, = 37 P*(i, j) = 7(j).

Ce théoreme donne deux moyens pratiques d’approcher 7 si, comme c’est souvent
le cas, on ne sait pas la calculer explicitement. La premiere facon est la méthode
de Monte Carlo, qui consiste a simuler sur ordinateur une longue trajectoire X,
de la chaine, et d’utiliser que m(j) ~ %Zg 1(x,—j}- L’autre fagon est de calculer
itérativement P, par exemple dans le cas ou F est fini. Puis de faire la moyenne des
P"(i,j) pour approcher m(j).

Définition 4.5.9 On dit qu’une suite (x,)n>0 @ valeurs dans E tend vers l'infini si
pour toute partie finie F' de E, il existe np > 1 t.q. pour tout n > ng, x, € F.

Théoreme 4.5.10 Pour une chaine de Markov irréductible, on a l’alternative :

Cas récurrent: Tous les états sont récurrents et partant de tout point, la chaine
visite une infinité de fois tous les autres, p.s.

Cas transitoire: Partant de tout point, (Xy)n>0 tend vers linfini, p.s.
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Preuve: S'il existe un état récurrent ¢, considérons la mesure invariante m;(j) =
Ei[ZZ:_Ol 1{x,—;}] qui lui est associée. Soit j € F fixé. La chaine étant irréductible,
m;i(j) > 0. Or, P;-p.s.,

lim Zz;é I{Xk:j} _ mz(])

— =~ > 0.
00 Y ko Lx=iy mi(i)

Puisque ¢ est récurrent, > ;2 1(x,=iy = +oo. La limite précédente assure donc que
> ieo l{x,=j1 = +oo P;-p.s. En prenant I'espérance, on voit que G(i,j) = oo, d’olt
G(j,J) = +oo par le principe du maximum : I’état j est récurrent.

Supposons qu’il n’y a pas d’état récurrent. Donc pour tout j € E, G(j,7) < oc.
Donc si F' est une partie finie de F,

Ei(g 16(X0) = Y G0) € 3G < 40

JEF JEF

Donc > 72 17(X%) est une somme finie, P;-p.s., ce qui n’est possible que si X,, quitte
F définitivement apres un certain temps.

Corollaire 4.5.11 Si E est fini, toute chaine irréductible est récurrente (car ne
peut pas tendre vers l’infini) positive (car admet donc une mesure invariante qui est
forcément finie).

Exemple. Avec £ = {1,2,3} et P(2,1) = P(2,3) = 1/2 et P(1,2) = P(3,2) = 1.
Faire un dessin. Comprendre qu’intuitivement, 7 = (1/4 1/2 1/4). Calculer 7 en
résolvant m = wP. Calculer E;[r;] (& la main) pour ¢ = 1,2, 3 et vérifier qu’on a bien

Proposition 4.5.12 Une chaine irréductible récurrente admet une et une seule (a
constante prés) mesure invariante.

Preuve: L’existence d’une mesure invariante m a été vue au lemme 4.5.2. Pour
I'unicité, on procede comme au lemme 4.5.5 : on considere deux mesures invariantes
m et £, toutes deux non identiquement nulles, donc strictement positives partout (voir
le lemme 4.5.4). On fixe i € F et on pose m' = M, ou A = m(2)/4(3).

On vérifie que u(j) = min{m(j),m'(j)} est invariante. En effet, on a bien sir
uP(j) < w(j) (comme au lemme 4.5.5). On considere ensuite la mesure positive
v(j) = u(j) — uP(j), et on écrit, pour n > 1,

n

n
YovPE =% P — p PR = - PP <
k=0 k=0

Donc vG = Y32 vP* < p, ie. pour tout j € E, 3,cpv(i)G(i,5) < u(j). Clest
impossible si v n’est pas identiquement nulle, puisque G(i,7) = oo pour tout i,j € F
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(rappelons que la chaine est supposée récurrente). Nous avons montré que uP = p,
qui est donc invariante.

Donc m — p est une mesure (positive), invariante, nulle en i (par construction),
donc identiquement nulle (cf lemme 4.5.4). Donc m = p.

De méme, m’ = p.

Donc m = m/, i.e. m et ¢ sont proportionnelles.
Exemple/Exercice. Considérons la marche aléatoire simple sur Z, i.e. P(i,i+1) =
p, P(i,i —1) = 1 — p, avec p €]0, 1[. Montrer qu’elle est irréductible. Montrer que
m(i) = 1 pour tout i est invariante (quelque soit la valeur de p).

A Taide de la loi des grands nombres (écrire X,, comme une somme de v.a. i.i.d.),
montrer que (Xp,,),>0 est transitoire si p # 1/2.

Sie.g. p > 1/2, montrer que les mesures m; = 1 pour tout i € Z et m; = [p/(1—p)]*
pour tout ¢ € Z sont invariantes.

Si p = 1/2, montrer que Py(Xy, = 0) = C§ 272" ~ 1//mn. Montrer que
G(0,0) = oo. Donc (X,,)n>0 est récurrente. Mais non récurrente positive (sinon,
elle aurait une probabilité invariante, m = 1 lui serait proportionnelle, ce qui est
absurde). Remarquer aussi que, comme m(i) = EO[ZZ);Ol 1{x,—i}) est invariante (et
vérifie m(0) = 1), on a donc m(i) = 1 pour tout i € Z. C’est tres surprenant : le
nombre moyen de passages par ¢ € Z entre deux passages en 0 vaut toujours 1, que
1 =1 ou que ¢« = 10000 !!

Résumé.

e Si une chaine irréductible a une probabilité invariante, alors elle est récurrente
positive (et la probabilité invariante est unique).

e Il est possible qu'une chaine irréductible admette une (ou plusieurs) mesures
invariantes sans qu’elle soit récurrente.

e Si une chaine est récurrente, alors elle admet une unique (& constante pres)
mesure invariante.

Théoréme 4.5.13 Soit (X,,)n>0 une marche aléatoire a valeurs dans Z, de pas de
loi v (une probabilité sur Z). C’est bien sir une chaine de transition P(i,7) = pu(j—1).
Si pu est centrée, i.e. si Yy cq ku(k) =0, alors tout état est récurrent.

La preuve est donnée dans I'appendice. Bien str, cette chaine est transitoire si
> ez ku(k) # 0, il suffit d’utiliser la loi des grands nombres.

4.6 Réversibilité

Proposition 4.6.1 Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov récurrente positive de prob-
abilité invariante v. Sous P, le processus (XN—n)nefo,..,n} (avec N grand fizé) est
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une chaine de Markov de transition.

v o
= 7P
Preuve: Pour tout n € {0,..., N} et ap, a1, +,a, € E, on a:

P,( Xy =a0, Xn-1=a1,, Xn_p =ap)
PV(XN—n = anaxN—n—i—l =ap-1, ", XN = aO)
= VPN_”(an)P(an, an—1) - P(ay,ap)
= v(ap)P(an,an—1) - P(a1,ap)

v(an) P v(an-1)
v(an—1) v(an—2)
= Q(an—1,an)Q(an-2,an-1) - Q(ao,a1)v(ao)

ce qui montre la proposition. On a utilisé que la loi de Xn_, est PN~ et que
vPN=" =y car v est invariante.

(anaanfl) P(anflaanf2)

Définition 4.6.2 Une probabilité v sur E est dite réversible (ou P-réversible) si pour
tout i,j € E

v(i)P(i, ) = v(j)P(j,1)-

Une probabilité réversible v est invariante : il suffit de sommer sur j.

4.7 Processus de naissance et mort a temps discret

Dans cette section, on étudie un cas particulier de chaines, mais les méthodes utilisées
(pour montrer la transience ou la récurrence) sont assez générales.

Définition 4.7.1 Une chaine de Markov a temps discret a valeurs dans E = N est
appelée processus de naissance et mort (PNM) a temps discret si P(i,7) =0 des que
li —j| # 1. On pose alors p; = P(i,i+1) (pouri>0) et ¢; = P(i,i—1) (pouri>1).
On a forcément pg =1 et p; + q; = 1 pour i > 1.

Remarque 4.7.2 Un PNM a temps discret est irréductible si et seulement si p; > 0
et q; > 0 pour tout © > 1.

Théoreme 4.7.3 Un PNM a temps discret irréductible est

(i) récurrent si et seulement si

Z q192 - = o0;

i>1 P1P2 -

(ii) récurrent positif si et seulement si

S=1+— +Zp71p2 Pl o .
N Gsy 91924
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Son unique probabilité invariante est alors donnée par my = 1/S, 71 = 1/(Sq1) et,
pour tout i > 2, m; = (p1p2...pi—1)/(Sq1q2 - - . qi).

Preuve: Commencons par (ii). Une mesure m est invariante si et seulement si mP =
m, ce qui se rééerit mg = mi1qr et m; = Miy1¢i+1 + mi—1p;—1 pour ¢ > 1, i.e.

My — My—1Pi—1
mjp] = ——————.
qi+1
Cette récurrence d’ordre 2 se résout ainsi :
pip2-..Pi—-1
0 .

my =mo/q1, etpouri>2, m;=m
q1q92 - - - q;

Le point (ii) s’ensuit aisément (rappelons qu’une chaine est récurrente positive si et
seulement si elle admet une probabilité invariante).

Point (i), étape 1. La chaine est récurrente si et seulement si Pq(7p < o0) = 1,
ou Ty =inf{n >0 : X,, = 0}. En effet on a Py(79 < o0) = P1(Tp < o00) par Markov

simple: en notant que X; = 1 sous Py, en introduisant X,, = X,,4+1 et en notant que
70 =1+1Tp (o Tp =inf{n >0 : X, =0}),

Po(10 < 00) = Eo[1{x,213Po(70 < 00| F1)] = Eo[1{x,—1;Po(Th < 00| F1)]
= EO[l{Xlzl}Pl(TO < OO)} = P()(Xl = 1)P1(T0 < OO) = Pl(To < OO)

Point (i), étape 2. On fixe a € N, (grand). On pose T, = inf{n >0 : X,, = a}
et u(i) = P;i(Th < Tg) pour i =0, ...,a. On a bien str u(0) =1 et u(a) =0, et

u(i) = qu(t—1)+pu(i+1)  pouri=1,...,a—1.

En effet, en posant Xn = Xng1 et Tj =inf{n >0 : X, = j}, on a, pour i =
1,...;0a—1, Ty =Ty +1et T, =T, + 1 et donc par Markov simple
Pi[T() < Ta] = Ei[Pi(TO < Ta|]'-1)]
= i[Pi(TO < Ta|]:1)]

E
= E;[Px,(To < T,)]

Pi(X1=i—-1)P;1(To < To) + Piy(X1 =i+ 1)Pi1(To < To)
= qPi1(To <Ta) + piPiv1(To < To).

Point (i), étape 3. On a donc, pour i =1,...,a—1, pi(u(i+1) —u(i)) = ¢;(u(i) —
u(i —1)), et donc u(i + 1) —u(i) = (qi/pi) - - (q1/p1)[u(l) — u(0)], puis

=l i—1
u(i) = u(0) + > (u(k + 1) — u(k)) = u(0) + [u(1) — u(0)] [1 +3 u]
k=0 k=1 pP1---Pk

En choisissant i = a, comme u(a) = 0 et u(0) = 1, on trouve

1

o a—1 q1..q5 "
1+35%5 P1---Pk

P1(T0 < Ta) = u(l) =1
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Point (i), étape 4. Mais sous Py,
{Th < 00} = Ug>1{To < T} (union croissante),

car T, < oo P1-p.s. pour tout a € N, (car c’est évident si la chaine est récurrente, et
c’est vrai aussi si la chalne est transitoire, puisqu’alors X,, — 0o et est donc forcée
de passer par a en partant de 1) ; et car T, > a — 1 — oo Py-p.s. quand a — oo.

Donc Py (Th < 00) = limg—y00 P1(To < T},) et P1(Th < 00) = 1 si et seulement si

00 qQr _
2 k=1 propr OO

4.8 Problemes d’absorption

Considérons une chaine de Markov (X,,)n>0 d’espace d’état fini E, de transition P.
On suppose que E = F UG, avec
(a) pour tout i € G, P(i,i) =1,
(b) pour tout i € F, il existe j € G et n > 1 t.q. P"(3,5) > 0.

Noter que la matrice s’écrit donc sous la forme

-(34)

Ces matrices sont toutes de natures différentes : (Q(4,7))icrjer, (A(i,7))icr jec €t
(L(i,5))icc jec-

Noter qu’une telle chaine n’est pas du tout irréductible. Les éléments de G sont
appelés états absorbants (une fois qu’on y est, on y reste). L’énoncé suivant permet
de calculer, partant de ¢ € F, la probabilité de finir absorbé en j € G, ainsi que
d’autres quantités tout a fait intéressantes.

Proposition 4.8.1 (a) La matrice N = ZZ:?) QF emiste et vérifie N = (I — Q).
0 NA

0 I

(c) Soit T =inf{n >0 : X,, € G}. Pour touti € F et j € G, on a

(b) On a lim,,_, 1 P" =

Pi(X1, =j) = (NA)(i,j) et Ei[Tc] =) N(i,j).
jer

Preuve: Remarquons d’abord (récurrence) que

pm_<@lu+Q+Q%w~+Q“5A>
- (¢ . .

Pour tout i € F, i est transitoire. En effet, il suffit de montrer que P;(7; < 00) < 1.
Mais, par (b), on sait qu’il existe j € G et n > 1 t.q. P"(i,5) > 0, ce qui implique
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qu’on peut trouver ii,...,in—1 € F t.q. P(i,i1)P(i1,i2) -+ P(in—1,7) > 0. Quitte a
raccourcir ce chemin, on peut supposer que tous les i; sont différents de ¢. Du coup,

Pz‘(Ti = OO) Z PZ‘<X1 = il, . 7Xn—1 = in—l,Xn = ])
= P(i, il)P(il, ig) s P(in_l,j) > 0.

Donc pour tout ¢ € F, G(i,i) < +oc. Il résulte donc du principe du maximum
que G(i,j) < +oo pour tout i,j € F. Autrement dit la matrice N est finie (observer
que P"(i,7) = Q™(i,7) pour tout i,j € F'). En particulier Q™ tend vers 0. Comme
I-QUI+Q+---+Q") =1—Q"" on en déduit que (I — Q)N = I, soit encore
N = (I —Q)~!. On conclut aussi que

. . [0 NA
ngr-lr—loop<0 I )

Notons que T = 3,50 > jer L{x,=j}- Ainsi, pour tout i € F,

EiTcl=)_ > P"(i.j)=)_ > Q"(i,j) =) N(iJj),

n>0jEeF n>0jeF jeF

cette somme (finie) étant bien str finie.

Enfin, la chaine une fois dans G ne bouge plus, et donc X7, = lim, o X.
Ainsi, pour i € F et j € G,
' o P nreoo .
Pi(Xrg =j) = lim Pr(X, =j)= lim P"(ij)=(NA)G 7j).
Exemple. J’ai 1 euro et j’ai besoin de 3 euros. Je joue a pile ou face avec un ami.

Je mise toujours 1 (j’en récupeére 0 avec probabilité 1/2 et 2 avec probabilité 1/2.
J'arréte quand j’ai 0 ou 3 euros.

Ma fortune X, & l'instant n est une chaine de Markov, de loi initiale d;, sur
E =1{0,1,2,3}. On a P(0,0) =1, P(1,0) = P(1,2) = 1/2, P(2,1) = P(2,3) = 1/2
et P(3,3) = 1. On peut écrire £ = FUG avec F' = {1,2} et G = {0,3}, et on a

1 2 0o 3

1 0 1/2 1/2 0
2 1/2 0 0 1/2
0 0 0 1 0
3 0 0 0 1

qui nous donne ) et A. On peut facilement calculer

1
Ne(_Q =l (4/3 2%3) o NA— L <293 1?3)_

P=

2\ 2/3 4/3 2 \ 1/3 2/3

(Attention aux natures de ces matrices). On trouve que NA(1,3) = 1/3 : la proba-
bilité, partant d’une fortune de 1 euro, de terminer avec 3 euros, vaut, comme il se
doit, 1/3. L’espérance du temps de jeu est E1(Tz) = N(1,1)+N(1,2) =4/34+2/3 = 2.
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Chapitre 5

Processus markoviens de sauts

Dans toute la suite, E est un ensemble dénombrable, éventuellement fini, qu’on munit
de la distance discréte : d(i, j) = 1y;5). Nous allons étudier les “processus de Markov
a temps continu” a valeurs dans E. On les appelle aussi “chaines de Markov a temps
continu” ou encore “processus markoviens de saut”.

5.1 Premieres propriétés

Définition 5.1.1 Soit (P;);cr+ une famille de matrices de transition sur E, i.e.
Py(i,j) > 0 et Yep Po(i, j) = 1.

Un processus (X¢)e>0 @ valeurs dans E est appelé PMS (processus markovien de
saut) de semigroupe (P;)i>0 si, pour tout j € E, tout 0 < s <t+s,

P(XS-H = j’]:S) = Pt(XSaj)7
et sit — Xy est p.s. continu & droite sur RT. On a noté Fs = o(Xy,u < s).

Remarque. Une fonction x : Ry — FE est continue a droite pour la distance discréte
ssi pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que pour tout s € [t,t + 7], on ait z(s) = z(t).

On peut montrer (& l’aide du théoreme de classe monotone) le résultat suivant.

Remarque 5.1.2 Pour montrer qu’un processus p.s. continu a droite (X¢)i>o0 @
valeurs dans E est un PMS de semigroupe (P;)i>0, il suffit de montrer que pour
tout n € N, pour tous 0 < t1 < --- <tpi1, pour tout i1,---,ipy1 € F,

P(th+1 - in+l|Xt1 - ilu e 7th - Zn) == Ptn+1—tn (inv in—i—l)-
Donnons un premier exemple de tel processus, qui s’avérera relativement général.

Proposition 5.1.3 Soit (Z,)nen une chaine de Markov sur E de probabilité de tran-
sition @ indépendante d’un processus de Poisson (Ni),cr+ de paramétre X. Alors

(X; = Zn,, t e RT)

49
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est un PMS de semigroupe

400 nOY(; 5
Pt(i,j) _ Z e—)\t (At) §| (27])'
n=0 '

Preuve: Notons 0 < 17 < T5... les instants de saut du processus de Poisson. On a
alors X; = Zy pour t € [0,T1[, puis X; = Z; pour t € [T1,Ts[, etc. (Xt)¢>0 est donc
bien continu & droite p.s. On écrit ensuite (notons v la loi de Zp)

P(XO - iOvth - il? o 7Xtr - /LT)

= > P(Ny =k Ny = Ny =ks,o o, Nop = Niy, =,
ki, kr>0

20 =10, Zky = 11, Lky4ks "> Lhy 4oty = ir)

. Q)™ iy Al =)™yt
kR0 k1! k!
XV(iO)le (0, 41) - - QM (ir—1,ir)
= v(io) Py, (10,71) Prg—t, (11,92) X -+ X Py, (ir—1,0r).
On conclut bien sur que

P(XtT- = i?”|X0 = i07Xt1 = i17 e 7Xtr—1 — ir—l)
_ v(i0) Py (10, 11) Pry—t, (41,92) X -+ X Py g, (ip—1,1r)
v(io) Py, (G0, 1) Pro—t, (i1, 82) X - X Pr g5 (ip—2,7r-1)

— PtTft,,»,l (Z.rfly Zr)

Proposition 5.1.4 Equation de Chapman Kolmogorov. Supposons que E soit
le “vrai” espace d’états du PMS, c’est a dire que pour tout © € E, il existe t; > 0
(déterministe) tel que P(Xy, = i) > 0. Alors (P)icr+, d’un PMS a la propriété de
semigroupe suitvante: pour tous t,s > 0, Py s = P Ps.

Preuve: On écrit

Prys(i,j) = P(Xptigs = j1 Xy, = 1)
= Y P(Xppers = j1 Xt =k, Xy, = )P (X0 = k| Xy, =)
keE
= Y Pk, j)Pis k) = (PePe) (i, ).
keE

Comme dans le cas des chaines, on note P;, E; (resp. P,,E,) la loi du processus
lorsque Xy =1 (resp. Xo ~ v).

Rappelons qu'un temps d’arrét 7' du processus (X¢)¢>0 est une v.a. a valeurs
dans R U {oo} telle que pour tout ¢t > 0, {T' < t} € F;. On introduit alors la tribu
Fr={A e F : AN{T <t} € F; YVt > 0}). Comme d’habitude, on a posé
préalablement F; = o({ X5, s < t}).
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Théoréme 5.1.5 Markov forte. Soit (X¢)i>0 un PMS a valeurs dans E et T un
temps d’arrét. Pour toute fonction mesurable f : ER" R, bornée ou positive,

L1 ooy B F(X140)20) | Fr| = Lgrcoe) By | F((Xe)i20) |-

Remarque 5.1.6 On dit qu’on utilise Markov simple quand on applique Markov
forte avec un temps déterministe (tout temps déterministe est un temps d’arrét).

Preuve: I suffit (admis) de montrer le théoreme quand f((xt)t>0) = ¢(ze,, ..., xt,)
avec ¢ : E" — R* et 0 <ty < ty--- < t,,. Et on peut supposer que ¢(z1,...,T,) =
L0 =iy, wn—in}> car toute fonction ¢ sur E™ est une combinaison linéaire de telles
fonctions. L’objectif est donc de montrer que

1{T<oo}PV(XT+t1 =1, X1, = in|Fr) = 1{T<oo}PXT (X, =1y, Xy, = ).

Etape 1. On établit ici la formule lorsque T est a valeurs dans l’ensemble
dénombrable {k27¢ : k € N} U {oco}. Pour cela, on écrit

I = Lirco}Pu(Xrge, = i1, X1, = in|F1)
= D 1oy Pu(Xpg-epy, = i1, Xpo-epy,, = inlFr)
k>0
= Z 1{T:k2*4}Pu(Xk2*f+t1 =1, Xpgtyg, = in|Fra—e)-
k>0

Pour la derniere ligne, on a utilisé un argument du type du lemme 4.3.2. Ceci donne
I = Z 1{T:k2—é}Pt1 (XkQ—Z’ il)Ptz—tl (ila i2) P,y (in—l’ Zn)
k>0

= Z 1{T=k2_e}PXk27e (th = ila to 7th = zn)
k>0

= 1{T<OO}PXT (th = i17 U 7th = Zn)

Etape 2. Si T est un temps d’arrét quelconque, on 'approche par une suite de
temps d’arrét Ty de sorte que limy | Ty = T, que pour chaque ¢, Ty soit & valeurs dans
{k2=% : k€ N}U{oo}, et que {T; < 0o} = {T < oo}. Par I’étape 1, on a donc, pour
tout £,

1{T<oo}PV(XTz+t1 =1, X1y, = in|"rTe) :1{T<oo}PXTZ (X, =1y, Xy, = ).

Comme X est continu a droite et comme Ty décroit vers T', on a limy X7, = X744
pour tout ¢. Donc, en utilisant que Fr C Fr, (et la convergence dominée),
1{T<OO}PI/(XT+t1 = ila e aXT+tn = /I’n|‘FT)
= hm 1{T<OO}PV(XTg+t1 - 7:17 e 7XT[+tn - /LTL"FT)
{—00

= élggo 1{T<oo}EV(PV(XTe+t1 =11, XTe-i-tn = in|fT2)’fT)
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- Zlggo Eu(l{T<oo}Pz/(XTe+t1 =1, XTyptt, = i”|FT€)’fT)
= hm EU(I{T<OO}PXT (th = i1’ e 7th = Zn)‘./_'-T)
{—00 ¢

= EV(l{T<OO}PXT (th = il) N 7th = Zn)|]:T)
= 1oy P (Xyy = i1, 0+, Xi,, = in).

Pour 'avant derniere inégalité, on a utilisé que, comme X est cad pour la distance
discrete et comme Ty décroit vers T', p.s., X7, = X7 pour /£ assez grand.

5.2 Description dynamique

Considérons un PMS (X;);>0 et posons T = 0 puis, par récurrence, pour n > 0,
Toy1 =inf{t >T, : X; # X1, }.

Ce sont des temps d’arrét.

Remarque 5.2.1 Si on suppose que pour tout i € E, P;(T) < o0) = 1, alors p.s.,
pour tout n > 1, T,, < oo.

Cela se montre par récurrence, en utilisant Markov forte. Par exemple, en posant
Xt =X 4¢,onaly =15 — 1T, et donc

PZ‘(TQ < OO) = Ei[1T1<ooPi(T2 -1 < OO’]:Tl)] = Ei[1T1<ooPi(T1 < OO‘J_"Tl)]
= Ei[l7<«cPxy (T1 < 0)] = Ei[lr,<o0] = Pi(T1 < 0) = 1.
On rappelle que si U ~ £(1), alors U/A ~ E(N).

Théoréme 5.2.2 On suppose que pour tout i € E, P;(Th < oco) = 1, et on pose
Q(i,j) = Pi(Xn, = j) et A(i) = 1/E;i(T1), pour i, j € E.

e (X7, )nen est une chaine de Markov de transition Q.

o Sachant (X1, )neN, les v.a. T1,To—T1, - - - sont indépendantes de lois E(AN(X1,)),
ENXn)), ...

Les (A(%))ick sont les “taux de saut” du PMS et (Q(,7))i jer est sa “matrice de
transition”. Voici une autre facon de dire la méme chose.

Corollaire 5.2.3 Avec les mémes hypothéses et notations que dans le théoréme,
il existe une chaine de Markov (§,)n>0 de transition Q, indépendante d’une suite
(Up)n>1 de v.a. indépendantes de loi exponentielle de paramétre 1 telles que, pour
toutt € RT,

+oo
X = Z fnl{te[Tn,TnH[}
n=0

oulTy=0 et Thi1 =T+ Un+1/)\(§n)
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Preuve: 1l suffit de poser &, = X1, et U, = A&w—1)(Ty, — Th,—1) et d’appliquer le
théoreme.

Preuve du Théoréme.

—X(4)

Etape 1. Montrons déja que pour tout i € E, P;(Th > t) = e t pour tout

t > 0. On écrit
P,(Th >t+s) = Pi(Vue [O,t+s], Xy =1)
= E; {1{v uelo,d], Xu:i}Pi(v u € [t, t+ S], X, = Z’ft)] .
Mais par Markov simple (on introduit Xy = X;4),

P,(Vu€[t,t+s], Xy=ilF) = P;(Vuecl0,s], X,=1F)
= Px,(Vuel0,s], X, =1).

Ainsi,
Pi(Ti>t+s) = E; [1{\1 uelo ], x,=iyPi(Vu € [0, 5], Xy = i)}

— PyVuel0,t], Xu=i)Pi(Vucl0,s], X,=i)
= Pi(Tl > t)Pi(Tl > S).

Donc T suit une loi exponentielle sous P;. Son parametre est bien sur A(i) = 1/E;[T1].

Etape 2. Remarquons ensuite que pour tout ¢,7 € E, et t > 0,
Pi(T1 > t, Xpy = j) = e V'Q(i, ).
En effet, par Markov simple (avec X, = Xiis, 0n a XTI = Xp sur {1} > t}),
Pi(Ti > t, X5, =) = Bi[LigonPi(Xn, = j|7)]
= Ei[l{T1>t}Pi(XT1 Zﬂft)}
= E; [1{T1>t}PXt (XT1 = ])} :
Puis, comme 77 > t implique que X; = 1,
Pi(Ty > t, X, = j) = B[ 1z, oy Pi(Xr, = j)| = Bi[ Lz, 59 Q. )|

par définition de @, et on conclut a l'aide de 1’étape 1.

Etape 3. Pour n > 1, uy,...,u, >0et iy,...,i, € F,

Pi(Tl > ’LL1,AXT1 = il, cee ,Tn — Tnfl > un,XTn = Zn)

= El [1{T1 >'U:17XT1 :il1"'7Tn71_Tn72>un7XTn_1 :i’ﬂfl}Ei(l{Tn_Tn71>un7XTn:in} |‘FTn71 )] N
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Par Markov forte (avec Xt = X1, _,+t, Doter que Tl =1T,—T,_1 et que Xf’l = X1,),

Ei(l{Tn*Tn71>un»XTn:in}‘FTn—l) = Ei(l{T1>Un,XT1=in}’an_l)
= EXTn71 (1{Tl>un7XT1:in})7

_)‘(XTn_l)

qui vaut Q(Xr,_,,in)e “n par 'étape 2. Ainsi,

Pi(Th >u, Xy, =1, -+, Tn — The1 > up, X1, = in)
= Ei[1{T1>u1,XT1:il,~~,Tn_1—Tn_2>un,XTn71:in_l}Q(XTnf17Z.n)ei)\(XTnil)un]
= P,y >w, X, =101, , Tpe1 — T2 > up—1, X1, |, =in—1)
XQin_1,in)e Ain-1)n,
On montre donc, en répétant ce procédé, que
P:(Ty > w, X7y, =1, , T — The1 > un, X1, = in)
= Q(i,i1)e D Q(iy,ig)e M2 L Qi1 i) e Ain—1)un,

En choisissant u; = ... = u, = 0, on conclut aisément que (X7, ),>0 est une chaine
de Markov de transition (), puisque

Pi(Xp, = i1, -+, X1, = in) = Q(4,41)Q(i1,92) - - - Q(in—1,%n)-
Enfin, on voit que

PZ‘(Tl >uy, o,y —Tho1 > un’)(T1 = 7:1,"'7XTn = Zn)
P11 > w1, Xy =1, T — Th1 > up, X1, = i)
P,(X7, =i1,---, X1, = in)

—A(i)ule—A(il)UQ . e—A(infl)un.

=€

Ceci acheve la preuve.

On a montré aussi

Proposition 5.2.4 Pour tout ¢,j € F,
Pi(Xr, = j, Ty > t) = ¢ XQ(, j).

Simulation d’un PMS avec (Q(¢,7))ijcre et (A(i))icp donnés.

On part d’'un état i (donné ou simulé). On simule U; ~ &£(1) et on pose 11 =
Ui/A(i). Pour t € [0,T1] on pose X; = 1.

On simule & ~ Q(i,) et on pose X7, = &1. On simule Uy ~ £(1) et on pose
To =T 4+ Us/A(&).

On simule & ~ Q(&1,+) et on pose X7, = &. On simule Us ~ £(1) et on pose
T3 =T + Us/A(&2).

Etc.

Enfin, une remarque qui peut s’avérer pratique.
)
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Proposition 5.2.5 Soit (Q(i,7))i jer une matrice de transition t.q. Q(i,i) = 0 pour
tout i € E et soit (A(2))icr une famille de réels positifs tels que sup;cp A(i) < A < 0.
Soit (Zn)n>0 une chaine de Markov de transition P définie par
\(i AGDOG. 7

P(i,j):1—ﬂ sii=j et P(z‘,j):M

A A

Soit aussi (Nt)i>0 un processus de Poisson de paramétre X\, indépendant de (Zy,)n>0-
Alors (Zn,)t>0 est un PMS de tauz de sauts (A(i))icr et de matrice de transition

(Q(Zv j))i,jEE'

Preuve: On sait déja que (Zn,)t>0 est un PMS (voir le lemme 5.1.3). Notons 7}
I'instant du premier saut de (Zn,)¢>0. On doit montrer que E;[T1] = 1/A(7) et que
Pi[Zn,, =il = Q(i, ).

st i F# .

Py >t => Pi(Ny=k,Zr=-=Z,=i)=) e
k>0 k>0

d’ou P; [T} > t] = exp(—A(1—P(i,4))t) = exp(—A(i)t). Donc E;[T1] = 1/A(7). Ensuite,

pour j # i, (sii=j, ona Q1) =0="P;[Zn, =1])

PiZny, =jl=> Pi(Z1 =+ =Zi1=1i,Z¢=j) =Y _(P(i,i) ' P(i, ),
>1 2>1

donc Pi[Zn,, = j] = P(i,4)/(1 = P(i,i)) = Q(,j)-

5.3 Explosion

On se donne un espace d’états F, des taux de saut (A(i));cg et une matrice de
transition (Q(%,j)): jeE, et on construit le PMS en utilisant le procédé de simulation
ci-dessus.

Il est a priori possible que, avec une probabilité non nulle, lim,,_, ~ T,, < 400, on
dit alors qu’il y a explosion. Afin de donner un critére de non explosion, montrons
d’abord:

Lemme 5.3.1 Soit U,,n > 1, une suite de variables aléatoires indépendantes de lois
exponentielles de paramétre Ay, Ao, - -

(i) Si Y 5oy 1/ Ak < 00, alors Y poq Uk < 00 p.s.
(i) Si > ey 1/ Ak = 00, alors > 52 U = o0 p.s.
Preuve: Comme E[Y22, Uy] = Y272 1/, le point (i) est trivial. Pour (ii), on écrit
A

[exp( ZUk)} :kl_[ 5o —exp(— Zlog(l—i—l/)\k)) =

k>1

Donc > 32 Ux = o0 p.s.
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Proposition 5.3.2 Considérons un PMS (X¢)i>0. On a P(limy, 40T, < 00) =

P>l A(x 5 < 00). En particulier, si Y 9 /\(%m = 400 p.s., alors il n’y a p.s.

pas exploswn

Preuve: En utilisant le lemme ci-dessus et le fait que sachant (X7, )n>0, les Typ1 —T5
sont indépendants et £(A(X7,)), on peut écrire que

P( lim T, <o0) = P(Z(Tn+1—Tn)<oo)

n—-+o0o
n>0

- E ( Tt — Tn)<oo’(XTn)nzo)]

n>0

P
= B(ly~ e sy <o)
(5 sy <)

Corollaire 5.3.3 Si (i) sup;cp A(i) < 00 ou (i) la chaine (Xr1,)n>0 est récurrente,
alors il n’y a pas d’explosion.

= P

Preuve: Il résulte de la proposition précédente que s’il y a explosion alors A\(X7,) —
+o0 lorsque n — +o00. C’est impossible dans les deux cas (i) et (ii).

L’explosion entraine de nombreux phénomenes désagréables. Pour les éviter nous
supposerons toujours désormais qu’il n’y a pas d’explosion.

5.4 Le générateur

Quand on modélise un phénomene, on part généralement des taux d’évenement
(A(%))ick et de la matrice de transition (Q(i,7)); jer. S'il est presque toujours im-
possible de décrire explicitement le semigroupe (P;);>0, on peut souvent l'étudier,
en utilisant les équations de Kolmogorov. Commencons par définir le générateur, qui
n’est pour 'instant qu’une notation.

Définition 5.4.1 Le générateur du PMS est la “matrice” (A(i,j))i jer définie par

’ —A(7), sii=j.
Remarquons que Q(i,i) = 0 donc >>;cp A(i,j) = 0. Pour décrire le lien entre le
générateur et le semigroupe, montrons le lemme important suivant qui dit qu’en un

temps petit, le processus n’a pas le temps de sauter deux fois.

Lemme 5.4.2 Pour tout i € E, P;(Ty <t) = o(t) quand t — 0.



5.4. LE GENERATEUR 57

Preuve: On écrit
Pi(Ty <t) =Y Pi(Xp, =j,Ta<t) = PiXp, =j)Pi(T2 < t| X7, = j).
jJEE JEE
Mais par le théoreme de la section précédente, sachant X7, = j, les v.a. 11 et 1o — 1
sont indépendantes et de lois £(A(7)) et £(A(j)), d’ou
Pi(To <t| X7, =j) < Pi(Ti <t,Tr =Ty <t|Xp =)
— (1 - efA(i)t)(l - ef)\(j)t)
< A@)t(1 — e,
Donc

Pi(T <t) <A@t Y Pi(Xp = j)(1— e 00,
jeEE

C’est un o(t) car limy—0 3 ;e p Pi( X1, = j)(1 - e~ M9)t) = 0 par convergence dominée.
Théoréme 5.4.3 Le semigroupe (P;)i>0 vérifie Py =1 et, pour tout t > 0,

dP,
o d—tt = AP, (équation de Kolmogorov backward);

dP,
e Si il n’y a pas explosion, d—tt = P,A (équation de Kolmogorov forward).

Remarque 5.4.4 L’équation de Kolmogorov backward se réécrit : pour tout i,j € E,

P/(i,5) = =A@ Py(i,5) + Y M@)Q(i, k) Pe(k, 7).
ki
L’équation de Kolmogorov forward se réécrit : pour tout i,j € F,
P/(i, j) = —Pu(i, ))AG) + Y B(i, k)AK)Q(k, ).
k#j

Nous allons montrer proprement ’équation backward et “rapidement” 1’équation
forward.

Preuve rapide de I’équation forward (Cette preuve est correcte si F est fini).
Pour 0 <t < t+ h, on écrit

Pn(i,j) =Pi(Xygn=J) =1+ J + K,
ou

I = Pi(Xiip =j et pas de saut entre t et t + h),
J = Pi(Xiyp = J et exactement un saut entre t et t + h),
K = Pi(Xi1p =j et au moins deux sauts entre ¢ et ¢ + h).
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Par Markov simple, en posant X s = X¢pg, 00 A

I = P;(X;=j et pas de saut entre t et t + h),
= Ei(1ix,—Pi (Ty > h|lF))
= P/(X;= ) (T1 > h)

(i, 7)e”

= PG, )(1 = AG)R) + o(h).

:U

Toujours par Markov simple (et par le lemme), en posant encore Xy = X4,

J = Z P;(X; = k et exactement un saut, de k & j, entre ¢ et t + h)
k#j
= ZEi(l{Xt:k}Pi(Tl < h< TQ,XTI = j|ft))
k#j
= Y PiX;=k)Pp(Tt <h <To,Xp, = ).
k#j

Mais Pk(Tl < h< TQ,XT1 = j) = Pk<T1 < h,)(T1 = j) — Pk(TQ < h, XT1 = j) =
Pi.(Th < h, X1, = j) + o(h) par le lemme, d’ou

J = > PiX;=kPy(T1 <h,Xp, =j)+o(h)

k]

= YRR - ENQR.g) + o(h)
k#j

= 3" (i, AR)Q(K, ) + o(h).
k#j

Enfin, par Markov simple, avec toujours X, = Xitys,
K =Ei[Pi(X) = j, T < h|F)] < Ei[Pi(Ty < h|F)] = Ei[Px, (T2 < h)] = o(h)

par le lemme. Ainsi,

Pt+h(i7j) -Pt(l j) +ZPtZ k kj)h+0(h),
k#j
donc
Pt+h(i7j)_Pt(i7j) . O(h)
h :—PtZ] +]§;Pt2k k])‘FT,

et il n’y a plus qu’a faire tendre h vers 0.
Preuve de I’équation backward.

Etape 1. On montre ici que pour tout 4,5 € E, tout ¢ > 0,

Rind) = Oy + Y [ 0D AR Pk, ) d,

k#i
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Pour cela, on écrit
P(i,j) = Pi(Xe=5T1>1t)+Pi(Xy =511 <t)

Lmjye 200 4 Y Pi(Xp =k, X, =j,T1 <t).
ki

Mais par Markov forte, en posant X; = X7, 44,

Pi(Xn =k Xi=35,T1 <t) = Ei[l{x, =km<nPi(Xe =j|Fn)]
= Eill{x,, —kn<oPi(Xem = j1Fn)]
= Eillpxg, i<y P-n (X1, j)]
Ei[1{xp =k <ty Pr—11 (K, j)]-
En se rappelant que P;(Ty > t, X7, = j) = e 2DQ(4, 5), on voit que T} et X7, sont
indépendants, que T ~ E(A(i)) (sous P;) et que P;(X1, = k) = Q(i, k). Ainsi,

t )
Pi(XT1 = kvXt = j7T1 < t) = / €_>\(2)8Pt_s(k‘,j)A(7;)Q(7;, k) ds
0
t )
= / e D) A (i k) Py(k, §) ds.
0

On a finalement utilisé que, comme k # i, A(i, k) = A(9)Q(i, k), et le changement de
variables s — t — s. L’étape est terminée.

Etape 2. On a donc

Rid) = O 1y + 3 [ @ OAG R PR ) ds].
k#i

En utilisant que Ps est borné par 1 et comme 3 ; A(i, k) = A(i), on déduit de cette
formule que P;(i,7) est continu, puis dans un second temps qu’il est dérivable et que

(i j) = =A0)Pi ) +e O3 X D0AG k) Pk, )|
ki
ki

comme désiré.

5.5 Mesures invariantes

Définition 5.5.1 (i) On dit qu’un PMS (X¢)i>0 est :
e irréductible si la chaine (X1, )n>0 de transition Q est irréductible,
e récurrente si la chaine (X,)n>0 de transition Q est récurrente,
e transitoire si la chaine (X1, )n>0 de transition Q) est transitoire.

(i) On dit que m est une mesure invariante si pour tout t > 0, mP, = m.

(i1i) On dit que le PMS est récurrent positif s’il admet une probabilité invariante.
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Nous verrons a la fin de la section qu’il est possible que (X;);>0 soit récurrent
positif sans que (X7, )n>0 le soit.

Lemme 5.5.2 Sile PMS (X¢)i>0 est irréductible et récurrent, la chaine de Markov
de transition

o
(i) = [ e 'Pili.g) dt
0
est aussi irréductible et récurrente.
Noter que pour tout i € E, on a Y ;cpI(i,5) = [~ e "dt =1 : II est bien une
matrice de transition.

Preuve: Par définition, comme (X;);>0 est récurrent, on a >, Q" (i, j) = oo pour
tout ¢, j € E. Nous allons montrer que

S, g) = AG) YR, ), (%)
n>1 n>0

ce qui permettra d’affirmer que -, -, 11" (7, j) = oo, et donc que la chaine de transition
IT est irréductible et récurrente.

On montre par récurrence que II"(4,5) = [5~° e_t(;nil)Pt(i,j)dt. C’est vrai si

n =1, et si c’est vrai avec n, alors, comme P,Ps = P,

o) n— 1
Hn+1 — / —t SR ») / —SP / / SR »)
( A T tdt)( i ds ) 4 sdtds,

puis, en changeant de variables (s,t) — (u =1t + s,t),

n+1 > —u v tn_l o —u u”
II = / e Pu/ ———dtdu = / e “P,—du.
0 0o (n—1)! 0 n!

Par suite,
= 1
ZH"Z] Z/ _t P(i,j)dt = /Bzg)d
n>1 n>1

Remarquons ensuite que
/OOO Py(i,j) dt = E; (/OOO Lix,— dt) = ;;)Ei (1{XTn:j}(Tn+1 - Tn))
car Xy = 32550 X7 Lte(r, 1y dONC 1ix,—j) = 2n>0 Lixa, =5} Lte(Tn, T [}> PUIS
/Ooo Py(i, j) dt = g:oEl (1{XTn:j}Ei[Tn+l - Tn|(XTk)kzo]) :
Mais sachant (X7, )r>0, Th+1 — Tn ~ E(A(XT,)). Ainsi,
/0 " Pyl g)dt = iﬂE (1, =iy AMX1 ) 7H) = (AG) ™! ,iQn(i’j)'

Nous avons montré (k).
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Proposition 5.5.3 Si (X¢)i>0 est un PMS irréductible récurrent positif, alors il est
récurrent.

Preuve: On note 7 sa probabilité invariante (telle que 7P, = 7 pour tout ¢ > 0), et
on doit montrer que G(i,5) = oo, ot G(%,7) = Y pep @™ (4,7). On a, pour tout j € E,

Eﬂ{/ooo 1{xt:j}dt] = /Ooo(th)(j) dt =00, ie. > /OOO 7(i)Pi(i, §) dt = oo,

=)

Mais on a vu dans la preuve précédente que

| Py de = 06D G
Donc

/0 TP () dt = AG) D7 (@G, 5) < (AG) D7 (@)G3G,5) = (AG) TG 5)-

icE icE
Ainsi,

G) 2 M) [ (mP) () dt = oc.

Théoreme 5.5.4 Soit (X;)i>0 un PMS irréductible et récurrent. Il admet une
mesure invariante m, unique a une constante pres. De plus, on a

1. Pour un état i fizé, si S; = inf{t > T1; Xy =i}, mi(j) = Ei[fosi 1{x,—j} ds] est
une mesure invariante.

2. Si m est une mesure telle que v définie par v(j) = N(j)m(j) vérifie vQ = v
(i.e. pour tout i € E, A(@)m(i) = 32,4, A(§)m(§)Q(J, 1)), alors m est invariante.

3. SimA =0 (i.e. pour tout i € E, m(i)A(i) = 32, m(j)NI)Q(],7)), alors m
est invariante.

Preuve: noter qu’informellement, par Kolmogorov rétrograde, si mA = 0, alors pour
tout t > 0, (mP;)" = mP, = mAP, = 0, donc mP, = mPy = m. Mais nous avons
échangé une somme et une dérivation, donc ce n’est rigoureux que dans le cas ou E
est fini.

Unicité. Si m est une mesure invariante, mP; = m pour tout ¢ > 0. Alors
mlIl = m, ou I1(4, j) = [5° e " Py(i, j)dt est la transition introduite dans le lemme, car

o) o0

e HmP)G) = [ e m(g)dt = m(j).

() = [

0
Donc m est une mesure invariante de la chaine de noyau II. Or on sait qu’il n’existe
qu’'une seule telle mesure, & une constante pres, car cette chaine est irréductible et
récurrente (par le lemme et car notre PMS est irréductible et récurrent).
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Existence et point 1. On fixe ¢ € FE et on montre que la mesure définie au point
1 est invariante. On fixe ¢t > 0 et k € E, et on montre que (m;P;)(k) = m;(k). On se
rappelle que (m;FP)(k) = > ;cpmi(j)Pi(j, k), et on utilise la définition de m; :

S; Si
(maPy) (k) = ;EE[/O Lix, -y Pj(X; = k)ds] = B, [/0 P, (X, = k)ds].

Mais Px, (X; = k) = P;(Xi1s = k|Fs) par Markov simple. Puis, comme S; est un
temps d’arrét,

1{S¢25}PX5 (Xt = k}) = 1{Sizs}Pi(Xt+s = k‘./_"S) = Ei(l{Sizs,XHS:k}’fS)-

Donc
oo
(miP)(k) = E[/O 15,20 Px. (X; = k)ds]
= Ez‘_/o Ei(l{Sizs,XHs:k}‘Fs)dS}
[ e d
_/0 {Si>5,Xt4s=k} 8}

- S,L
1 —inds|.
_/0 {Xes=k} S}

En changeant de variable, s - u =1+ s,

= E

<

= E

<.

t+S;
(m;P) (k) = Ez[/t 1{Xu=k}du} = A+ B,

o A = Bi[[ Lix,—ydu] et B = By[[5 Lix,—ydu] = Eilfg Lix,,,,—sydu)- En
utilisant Markov forte avec X; = Xg, 14,

-t
B = Ez./o Ei[l{XSi+u=k}|‘FSi]du]
rort
-t
/0 EXSi [1{Xu:k}]du}
t
{ ; L ix,=k3] }

= El{/ot 1{Xu:k}du}

= E

<

= E

<L

Enfin,
Si
(miP)(k) = A+ B = Ez[/o 1(x,=kpdu] = mi(k).

Point 2. On fixe ¢ € FE, on considere la mesure m; construite au point 1, on
pose v(j) = A(j)m;(j) et on montre que vQ) = v et on conclura ainsi : soit m une
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mesure telle que, pour 7(j) = A(j)m(j), on ait Q) = v, alors, par unicité de la mesure
invariante de (), on aura que 7 est proportionnelle a v, et donc m est proportionnelle
a m;, et enfin que ™M est invariante.

Avec 7; = inf{n > 1 : Xp

. =i}, on a S; = Ty, donc, en se rappelant que
Xt =2 p>0 X1 Yte[T T [}

T,L'*l

th{t<Si} = Z XTnl{te[Tn,Tn+1[}'
n=0

Puis
S; Tl 1 Tl
mi(j) = Ez[/o Lixi=s)| = Bi z::o(TnJrl = L)y, -y | = mEz[ EZ:O Lixr, ~3))-

La seconde égalité utilise que sachant (X7, )k>0, (Tht+1 — In) ~ E(NXT,)), et que 75
est bien str o((X7, )k>0)-mesurable. Enfin,

T;—1

v() = XDmi() = B[ 3 Ly ).
n=0

qui est invariante pour la chaine (X7, )n>0 (cf Lemme 4.5.2) et donc vérifie v = vQ.

Point 3. C’est une réécriture du point 2.

Proposition 5.5.5 Si X; est un PMS récurrent positif, de probabilité invariante m,
alors pour toute f : E — R (bornée ou positive), pour tout i € E, P;-p.s.,

t
tlggoi/o f(Xs)ds:/Efdﬂ.

Preuve: Soit i € F fixé et
Si=inf{t>T) : Xy =i} =inf{t >0 : Xy =i et I3s€]0,t] t.q X F#i}.
Définissons, par récurrence, 79 = 0, 74 = 5;, puis
Tpy1 =inf{t > 7, : Xy =1 et Is €[, t] t.q XsF#i}

En posant X; = X, 44, on a fogi f(Xy)ds = f:n"“ f(Xs)ds pour toute fonction f :

E — Ry. On en déduit (exercice), par Markov forte, que la suite (7,),>0 fait de
(X¢)t>0 un processus régénératif. Il résulte donc du théoreme 3.1.3 que P;-p.s.,

t
lim ¢! / F(X,)ds = / fdr,
t—o0 0 E

ou
1

m(j) = Ei[Si] Ez[/OSZ l{stj}ds].
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Par le théoréme précédent, 7 est bien 1'unique probabilité invariante (elle est invari-
ante, et bien str, >-.cpm(j) = Ei[Si]/Ei[Si] = 1).

Résumé important.

® Si (Q(4,4))ijcE est irréductible récurrente, alors le PMS associé a (Q(%, 7)) jcE
et (\(7));ep admet une unique mesure invariante (& constante pres) m, caractérisée
par mA = 0, i.e. A(i)m(i) = >, m(§)A(J)Q(4,4) pour tout i € E.

o Il est possible, si (Q(%,7))i jer n'est PAS récurente, de trouver une probabilité
m telle que mA = m sans que le PMS (ni Q) soit récurrent (nous donnerons un
exemple dans quelques pages).

e S'il existe une probabilité m telle que mA = 0 et >°,cpm(i)A(i) < oo, alors
m est une probabilité invariante du PMS, qui est donc récurrent positif. En effet,
on a alors que v(i) = A(i)m(7) est invariante pour ), et comme c’est une mesure
finie, on peut trouver une probabilité invariante pour @, la chaine associée est donc
récurrente positive, donc le PMS est récurrent et on peut appliquer le théoreme: m
est invariante.

e Exemple ou la chaine est récurrente nulle et le PMS est récurrent positif : on
considere E = Z, Q(i,i — 1) = Q(i,i+ 1) = 1/2. On a vu (c’est la marche aléatoire
simple symétrique) que la chaine de transition ) est récurrente nulle, de mesure
invariante v(i) = 1 pour tout i € Z. Si A\(i) = (1 + i?), alors m(i) = v(i)/A(i) =
1/(1 + 42) vérifie mA = 0 (pour le PMS de caractéristiques @Q et \), c’est donc une
mesure invariante finie du PMS, et (i) = a/(1 +i2) (ot a = 1/ 3 ;c7(1 + %)) est
une probabilité invariante du PMS, qui est donc récurrent positif.

e Exemple ou la chaine est récurrente positive et le PMS est récurrent nul : on
considere n’importe quelle matrice de transition irréductible récurrente positive @,
sur un ensemble dénombrable infini F, de probabilité invariante v. Alors le PMS
de caractéristiques @ et A(i) = v(i) est récurrent (puisque @ lest), et sa mesure
invariante est donnée par m(i) = v(i)/A(i) = 1, qui n’est pas sommable.

5.6 Processus de naissance et mort

Les processus de naissance et mort forment une classe importante de PMS a valeurs
dans £ = N.

Définition 5.6.1 On appelle PNM (processus de naissance et mort) tout PMS a
valeurs dans N tel que Q(i,7) =0 sij ¢ {i —1,i+ 1}.

On a donc aussi A(i,7) =0 sij ¢ {i —1,i,i+ 1}. On pose a; = A(i,i — 1) pour
tout i > 1, B; = A(i,i+ 1) pour tout i > 0. On a alors

(i) A(0) = Bo et Q(0,1) =1 ;
(i) pour i > 1, A(i) = ci + Bi, Q(i,i — 1) = 3%, Q(i,i+ 1) = 5.

L’idée (on verra cela plus ou moins rigoureusement au prochain chapitre) est que
le PMS (X¢):>0 modélise une population : X; est le nombre d’individus vivants a
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I'instant ¢. Pour tout ¢« > 1, «; est le taux de mort quand ¢ individus sont vivants, et
B; est le taux de naissance quand i individus sont vivants. Donc (c’est lié au lemme
des deux réveils) quand on est dans ’état i, on saute avec taux A(i) = 5; + a;, et c’est
une naissance (donc on saute de 1) avec probabilité aﬁf 5 ou c’est une mort (donc on

saute de —1) avec probabilité +5

La remarque suivante découle du cas discret.

Remarque 5.6.2 Un PNM est irréductible si et seulement si a; > 0 pour tout ¢ > 1
et B; > 0 pour tout i > 0.

Théoréme 5.6.3 Un PNM irréductible est
(i) récurrent si et seulement si

ZOZIQQ"'CYZ‘_OO

=1 BB B
(ii) récurrent positif si et seulement si

Zalaz“' oo et S—14+ Zﬂoﬁl 511 <
i>1 6152"’51 i>1 a1 - - 0

Sa probabilité invariante est alors w(0) = 1/S et w(i) = (Bofr - - Bi—1)/(Sarag - - - ;)
pour ¢ > 1.

Preuve: (i) Par définition, le PMS est récurrent ssi la chaine de transition @ lest.
Mais cette chaine est un PNM a temps discret. On peut donc appliquer le théoreme
4.7.3, et on voit que notre PNM est récurrent ssi

Z q192 - = o0,

i>1 P1pP2 -

ou q; = Q(i,i—1) et p; = Q(i,i+ 1). La conclusion s’ensuit immédiatement, puisque
4i/pi = ai/Bi.

(ii) Supposons S < oo. Le processus étant récurrent, il suffit de vérifier que 7, qui
est bien siir une probabilité, vérifie 7(¢)A(i) = 32, 7(4)A(J)Q(4, %) pour tout i € N.

Si ¢ =0, on veut

aq
0)By = w(1 _

w0 = 71 + 1) =2

ie. m(0)Bo = m(1)aq, ce qui est vrai.
Sid > 1,1l faut

Bi—1
-1+ Pi—1

Q41

7(i) (0 + Bi) = 7(i — 1) (i1 + Bi—1) Qi1 + Bixt

+ (i + 1) (aip1 + Bit1)

soit encore 7(i)(a; + ;) = w(i — 1)Bi—1 + (i + 1)ay 41, c’est vrai.
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Si S = oo, on vérifie que m(0) = 1 et m(i) = (Bof1--- Pi—1)/(1ca - - - ;) pour
1 > 1 est invariante, c’est exactement la méme preuve. Comme m n’est pas sommable,
le PMS n’est pas récurrent positif.

Un contre-exemple. Prenons «,, = 3", 3,, = 2-3". Alors ) 2, %l an — 1 o
400, donc le processus n’est pas récurrent. Pourtant, S < oo et la probablhte s du
point (ii) vérifie bien 1A = 0. Elle n’est pas invariante, puisque sinon, le processus
serait récurrent positif. Ce PNM explose p.s., car la proposition suivante s’applique.

Proposition 5.6.4 On considére un PNM (X)¢>o trréductible. Si

ApQlp 1 Ay ... 0]
k= Z( Bnﬁn 1 Bnﬁn lﬁn 2+ +/8n60) <o

alors il y a p.s. explosion : Py(lim, T, < co) = 1.

On montre (cf appendice) que si R = oo, P;(lim, T,, < c0) = 0 pour tout 7 € N.

Preuve: On fixe a € N grand, et on pose u, (i) = E;[Sy], ou S, = inf{t > 0:X; = a}.
On a ug(a) = 0et, pouri € {1,...,a—1}, en utilisant Markov forte avec Xy = Xr, 44,
donc S, =11 + Sq,

ua(i) = Ei[T1 + Ei[So|Fr]] = Ei[T1] + E1[Exy, [Sal]

1 Q; . Bi )
= all — 1 a 1),
Oéi+5i+04i+5iu ( )+ai+5iu (i+1)
soit encore (a; + 5i)ua(i) = 1+ ajuq(i — 1) + Biug(i + 1), puis
1 i . . .
Ug (i) —ug(i +1) = B %[ua(z—l)—ua(z)], ie{l,...,a—1}.
De méme, uq(0) = Eo[T1] + E1[Sa] = 1/60 + ua(1).
En travaillant un peu, on trouve que
1
Ug(0) —ug(l) = —,
0 -u) = 4
1 (65}
Ug (1) —ug(2) =
@ @) /81 /31/80
a0
Ug(2) —ua(3) = + + ,
® ) ﬁ2 ﬁzﬁl Ba251 5o
1 Qg—1 QOg—1...001
Ugla — 1) —ugla) = + +.
( ) (@) Ba—1  Ba—1Pa—2 Ba-1---Bo
En sommant tout cela, comme uq(a) = 0, on trouve
a—1
1 (70 OnOin—1 Qg ... O
Eo[Sa] = ua(0) = —+ +...+——).
0l8a] = 11a(0) ;0% Bubnt  BuBu1Pus Bn...ﬁo)

Donc par hypothese, limg—o0 Eg[S,] < co. Mais bien str, on a T,, < S, pour tout
n > 1. Ainsi, lim,,_, E¢[T,,] < co. Comme n — T, est croissant, on conclut par
Fatou que Eg[lim,, o 1)) < 0.



Chapitre 6

Files d’attente et autres

Nous allons étudier quelques modeles de files d’attentes, et quelques autres modeles.
L’objectif principal est de comprendre comment trouver le générateur, i.e. les taux
d’évenements (A(7));cr et la matrice (Q(1,7))i jer dans des situations concretes.

Une file d’attente est constituée de clients qui arrivent de I’extérieur pour rejoindre
cette file, de guichets ou les clients vont se faire servir par des serveurs. Dans certains
cas les clients attendent dans une salle d’attente de capacité limitée. Un client servi
disparait. Les instants d’arrivée des clients et les temps de service sont aléatoires.

Une file d’attente est décrite par la loi d’interarrivée des clients, la loi des temps
de service, le nombre de serveurs, la longueur maximale de la file (égale a la taille de
la salle d’attente éventuelle). Nous supposerons toujours ici que les interarrivées sont
des variables aléatoires indépendantes et de méme loi, indépendantes des temps de
service, eux mémes indépendants et de méme loi. Pour les files simples, on utilise les
notations de Kendall:

Loi d’interarrivée / Loi de service / Nombre de serveurs (/ Longueur maximale).

Les lois sont notées symboliquement: M lorsqu’elles sont exponentielles (M pour
Markov), G (G pour Général) sinon. On ne spécifie pas la longueur maximale de
la file lorsqu’elle est infinie. Par exemple une file M/M/s est une file d’attente a s
guichets, telle que le flot d’arrivée des clients est poissonnien et les temps de service
exponentiels, sans restriction sur la taille de la file d’attente. Nous nous limiterons a
I’étude de files markoviennes.

La question essentielle est de savoir si la taille de la file va exploser ou au contraire
s’équilibrer. Dans ce dernier cas, il peut étre intéressant de calculer la taille moyenne
de la file, la loi du temps d’attente d’un client, etc...

6.1 La file M/M/s.

Iy as € NU{oo} serveurs. Les interarrivées sont des v.a. exponentielles de parametre
« et les temps de service des v.a. exponentielles de parametre pu, toutes indépendantes.

67



68 CHAPITRE 6. FILES D’ATTENTE ET AUTRES

On note
X; = nombre de clients dans file+caisse a l'instant ¢.

Théoréme 6.1.1 Le processus (X¢)i>0 est un PMS a valeurs dans N. De plus, on a
pour tout 1 > 0, (i) = a + min{i, s}u et

min{i, s}y e

Qlii—1) = et Qii+1)=

a+ min{i, s}u o+ min{i, sty

Noter que Q(0,—1) (qui n’existe pas vraiment puisque E = N) vaut bien 0. Dans
tous les autres cas, Q(i,7) = 0.

Preuve:

Etape 1. C’est un PMS car les lois en jeu sont exponentielles (sans mémoire). Si
on connait (Xj) se[0,4]» alors ce qui se passe apres ¢ ne dépend que de X;. En effet,

si Xy =4 >0,ily a précisément k = min{s, i} clients en train de se faire servir
et i —k (qui est nul si i < s) en train d’attendre. Pour chaque client au service,
on sait depuis quand il est arrivé, quand il a commencé a se faire servir, mais cela
n’apporte aucune information : comme la loi de service £(p) est sans mémoire, son
temps de service résiduel est encore de loi £(u). Un client est en train d’arriver, et
on sait depuis combien de temps on l'attend, mais, la loi des interarrivées £ () étant
sans mémoire, notre temps résiduel d’attente sera encore de loi £(«). Le futur apres
t ne dépend donc de (Xs)se[o,q que par le fait que X; = i.

Etape 2. On détermine le générateur. On pose donc 77 = inf{t > 0 : X; # Xy},
et on cherche Q(i,7) = P;(X7, = j) et A(i) = 1/E;[T1]. On suppose donc que X = i.

Sii =0, soit T le temps d’arrivée du prochain client. Par hypothese, T' ~ &(a).
On a forcément 71 = T et X7, = 1. Du coup, on a bien A(0) = a = o + min{0, s}u
et Q(0,1) = 1.

Sii>1,ilyak =min{s,i} clients au service, notons Si, ..., Sk leurs temps de
service, qui sont i.i.d. £(u). Il y a un client en train d’arriver, notons 7' ~ &£(«) son
temps d’arrivée. Notons S = min{Si,..., S}, dont la loi est £(ku) (par le lemme
des k réveils). Alors 77 = min{S, T} etona Xy, =i+ 1siT < Set Xy, =i —1
si S < T. Par le lemme des deux réveils, on voit que T} ~ &(a + ku), donc A(i) =
1/E;[Th] = a+kpet que Q(i,i+1) =Pi( Xy, =i+1) =P(T < S5) =a/(a+ku) et
que Q(i,i — 1) =P;(Xp, =i—1)=P(S<T) =ku/(a+ku).

En utilisant les résultats généraux sur les PNM et qu’on a ici a; = A(1)Q(i,i—1) =
min{i, s}y (pour ¢ > 1) et f; = A(2)Q(4,7+ 1) = o (pour ¢ > 0), on peut montrer la
proposition suivante.

Proposition 6.1.2 Le PMS (X;)i>0 est récurrent ssi a < sp. Il est récurrent positif
sst o < sp et sa probabilité invariante w est moche mais calculable explicitement.
Toutefois, on a

o (i) = (1 —a/u)(a/p)" pour tout i € N si s =1 (et o < ),
o w(i) = e~ (a/p)/i! pour tout i € N si s = oo.
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Le processus est récurrent si la file n’explose pas (en temps infini) : il faut pour
cela que le taux d’arrivée « soit inférieur au taux de départ maximal ps (taux de
départ par serveur multiplié par le nombre de serveurs).

Kolmogorov forward. Vérifier que KF s’écrit, pour ce processus, pour tout ¢ > 0,

Pl(i,0) = —aPy(i,0) + uPy(i, 1),
P/(i,j) = —(a+ pmin{j,s})P(i,j) + aPi(i,j — 1) + pmin{j + 1, s} P(i, 5 + 1),

la seconde ligne étant valide pour tout 7 > 1. C’est “limpide” : par exemple si j > 1,

e le terme —(a + pmin{j, s})P,(i,j) exprime qu'on part de j avec taux « +
pmindj, s}:

e le terme +aP;(i,7 — 1) exprime qu’on passe de j — 1 & j a taux «;

e le terme +pmin{j + 1,s}P,(i,j + 1) exprime qu'on passe de j + 1 & j a taux
pmin{j +1,s}.

On peut s’amuser & sommer (sans trop se poser de questions) les égalités ci-dessus.
Par exemple, en utilisant que E;[X;] = 37~ jFP:(4,), on peut écrire

dmilx) = SR

==Y (a+ pmin{j, s})jP,(i, )+ ajP(i,j — 1)+ Y pmin{j + 1,s}jPi(i,j + 1)
j=1 j=1 j=1

= —Ei[(o + pmin{ X, s}) X;] + Y (€ + 1)Py(i, £) + Y pmin{l, s} (¢ — 1) P,(i, )

£>0 £>2
= —E;[(a + pmin{ Xy, s}) X¢| + E;i[a(X: + 1)] + E;[pmin{ X}, s}(X; — 1)]
= a — pE;min{ Xy, s}].

Voir I'appendice pour une preuve rigoureuse. Quand s = oo, cela donne

d
P [(Xi] = a — puE;[Xy],

qu’on peut résoudre explicitement. Comme E;[X(] = ¢, on trouve

E;[X¢] = % + (1 - %)e‘“t.

On pourra comparer lim;_,~ E;[X;] avec la moyenne de la probabilité invariante du
processus, qui est Poisson(a/u) dans ce cas.

6.2 La file M/M/1/k.

Il y a 1 serveur. Les interarrivées sont des v.a. exponentielles de parametre « et les
temps de service des v.a. exponentielles de parametre pu, toutes indépendantes. Par
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contre, la salle d’attente est limitée : si un client qui arrive trouve k personnes dans
la salle d’attente, il s’en va immédiatement. On note

X; = nombre de clients dans file+caisse & l'instant t.

Théoréme 6.2.1 Le processus (X¢)i>0 est un PMS a valeurs dans {0, ---,k+1}, et
on a

« st 1=0
ANi)=< a+p si ie{l,--- k}
1 st 1=k+1
et
1 si i=0,j=1
Y s de{l, k) =i+l
Q=1 ‘L o
si ie{l,---,k}, j=i—1
o+
1 si i=k+1, 5=k

Dans tous les autres cas, Q(i,7) = 0.

Preuve:

Etape 1. C’est un PMS car les lois en jeu sont exponentielles (sans mémoire). Si
on connait (X;) se[0,], €€ qui se passe apres ¢ ne dépend que de X;. En effet, supposons
que X; =i.

Si ¢ = 0, un client est en train d’arriver, et on sait depuis combien de temps on
lattend, mais, la loi des interarrivées £(a) étant sans mémoire, notre temps résiduel
d’attente sera encore de loi (). Le futur apres ¢ ne dépend donc de (X5)geo, que
par le fait que X; = 0.

Sii e {1,...,k}, un client est en train d’arriver, et on sait depuis combien de
temps on 'attend, mais, la loi des interarrivées £(«) étant sans mémoire, notre temps
résiduel d’attente sera encore de loi £(«). Il y a précisément 1 client en train de se faire
servir, on sait depuis quand il est arrivé, quand il a commencé & se faire servir, mais
cela n’apporte aucune information : comme la loi de service £(p) est sans mémoire,
son temps de service résiduel est encore de loi £(u). Le futur apres ¢ ne dépend donc
de (Xs)sefo,q que par le fait que X; = i.

Si i = k+ 1, aucun client ne peut arriver. Il y a précisément 1 client en train
de se faire servir, on sait depuis quand il est arrivé, quand il a commencé & se faire
servir, mais cela n’apporte aucune information : comme la loi de service £(u) est sans
mémoire, son temps de service résiduel est encore de loi £(u). Le futur apres ¢ ne
dépend donc de (X;)se(o,q que par le fait que X; =k + 1.

Etape 2. On détermine le générateur. On pose donc 77 = inf{t >0 : X; # X},
et on cherche Q(i,7) = P;(Xp, = j) et A(i) = 1/E;[T1]. On suppose donc que Xy = i.

Sii =0, soit T le temps d’arrivée du prochain client. Par hypothese, T' ~ £(a).
On a forcément 71 =T et X7, = 1. Du coup, on a bien Q(0,1) =1 et A(0) = a.
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Sii =k + 1. Aucun client ne peut arriver (sans étre rejeté). Il y a un client au
service, soit S son temps de service, qui suit la loi £(p). On a bien sir S ~ E(u).
Forcément, T1 = S et X7, = k. Du coup, on a bien Q(k+ 1,k) =1et A(k+1) = p.

Siie {1,---,k}, alors on a ¢ — 1 clients dans la file et 1 au service, soit S son
temps de service, on a S ~ E(u). Soit aussi T' le temps d’arrivée du prochain client,
onaTl ~ &). Ainsi, T1 = min{S, T}, et X, =i+ 1siT < Set Xy, =i —1
si S < T. Par le lemme des deux réveils, on voit que 77 ~ E(a + ), donc A(i) =
1E[Th=a+pet que Q(i,i+ 1) =Pi(Xp, =i+ 1) =P(T < S)=a/(a+p) et
que Q(Z7Z - 1) - Pi(XTl =1i- 1) = P(S < T) = M/(a + M)

6.3 Interlude

Soit (X¢)¢>0 un PMS a valeurs dans E, de caractéristiques (A(2))icr et (Q(7,7))ijecE-
Soit ¢ : £ — R. On a a priori la formule suivante :

d . }

S Eilo(X)] = Y EMX)(60)) — ¢(X0))Q(Xy, )] (6.1)
JjEE

Attention, cette formule n’est pas toujours vraie : on intervertit sans justification une

dérivée et une somme. Le résultat n’est en fait pas toujours vrai. Voir I'appendice

pour une justification rigoureuse dans un cas particulier. Tout de méme, tout est
correct si ¢ est a support fini (i.e. ¢ = 0 en dehors d’une partie finie de E).

On rappelle KF : F{(i, j) = — (i, )A(J) + Ser Poli. HIAGR)Q(R, 5). Done

d /
aEi[gb(Xt)] = JEZ;ECb JP; (i, 5)
= =Y P, )AGoG) + D> D Pili, k)AK)Q(k, j)o (k)
JjEE JjEEkeEE
= —Ei\NX)o(X)]+ > EiMX)Q(X¢, ))o(Xy)]
jeEE
= =Y EMNX)(X)Q(Xt, 5)] + Y Ei MXe)Q(Xy, j)p(Xe)].
JEE jerE

6.4 Une file un peu plus compliquée

Des clients arrivent dans un magasin suivant un processus de Poisson de parametre
a > 0 (autrement dit, les interarrivées sont £(«)). Ce magasin dispose de s1 vendeurs,
s caissiers et s3 manutentionnaires, avec s1, 2,53 € N U {oo}. Quand un client ar-
rive, il doit se faire servir par un vendeur (temps de service de loi exponentielle de
parametre p; > 0), puis par un caissier (temps de service de loi exponentielle de
parametre o > 0), puis par un manutentionnaire (temps de service de loi exponen-
tielle de parametre pus > 0). Les objets aléatoires ci-dessus sont bien stir mutuellement
indépendants.
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Soit X; = (X}, X7, X}}) o X} (respectivement X7, X}) est le nombre de clients
en train d’attendre ou de se faire servir par un vendeur (respectivement un caissier,
un manutentionnaire) & l'instant ¢ > 0.

Théoréme 6.4.1 Le processus (X;)i>0 est un PMS ¢ valeurs dans E = N3. De plus,
on a, pour tout i = (i1,1i2,13),

A7) = a + min{iy, s1 pp1 + min{ia, so fpo + min{is, s3}us,

et, pour i = (i1,142,13) € N3 et j = (j1, j2,73) € N3,

% si g = (i1 + 1,0, i3),

min{il, 81}#1

.. ¢

Qi j) = min{iQ(, )32},u2
A7)

min{is, 53} /3
A7)

st j=(i1— 1,12+ 1,i3),
st g = (il,ig — 1,13 + 1),

st ] = (il,ig,ig — 1)

Et Q(i,j) = 0 dans tous les autres cas.

Preuve:

Etape 1. C’est un PMS car les lois en jeu sont toutes exponentielles (sans
mémoire). Si on connait (Xj) se[o,], alors ce qui se passe apres ¢ ne dépend que de
X;. En effet, supposons que X; = i = (i1,12,43). Alors on sait qu’il y a un client
en train d’arriver, et on sait depuis combien de temps on ’attend, mais, la loi des
interarrivées €(a)) étant sans mémoire, notre temps résiduel d’attente sera encore
de loi £(a). D’autre part, il y a min{iy, s1} clients en train de se faire servir par
des vendeurs, on sait depuis combien de temps, etc. Mais, les temps de service étant
E(u1), les temps résiduels de service, a I'instant ¢, sont encore de loi £(p1). Il y a aussi
min{ig, s2} clients en train de se faire servir par un caissier, on sait depuis combien
de temps, etc. Mais, les temps de service étant £(uz), les temps résiduels de service,
a l'instant ¢, sont encore de loi £(ug2). Enfin, il y a min{is, s3} clients en train de se
faire servir par un manutentionnaire, on sait depuis combien de temps, etc. Mais, les
temps de service étant £(us), les temps résiduels de service, a 'instant ¢, sont encore
de loi €(u3). Ainsi, la connaissance de (Xs)ge[ n'apporte rien de plus que celle de
X; pour le comportement a venir.

Etape 2. On détermine le générateur. On pose donc 77 = inf{t >0 : X; # X},
et on cherche Q(i,j) = Pi(Xp, = j) et A(i) = 1/E;[T1]. On suppose donc que
Xo =1 = (i1,142,13). On pose k; = min{iy, s1}, ko = min{ia, s2}, k3 = min{is, s3}.

e Soit T'~ E(a) le temps d’arrivée du prochain client.

e Soient Si,..., 5111 ~ E(p1) les temps de service des clients en train de se faire
servir par un vendeur. On note U; = min{S7, ..., S,%l}, qui suit la loi E(kip1) par le
lemme des réveils (si k1 = 0, ga donne Uy ~ £(0), qui vaut I'infini p.s. par convention).
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e Soient S%,..., 5’,32 ~ E(u2) les temps de service des clients en train de se faire
servir par un caissier. On note Uy = min{S?,..., S,i}, qui suit la loi €(kapg) par le
lemme des réveils.

e Soient S%,...,S,fg ~ E(p2) les temps de service des clients en train de se
faire servir par un manutentionnaire. On note Us = min{S3, ... ,5’,33}, qui suit la
loi £(kspus) par le lemme des réveils.

On a donc 77 = min{T,U;,Us,Us} et X7, = (i1 + 1,42,i3) si Th =T, Xp, =
(il — 1,49+ 1,’i3) si Ty = Uy, XT1 = (il,iz — 1,43+ 1) si Ty = Us, )(’f1 = (il,iz,’ig - 1)
si T1 = Us. Par le lemme des 4 réveils, on conclut qu’en effet, on a bien 77 ~
E(a+ ki + kapo + ksps), donc

A1) = a+ ks + kapo + ksps,

et que

Q(i, (i1 + 1,i2,43)) = Pi(Xmy = (i1 + 1,i,43)) = P(I1 = T) = %

Q, (i1 — L,ig + 1,43)) = Pi(Xp, = (i1 — 1,ia + 1,i3)) = P(T} = Uy) = %

etc.
En utilisant la formule (6.1) avec la fonction ¢(i1,2,i3) = i1 (puis ¢(i1, 92, 13) = @2
puis ¢(i1,142,13) = i3), on trouve

d

@Ei[th] = a— mE;min{X/, s1}],

d . .

7P (X7 = mEimin{X}, s1}] — poE;[min{ X7, s5}],
d . .

P (X7] = peEimin{X?, s2}] — psEs[min{ X7, ss}].

On peut certainement résoudre ce systeme lorsque s; = s = s3 = 0.

6.5 Un modele simple de populations

Considérons une population d’individus assexués. La durée de vie de chaque individu
suit une loi exponentielle de parametre p. D’autre part, chaque individu (vivant)
produit des portées suivant un processus de Poisson de parametre «. La loi du nombre
d’individus issus d’une portée est donnée par une probabilité v sur N*. Enfin, des
individus immigrent suivant un processus de Poisson de parametre k.

Soit X; le nombre d’individus vivant & 'instant ¢ > 0.

Théoréme 6.5.1 Le processus (X¢)i>0 est un PMS a valeurs dans E = N. De plus,
on a, pour tout © € N,
Ai) =k +ip+ia
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et, pour v =N et j € N,

i st g=1—1
A T
o ktiav(l) o
Quil=y —p  ITih
ZO;\IZE;C) si j=i+k (aveck >2),

et Q(i,7) = 0 dans tous les autres cas.

Preuve:

Etape 1. C’est un PMS car les lois en jeu sont toutes exponentielles (sans
mémoire). Si on connait (Xj) sefo,s]> alors ce qui se passe apres ¢ ne dépend que de
X;. En effet, supposons que X; = i. Alors on sait qu'un immigrant arrive, et on sait
depuis combien de temps on l'attend, mais, la loi des interarrivées £(k) étant sans
mémoire, notre temps résiduel d’attente sera encore de loi £(k). D’autre part, il y a i
individus en train de mourir, et on sait quand ils sont nés, mais, comme leur durée de
vie suit une loi exponentielle, leur durée de vie résiduelle & I'instant ¢ est encore ().
Enfin, ¢ individus vont produire (potentiellement) une portée. Pour chacun, on sait
son age et la date de sa derniere portée éventuelle, mais, les portées arrivant suivant
des processus de Poisson de parametre «, sa prochaine portée se produira dans un
temps de loi £(a). Enfin, la taille de cette portée ne dépend de rien.

Ainsi, la connaissance de (Xj) se[o,] Wapporte rien de plus que celle de X; pour
le comportement a venir.

Etape 2. On détermine le générateur. On pose donc 77 = inf{t >0 : X; # Xy},
et on cherche Q(i,7) = P;(Xp, = j) et A(i) = 1/E;[T1]. On suppose donc que Xy = i.

e Soit T'~ E(k) le temps d’arrivée du prochain immigré.

e Soient M, ..., M; les dates de mort des 7 individus, on sait qu’elles sont i.i.d.
de loi E(p).

e Soient P, ..., P; les dates des premieres portées des ¢ individus, on sait qu’elles
sont i.i.d. de loi £(). Enfin, soient Z1, ..., Z; les tailles de ces portées, qui sont i.i.d.
de loi v.

On a donc T} = min{T, My, ..., M;, Py, ..., P;} et par le lemme des 2i + 1 réveils,
on a donc T ~ E(k + ip + i), soit A(i) = Kk + ip + ia.

Deplus, Xy, =i+ 1siTh =T, Xy =i —1si Ty € {My,..., M}, et enfin, pour
tout y=1,...,4, Xy, =1+ Z; 1Ty = P;.

Donc Xp, =i —1siTh € {Mj,..., M;}, et par le lemme des réveils,

1) =S P = M) =3 A K
Qi,i—1) ;P(Tl M;) ;A(Z) i)
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Aussi, X7y =i+ 1si Ty =T ousi, pour un j € {1,...,i}, Ty = Pj et Z; =1, donc

Litl) = P(Ty = T)+) Cp ozt N Oy Ktiav(l)
Qi,i+1) =P(T} T)+jz::1P(T1 Pj, Zj =1) A(z‘)+2A(z‘) (1) O

Enfin, pour k > 2, X7, =i+ k si, pour un j € {1,...,i}, Ty = Pj et Z; =k, donc
a iav(k)
Qli,i+ k) = ZP =P, Z; = ET =)

Kolmogorov forward. Vérifier que KF s’écrit, pour ce processus, pour tout ¢ > 0,
tout j > 1 (inutile d’écrire P;(,0))

Pi(i,j) = —(&+jpt ja)Puli, ) + uG + DR+ 1) + kBi(i § = 1)
+Z a(j — k)v(k)P(i,j — k).

Dans ce cadre, la formule (6.1) s’écrit

Lejoxa] = ) 3100) — SXQX. )
- Epamm&—n—¢ﬂﬂﬁzﬂ

+E; [)\(Xt)[(;b(Xt +1) - ¢(Xt)]w}

+Y E [A(Xt)w(xt +k)— ¢(Xt)]X;z;t(;€)]

E>2
= B [[¢(X: — 1) — (X)) X
+RE[[6(X; + 1) - 6(X,)]]

+a Y E; [ (X, + k) ¢(Xt)]Xtu(k)].
k>1

Avec ¢(j) = j, on trouve, en posant p = 3~ kv(k),

d
i [(Xi] = —pEi[Xi] 4 £+ apEi[Xi] = £+ (ap — p)Ei[Xq].
Comme E;[X(] = i, on trouve, si ap # p (sinon, c’est une autre formule explicite)

Ei[X)] = — )e(ap—u)t.

+(i+
ap —p ap —p
On trouve trouve donc deux comportements bien différents :
e si ap < p, alors limy_, E;[X;] = k/(u — ap), la population n’explose pas,
e si ap > p, alors limy_, o E;[X;] = 00

C’est logique, car ap est le taux de naissance des portées multiplié par le nombre
moyen de bébés par portée, qu'on compare au taux pu de déces.
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6.6 L’importance des lois exponentielles

Considérons une population de bactéries, composée initialement (a ¢ = 0) d’un unique
individu. Chaque bactérie se coupe en deux bactéries filles, au bout d’un temps de
loi uniforme sur [0, 1], tout étant indépendant de tout au maximum. On appelle X;
le nombre de bactéries a I'instant ¢. Bien sir, si on remplacait la loi uniforme par une
loi exponentielle, ce processus serait un PMS. Montrons qu’avec la loi uniforme, ce
n’est pas le cas.

On a
p = P(Xl.ﬁ = 2|X0A5 = 2,X1 = 2) 75 P(XLG = 2|X1 = 2) =q.

En effet, soit U le temps de vie de 'ancétre, et V, W les temps de vie de ses deux
filles. Les v.a. U, V, W sont i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1].

p=PU+V >16U+W >16|U <05 U+V >05U+W >0.5)=0,
car U < 0.5 implique U +V <15et U+ W < 1.5.
qg = PU+V>16U+W>16/U<1,U+V>1LU+W >1)
PU+V>16U+W>16) a

= = - 0
PUTVSLUSWS1) b

car
1 1 1 1 1 1
a = ///1u+v>1.67u+w>1,6dwdvdu:/ du/ dv/ dw
o Jo Jo 0.6 1.6—u 1.6—u
1 0.4)3
= /(u—0.6)2du:( ),
0.6 3
et

1 1 g1 1 1 1 1 1
b= / / / Lytos1utws1dwdvdu = / du/ dv dw = / wldu = ~.
o Jo Jo 0 l1-u 1-u 0 3



Chapitre 7

Appendice

Théoréme 7.1 Soit (S,)n>0 une marche aléatoire a valeurs dans Z, de pas de loi p
(une probabilité sur Z). C’est bien sir une chaine de transition P(i,j) = u(j —1i). Si
p est centrée, i.e. si Y ez ku(k) =0, alors tout état est récurrent.

Preuve: (a) On considere (Xy)g>1 i.i.d. deloi p. Pour tout i € Z, S,, = i+ X 1+...+X,
est une chaine de transition P issue de 1.
(b) Pout tous i, € Z, on a G(i,7) = G(0,j — 1), car

Gli,j)=> Pli+Xi+..+Xn=5)=> PXi+..+X,=j—1i)=G(0,j —i).
n>0 n>0

(¢) Donc pour tout i € Z, G(i,i) = G(0,0) : il suffit de montrer que G(0,0) = co.
(d) Par le principe du maximum, on a G(0,0) > G(—i,0) = G(0,¢) pour tout i € Z.
(e) Soient L € N et A € N. Par (d), on a

1 L
G0,0) = 57— > G(0,4)
i=—L
1
= 5o %:OP(S” e{-L,..,L})
1 4L g, 11
> i P et )

car n < AL implique que L/n > 1/A.
(f) Soit A € N grand. Par la LGN (faible) et comme E[X;] = 0, on sait que

. Sn 1 1
nh_}rgloP(? € { R Z}) =1.

Soit n4 € N* tel que pour tout n > ny4,

Sh 1 1
P(Te{-3-3)25

7
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Soit ensuite L4 € N, tel que ALy > 2n4 et ALy soit pair (il suffit de poser Ly =
2|na/A] +2). Alors

1 ALy Sn 1 1
GO,0) = 5= T;)P(n {- Z""’Z})
{

AL 5
1 S
> p(>
n=AL,4/2 n
1 Ai:‘ 1
2LA+1n:ALA/22
1 AL 4
2La+1 4
1 ALy _ A

3Ly 4 127

v

2LA+1

v

>

(On a bien 2L+1 < 3L pour tout entier L non nul). Ceci étant vrai pour tout A € N,
G(0,0) = .

Proposition 7.2 Soit s € NU{oo}. Considérons la file M/M/s, i.e. le PMS (X¢)i>0
a valeurs dans N, avec A(i) = A+ (i As)u, Q(0,1) =1, et Q(i,i —1) = (i As)u/A(3),
Q(i,i+1) = a/\(i), quand i > 1. Alors t — E;[Xy] est C* sur Ry, et on a

d
$Ei[Xt] =a — pE;[X; A s].

Preuve: (a) Soit ¢ : N — R a support compact (il existe A > 0 tel que ¢(i) = 0
pour tout ¢ > A). Alors la formule (6.1) est parfaitement justifiée (car on échange
une somme finie et une dérivation), et on trouve

SEG(X)] = aBld(Xo + 1) — 6(X)] + Bi[(X A $)(6(X, — 1) = 9(X))]. (T.)

(b) Soit ¢ : N — R telle qu’il existe A, B tels que ¢(i) = B pour tout ¢ > A.
Alors la formule (7.1) est encore valable : on introduit ¢ (i) = ¢(i) — B, & laquelle on
a le droit d’appliquer (7.1), et on trouve

d

 EilV(X0)] = aBi[p(Xe + 1) — (X)) + pEi[(Xe A 5) (Y (Xe = 1) = 9(Xe))].

Mais comme E;[¢(X};)] = E;[v(X¢)]+ B, on a %Ez[é(Xt)] = %Ei[¢(Xt)]~ Comme de
plus ¢(a) — ¢(b) = ¢¥(a) — 1 (b) pour tous a, b, on conclut aisément.

(c) On a donc le droit d’appliquer (7.1) avec ¢(x) = x A A, pour A > 0 fixé :

%Ei[Xt/\A] = aEi[(Xt—f—l)/\A—Xt/\A]—i-,u,Ei[(Xt/\S)((Xt—1)/\A—Xt/\A)]. (72)
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Le dernier terme est négatif, donc
d
%EZ[Xt AN A] < OéEl[(Xt + 1) NA—Xi A A] <«

On conclut que E;[X; A A] < i+ at pour tout i € N, tout t > 0, tout A > 0. Par
Fatou, on conclut que E;[X;] < i+ at pour tout i € N, tout ¢ > 0.

(d) On revient a (7.2), qu’on integre en temps :
t
EX, AA] = z’/\A+a/ Ei(Xu+ 1) AA— X, A Aldu (7.3)
0
t
+u/ Ei((Xu A 8)(Xu— 1) A A — Xy A A)ldu.
0

On fait ensuite tendre A — oo dans cette formule, par convergence dominée (pour
E; puis pour fg), en utilisant que pour tout x € N, tout A > 0,

e pour tout z € N, tout A >0, [(x+1)NA—xANA| <1,

e pour tout x € N, tout A >0, (zAs)|(z—1)NA—xANA| <z,

o [ Ei[X,]du < co puisque 0 < E;[X;] < i+ at par (c),

e pour tout z € N, limgoo[(z+1)ANA—2z N A] =1,

e pour tout z € N, limgsoo(zAS)[(z —1)ANA—2zANAl=—(TAS).
Ainsi, on a

t
Ei[X{] =i+ ot — ,u,/ E;[ X, A s]du.
0

(e) Si s = 00, on a donc E;[X;] = i + at — p fj E;[X,]du. On déduit aisément de
cette formule et du fait que 0 < E;[X;] < i+ at par (c), que t — E;[X;] est continue,
puis C'!. On dérive la formule, et on trouve que th [Xt] = a — pE;[Xy].

Si s € N, on déduit de (7.3) avec A = s que ¢t — E;[X; A s] est continue, ce qui
implique que ¢ — E [Xt] =i+ at — ,ufo i[Xu A s]du est Ct. On dérive la formule,
et on trouve que $E;[X;] = o — uE;[X; A s].

Proposition 7.3 On considére un PNM (Xy)i>o irréductible. Si

= 1 an, Oy Ol —1 n...01)
R_;)(B T BB BuBuibua +5n---50) °°’

alors il n’ y a p.s. pas explosion : pour tout i € N, P;(lim,, T,, < c0) = 0.

Preuve: On pose u; = E;[exp(—Tx)], ou Too = lim,, T;,. L’objectif est de montrer
que u; = 0 pour tout ¢ € N.

Par Markov forte, en posant Xt =Xn4,onals, =11 + TOO, donc

u; = Ei[Bilexp(—T1 — Too)| Fry]] = Bilexp(—T1)ux, ] = I >\ Z Q(i, j)u
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On a utilisé que si T' ~ Exp(\), alors E[exp(—T)] = A/(1 4+ A). On trouve, en rem-
placant A\(i) et Q(7,j) par leurs valeurs,

wo = Bo w, g = QiYL + ,Biuz‘-&-l’ P>,
1+ Bo 1+ a; + B
Puis, en réorganisant,
UuQ ’LLi (67} .
UL — U = —, Uit1 — U + — Uj—1 1> 1. 7.4
Bot T W= g T g ) 74

Si ug = 0, on conclut facilement, par récurrence, que u; = 0 pour tout ¢ € N.
Reste a vérifier que ug = 0. On montre par récurrence, avec (7.4), que pour tout
1>0,
i—1
U; Qi1 - - - QUL
Ujr1 — U = — + —_
' B ,g) B - Bi
Mais, toujours par (7.4) et par récurrence, on voit que pour tout ¢ > 0, u;4+3 —u; > 0.
Donc uy > ug pour tout k£ > 0, et on conclut que pour tout i > 0,

U L) = ! Qi...on
i “ZZUD( +Z 51) “”(ﬂ ﬁzﬁm +5i-~-50)
puis que
Up = u +nzlu ) U)>uO+uOnZI(1 S +L'“a1)
o _ .
"’ e A G " Bbi Bi .. Bo

Comme R = oo, on conclut que si ug > 0, alors lim,, u,, = 00, ce qui est absurde
puisque u,, € [0,1]. Ainsi ug = 0.
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