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CHAPITRE

|

Marches aléatoires, processus de
Bernoulli

Le but de ce chapitre est double. D'une part, faire quelques rappels et fixer les no-
tations. D'autre part, introduire les marches aléatoires et le processus de Bernoulli,
caricature a temps discret du tres important processus de Poisson.

1.1 Rappels

On se donne un espace de probabilité (Q, &, P).

Soit (E,&) un espace mesurable et X une v.a. a valeurs dans E. Laloi de X estla mesure de probabilité
wx sur (E, &) définie par ux(A) =P(X € A), pour tout A€ é.

Pour i une probabilité sur (E,&), on a ux = p si et seulement si E[¢(X)] = [ ¢du pour tout ¢ € €,
ol € est la classe des fonctions mesurables bornées de E dans R. On peut aussi choisir pour % la classe
des fonctions mesurables positives, ou bien encore les fonctions continues bornées.

Définition (Processus stochastique). Soit T =N ouR* (ou éventuellement Z ou R) et (E, &) un espace
mesurable.
(i) Un processus a valeurs dans E est une famille (X;);c de v.a. a valeurs dans E.
(ii) Ondit que deux processus (Xy) et et (Yz) e a valeurs dans E ont la méme loi si pour tout k = 1,
pour tout f; < fp <--- < f (avec t; € T), les v.a. (Xy,,...,Xy) et (Yy,..., Yy ) (& valeurs dans E¥,
qui est muni de la tribu produit £2¥) ont la méme loi.

Lensemble T représente généralement le temps, qui peut étre discret ou continu.

Exemple 1.1. Attention a ce que I'égalité en loi signifie, notamment lorsque I'intervalle de temps
est continu T = R, : soit U une variable aléatoire uniforme sur [0,1]. On definit X; = 0 pour tout
t=0et X; = 1=ty Alors pour tout ke Net #y,fp,..., tr €R:, PAi € {1,2,...,k} : U = t;) = 0, et donc
les processus X et X ont méme loi! Sans autre condition, le fait que deux processus ont méme loi
n'implique en aucun cas que leurs trajectoires ont des propriétés similaires.
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1.2 Marches aléatoires, processus de Bernoulli

Définition (Marche aléatoire). Soient y une loi sur R? et X;, Xo,... des v.a. i.i.d. de loi y. Le processus
(Sn)nen défini par S =0et S, = X7 +---+ X, (n = 1) est appelé marche aléatoire de “pas” de loi u.

Exemple 1.2. (i) Sid =1etsi u=(1-p)dy+ pd; pour un p € [0,1] (i.e. i est la loi de Bernoulli de
parametre p), alors (Sy) nen €st appelé processus de Bernoulli. Bien str, pour n fixé, ona S,, ~Bin(n, p)
et donc E[S,] = np et Var(S;) = np(1 — p). Par exemple, on joue indéfiniment au pile ou face avec
une piece qui tombe sur pile avec probabilité p : S, représente le nombre de piles obtenus lors des
n premiers lancers.

() Sid=1etsipu-= %6_1 + %6 1, alors le processus (S;)nen €st appelé marche aléatoire simple
symétrique.

(iii) Sid =2 etsipu = %(6(_1,0) +6(0,-1)+01,00+6(0,1)), le processus (Sy) nen est appelé marche aléatoire

au plus proche voisin symétrique.

1.3 Propriété de Markov forte des marches aléatoires
La proposition suivante est évidente.

Proposition 1.1 (Propriété de Markov simple pour les M.A.). Soit (S;,) nen Une marche aléatoire de pas
de loi . Pour ng € N fixé, posons S);° = Sng+n — Sny- Alors (8™) ,en est une marche aléatoire de pas
de loi u et est de plus indépendante de (Sy, ..., Sy,).

Preuve. Il suffit d’observer que

() Sy° =0 et Spysn—Sny = Xngs1 + -+ + Xngsn»

(ii) la suite (X;y+x) k=1 est constituée de v.a. i.i.d. de loi commune ,

(ii) la suite (X, + &) k=1 est indépendante du vecteur de variables aléatoires (X3, ..., X,,) et donc aussi
de (So, S1,.., Sny)- O

Les définitions qui suivent sont cruciales dans I’étude des processus et seront utilisées tout au long

de ce cours.

Définition (Temps d’arrét). Soit (S;,) nen un processus a temps discret. On introduit la filtration (&,,) sen
(famille croissante de sous-tribus de &) définie par %, = g (S, ..., Sn).
(i) Une v.a. T avaleurs dans N U {oo} est un temps d’arrét (pour le processus (S;) nen) Si

VneN, {t<n}leZF,.
(ii) On définit alors la tribu &; des événements antérieurs a T par

Fr={AeF : An{tr<n}eF,VneN}L
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Exercice 1.1. (i) Une v.a. T a valeurs dans N U {oo} est un temps d’arrét ssi V n e N, {t = n} € &,.
(ii) Montrer que &; est une tribu
(iii) Montrer que &; ={Ae F: An{t=nle %,V neN}

Solution. (i) Supposons que {1 = k} € & pour tout k € N. Alors pour n € N, on a {t < n} = Up<i<nit =k} €
F,. Réciproquement, si {1 < k} € & pour tout k € N alors quelque soitneNona{r=n}={r<nin{r=
n={T<snin{t=n-1}€ %,.
(ii) La seule chose qui n’est pas évidente est la stabilité par passage au complémentaire: pour A € &; et
neN,onécrit An{t=n}=(Auft>n)=([(An{t=nlluf{t>n)=[An{t=nl°n{T<n}e Z,.
(iii) On définit 4; = {A € & : An{r = n}Vn € N}, de sorte qu'on veut montrer que ¥; = Z;. Soit A € ¥,
alors

Anft=ni= | An{t=ke%Z,

Osksn >

Egkcgn

etdonc A € ;. De méme, pour A€ %,

An{ft=n}=(Anft=n)n(Anfr=n-1}°)e F,,

. AN )

~- ~-
€Ty, €EFp-1€F,

ce qui montre que A € ¢;, et donc que ¥; = Z. O

Remarque. Le point (i) peut se traduire ainsi: pour tout z € N, sil’on connaitles valeurs de Sy, ..., Sy,
alors on peut dire si 7 < n.

Pour (iii), un évenement A appartient a & si, lorsqu’on connait les valeurs de 1, Sy, ..., Sz, on
peut dire si A est réalisé ou non. Une v.a. Z est &;-mesurable si, lorsqu’on connait les valeurs de
7,S80,..., Sz, on peut déterminer la valeur de Z.

Exemple 1.3 (Temps d'atteinte). Soit (Sj) ey Un processus a valeurs dans (E,&) et BE&.

(i) Alors T =inf{n =0 : S,, € B}, avec la convention inf @ = oo, est un temps d’arrét. Si 7 < oo, alors les
va. S;, S;-1, Z;zo(p(Sk) (pour une fonction mesurable ¢ : E — R) sont toutes &;-mesurables. Par
contre, Sy n'est en général pas Z;-mesurable.

C'est intuitivement clair : si on fixe n € N et qu'on observe Sy, ..., S, alors on voit si le processus
(Sk)ken est passé dans B avant linstant n, i.e. on voit si T < n ou non. Si maintenant on observe
7,80, S1,...,S¢, i.e. on observe le processus jusqu'a ce qu’il arrive dans B, on peut déterminer les valeurs
de Sr, Sr-1, X1._o 9(Sk), mais pas la valeur de S +,.

Formellement, 7 est un ta.car Vn e N, {t = n} ={So ¢ B,...,S4,-1 € B,S,, € B} € &,. Et par
exemple, S; est & -mesurable car pour toutT'€ &, {S; e} € & carpour tout ne N, {S; e} n{r =
ny={So¢B,...,.Sy-1¢B,S, € BN} € F),.

(ii) Par contre, 7 = sup{n =0 : S, € B} n'est en général pas un temps d’arrét.

Pour n fixé, en observant Sy, ..., S, on ne peut généralement pas dire si T < n, puisqu'on ne sait
pas si le processus repassera dans B ou non apreés n.
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Théoreme 1.2 (Propriété de Markov forte pour les M.A.). Soit (S;) ,eny Une marche aléatoire de pas de
loi p. Soit T un temps d’arrét (pour (S;) zen) fini p.s. On pose S}, = S;4p, — Sr. Alors (S}) sen €st une
marche aléatoire de pas de loi i indépendante de ;.

Exemple 1.4. Remarquons qu'’il est crucial que 7 soit un temps d’arrét : si par exemple (S;) ,en €St
un processus de Bernoulli de parametre 1/2 et si 7 = sup{n =0 : S; = 3} (qui n'est pas un temps
d’arrét), alors ST = S;11 — Sy = 1 p.s. (sinon S;41 = 3, ce qui est impossible), donc (S},) nen N'est pas
un processus de Bernoulli de parametre 1/2 (si ¢’était le cas, on aurait P(S] =1) =1/2).

Preuve. Lobjectif est de montrer que pour tout A € %, pour tout n = 0, pour tous boréliens By, -+, By,
deR? onal=], ou

I=P(A S-Sl €B,...,.S,—S"_|€B,) et J=PAuB)...uBy).
Mais, en se rappelant que S;, = X7 +--- + X, ot les X; sonti.i.d. de loi y, et en utilisant que 7 est p.s. fini,

I= Z P(A 1= k»Sr+1 _Sr EBI!'-'IST+71_ST+I’1—1 EBn)

k=0

=Y P(AT=kSks1—Sk€B1,...,Sksn— Sk+n-1 € Bp)
k=0

=) P(A, 7=k Xis1 €B1,..., Xisn € Bp).
k=0

Comme A€ &;,ona An{t = k} € F. De plus, (Xg+11,..., Xk+n) estindépendant de . Du coup,

I=) P(AT=kPXks1€B,..., Xksn € Bp)

k=0
=Y P(A,1=kuB)... u(By).
k=0
IIn’y a plus qu'a remarquer que Y o P(A,7 = k) = P(A) puisque 7 est p.s. fini. O

1.4 Loi géométrique et processus de Bernoulli

Considérons un processus de Bernoulli (S,) ;>0 de parametre p €]0, 1] et
T=inf{n>0:S,=1}.
Laloi de T s’appelle la loi géométrique (sur N*) de parametre p. On a donc
Définition (Loi géometrique). Soit p €]0,1[. La loi géométrique de parametre p est la probabilité u
sur N* définie par u({n}) = (1 - p)”‘lp.
Si X est une v.a. de loi géométrique, on a
P(X>n)=(1-p)", pourtoutn eN.

Si une expérience aléatoire se répete dans les mémes conditions, alors le nombre d’essais nécessaires
avant le premier succes suit une loi géométrique. Vous jouez au loto: v ous attendrez un temps géométri-
que avant de gagner, etc. Cette loi modélise tous les phénomenes d’attente a temps discret “sans mé-
moire”, au sens ou le fait d’attendre beaucoup ne change pas la loi du temps qu’il reste a attendre.
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Proposition 1.3 (Absence de mémoire — temps discret). Une v.a. X a valeurs dans N* suit une loi
géométrique si et seulement si, pour tout n, m > 0,

PX>m+n|X>n)=PX>m).

Preuve. Si X suit une loi géométrique (de paramétre p), alors pour tout n, m >0,

P(X>m+n) (1-p)"*™

PX>m+n|X>n)=
P(X > n) 1-p)n

=(1-p)"=P(X > m).

Supposons maintenant que pour tout n,m > 0, P(X > m+ n|X > n) =P(X > m) et posons 1 = P(X > 1).
Alors pour tout n > 0,

PX>n+1)/PX>n)=PX>n+1|X>n=PX>1)=A1,

P(X>n+1)=AP(X > n).

On en déduit que P(X > n) = A" pour tout n > 0. En particulier, ca imlique que A < 1 puisque sinon
X = oo p.s. ne serait pas a valeur dans N*. C’est aussi vrai quand n = 0 car P(X > 0) = 1 par hypothese.
Ainsi, pour tout n > 0,

PX=n=P(X>n-1)-PX>n=A"1-1"=2""11-2)
et X suit la loi géométrique de parametre p =1—- A. O

Le résultat suivant est facile a montrer de facon élémentaire. Mais il est plus instructif de le montrer
en utilisant la propriété de Markov forte.

Proposition 1.4. Soit (Sy,),en un processus de Bernoulli de parametre p et T = inffln 20: S, =
k}, pour tout k = 0 (on a Ty = 0). Alors les variables aléatoires {T.; — Tk, k = 0} sont i.i.d. de loi
géométrique de parametre p.

Remarque. On peut écrire S, = ZZ"ZI 1{1.<pn}, car pour tout ¢ € N fixé,

o0
Sp=0 <= Ty=n<Tyy <= )Y lp=n={.
k=1
Par la proposition, S,, a donc la méme loi que Zle 1iy, +.+v,<n}, pour une famille (Y;)x>; de v.a.
ii.d. de loi géométrique de parametre p.

Exercice 1.2. (i) Si 7 est un temps d’arrét, alors 7 est &;-mesurable (il suffit de montrer que pour
tout keN, {T = k} € &;).

(ii) Si o < 7 sont deux temps d’arrét, alors F; c &; (pour A € F; et n € N, écrire An{r < n} =
(An{o=n)n{T <n}eF,).
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Preuve de la proposition. C’est un excellent exercice, dont nous ne donnons que les étapes.

(a) Montrer que T suit la loi géométrique de parametre p.

(b) Montrer que pour chaque k = 1, Ty est un temps d’arrét (de (Sy) nen)-

(c) Montrer que que pour chaque k =1, T1,..., Ty sont &7, -mesurables, et donc que Ty, T — T1,..., Tk —
Ty—1 sont F7,-mesurables.

(d) Fixons k = 1 et introduisons S, = Sgk = St1.+n— St,. Par la propriété de Markov forte, (Sp) nen €St Un
processus de Bernoulli de parametre p indépendant de %7,. Donc

Ty =infin=0:§,=1}

est indépendant de F7, et a la méme loi que T; (la loi géométrique de parametre p). Mais, comme
St.=k,ona

Ty=inf{n=0: Sr4n—Sr, =1} =inf{n=0: S p=k+1} = Ty — Tk.

Ainsi, Ty, — Ty estindépendant de Z7, et suit la loi géométrique de parametre p.
(e) En exploitant les points (c) et (d), on voit que pour tout k = 1,lesv.a. Ty, To — 11, ..., Tx+1 — Tk sonti.i.d.
de loi géométrique de parametre p. C’est ce que nous voulions démontrer. O

1.5 Loi exponentielle

Les lois géométriques sont a valeurs entiéres. Nous allons considérer maintenant des lois ayant des pro-
priétés analogues, mais a valeurs dans tout R*: les lois exponentielles. Ce sont, avec les lois de Gauss, les

plus importantes du calcul des probabilités a temps continu.

Définition (Loi exponentielle). Soit A > 0. On dit qu’'une v.a. réelle T suit la loi exponentielle de
parametre A (en bref, que T ~ Exp(1)) si ur(dt) = Ae M1 ,50dt.

Si T ~ Exp(A), alors E[T] = 1/, Var(T) = 1/A?. Aussi,

P(T=1)=P(T>1t) =e* pourtout £ =0.

Théoréme 1.5 (Absence de mémoire — temps continu). Soit T une v.a. a valeurs dans R}. Les deux
énoncés suivants sont équivalents

(i) il existe A > 0tel que T ~ Exp(A),

(i) pourtouts,t=0,P(T=t+s|T=1t)=P(T=s5s).

C’est trés important. (ii) est une propriété qualitative (absence de mémoire). Donc toute v.a. sans

mémoire suit nécessairement une loi exponentielle.

Exemple 1.5 (Loi exponentielle et modélisation). (i) Le temps d’attente T, avant la prise d'un pre-
mier poisson, d'un pécheur inexpérimenté est une v.a. sans mémoire (le temps d’attente résiduel
ne dépend pas du temps d’attente écoulé). Donc par nature, T suit une loi exponentielle.

(ii) La durée de vie D d'un objet qui ne s’use pas est une v.a. sans mémoire. Donc par nature, D suit

une loi exponentielle. Etc.
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Preuve. (i) implique (ii), car

P(T=t+s) e M+
P(T=t+s|T=0= = =e M =P(T=25).
P(T>1) e~M

Montrons maintenant que (ii) implique (i). Pour cela, introduisons G(t) = P(T = t). C’est une fonction
décroissante sur R, on a G(0) = 1 et G(oo) = 0 par hypothese. De plus (i) donne que G(t + s) = G(£)G(s)
pour tous s, t = 0. On en déduit que pour tous p,g €N, on a

G(p)=G(plq)?, G(p)=GWM)P, dou Gp/g)=GL)PI.

En utilisant que @ est dense dans R*, que G est décroissante et que r — G(1)! est continue, on en déduit
que G(f) = G(1)? pour tout £ € R*. De plus,

* G(1) > 0, sinon, on aurait G(¢) = 0 pour tout ¢ > 0 et donc T = 0 p.s. (or on a supposé T a valeurs

dans R}).
* G(1) < 1, sinon, on aurait G(¢) = 1 pour tout ¢ > 0, et donc T = oo p.s. (or on a supposé T a valeurs
dans R}).
Onposel=-InG(1)>0etona G(t) = e Mie T~ Exp(A). O

Lemme 1.6 (des 2 réveils). Soient X; et X» deuxv.a. indépendantes de lois exponentielles de parame-
tres respectifs 1; et 1. Soit T'= min{X;, X»} et Z =1siT=X;,Z= 2 si T = X,. Alors T ~ Exp(A + )

et estindépendante de Z. De plus P(Z =1) = Ty +/1 etP(Z=2)= 1= +/lz

Par exemple, une mare contient des poissons rouges et des poissons gris. Un pécheur totalement
inexpérimenté y péche. Soit X (resp. X») le premier temps de prise d'un poisson rouge (resp. gris). Alors
T = min{Xj, Xy} est le temps de prise de son premier poisson, et Z = 1 s’il est rouge, 2 s'il est gris. Par
nature (absence de mémoire), T suit forcément une loi exponentielle. Le lemme des deux réveils, tres
important, permet de calculer le parametre de T etla loi de Z.

Prenons 'heure comme unité de temps. Si par exemple X ~ Exp(2), i.e. on péche en moyenne 2
poissons rouges par heure (on verra ¢a plus tard, mais raisonnable car E[X;] = 1/2), et X, ~ Exp(3), i.e.
on péche en moyenne 3 poissons gris par heure, alors on péche en moyenne 5 poissons par heure, donc
il est raisonnable que T = min{X;, X»} ~ Exp(5), et il est raisonnable de penser que la premiére prise soit
rouge avec probabilité 2/5.

Preuve. Pour t>0,0na

P(T>t,Z=1)=P(X; >, X; < X»)

f f > tx<yAMAze” M e_)lzydxdy

=f Loy dre ™t U Ase Mdy)d
0

o0
:f 1{x>[}11e_ lxe_bxdx

0

S M e
/11+/12
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De méme,

A
P(T>t,7=2)=—2_ g Mitht,
A1+

_ e—(/ll +Ag) t

En sommant on conclut que P(T > )= , donc T ~ Exp(A; + A2). En prenant ¢ = 0, on voit que

P(Z=1)= 177 + /1 etP(Z=2)= 1 + A .Lindépendance est aussi démontrée par les formules établies. [
On peut facilement généraliser ce lemme a plus de réveils.

Lemme 1.7 (des réveils). Soit {Xy, k = 1,..., n} une famille de v.a. indépendantes de lois exponen-
tielles de parametres Ap,...,A,. Soit aussi A = ZZ:1 Ak. Soit

n
T=min{X;:1<k<n} and 7= Z klir—x,.
k=1

Alors T ~ Exp(A), T estindépendante de Z, et P(Z = k) = A/A pourtout k=1,...,n

Enfin, rappelons quelques faits sur les lois Gamma. Rappelons d’abord que la fonction I d’Euler est
définie sur R} par la formule

+00
I'(x) =f *le7tdt, x>0.
0

On vérifie par récurrence, a I'aide d'une intégration par partie, que I'(n) = (n—1)! si n € N*.

Définition. On appelle loi Gamma de parameétre (A, @) ou A, @ = 0, la probabilité sur R* de densité
A9 xa—l e—Ax

frax)= TTw | FPR

Pour a = 1, on retrouve la loi exponentielle.

Proposition 1.8. La somme de deux variables aléatoires indépendantes de lois Gamma de parametres
(A, a1) et (A, ap) est une variable aléatoire de loi Gamma de parametre (A, a; + a»).

Preuve. Pour simplifier les notations, on fait la preuve dans le cas ol1 A = 1. Pour tout fonction ¢ : R — R
continue bornée, on a

xal—le—/lx yag—l e—Ay
I'(ay) I'(ay)

Elp(X+Y)] =f0 fo px+7y) dxdy.

On pose s = x+ y and u = x/(x + y) et on effectue le changement de variable (x, y) — (s, u) qui est bien
un cgl—difféomorphisme de 10, 00[? sur ]0,00[x]0, 1[ de Jacobien donné par dsdu = sdxdy d’ ou:

- (su) ¥ (s(1—u))*
Elp(X +Y)] f f p(s)se @@y duds
f (p() snreelen S.flual—l( — e 1Mdu
I'lay + ay) 0 I'la)T'(a2)

Comme s% "%~ 175 /T (a; + a2)1{s > 0} est bien une densité, I'intégrale en u plus haut vaut forcément un,
ce qui termine la preuve. O
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Remarque. Dans la preuve précédente, on a en fait calculé la loi jointe du vecteur (X+Y, X/ (X+Y)).
Si on reprend les calculs avec E[p(X + Y, X/(X + Y))], on voit qu'on a montré que X/(X + Y) était
indépendante de X + Y et calculé sa loi: sa densité est la fonction qui apparait dans I'intégrale en u.

Une telle loi est appelée loi Beta de parametre (a, a»).

Corollaire 1.9. Si X, X»,---, X, sont des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de
parametre A, alors X; + X +--- + X;; a une loi Gamma de parametre (A, n).







CHAPITRE

2

Processus de Poisson

2.1 Processus a accroissements indépendants et stationaire (P.A.L.S.)

Nous voulons généraliser a R* la construction de points aléatoires sur N obtenue par le processus de
Bernoulli dans le chapitre précédent. Ceci nous conduit d’abord a la définition suivante, qui généralise
au temps continu la notion de marche aléatoire.

Définition (Processus a accroissement indépendants et stationaires). Un processus (X;) ;eg+ a valeurs
dans R est un processus a accroissements indépendants et stationnaires (PA.L.S.) si, en notant &; =
o(X,,r<t),
(i) lapplication t — X; est p.s. continue a droite sur R*;
(ii) pourtouts,t =0, X;s— X estindépendant de F;
(iii) pour touts, t =0, X;+s— X ala méme loi que X; — Xo;
(iv) Xo=0.

Par exemple, le mouvement d'une particule de gaz est souvent modélisée par un PA.LS. Plus con-
cretement, le nombre de poissons N; pris par un pécheur inexpérimenté durant [0, #] est un PA.LS. (en
supposant que la mare contient une infinité de poissons). En effet, les points (i) et (iv) sont satisfaits. De
plus, N¢ys— Ny, qui représente le nombre de poissons péchés durant |z, ¢ + s] est indépendant de tout ce
qui s’est passé jusqu’a l'instant ¢ (point i) et a bien stir méme loi que le nombre de poissons Ny = Ng— Ny
péchés durant ]0, s] (point iii.).

Nous allons généraliser la propriété de Markov forte des marches aléatoires.

Définition (Temps d’arrét). Soit (X;)ser, un processus et, pour ¢ = 0, &#; = 0(X;,s < 1), et Foo =
0(X5,5=0).
(i) Une v.a. 1 avaleurs dans R* U {oo} est un temps d’arrét (pour (X;) teR,) Si

fr=tleZ; pour tout ¢ = 0.

(i) Onposealors #; ={A€e F, : AN{t<t}e F YV t=0}.

15
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Exercice 2.1. Soit 7 et 0 deux temps d’arrét tels que T < . Montrer que
(i) & estune tribu;
(i) Fr<cFs.

Comme dans le cas discret, un temps aléatoire 7 est un temps d’arrét si pour tout ¢ = 0, en observant
les valeurs de X pour s € [0, t], on est capable de dire si 7 < £ ou non.

Aussi, pour un évenement A € Z, on a A € Z; si, lorsqu’on observe 1 et X pour s € [0, 7], on peut
dire si A est réalisé ou non. De méme, une v.a. Z est &;-mesurable si 'on peut déterminer sa valeur a

partir de celles de 7 et des X pour s € [0, T].

Lemme 2.1. Tout temps d’arrét 7 est la limite d'une suite décroissante de temps d’arrét 7, ol 7, est
avaleurs dans I'’ensemble dénombrable {k10~", k € N} U {+o0}.

Preuve. Il suffit de prendre
_10"7] +1

107
Alors, 7, est 'unique élément de {107k, k = 0} tel que 7 < 7, < 7+ 107", Par conséquent, comme

Tn

107"N < 10~"*UN,onat,,; <1, etT, décroit vers T quand n — oco. Pour n = 0 fixé, montrons que 7, est
un temps d’arrét. Bien sur, 7, est o(7)-mesurable, et donc Z;-mesurable puisque T est &;-mesurable.
Donc, comme 7, =7, {1, < t} = {1, < t} N {1 < t} est F;-mesurable (puisque {7, < t} € 7). O

Les questions de mesurabilité concernant les temps d’arrét en temps continu peuvent étre délicates.

A titre d’exemple montrons le lemme suivant.

Lemme 2.2. Si (X;);cp+ €st continu a droite, pour tout temps d’arrét 7 fini, X; est %, -mesurable.

Preuve. Utilisons le lemme précédent pour écrire T = lim1,, ol 7, est une suite décroissante de temps
d’arrét a valeurs dans {k107"7, k € N}. On écrit

Xinr, = . Xxwo-nlig,=k10-m + Xelir, >0
{k:k10-"<1}

Tous les termes de cette expression sont &;-mesurables : pour s < t, on a {1, = s} € F; < F;, X est F-
mesurable et donc &;-mesurable, enfin, {7, > t} = {1, < 1}° € &, puisque 1, est un temps d’arrét. Donc
Xinr, €st & -mesurable.

On en déduit que X;,; = lim,_., X;a7, €st aussi &;-mesurable (on utilise ici que X est continu a
droite et que la suite 7, décroit vers 7).

Enfin, pour montrer que X; est &%;-mesurable, il faut vérifier que, pour tout borélien B, 'ensemble
{X; € BIn{t <t} € &,;. C'est clair car X;,; est #,-mesurable et

{(XreBIn{tr=st}={X;rr€BIn{r <t} € &;. O

Remarque. Comme on vient de le voir, si X est un processus, T un temps d’arrét fini, et si X;,; est
Z-mesurable pour tout ¢ = 0, alors X; est aussi &;-mesurable.
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Théoreme 2.3 (Propriété de Markov forte des PA.L.S.). Considérons un PA.LS. (X;)ser, . Pour tout
temps d’arrét T presque sirement fini, le processus (X;+; — X7) ter+ €st de méme loi que (X;) tep+ €t
est indépendant de ;.

Ce théoreme est assez évident si 7 = ty est déterministe : c’est (en gros) la définition des PA.LS.

Preuve. Soit Z une v.a. &;-mesurable bornée, ¢1,---, ¢y des fonctions continues bornées sur R et 0 <
) <--- < t. Lobjectif est de montrer que I = J, ou

I=E[Z1(Xor = X)) P2 (Xp4p, = Xo) -+ e (X — X))

et

J=E[Z]E[¢p1 (X;)) P2 (Xp,) -+ - P (X, )]
Utilisons le lemme 2.1 pour écrire 7 = lim | 7,, olt chaque 7, est a valeurs dans {£10™", ¢ € N} et intro-
duisons

In =E[Zp1 (X710, = X7, )2 (X 10, = X7 ,) - Pr( X g — X7 )]

Nous allons montrer que I, = J pour tout n. Cela suffira, puisqu'on a I = lim, I,, (car X est continu
a droite, car 7, décroit p.s. vers 7, car les fonctions ¢, sont continues, et par convergence dominée,
puisque tout est borné). Remarquons que Z est %; -mesurable (puisque 7 < 7)) et écrivons
In= Z E[Zl{rnzflo‘”}(Pl (X1n+t1 - XTn) o '(pk(Xr,,H‘k - Xr,,)]
=20

=Y E[Z1i,=010-mP1Xe10-m46 — Xeron) - P Xero-nr1, — Xe10-)].
/=0

Pour ¢ fixé, on voit que Z1;, —¢10-7 est Fy1o-»-mesurable (car 7, est un temps d’arrét et Z est F; -
mesurable, cf exercice ci-dessous). De plus, par définition des PA.LS., le k-uplet

(Xe10-n41, — Xe10-7, 7+ Xe10-n41, — Xe10-7)
estindépendant de %y;p-» et a méme loi que (X;,,---, Xy, ). Ainsi,

In=Y E[Z1g,—p10-m]Elp1 (X)) P2 (Xs,) - (X))
/=0

Cette derniere quantité n’est autre que J, puisque Y s> l{z,=¢10-7; = 1. O

Exercice 2.2. Si 7 est un t.a. et si Z est % -mesurable (a valeurs dans R par exemple), alors Z1 <y
et Z1;;=p sont &;-mesurables.

Solution. Pour Z1;<y, il s’agit de montrer que pour tout borélien B de R, {Z1;< € B} € &;. 1l suffit
décrire

{Z1z<peBi=lt>n{0eB}JU{Tt = t}1n{Z € B}] € &;.
De maniére similaire,ona {Z1;=5 € B} = ({0 Binfr Z })u({Z e BIn{t = 1}).Or{t # t} = {r < Jui{T < 1}°

et{r<t}= UKMEQ{T < s} € &, ce qui montre que {0 € B} N {7t # 1} € &; (puisque {0 € B} est soit & soit
Q). Finalement,

{ZeBin{t=t={ZeBiInfr<tin{t< t}°e Z,. O
S—— N——
eF; €F,
— ———

Egz
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2.2 Processus de Poisson

Définition (Processus ponctuel). Un processus ponctuel sur R* est une suite strictement croissante
deva.0< T, <T,<--- telle que T;,, — oo p.s. quand n — oco. Le processus de comptage associé a ce
processus ponctuel est le processus (Ny) ;er, défini par

+00

Ne=) lip<g=#k=1: T <t
k=1

Remarque. Le processus de comptage (N;) g, de n'importe quel processus ponctuel sur R* jouit
des propriétés suivantes : t — N; est continu a droite sur R*, croissant, a valeurs dans N, ona Ny = 0
etlim;_, N; = 00. De plus, pourtoutn=1,0na

Tp,<t<=N;=n

Enfin, pour tout n =1,
T,=inf{t =0 : N;=n}

et T, est un temps d’arrét (du processus (IN¢) reg+)-

Définition (Loi de Poisson). Une v.a. N a valeurs dans N suit la loi de Poisson de parametre a, et on

note N ~ Poi(a), si pour tout n €N,
n

P(N=n)= e_“a—.
n!

Le résultat suivant est fondammental.

Théoreme 2.4.Soit 0 < T; < T» < --- un processus ponctuel et (N;);>o le processus de comptage
associé.

(i) Si (Ny)¢=0 est un PA.LS., alors il existe A > 0 tel que les v.a. (T,+1 — T) n=0 soient i.i.d. de loi
Exp(A) (avec Ty = 0).

(ii) Soit A > 0. Siles v.a. (T, +1 — Ty) n=o sont i.i.d. de loi &(A) (avec Ty = 0), alors (IV¢) > est un
PA.LS. De plus, pour tout 0 < s < t, Ny — N5 ~ Poi(A(t — $)).

On dit qu'un tel processus ponctuel 0 < 77 < T> < --- (ou, par abus de langage, son processus de
comptage (Ny)¢=o) est un processus de Poisson de parametre A.

Par exemple, si N; est le nombre de poissons pris par un pécheur inexpérimenté durant [0, 7], le

processus (Ny) ;¢ est clairement un PA.LS. (on a déja vu cela). Ainsi, on peut appliquer le théoreme.

De méme, dans certaines conditions, le nombre de clients N; arrivant a un péage durant [0, ¢] est un

PA.LS. (en gros, les “conditions” refletent la fluidité du trafic) et on peut appliquer le théoréme.

Preuve. Point (i), étape 1 Montrons déja qu’il existe A > 0 tel que T ~ &(A). Pour cela, il suffit de montrer
que pour tout s, £ =0, P(T7 > t+5) = P(Ty > 1)P(T1 > s). Mais

P(T1>t+5)=P(Ny15=0)=P(Nsr5— N, =0,N; =0).
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Comme maintenant (IN¢) ;>0 est un PA.LS. par hypothese, on trouve
P(Ty > t+5)=P(Nyrs— Ny =0)P(N; =0) =P(N; = 0)P(N; = 0),

soit encore

P(Ty > t+5)=P(Ty > s)P(T1 > 1).

Point (i), étape 2. Fixons un entier n. Par la propriété de Markov forte du PA.L.S. (IN¢);>¢ et comme
T, est un temps d’arrét, on sait qu’en posant N; := N7, — N7, (N;);>0 @ méme loi que (N;) ;> et est
indépendant de &r,. Donc

T, =inf{t=0: N; =1}
ameéme loi que T; (laloi &(A)) et estindépendant de &r,. Mais, comme N1, = 1, 0on a
Ty =inf{t =0 : N4 =n+1} = Ty — Th.

On a montré que pour tout n = 1, T,41 — T, ~ Exp(A) et est indépendant de %r,. Comme Ti,---, T,
sont clairement 1, -mesurables, ainsi que 17, T» — T1,-++, T, — T—1, on conclut aisément que les v.a.
(Th+1— Tp)n=o sonti.i.d. de loi Exp(A) (avec Tp = 0).

Point (ii). On va vérifier que pour tout k = 1, pour tout 0 < #; < --- < f, les vaa. N, — N;,_, sont in-
dépendantes et de lois Poi(A(t; — t;—1)). Pour simplifier, on suppose que k = 3. On pose X; = T et, pour
¢=22,X,=Ty— Ty_,.Par hypothese, la famille (X;)>; esti.i.d. deloi &(A). Pour ¢1,¢,,¢5 dans N, on a

I:=P(N; =01,Ny, — Ny, =¥5,N, — Ny, = 03)
= P(T[1 su<Tp+1,Tove, = 2<Toyve,41, Toy 40,40, S 13 < Tl1+€2+é3+1)
:1)()(1+---+)Q1 <sh<Xi+-+Xo1
Xi++Xp 40, s < Xi+-+Xp 10,41,
Xi+- o+ Xp 10,40, <3< X1+ "'+X€1+[2+[3+1)

:/151+52+[3+1f — A1+ Xy 40y 40541)
O1+0p+03+1
IR+1 2743

1{x1+--~+x41 SH<Xp+e+Xeg 41} 1{x1+--~+x41+g25t2<x1+---+x/1+42+1}

L oot Xy sty 03 S <X+t Xy 100501V AXL - AX 10y 10541

On effectue alors le changement de variables triangulaire s; = X1, $2 = X1 + X2, ..., S¢,4+7,4054+41 = X1 + X2 +
“+++ X¢,+0,+04+1, dont le jacobien vaut 1, et on trouve

—As,
Qrlovlstl ] <sp<re<sy =)

I:A«€1+[2+43+1f

(1 +0p+03+1

R

l{t =SS0, +1< <S¢, +¢. Stg}l{IZSS[ ¢ <SPy 40102 <13}
1 1+1 1+02 1+02+1 1+02+03

1{5[1+[2+[3+1Zt3}dsl e dS[1+[2+€3+1,
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A[1+[2+[3+1

qui se “sépare” bienen I = x 1 x Ip x I3 x Iy, olt:

L= 4[([R+)51 1{31<32<...<s[15t1}d31 "'dsél,

2= f(R*)"z Lty a<osse s, <t} ASe,e1 7 dSey10,)

I3 = f(uqus Lty <5, 0y01<<S0y 0500, <131 AS0 40,41 AS, 10,405
Iy = fw e AStiitp g1 1{3[1+g2+53+12t3}d8[1+gz+€3+l'

Bien stir, I = e M/). Onade plus (exercice), pour tout k = 1, pour tout a < b,

(b-a)k

Jx(a,b) = f 1{a<sl<-~~<sk<b}dsl cedsg =
RK k!

Comme I = J;,(0, ), comme L, = Jo, (1, &) et comme I3 = Jy, (2, t3), on trouve

l
0! (tr— 1) (t3— 1)’

l — A/ 1 2 Se 3
/1! 0)! /3!

On conclut la preuve en remarquant que

e AT gy Ml =01 ) [ = )]

I
4! 12 43!

Exercice 2.3. Montrer que pour tout entier k = 1 et tout a < b on a

k
ka Ligcx <cxp<bhydX1,...dxg = (bTa)
Remarque. (i) Soit (V)= un processus de Poisson de parametre A. Alors pour tout a > 0, le pro-
cessus (Nyiq — Ng) =0 est un processus de Poisson de parametre A (car c’est bien stir un PA.LS. de
meéme loi que (N¢) >0, cela découle directement de la définition des PA.LS.). Donc T} = inf{r >0 :
Niti+q— Ng =1} suitlaloi Exp(A). Or (exercice) T} = Ty, +1 — a.

(ii) Paradoxe des autobus. Des autobus arrivent a une station S suivant un processus (Ny) ;o de
Poisson de parametre 4 (I'unité de temps étant 'heure). Il passe donc en moyenne 4 autobus par
heure (par exemple, durant la premiere heure, N; autobus sont passés, et comme N; ~ Poi(4 x 1),
E[N;] = 4). Jarrive a l'instant a. Donc N, autobus sont déja passés, le suivant arrivera a 'instant
Tn,+1. La durée D de mon attente sera donc égale a Ty, +1 — a, qui suit une loi Exp(4), soit en
moyenne E[D] = 1/4 d’heure. Comme on arrive “entre” deux autobus et qu’il passe en moyenne
un autobus tous les 1/4 d’heure, on aurait pu penser que la durée moyenne de l'attente serait de
1/8 heure...

Le dernier résultat concernant les processus de Poisson sur R* est tout aussi crucial, c’est une con-
struction alternative a partir de v.a. de loi uniforme.
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Proposition 2.5. Soit T > 0 et A > 0 fixés. Soit Z ~ Poi(AT) et (X;);>; des v.a. i.i.d. de loi uniforme sur
[0, T'] (indépendantes de Z). Pour ¢ € [0, T], soit

z
;=) lix<q.
i=1

Alors (Yy) rejo,7) @ méme loi que (IN¢) te[o, 7], ol (V) t=0 €st un processus de Poisson de parametre A.

Preuve. Nous allons montrer, et cela suffit, que pourtout k = 1, pourtout 0= fp < ) < < tp_1 < ty =T,
pourtout ny €N, ..., neN, I =], ou

I=PYy=m,Y,-Yy=no,....,Y, =Yy =ng)

et
]:P(Ntl = nlyNtz_Ntl = nZ)-“)Ntk_Ntk,l = nk)'

On observe que {Yy, = n1,Y, =Y, =no,..., Y, =Yy, | = ni} ssi Z =ny+---+ ny et parmi les ny + ... + ng
v.a. X;, exactement n; sont dans [0, #;1, ny dans 1#, 2], ..., exactement ny sont dans ] x_1, tx]. Du coup,
comme les variables (X;);>1 sont i.i.d. uniformes sur [0, T], conditionnellement a Z = ny +--- + ny, le
vecteur (N, Ny, — Ny, ..., Ny — Ny, 1) estde loi multinomiale de parametres ny +np+---+ng et (t1/ T, (f2—
tIT,...,(t—tr—1)/ T) et

I=e

_ar AT)MHF e [y 4+ g+ - + ng (tl)nl(tg—tl)nz (tk—tk_l)nk
(np+---+ng)! N1, No,..., N T T T '

En développant tous les coefficients binomiaux, puis en simplifiant, on trouve

n
0t (t—n)" - e— )™

ny! ny! ng!

I — e-/lTAI’h +...+Ng

Enfin, comme ; + (b — 1) + ...+ (G — 1) =t =T,

n _ n — N
— e_/ltl (Atl) ! e_/l(tz_tl) [A(tZ tl)] 2 e x e_/utk_tk—l) [A(tk tk—l)]
ny! ny! ng!
C’est bien s{ir ce que vaut J, par définition du processus de Poisson. O

2.3 Processus ponctuel de Poisson

Définition (Processus ponctuel de Poisson). Soit (E, &, u) un espace mesuré muni d'une mesure o-
finie u. Soit (Xi)rex un ensemble aléatoire fini ou dénombrable de points de E. Pour A € &, on
pose

Na= ) lxea.
keK

On dit que (Xi) ek est un processus ponctuel de Poisson (PPP) sur E d’intensité u (et que (Na) ace
est la fonction de comptage associée) si pour tout n = 1, pour tout Ay,---, A, € & deux a deux dis-
joints, les v.a. Ng,,---, N4, sont indépendantes et de lois Poi(u(A;)), - -+, Poi(u(Ay)).

Par convention une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre +oo est une variable aléatoire

identiquement infinie.
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Remarque. On admettra que la définition ci-dessus caractérise la loi du PPP. sur E d’intensité u. On
va montrer I'existence de ce processus quand u(E) < oo dans la Proposition 2.6 et quand u(E) = oo
dansla Remarque . Ces énoncés pourront donc étre considérés, a posteriori, comme des définitions.

Remarquons que N4 n’est autre que le nombre de points (parmi (Xi)xex) qui appartiennent a A.

Lorsque p est finie (i.e. u(E) < +00), le nombre total Ng de points du PPP. est aléatoire mais fini
presque stirement (puisqu’il suit une loi de Poisson de parametre y(E)). Lorsque p(E) = oo, NE est p.s.
infini.

Notre premier but est de construire un processus ponctuel de Poisson. Cela prouvera leur existence.
Cela permettra aussi de les simuler sur ordinateur. On commence par le cas fini.

Proposition 2.6. Supposons que u(E) < oo et considérons la probabilité v(-) = u(-)/u(E). Donnons-
nous des v.a. i.i.d. Uy, Uy, --- (a valeurs dans E) de loi v et une v.a. Z ~ Poi(u(E)) indépendante de la
suite (Uy);>1. Alors

{Ur,Uz,---, Uz}

est un PPP. sur E d’intensité u.

Preuve. Il suffit de montrer que pour Aj,---, A, une partition de E en sous ensembles mesurables, en
posant Ny = Zle 1iy,ea, les v.a. Ny,,---, N4, sont indépendantes de lois de Poisson de parameétres
,u(Al)y e ;,U(An)~ Pour kl) ) kl’l € N)

I::P(NAI = kl,NAz = k2r"' )NA = kn)

n

:P(Z:kl+---+kn,NA1 =K1, Ng, = kz, -, Ny, :kn).

Il faut donc que Z = ky +--- + k,, et que parmi les k; +--- + k,, points, k; tombent dans A,, ..., k,; tombent
dans A,,. Commes les variables aléatoires (U;) ;> sonti.i.d., conditionnellement a k; +--- + k,, le vecteur
(N4,,...,Nga,) estde loi multinomiale et

WAD) T (v(A)) e - (v(A)*r

]:e_'u(E)w (k1+k2+"'+kn

(k1+"‘+kn)!' ki, ko,...,kn

En développant puis en simplifiant les coefficients binémiaux, on trouve

K, V(AR (V(Ap)*r
— X X —.

[ = e HB gkt +
e (u(E)) kol !

En se rappelant que v(A) = p(A)/u(E) et que u(E) = u(Ap) +---+ u(Ay), on conclut que

= e_#(Al)—('u(Al))kl X oo x @ HAN) (:u(An))k"

1 )
k! kn!

ce qu’on voulait. O

Proposition 2.7 (Principe de superposition). Soit (ux) x>1 une famille de mesures o-finies sur (E, &).
Soit {(IV IX) aes, k €N}, les fonctions de comptage d'une famille de PPP. sur E indépendants d’intensités
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{ux, k € N}. Alors Ny = ZZS N ’2 est la fonction de comptage d'un processus ponctuel de Poisson
d’'intensité g =3 y>1 k-
En termes de processus ponctuels, on en déduit que 'union (dénombrable) de PPP. indépendants
est un PPP. dont'intensité est la somme des intensités (car sommer les fonctions de comptage revient a

faire 'union des ensembles de points).

Remarque. Ceci permet de construire des PPP. d’'intensité u o-finie. En effet, on écrit =) ;51 tx,
ol chaque mesure pj (sur E) est finie, pour chaque k, on construit un PPP. en utilisant la proposi-
tion 2.6, puis on fait 'union de ces PPP. (qQu'on a choisis indépendants) en utilisant la propriété de

superposition.
Preuve. Il nous faut montrer que si A;,---, A, € & sont deux a deux disjoints, alors N4 ,---, Ny, sontin-
dépendants (c’est évident en utilisant 'indépendance des N kl, -, N ’j pour chaque k et'indépendance

des PPP) et de lois de Poisson de parametres ((A;),:--, 1(Ay) : ceci résulte facilement du fait que la
somme de v.a. indépendantes de loi de Poisson de parameétres (1) > suit une loi de Poisson de parame-
tre Y =1 Ak (y compris quand }_ ;-1 A = oo, cf exercice). O

Exercice 2.4. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~ Poi(1) et Y ~ Poi(u)
pour A, 1 € R, . Montrer que pour tout s > 0, E[sX] = e}~V En déduire que X + Y ~ Poi(A + p).

Exercice 2.5. Soit Xj, X», ... des v.a. indépendantes de lois de Poisson de parametres 1, A;,.... On
suppose que Y -1 Ay = co. Montrer que S = Y.t Xi = 0o p.s. On pourra considérer S, = ¥}’ _, X,
Sp= ercl:1 Ak, et montrer que P(S,, < 5,/2) <P(|S;, — sul = 5,/2) < 4Var(Sn)/sfl =4/s, — 0.

Remarque. On note m, la mesure de Lebesgue sur R*. Le processus de Poisson 0 < Ty < T < --- de
parametre A > 0 estun PPP. sur R* d’intensité Am. . Etles notations se transposent ainsi: Ny = Njg ¢,
Nt - Ns = ]V]s,t]-

Il suffit de comparer la proposition 2.5 et la proposition 2.6.

Un outil souvent utile dans 1’étude des processus ponctuels de Poisson est la fonctionnelle de Laplace.

Définition (Fonctionnelle de Laplace). Soit {X,,, n € K} un processus ponctuel sur (E,&). On appelle
fonctionnelle de Laplace de ce processus 'application £ qui a une fonction mesurable positive
f: E—R* associe

ff(f):E[exp(— y f(x,,))].

nek
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Théoreme 2.8. (i) La fonctionnelle de Laplace du processus ponctuel de Poisson sur (E, &) d’intensité
u est donnée par (pour toute f: E— R* mesurable)

Z(f)=exp (—[ (1- e‘fm)p(dx)) .
E

(ii) Réciproquement, si {Xj;, n € K} est un processus ponctuel dont la fonctionnelle de Laplace
vérifie

L(f)=exp (—f (1- e‘f(x))u(dx))
E

pour toute fonction f : E— R* mesurable prenant un nombre fini de valeurs, alors {X,, n € K} est
un PPP sur (E,&) d’intensité y.

Preuve. On commence par (i) dans le cas out f ne prend quun nombre fini de valeurs (distinctes)
ap, -, e SiA;={f=a;lona f = Zile a;ly,. De plus, les A; sont deux a deux disjoints par définition.
Lesv.a. Na, =Y jex lix,e4,) sontindépendantes et de loi de Poisson de parametre p(A;). En se rappelant
que si N ~ Poi(A), alors E[exp(—aN)] = exp(—A(1 — e~ %)), on trouve donc

k
f(f)IE exp(— Z Zail{xngAi})]

neKi=1

=E exp(— i > ail{X,,eA,-})]

i=1nek

=E exp(— iaiNAi)]
i=

k .
— H e HAN(1—e™")
i=1

k
=exp(- ; H(A) (1 =)

:exp(—fE(l—e_f(X)),u(dx)).

On montre maintenant (ii) : On considére Ay, ..., Ax € & deux a deux disjoints, et on veut montrer que
les v.a. Ny,, -+, Ny, sont indépendantes, de lois de Poisson de parameétres pi(A;),- -, u(Ag). Pour cela, il
suffit de vérifier que pour tout a;,---,ar=0,0na

k k
E[ exp ( -y a,-NAi)] =[] exp ( — (AN - e‘“f)).
i=1 i=1
C’est précisément ce que dit I'hypothese appliquée a f = Zle a;ly,, qui donne

Bl exp (- 3 auv )] =Bl exp(- a1 X tcar)| =[x - ¥ s0x,)

nek nek

k
Eymew (_fg(l e H(dx)) = [Texp (- mana-e).
i=1

On termine maintenant (i) : soit donc f mesurable positive quelconque, et (fi)r=1 une suite de fonc-
tions mesurables positives ne prenant qu'un nombre fini de valeurs croissant vers f (toutes les fonctions
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vont de E dans R). Nous savons déja que pour tout k,
L(f) = E[exp (- ¥ fetxa))| = exp (—fE(l — e @) y(dx)|.
nek

Il est tres facile de conclure en faisant tendre k vers I'infini, par convergences monotone et dominée. [

Le théoréeme suivant est treés important.

Théoreme 2.9. Soit {X,;,n € K} un PPP. sur E, d’'intensité u et {Y,,n = 1} une suite de v.a. i.i.d. a
valeurs dans un espace mesurable (F, &), de loi v, indépendante de {X;;, n = 1}. Alors {(X,, Y,),n €
K} estun PPP. sur E x F d’intensité u®v.

Le résultat suivant est un corollaire immédiat (choisir E = R* et u = Am,).

Théoreme 2.10 (Processus de Poisson marqué). Soient 0 < T; < T, < - les points d'un processus de
Poisson sur R* de parametre A et soit Y7, Y2, une suite de variables aléatoires a valeurs dans un
ensemble F, i.i.d. de loi v, et indépendante de {1, n = 1}. Alors, {(T}, Y;), n = 1} forme un PPP. sur
R* x F d’intensité Am, ®v.

Preuve du théoreme 2.9. Calculons la fonctionnelle de Laplace du processus {(X;, Y,),n € K}. Soit f :
E x F — R une fonction mesurable positive. En utilisant I'indépendance des processus {X,,n € K} et
{Y,,, n =1}, on trouve

Z(f) =

exp (= Y /(X Y))

nek

=E E[exp( y f(Xn,Yn))

nek

B ex
(

E( [T E[exp(-£(Xn, V1)
(

Xk,keK])

1 X, ke K])

=E( [ gx),

nek

g(x) =E[e /1] = fFeXP(—f(x, M v(dy).

Remarquons alors que, puisque {X,, n € K} est un PPP. d’intensité p,

E( I g(Xn)) :E(exp(— y [—lng(Xn)]) :exp(—fE(l—elng(’”)u(dx)),

nek nek

soit encore
2(f)=exp| - fE (- g(x) () .
En remplacant g par sa définition, on obtient donc que
L(f) = exp(—f (1 —f e_f(x’y)v(dy)) u(dx))
E F
= exp(—f 1-e =My (uev)(dx, dy)),
ExF

comme désiré. O
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Exemple 2.1. Un pécheur attrape des poissons suivant un processus de Poisson 0 < T} < Tp < ---
de parametre A > 0. Lunité de temps est I'heure (il péche donc en moyenne A poissons par heure).
Notons Y; la masse du i-eme poisson attrapé. On suppose que les Y; sont i.i.d. de loi v (sur R*) et
indépendants du processus de Poisson. On appelle X; la masse totale de poissons péchés durant
[0, £].

Alors {(Ty, Y,), n =1} estun PPP. sur R* x R* d’'intensité Am, ® v. De plus, X; =Y ;1 Ynli1,<1 =
Y =1 f(Ty, Yy), ou f(s,y) = yli<s. On peut donc calculer, pour tout a > 0,

Ele” %] :exp(—f f (l—e_“f(s’y))/ldsv(dy)) :exp(—/ltf (l—e“y)v(dy)).
o Jo 0
Un petit calcul montre enfin que

d
E[X/] = —%E[e‘“"f]

:Mf yv(dy).
a=0 0

(On peut aussi le voir directement par linéarité de I’espérance a partir de I'’expression de X;.) C’est
logique : durant [0, t], on attrape en moyenne A¢ poissons, et la masse moyenne des poissons vaut

I yvidy).

Etudions ce qu’on appelle parfois les processus de Poisson effacés.

Corollaire 2.11. Soient T} < T, < -+, les points d'un processus de Poisson sur R* d’intensité A. Soit
(Y;)n=1 une famille i.i.d. de v.a. de Bernoulli de parameétre p (indépendante du processus de Pois-

son). Alors
Ny =Y A-Y)lr,<n et N;=) Yplir,=q

n=1 n=1
sont les processus de comptage de deux processus de Poisson indépendants de parameétres respec-
tifs A(1 — p) et Ap.

Preuve. On sait que {(Ty, Y,), n =1} estun PPP. sur R x {0, 1} d’intensité { = Am, ® (1— p)dg + pd1). Soit
N sa fonction de comptage. On a alors, pour tout0 < s< ¢ (noterque 1 - Y, = Ly, —g; et Y;, = Ly, —13)

NY—NO=N(s,t1x{0) et N!-N!=N(s,t]x11}).

Lindépendance de N 0 et N! g’ensuit facilement : pourtout0< s< tet0< u<v,lesensembles]s, t] x {0}
et]u, v] x{1} sont disjoints. Pour montrer que N 1 (par exemple) est un processus de Poisson de parameétre
Ap, il suffit de montrer que pour tout 0 = fp < f; < --- < f, les v.a. Nzl,» - Ntli_l,i =1,...,k sont indépen-
dantes de de lois de Poisson de parametre Ap(f; — t;—1). Lindépendance découle du fait que les ensem-
bles ]t;_1, t;] x {1} sont deux a deux disjoints. De plus, on sait que Ntli - Ntli_l = N(ti_1, t;] x {1}) suit une

loi de Poisson de parametre ¢(]¢;_1, ;] x {1}), qui vaut bien Ap(¢; — t;_1). O

Exercice 2.6. Un poisson pond N oeufs, ou N suit une loi de Poisson de parametre A. Chaque oeuf
éclot avec probabilité p €]0, 1[, indépendemment. Soit X le nombre de bébés poissons. Montrer que
X suit la loi de Poisson de parametre Ap. C’est bien sfir tres lié au corollaire précédent.



La file d’attente M/G/oo 27

Exemple 2.2. Un pécheur attrape des poissons suivant un processus de Poisson 0 < 77, < T» < --- de
parametre A > 0. Chaque poisson est rouge avec probabilité p et gris avec probabilité 1 — p. Si NtG
(resp. NR) estle nombre de poissons gris (resp. rouges) péchés durant [0, 7], les processus N Get NR
sont deux processus de Poisson indépendants, de parameétres A(1 — p) et Ap.

2.4 Lafile d’attente M/G/oo

Des clients arrivent aux instants 0 < T} < T, < --- formant un processus de Poisson de parametre A. Le
temps de service du client n est une variable aléatoire Y, de loi 7 (sur R*). On suppose que la famille
(Y)n=1 estii.d. et indépendante de (T5),>1. On considere le cas ol il n’a pas d’attente: tout client est
immédiatement servi. Ceci revient a supposer qu’il y a une infinité de serveurs.

On emploie la notation M/G/oco pour cette situation: le M indique que les arrivées sont poissoni-
ennes (M est pour Markov, nous verrons plus tard pourquoi). Le G indique que la loi des services est
arbitraire (G pour Général). Enfin co indique qu’il y a une infinité de serveurs.

Théoreme 2.12. Le nombre X; de clients présents dans le systéme al'instant ¢ suit une loi de Poisson

de parameétre /1] (yABn(dy).
0

Preuve. On introduit le processus {(T}, Y;,), n = 1}. C’est un processus ponctuel de Poisson sur R* x R*
d’intensité Am, ®n, ot m, est la mesure de Lebesgue sur R*. Remarquons ensuite que

+00 +00
X = Z Lir,<t<T,+v,) = Z LT, v)el
n=1 n=1

oul; ={(s,y);0 < s < t < s+y}. Autrement dit, en notant N la fonction de comptage du PPP,ona X; = Ny,.
Par définition d'un processus ponctuel de Poisson, X; a une loi de Poisson de parameétre (Am; ® n)(Iy).
Or

Amy @) = A fo fo 1,,(s,y) dsn(dy)

= lj(; (‘/(; 10<s<t<s+yds)n(dy)

00 t
AL

= Afo (yAnt)n(dy),

cart—(t—y)vO=yAt,séparerlescasy<tety>t. O

Remarque (Comportement en temps long). On déduit facilement de ce théoreme que :
(i) siletemps de service moyen EY; = [° yn(dy) est fini, alors X; converge en loi, quand ¢ — oo,
vers la loi de Poisson de parametre A [;° yn(dy). Le systeme est donc stable (n’explose pas);
(i) sile temps de service moyen EY) est infini, alors X; — oo en probabilité quand ¢ — oo.






CHAPITRE

3

Processus régénératifs

On trouve dans la littérature de nombreuses définitions des processus régénératifs. Nous avons choisi
celle qui est la plus adaptée aux théoremes ergodiques. Dans la suite T désigne soit I’ensemble N des
entiers soit 'ensemble R*. Nous supposerons toujours que les processus {X;, t € R"} a valeurs dans un

espace topologique E, sont continus a droite.

Définition. On dit qu'un processus (X;)eT, est régénératif s'il existe une suite croissante {t,, n € N}
de variables aléatoires a valeurs dans T telle que, pour toute fonction mesurable f : E — R*, les
variables aléatoires

Thsl Tp+1—1
Zn:/ fX)dssiT=R*, ou Z,= ) [f(XpsiT=N,
Tn

k=1,

sonti.i.d.

Tres souvent 7y = 0, mais ce n’est pas une nécéssité. En prenant pour f la fonction identiquement
égale a 1, on voit que les variables aléatoires {7,:+1 — 75, n € N}, sont positives, indépendantes et de méme
loi. On voit donc que 7, est une marche aléatoire sur R a valeurs positives. On appelle parfois un tel
processus un processus de renouvellement.

Exemple 3.1. Considérons une file d’attente ou les délais d’arrivée X;, X»,... entre les clients sont
i.i.d. (de loi commune u sur R*). Autrement dit, les temps d’arrivée des clients sont T} = X3, T =
X1+X5, T3 = X1+ Xo + X3, etc. Soit Ny = }_ > 1i7,<1 le nombre de clients arrivés avant 'instant £ = 0
(précisément, au plus tard au temps ). Alors les processus X; = ¢t — Ty, (temps écoulé, a I'instant ¢,
depuis la derniere arrivée) et Y; = Ty, 1~ (temps résiduel d’attente, al'instant ¢, avantla prochaine
arrivée), sont des processus régénératifs, et on peut choisir 7,, = T),.

En effet, considérons f mesurable positive sur R*, alors les v.a.

Tn+1 Tn+1 Tn+1_Tn Xn+1
N f(XS)ds:fT f(s—Tn)ds:f0 f(u)du:[0 fwdu

T

sont bien entendu i.i.d., donc (X;) ;> est régénératif. On a utilisé le changement de variables u =

29
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s—T,.
De méme, les v.a.
Tn+1 Tn+1 Tn+1_Tn Xn+1
Dy = fYy)ds= f(Thi1 —s)ds:/0 fwdu= , fwdu

sont bien entendu i.i.d., donc (Yy) s> est régénératif. On a utilisé le changement de variables u =

Tp+1—s.

Remarque. On se gardera de penser que si (X;) ;>0 est un processus régénératif, alors les processus
E;:=(X;,+5,0<8<Tpy1—Typ), n€N, sontii.d. En effet, par exemple dans le cas discret ou T =N, si
(Yi) k=0 est obtenu en permutant les valeurs du processus X de maniere arbitraire sur les intervalles
Tp < k <7154 alors Y est aussi régénératif. Les processus (E;) ;>0 peuvent méme étre dépendants!
On peut dans Y trier les valeurs sur chacun des intervalles (disons tous dans I’ordre croissant avec

probabilité 1/2, ou bien tous dans 'ordre décroissant avec probabilité 1/2).

Nous utiliserons la version suivante de la loi des grands nombres.

Théoreme 3.1. Soit (Yy) =) des v.a. i.i.d. a valeurs positives. Presque sirement,

Yi+Yo+---4Y,
lim — 2 " = E(Y}) < oo.
n—+oo n

Preuve. Lorsque E(Y}) < +o0, c’est la loi des grands nombres classique. Si E(Y;) = +00, on remarque que
pour tout a > 0, puisque min(Yy, a) est d’espérance finie, p.s.,
" min(Yy, a)

liminf > lim kzl—:E(min(Yl,a))
n—+oo n n—+oo n

k=1 Yk
Ceci étant vrai pour tout a, par application du théoréme de convergence monotone,

n
liminf=*=1"% > |im E(min(Y,a)) =oco p.s. O
n—+oo n a—+oo

Théoréme 3.2 (Théoréme ergodique des processus régénératifs, T = R".). Considérons un proces-
sus régénératif (X;),cg+ a valeurs dans E. Pour toutes fonctions mesurables f,g: E — R*, presque

slirement,
Jo f(Xds Elfg) f(X5)ds]

1m = ,
t—+oo [Ta(X)ds ELffg(X) ds]

si0< E[fTTO1 g(X;) ds] < +oo. En particulier, si 0 < E[t] — T¢] < 400,

Elf] f(X,) ds]

1 t
lim = [ f(Xo)ds= =
S tfof( e,

t—+oo

f fx) n(dx),
E

ol 7 est la probabilité sur E définie par (pour A€ &)

1 g p
7(A)=——F f Lixen ds|.
El1] — 7] [ - {X €A} ]
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Preuve. Etape 1. Posons N; =Y+ o1 Ve Alors N; tend p.s. vers 'infini quand ¢t — oo (car N; est crois-
sant et car N;, = k). De plus, pour tout ¢ = 7y, par définition de Ny,

TN, S ESTN,+1-

On a donc, puisque f est a valeurs positives,

TN, t TNg+1
f f(Xy) ds< [ f(Xy)ds< f f(X) ds.
0 0 0

Etape 2. On écrit

1 ™™ 1 [To 1 Nezl pTin
_f f(Xs)dSZ_[ f(Xs)dS+_Z f(Xs)ds
N; N Nt =0 Jr«

Par hypothese, les v.a. Z; = f f(X;)ds sont i.i.d. (et positives), donc par la LGN, 1 - ZZ 1Zk converge

Tk-1
p-s. vers E(Z;) = E[fT1 f(Xs) dsl. Quand ¢ — +oo, puisque N; — 400 p.s., on en déduit que N Zk:()
converge p.s. vers la méme limite E[ f "I f(X;) ds]. Comme enfin — N f f(Xs) ds tend vers 0 p.s. (puisque

N; — 00), on conclut que p.s.,

lim — f f(Xs)ds_E[ f(Xs)ds].

Etape 3. On montre de méme (utiliser aussi que (N; +1)/ N[ — 1) que p.s., quand ¢ — oo

1 [TNen N,+1 1 TN;+1 7
lim — f(X9 ds= lim = i f F(Xg) ds = E[ F(Xs) ds].
To

t—oo Ny Jo t=oo Ny Ne+1Jo

Etape 4. Les étapes 1,2,3 montrent que pour f positive, on a p.s.

lim — f f(Xs)ds_E[ f(Xs)ds].

t—oo [N,
Supposons maintenant qu’on a 2 fonctions positives f, g et que 0 < E[ f:ol g(Xs) ds] < oco. On écrit alors
fi f(X9ds i N7 f(Xpds  ELf; f(X) ds]
im ——=1i = .
t—oo [Teg(X)ds 1= N [lg(X)ds ELf] g(Xs)ds]

Finalement, si on peut appliquer ce résultat avec g = 1,i.e. si 0 < E[1] — 7] < oo, alors on trouve que pour

toute f mesurable positive,
Elf;) f(X5) ds]
E[71 -7l
Le membre de droite n’est autre que i fd. O

1 t
lim —f fXgds=
tJo

t—oo

Exemple 3.2 (Processus de renouvellement alterné). Modélisons le comportement d'une machine
qui est successivement en état de marche et en panne comme suit. La machine tombe en panne,
apres la n-iéme réparation, au bout d'un temps X;,+;. Se fait réparer, apres la n-iéme panne, pen-
dant une durée Y;,. Autrement dit, la machine marche du temps Ty = 0 au temps T; = X}, elle est en
réparation du temps 7; au temps 1> = X; + Y7, puis elle marche du temps T, au temps T3 = T + X»,
puis elle est en réparation du temps T3 au temps Ty = T3 + Y>, etc.

Soit A; =1 sila machine marche al'instant #, A; = 0 sinon. On suppose que les v.a. X; sonti.i.d.
(positives), indépendantes des Y; (positives) aussii.i.d. On suppose aussi que 0 < E[X;] < co et que
0 < E[Y]] < c0.

Le processus (A;) =0 est régénératif et on peut prendre 7, = T», : en effet, pour f mesurable
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positive, les v.a.

Ton+2
Zn :f f(Ag)ds

TZ n

Ton+Xn+1 Ton+Xn+1+Yne1
:f f(l)ds+f f0)ds

Ton Ton+Xn+1

= f(l)Xn+1 +f(0) Yn+1
sont bien sir i.i.d. Donc on déduit du théoreme que p.s.,

lim ﬁ _ E[f'r‘i)l Asds) E[f Agds] E[X;]
o0 t Elr;-10]  E[T] E[X1+Y1]'

Autrement dit, la proportion du temps (sur un intervalle de temps infini) pendant laquelle la ma-
chine marche vaut E[X;]/E[X] + Y1], ce qui est intuitivement clair.

On montre de la méme fagon la version suivante du théoréme en temps discret:

Théoreme 3.3 (Théoréme ergodique des processus régénératifs, T = N.). Considérons un proces-
sus régénératif (X,) ,en a valeurs dans E. Pour toutes fonctions mesurables f, g : E — R, presque
slirement,

T [0 _ E[X; ) f(X0)]
n—+oo X1 g(Xk) E[XT L g(Xpl

si0<E[X; ' §(Xp)] < +oo. Lorsque 0 < E[71 — 7¢] < +oo,

7-1
nlgrpoo -~ Z f(Xp) = w f fx) 7(dx),
ou 7 est la probabilité sur E définie par (pour A€ &)
71-1
m(A) = E[n — kZTO 1ixien)




CHAPITRE

Chaines de Markov

Ce chapitre est une introduction générale aux chaines de Markov. Dans tout le
chapitre, E est un ensemble fini ou dénombrable, et & est la tribu de toutes les par-
ties de E. L'objectif est de mettre en place les objets en temps discret en préparation du
chapitre suivant, qui concerne les processus Markovien de sauts, qui sont des “chaines
de Markov a temps continu’”.

4.1 Matrices de transition

Définition. Une matrice (ou noyau, ou probabilité) de transition sur E est une famille {P(i, j),1, j €
E} de réels telle que

(i) P(i,j)=0,pourtouti,jeE;

(ii) pourtoutie€E, ZjeEP(i,j) =1.

Commencons par quelques propriétés et notations. Soient B, Q deux matrices de transitions sur E,
soit f une fonction de E dans R (on considere alors f = (f(i))jcg comme un vecteur colonne) et soit y
une probabilité sur E (on considere alors p = (u(i)) ;e comme un vecteur ligne), alors:

* PQ est la matrice de transition définie par PQ(i, j) = Y xeg P(i,k)Q(k, j) (vérifier que c’est une

matrice de transition).

* P" estla matrice de transition définie par P°(i, j) = 1;=j; et P"*1 = P""P.

* Pf estlafonction de E dans R définie par Pf(i) =Y. jep P(i, ) f ().

e uP estla probabilité sur E définie par uP(j) =Y ;cg (i) P(i, j) (vérifier que c’est une probabilité).

e uf estlenombre Y ;cg (i) f(i). Cest E[f(X)], si X est une v.a. a valeurs dans E de loi p.

Bref, tous les produits matriciels usuels sont utilisables dans ce contexte, en identifiant les fonctions
a des vecteurs colonnes et les mesures a des vecteurs lignes.

Exercice 4.1. Vérifier que si P est une matrice de transition, f une fonction de E dans R et y une
mesure de probabilité sur E alors u(Pf) = (uP)f.

33
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4.2 Chaine de Markov

Définition (Chaine de Markov). Soit P une matrice de transition sur E. Un processus (Xy)uen @
valeurs dans E est une chaine de Markov de transition P si pour tout n = 0, tous iy, -, i, € E, tout
JEE,

P(Xps1=J 1| Xo=ip, X1 =101, , Xp=1n) = P(in, j).

Laloi de X, s’appelle la loi initiale de la chaine.

Exercice 4.2. Montrer qu'on a alors P(X,,+1 = j| X, = i) = P(i, j) pour tout n =0, tout i, j € E.

Une chaine de Markov vérifie donc deux propriétés importantes :
(i) propriété de Markov: X;,+1 ne dépend de tout le passé jusqu’a l'instant n qu’a travers la valeur de X;;;
(ii) homogénéité:laloi de X,+; sachant X,, ne dépend pas du temps n.

Pour montrer qu'un processus est une chaine de Markov, on utilise trés souvent le lemme suivant.

Lemme 4.1. Soit E un ensemble dénombrable, (¢,,),,>1 une suite de v.a. i.i.d. a valeurs dans un en-
semble F. Soit ¢ : E x F — E une application mesurable. Pour tout Xy indépendant de () =1, la

suite défine par récurrence par
Xn+1 =Xy, €n+1)

est une chaine de Markov a valeurs dans E de transition P(i, j) = P(¢(i, £1) = j).

Preuve. Cecirésulte du fait que

P(Xpi1=j1 Xo=i0,» Xn=in) =P(PXn,€ns1) = j | Xo =0, -+, Xpn = in)
= P(@linens1) = j | Xo =i, Xn = i)
=P(p(in, en+1) = J)
=P(plin,€1) = j) = Plin, ).

On a utilisé que €, est indépendant de Xy, -, X, puis que €,4+1 ala méme loi que ;. O

Remarque. Soit P une matrice de transition sur E et v une loi sur E. On peut construire une chaine
de Markov de transition P et de loi initiale v ainsi (on suppose E = {iy, k = 1}) : on considere Xy
de loi v, indépendant d'une famille (U,)>; i.i.d. de v.a. uniformes sur [0, 1], et on construit X, par
récurrence en posant X;1 = ¢(Xy, Uy41), 0ot ¢p: E x [0,1] — E est définie par:

o0

PG, uw) =) ixlues; k)
=1

avec Ji (k) =[P(i,iy) +---+ P(i,if—1,P(i,i1) +---+ P(i, ix) [ sont des intervales disjoints de longueurs
|J; (k)| = P(i,if). Par le lemme, c’est une chaine de Markov, et on vérifie aisément que sa matrice de

transition est donnée par P(¢(i, Uy) = j) = P(i, j).
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Exemple 4.1. Rappelons qu’une marche aléatoire de pas de loi u 4 valeurs dans Z¢ est définie par
Xo=0et,pourn=1, X, =Y +---+Y,, oules Y; sont i.i.d. de loi y. En appliquant le lemme avec
E=F=127% avec e, = Yy, et avec ¢(x,y) = x+ y (on a bien X, 11 = X, + Y11 = (X, Ynr1)), on
trouve que (X;,) =0 est une chaine de Markov a valeurs dans Z¢ de transition P(i, j) = P(¢(i, V1) =
J)=u(j—1i}) (cCestlogique : pour passer de i a j, il faut sauter de j —i).

Exemple 4.2. Considérons une famille de v.a. i.i.d. (Y;;);>1 deloi (61 + 81)/2 et posons X, = 0 puis
Xy, =Y +---+ Y, pour n = 1. Alors (X;);=0 est la marche aléatoire simple symétrique sur Z, c’est
donc une chaine de Markov. Par contre, S;, = sup{Xy, k =0,...,n} n’est pas une chaine de Markov :

on peut se convaincre, par exemple, que
P(S;=2S0=0,81=1,8=1,S3=1)#P(S4=21S9=0,5;=0,5,=0,83 = 1).

La probabilité de gauche vaut 1/4, celle de droite 1/2.

Remarque. Attention, il est faux en général, pour (X,) ,>0 une chaine de Markov, que P(X» € Ay | Xp €
Ap, X1 € A1) = P(Xy € Ay | Xj € A)) si les ensembles A; ne sont pas des singletons. En effet, si
E=1{1,2,3,4,5,6},si P(1,2) = P(2,3) =P(3,3)=1et P(4,5) = P(5,6) = P(6,6) =1, etsiona Ay = {1},
A1 =1{2,5} et A3 ={3},alors P(X, € Ay | Xp € Ag, X1 € A1) = 1. Mais avec A'0 = {4}, A; =1{2,5} et A3 = {3},
P(X; € Az | Xo € A, X1 € A)) =0.

Notation. On considerera souvent plusieurs lois initiales pour la méme matrice de transition. Il nous
faudra donc souvent préciser avec quelle loi initiale on travaille. On notera en indice cette loi ini-
tiale dans les espérances et les probabilités, E,, P,. Par exemple, si on travaille avec une chaine
de Markov (X;) ;=0 de transition P, on note E, (X) (resp. P, (Xy € A)) 'espérance de X (resp. la
probabilité que X € A) si (X,,) =0 estla chaine de transition P et de loi initiale v.

Dans le cas ot v = 0, pour un x € E (i.e. quand Xy = x p.s.), on simplifie la notation et on écrit
P.,Ey pourPs ,Es .

Lemme 4.2. Soit (X,;) nen une chaine de transition P. Pour toute probabilité v sur E,
P, (Xo = x0, X1 = X1, , Xpp = Xp) = v(x0) P(xp, X1) - - P(Xp—1, Xp).
En particulier (avec v =20y),

Py (Xy =X1,-+, Xy = xp) = P(X, X1) - P(Xp—1, Xp).

Preuve. On procede par récurrence sur n € N : si n = 0, c’est évident, puisque P, (Xy = xp) = v(xp) par
définition de P,,. Si la formule est vraie avec n = 0, alors on écrit

P, (Xo = X0, X1 = X1, , X5 = X, Xpnt1 = Xnp41)

=Py (Xo = X0, X1 = X1, , X = Xp) X Py (Xp41 = Xp111Xo = X0, X1 = X1, , X5 = Xp)

=v(x0)P(x0,x1) - P(Xpn-1,%Xn) x P(Xp, Xn+1). O
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Corollaire 4.3. La loi d'une chaine de Markov est entierement caractérisée par sa matrice de transi-
tion et sa loi initiale.

Proposition 4.4. Soit (X;,) ,en une chaine de Markov de transition P et de loi initial v, et soit 7 =0
fixé.
(i) Laloi de X; est vP", i.e. P, (X, = y) = vP"(y) pour tout y € E. En particulier, P,(X,, = y) =
P"(x,y) et P"(x, y) est la probabilité que la chaine passe de x a y en n pas.
(i) Pour f:E—R*,onaE,(f(X,)=vP"f.En particulier, E,(f(X,)) = P" f (x).

Preuve. (ii) découle de (i). Pour (i), fixons y € E, et écrivons, comme E est dénombrable,

PV(XIZ:y)Z Z PV(XOZXOrXI=x1;---»Xn—1=xn—1an=J/)

Xo,++,Xp-1€E

= ) v(xo,x)Px1,x2) - P(Xp—2, Xn-1)P(Xp-1,¥).

x0,~~~,xn,1€E

En utilisant les produits matriciels, ceci donne vP"(y) (rappelons que v est un vecteur ligne et P une
matrice, donc vP" un vecteur ligne). Avec le choix particulier v = §, on trouve

P (X, =y)= (6P (y) =) 6:(2)P"(2,y)=P"(x,). O

z€E
4.3 Propriété de Markov

Soit (X;) n=0 une chaine de Markov sur E. On note &, la tribu engendrée par (X, Xi,---, Xp).

Théoréme 4.5 (Propriété de Markov simple). Pour toute fonction mesurable f : EN — R, par exemple
bornée ou positive, pour toute probabilité v, presque stirement,

Ey[f (X Xni1,-) | Fn] =Ex, [f (X0, X1, )]
Ceci signifie que pour tout xg, x1,--+, X, € E,on a

Ev[f(anXn+l;“') | Xo=x0,+, Xn :xn] :Exn[f(XO»le“')]~

Preuve. Il suffit (voir Section A.3) de vérifier ce résultat lorsque f est une fonction indicatrice f =14 ou
Aestdelaforme
A={ap} x{a1} x---x{aglx ExEx---,

On a alors f(Xpn, Xn+1,*) = 1iX,=a9, Xps1=a1, Xnra=aq}- LODbjectif est donc de démontrer que pour tous
ap,...,aq € E et pour tous Xp,...,x, € E,onal=], ou

I=Py(Xy=ayp,Xpr1=a1,", Xpra = aq | Xo = X0, X1 = X1,"++, Xpn = Xp)

et
J=Py,(Xo=ao, X1 =a1,---,Xq=ag).

Si ag # x5, c'est évident, puisque I =0 = J. Si maintenant ay = x5, on a d'une part

J=P(ag,a1)P(ay,az)---Plag-1,aq)
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et d’autre part

_PV(XO =x0, X1 =x1,, Xp=Xp, Xpr1 = a1, -+, Xp+d = aq)
- P, (Xo = x0, X1 = X1, , Xpn = Xp)
_V(x0)P(x0,x1) -+ P(Xp—-1, Xp) P(Xp, a1) - - Pag-1, ag)

- V(x0) P(xg, X1) ++* P(Xp—1, Xpn)

I

:P(xnr dl) . 'P(ad—lr ad) .

Comme x;, = ag,onabien I =J. O

Rappelons qu'un temps d’arrét du processus (X,) ;>0 est une v.a. a valeurs dans Nu{oo} telle que pour
tout n € N, I'événement {T = n} est dans &%, = 0(Xy, -+, X;). La tribu &1 est formée des événements
A€ Z tels que pour tout n €N, An{T = n} € &,,. En particulier T, 1{7<.0} X7 €t X7, sont des variables
aléatoires & -mesurables.

Lemme 4.6. Soit T un temps d’arrét. Pour toute variable aléatoire Z bornée (ou positive), pour tout
n=0,
Lir=nE(Z | F1) = Lir=n)E(Z | F).

Preuve. Montrons d’abord que {T = n} € &r. Pour cela il faut vérifier que pour tout k =0, on a {T =
ntN{T = k} € F;. Cest vrai si k # n (car alors {T = n}n{T =k} = @ € &) etsi k = n (car alors {T =
ntN{T =k} ={T = k} € F puisque T est un temps d’arrét).

Du coup, ly7=nElZ | Z7] =E[l{r=py Z | F7]. Il faut donc montrer que

Elli7— Z | F7] = ir=nyEZ | Fy],

ce qui signifie que
i) Ly7=nE[Z | %,] est Fr-mesurable et
(ii) pourtout A€ Fr, E[14 7=y Z] = E[14l{7=, E(Z | F1)].

Pour (i), il faut vérifier que pour tout B € B(R), {1;7=nE[Z | #,] € B} € &, soit encore que pour tout
k=0, (1= ElZ | Z,] € BIn{T =k} € F| : Cestjuste si k = n, puisque {T = n} € &%, et puisque E[Z | F,]
est & -mesurable ; c’est aussi juste si k # n, puisqu’alors {1;7= E[Z | #,]1 € Bin{T =k} ={0e€ B} n{T =
k} € Z (noter que {0 € B} vaut soit @ soit Q).

Pour montrer (ii), on utilise le fait que 141;7=,; est &%, mesurable (car An{T = n} € &, car Ac Fr

par hypothese), d’ol1 on déduit que
E(14li7=-nE(Z | )] = E[EQ Al 7=y Z | F)] = E[1 p 7=y Z]. g
On déduit la propriété de Markov forte des deux résultats précédents.

Théoreme 4.7 (Propriété de Markov forte). Soit T un temps d’arrét de la chaine de Markov (X},) ;0.
Pour toute fonction mesurable f : EN — R bornée ou positive, pour toute probabilité v sur E, p.s.

L7<oot By [f (X1, X141, ) | F1| = ViT<oqtBx, [ f (X0, X1,-+4)] .-
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Preuve. Parlelemme, on a, pour tout n =0,

Vr=nEy [ f(X7, X141, ) | Fr]| = Vig=m By [ f (X1, X141, ) | T
= l{T:n}Ev[f(Xn; Xn+1r0") |g:n]
= 1r=mEx, [f (X0, X1,")]
= Vr=mEx, [ [ (X0, X1,-+)],

ol on a utilisé Markov simple a I’avant-derniere ligne. En sommant sur n € N et en utilisant le fait que

Y n=01{7=n = 1iT<o0}, ON trouve
1{T<oo}Ev[f(XT;XT+l,"') |gT] = 1{T<oo}EXT [f(XO;XI,"')] . O

Notons la conséquence suivante de la propriété de Markov forte.

Corollaire 4.8. Soit T un temps d’arrét de la chaine de Markov (X;,) >0, fini presque stirement et tel
que X7 = x p.s. (pour un certain x € E). Alors, (X745,)n=0 €st une chaine de Markov de transition P
(la méme que celle de (X;),>0), de loi initiale 6, qui est de plus indépendante de .

Preuve. Il suffit de montrer que, pour tout A€ &t ettous x1,---,xx € E,onal =], ol
I:Pv(A,XT:x,XT+1:x1,"‘,XT+kZXk) et ]:PV(A)P(xyxl)"'P(xk—lrxk)-
Mais, comme A € Fr,

I =Ey[MAE[  (x;=x, X7 =20, Xpap=xi} | FT]]
=Ey[1AEx; [1iX=x, X =x1,, Xp=x; 3]
par Markov forte. Puis, comme Xt = X,
I=Ey[14Ex[1ix)=x,X,=x),, Xp=xs3]]
=Ey[14P(x,x1) -+ P(Xk—1, X1)],

qui n’est autre que J. O

4.4 Propriétés de récurrence

Nous allons étudier le comportement des trajectoires d'une chaine de Markov X, lorsque n — +o00. Onva
distinguer deux types de comportement suivant que la chaine “tend vers 'infini” ou non. Introduisons
les notations suivantes : pour i € E,
1; =inf{k > 0; X;. = i}.

Puis TE.O) =0 et, pour tout entier ¢ = 0,

TE.[+1) =inf{k > TE.[);X]C =i}
1) @)
i i
est 'instant de /-ieme passage en i (en excluant si nécessaire le temps n = 0). Ce sont des temps d’arrét.

On voit que 7’ = 7; est le temps d’atteinte de I'état i (en excluant si nécessaire le temps n = 0), puis t

Pour tout i, j € E, on introduit

+00 +00
GG, j)=) P"(i,j))=) Ei(lix,=jp =E;

n=0 n=0

+00
> I{Xn:j}]-

n=0

C’est I'espérance du nombre de passages par j en partant de i.
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Définition. On dit qu’un état i est récurrent si P;(7; < +00) = 1.

Théoreme 4.9. Les assertions suivantes sont équivalentes:
1. i estrécurrent.

2. Z;Z% I{X,,:i} = 400, P;-p.s.

3. G(i,i) = +oo.

On a donc, pour un état i donné, 'équivalence : 1. partant de i, on est stir de revenir en i ; 2. partant
de i, on est stir de revenir une infinité de fois en i ; 3. le nombre moyen de passages en i, partant de i, est
infini.

Remarque. L'équivalence entre 1 est 2 est intuitivement claire, et bien stir 2 implique 3. Par contre,
il est assez surprenant que le nombre de passages par i soit infini p.s. dés que son espérance est
infinie (c’est ce que dit 3 implique 2).

Preuve. Etape 1. Soit N =Y /%0 1;x,-;; le nombre de passages par i. On va montrer ici que, sous P;, N a
une loi géométrique, c’est-a-dire que pour tout =0, P;(N > n) = a”’, ot @ = P;(1; < +00).

C’est clair si n =0 (car comme on part de i, on a N = 1 P;-p.s.). Il suffit donc de montrer que pour
toutn=0,P;(N>n+1)=aP;(N > n). On écrit donc

P,(N>n+1)= P,-(TE.”“) < oo)

= Ei I:Pi(TEIH—D <00 g_r(_n))
1
=E; [l{ri.")<oo}Pi(T§'n+ ) Tg.n) <00 | gﬂm)]. (%)
La derniére égalité vient du fait que """ < 0o ssi 7 < oo et "V = 7" < o0 et du fait que 7\ est

& _m-mesurable.

Par Markov forte, (X; = X, k=0 est une chaine de Markov de méme transition que (Xi) k=0, qui

(n)

(n+1) _ 7, on

part de i et qui est indépendante de & . Donc, comme 7; = inf{k > 1: Xj =i} est égala T

1

conclut que

1 Pi(r(."“) ) <OO‘9T(n)) -1

; ; P;(1; <o0). (% %)

{r{" <oo} {1\ <oo}

Ainsi, en revenant a (%),
Pi(N>n+1)=P;(r; <oo)P;(1\" <o00) = aP;(N > n).

Etape 2. On conclut.
* 1implique 2 :Si i estrécurrent, alors a = 1 et donc par I'étape 1, on a N = oo p.s. puisque

P;/(N=o00) = lim P;(N>n) =1,
n—oo

e 2 implique 3 : c’est évident, puisque G(i, i) = E;(N).
* 3implique 1:Si G(i,i) = E;(N) = oo, alors forcément a = 1, donc i est récurrent (rappelons que
a =P;(1; <00)). En effet, si a < 1, alors
Ei(N)=) Pi(N>n)=) a"<oo,
n=0 n=0

ce qui termine la preuve. O
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Remarque. Voici une preuve plus formelle de I'égalité (% *): considérons I'application @ : EN — N U
{oo} définie par
O((xp)k=0) = inf{k =1 : x; =i},

et W: EN— {0, 1} par ¥ ((xx) k20) = L{((x)0)<oo}- ON Observe alors que

T =®(Xk=0) et TV =1 = (X 0, ) k=0)

1

donc
liz,<o0} = VY (XK) k=0) et 1{1(."+1)—r(")<oo} = \P((XT(.”’+k)k20)‘

4

Ainsi,

1

{1 <00}

Py =1 <00 | Fm | = 1o Bi WX, i) | Fn |

1 1 i

i

= L oy Bx gy | ¥ (X ko)
par Markov forte, soit encore, comme X_» = i (quand TE.") < 00),

1 P,-(r(.”“) _ gl

n) _ —
; ; <oo ’ 91?1)) = I{IE")<oo}Ei[l{Ti<°0}] = al{Tin)<oo}.

{r!" <co}

Théoreme 4.10. Soit i un état récurrent (s’'il en existe un) de la chaine de Markov (X},) ;0. Alors,

sous P;, la suite des temps (Tg.”)) n=o fait de (X;) ;=0 un processus régénératif.

Preuve. Il s’agit de montrer que pour tout f : E — R*, les variables aléatoires

AR |

Zy= Y FXQ)

_(n)
k=1;

sont indépendantes et de méme loi.

Fixons n = 0. Comme i est récurrent, on sait que TE")
(n)
i
meéme transition P et de loi initiale §;, indépendante de &_ . De plus, on voit facilement que 7; = inf{k >

< oo P;-p.s. et on a bien str X_m = i. Par le

1

corollaire 4.8 (et comme 7;~ < oo p.s.), on sait que (Xk)kzo définie par Xk = X, est une chaine de

(n+1) _ Tgn)

1 : X; = i} n'est autre que T . Ainsi, on peut écrire

(n+l) __(n) _ ~
T; T, -1 Fi—-1

Zn= ), [, =) f&Xp
k=0 ! k=0

. . A . l_l
et il est clair que Z, a méme loi que Z; = ZZ:O f(Xp).
Enfin, comme les variables aléatoires 7,---, Z,-1 sont toutes & _w-mesurables, on voit que Z, est
indépendant de (Z3,---,Z,-1). O

On déduit donc directement du théoréme 3.3:
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Corollaire 4.11. Soit i un état récurrent (s'il en existe un) de la chaine de Markov (X},),=0. Pour
toutes fonctions f, g: E— R", P;-presque stirement,

im Lo f(Xi) _ Jef dm;
n—+oo } ! g(Xp) [pgdm;

si0< fE g dm; < oo, oll m; estla mesure sur E définie par

‘L'i—].

k=0

4.5 Mesures et probabilités invariantes

Dans la théorie des chaines et des processus de Markov, la notion de probabilité invariante est sans doute
la plus importante. Elle généralise celle d’état d’équilibre en physique.

Définition. On dit qu'une mesure m sur E est une mesure invariante de la chaine de Markov de

noyau de transition P si mP = m, i.e. si pour tout j € E,

m(j) =Y m(i)P(, j).

i€eE

Remarque. i) Evidemment, la mesure nulle sur E est toujours invariante. Les seules mesures invari-
antes qui ont un intérét sont les mesures non triviales.

ii) Si m est une probabilité et si Xy a pour loi m, alors X, a pour loi mP" = mP(P""!) = mP""! =
---=mP = m. Donc la loi de la chaine est invariante, c’est la méme pour tous les temps.

Les mesures introduites au corollaire 4.11 vont avoir un réle important.

Lemme 4.12. Soit i un état récurrent de la chaine de Markov (X},) ;>0 (s'il en existe un). Alors, la

formule
T -1

Zl{Xk:j}] VjEE
k=0

m;(j) =E;

définit une mesure invariante.

Preuve. SousP;, Xy = X;, = i, on peut donc écrire (distinguer les cas j =i et j # i)

T,'—l
mi(j)=E;| ). l{ka:j}] =2 Eillgsnlixe, =)
k=0

k=0
Comme {1; > k} € F, par Markov simple,
mi(j) =Y Ei[lgsuPi(Xir1 = j 1 Fi)] = Y. Ei[Lig,»Px (X1 = )]
k=0 k=0
Mais P¢(X; = j) = P(¢, j), donc

mi() =) Ei[lgs>nP X, D] = ) P, ) Y Ei[lgsulixe=n].
k=0 (eE k=0
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Comm } >0 Ei[liz;>01x=0] = E; [ZZ;_OI 1ix,=¢] = m;(¢), on a bien

m;i(j)=Y_ P, jym;(¥),
¢eE

donc la mesure m; est invariante. O

Définition. Une chaine de Markov de transition P est dite irréductible si pour tout i, j € E, il existe
n € N tel que P"(i, j) > 0.

Autrement dit, pour toute paire d’états i, j € E, il est possible d’aller de i a j

Lemme 4.13. Si m est une mesure invariante d’'une chaine irréductible, alors on a m(j) > 0 pour

tout j € E (ou m(j) =0 pour tout j € E).

Preuve. Supposons donc qu’il existe i tel que m(i) > 0. Soit ensuite j € E. On sait qu’il existe un entier
neN tel que P"(i, j) > 0. Du coup,

m(j) = (mP"(j) =) mk)P"(k, j) = m@@)P" (i, j) > 0.
keE

D’autre part, la mesure identiquement nulle est évidemment toujours invariante, quelque soit P. O

Lemme 4.14. Si une chaine de Markov irréductible posséde une probabilité invariante 7, toute

autre mesure invariante est proportionnelle a 7. En particulier, 7 est la seule probabilité invariante.

Remarque. Lhypothese d’irréductibilité est cruciale : par exemple, supposons que E = {1,2,3} et
que P(1,2) = P(2,1) = P(3,3) = 1 (toutes les autres probabilités de transition étant nulles). Cette
chaine n’est pas irréductible (exercice) et on a plusieurs probabilités invariantes, par exemple m =
(1/21/20) (notation matricielle) et m= (00 1).

7 (i)
m(i)

Preuve. Soit m une mesure invariante et i un état fixé de E. Posons A = et m' = Am et montrons
que m' = 7.

Soit u(k) = min{m'(k), (k)}. Alors u est invariante, car uP (k) < m'P(k) = m'(k) et uP(k) < nP(k) =
n(k), donc uP(k) < u(k) (pour tout k € E). Comme de plus }_jcp tP (k) = X ke (k) (car P est une matrice
de transition), on conclut que pP (k) = u(k) pour tout k € E.

Donc 7 — u est une mesure (positive), invariante, et on a (m — ) (i) = 0 (par définition, m' (i) = n(i)
puis u(i) = n(i)) donc, par le lemme 4.13 (7 — p)(j) = 0 pour tout j € E. Autrement dit, 7 = p.

De méme, m' — p est une mesure (positive), invariante, et on a (m' - W (@) = 0. Donc, par le lemme
(m' — w)(j) =0 pour tout j € E. Autrement dit, m’ = p.

On a donc bien m' = 7, ce qui conclut la preuve. O

Lemme 4.15 (Principe du maximum). Pour tous i, j € E, G(i, j) < G(j, J).



Mesures et probabilités invariantes 43

Preuve. Onsuppose i # j. Comme X # j pour toutk<7;,ona
o0
Gli, ) =Ei| ¥ x|
k=0

=E

~.

0o
I{Tj<00} Z I{anj:]'}]
k=0

=E

-

)
1{1j<oo}Ei( Z I{ch+rj:j} | g-;].)]-
k=0

Mais par Markov forte, sur I'événement {7; < oo}, on a Ei(ZZO:O I{Xkﬂjzj} |Fz,) = EXT,» (Z?ZO 1ix,=j}), qui
n'est autre que G(j, j) puisque X;, = j. Ainsi,

G(i,j) =Pi(1; <+00)G(j, )) = G(j, ]). O

Théoreme 4.16. Considérons une chaine de Markov (X},) ;>0 irréductible. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(i) I existeun état i€ E tel que E;(7;) < +oo.

(ii) Pourtoutétati€ E, E;(7;) < +oo.
(iii) La chaine de Markov possede une probabilité invariante 7.
Sous ces conditions la chaine est dite récurrente positive. Sa probabilité invariante 7 est unique.
Pour tout k€ E,

1
nk) = —, (%)
Er(tg)
etpouttouti, ke E
1 Ti—l
(k) = E; lix i |- (k%)
Ei(t) n;o o=k

Intuitivement, si 7 est la probabilité invariante d'une chaine, 7(j) représente la proportion du temps
passéen j,i.e. n(j) =lim;_q % ZZZO 1x,=j) (on verra cela plus loin). Donc () n’est pas déraisonnable :
en gros, quand on est en j, on met un temps E;[7;] a revenir en j, donc on passe en j “tous les” E;[7/],
donc la proportion du temps passé en j vaut 1/E;[7].

Preuve. Bien s, (ii) implique (i). Montrons que (i) implique (iii). Soit i € E tel que E;(7;) < +oc0. Alors
T; <ooP;-p.s. eti estrécurrent. Soit donc m; la mesure invariante associée a i définie danslelemme 4.12,
i.e. la mesure caractérisée par m; (k) = E; [Z;iz_ol 1ix,=k;] pour tout k€ E.Ona } cg m;(k) = E;(7;), donc

(k) =

E;

Ti—1
> l{xn:k}]

n=0

E;(zi)

est une probabilité invariante.

Montrons maintenant que (iii) implique (ii). Soit 7 une probabilité invariante. Pour tout i € E,

=) Pr(Xp=i)=) n(i)=oo0.

n=0 n=0

Ex| ) 1ix,=i)

n=0

Donc ¥ jcg(j)G(j, i) = Ex[¥ 20 11x,=1] = oo puis, par le lemme 4.15,

co=) w(j)G(j,i)< Y n(j)G(i,i) =G, i),
JjeE JjEE
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ce qui implique que G(i, i) = co et donc que i est récurrent.

Par le lemme 4.12, on en déduit que la mesure m; définie par m;(k) = E; [Z;’:Ol lix,=i3), k € E, est
invariante. Par le lemme 4.14 elle est donc proportionnelle a 7, et ainsi, E; (7;) = Y cg m; (k) < co.

On a montré (x*) dans (i) implique (iii), et (x) n'est autre que (%) dans le cas ol1 k = i. O

Théoréme 4.17 (Théoréme ergodigue des CdM récurrentes positives.). Si (X;) =0 est une chaine de
Markov récurrente positive de probabilité invariante 7, pour toute loi initiale v, et pour toute fonc-
tion f: E— R*, P,-presque sirement,

1 n—-1
lim — ) f(Xp) = f fdr. (%)
nTO N = E
(Ona [ fdn =Yg f())n(i).) De plus, pour tout i, j € E,

1 n-1 ©
r}ggozkgP (i, ) = 7(j).

Remarque. En choisissant f = 1, on voit qu’on a bien, pour n'importe quelle loi initiale, 7(j) =

lim,— % Y ¢_o lix,=j): C'estla proportion du temps passé en j.

Preuve. Comme la chaine est récurrente positive, tous les états sont récurrent. Par conséquent pour
tout i € E,pour tout f,g: E— R*, P;-p.s.,,

im ZZ:of(Xk) _ Jefdm;
n—+oo y 1 o &(Xi) Jrgdm;

oum;(j)=E; [Z?:_ol 1;x,.=j]. Donc, avec g = 1, on trouve

Lo fX Tizl ~
e _Ei[Ti]El[%:f(Xk)]_j};‘fdn

P;-p.s. pour tout i € E (et donc P, -p.s. pour toute loi initiale v).
Avec f =1y;;, on obtient %Z(')l 1ix,=j; — 7(j) P;-p.s. Donc par convergence dominée,

liPk(i J)=E; lil -]—»n(') O
ne ) i . Xe=7} | oo J)-

Ce théoreme donne deux moyens pratiques d’approcher 7 si, comme c’est souvent le cas, on ne sait
pas la calculer explicitement. La premiére facon est la méthode de Monte Carlo, qui consiste a simuler
sur ordinateur une longue trajectoire X,, de la chaine, et d'utiliser le fait que n(j) = %Z(’)’ 1ix,=j;- Lautre
facon est de calculer itérativement P", par exemple dans le cas ol E est fini. Puis de faire la moyenne des
P"(i, j) pour approcher 7 (j).

Définition. On dit qu’une suite (x,);=o a valeurs dans E (dénombrable) tend vers I'infini si pour

toute partie finie F de E, il existe ng = 1 t.q. pour tout n = ng, x, € F.
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Théoreme 4.18. Pour une chaine de Markov irréductible, on a I’alternative :

Cas récurrent: Tous les états sont récurrents et partant de tout point, la chaine visite une infinité de
fois tous les autres, p.s.

Cas transitoire: Partant de tout point, (X;) > tend vers 'infini, p.s.

Preuve. S’il existe un état récurrent i, considérons la mesure invariante m;(j) = E; [Z?:_Ol 1x,=j;] quilui
est associée. Soit j € E fixé. La chaine étant irréductible, m;(j) > 0. Or, par le théoreme ergodique avec
f=1etg=1GonaP;-ps,

Yicoloa=p  myi(j) N

im —— = —>0.
n—oo 3y s bixe=iy M1
Puisque i est récurrent, Z%"ZO 1{x,=; = +oo. La limite précédente assure donc que Z%O:o lix,=j} = +oo P;-

p-s. En prenant I'espérance, on voit que G(i, j) = oo, d’'ou G(j, j) = +oco par le principe du maximum :
I’état j est donc récurrent.
Si au contraire il n'y a pas d’état récurrent, alors pour tout j € E, G(j, j) < co. Par conséquent si F est

une partie finie de E,

oo

Bi| 3 16000| = X 6000 = ¥ 60y < oo,

k=0 JEF jeF
Donc Y77 1r(Xk) est une somme finie, P;-p.s., ce qui n'est possible que si X, quitte F définitivement
apres un certain temps. Comme F est arbibraire, (X},) ;=0 tends vers l'infini P;-p.s. O

Corollaire 4.19. Si E est fini, toute chaine irréductible est récurrente (car ne peut pas tendre vers
I'infini) positive (car admet donc une mesure invariante qui est forcément finie).

Exemple 4.3. Avec E ={1,2,3} et P(2,1) = P(2,3) =1/2 et P(1,2) = P(3,2) = 1. Faire un dessin. Com-
prendre qu’intuitivement, & = (1/4 1/2 1/4). Calculer 7 en résolvant = = nP. Calculer E;[7;] (a la
main) pour i = 1,2,3 et vérifier qu’'on a bien 7 (i) = 1/E;(7;).

Proposition 4.20. Une chaine irréductible récurrente admet une et une seule (a constante multi-
plicative prés) mesure invariante.

Preuve. Lexistence d'une mesure invariante m a été vue au lemme 4.12. Pour 'unicité, on procéde
comme au lemme 4.14 : on considere deux mesures invariantes m et ¢, toutes deux non identique-
ment nulles, donc strictement positives partout par le lemme 4.13. On fixe i € E et on pose m' = A/,
ould=m(i)/e(i).

On vérifie que u(j) = min{m(j), m'(j)} est invariante. En effet, on a bien str uP(j) < u(j) (comme au
lemme 4.14). On considere ensuite la mesure positive v(j) = u(j) — pP(j), et on écrit, pour n =1,

n n
k=0 k=0
Donc vG = Y32, vPK <y, i.e. pour tout j € E, ¥;epv(i)G(i, j) < u(j). C'est impossible si v n'est pas
identiquement nulle, puisque G(i, j) = co pour tout i, j € E (rappelons que la chaine est supposée récur-
rente). Nous avons montré que uP = p, qui est donc invariante.
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Donc m — p est une mesure (positive), invariante, nulle en i (par construction), donc identiquement
nulle (cf lemme 4.13). Donc m = u. On montre de méme que m’ = y, ce qui implique donc que m = u =

m’, ¢’est-a-dire que les mesures m et £ sont proportionnelles. O

Exercice 4.3. Considérons la marche aléatoire simple sur Z, i.e. P(i,i+1) = p, P(i,i—1) = 1—p, avec
p €10, 1[. Montrer qu’elle est irréductible. Montrer que m(i) = 1 pour tout i est invariante (quelque
soit la valeur de p).

ATaide de la loi des grands nombres (écrire X, comme une somme de v.a. i.i.d.), montrer que
(Xn) n=0 est transitoire si p # 1/2.

Sie.g. p > 1/2, montrer que les mesures m; = 1 pour tout i € Z et m; = [p/(1 - p)]i pour tout
i € Z sont invariantes.

Si p = 1/2, montrer que Py(X2, =0) = cznnz—z’l ~ 1/+v/mn. Montrer que G(0,0) = co. Donc (X;) n>0
est récurrente. Mais non récurrente positive (sinon, elle aurait une probabilité invariante, m = 1 lui
serait proportionnelle, ce qui est absurde). Remarquer aussi que, comme m(i) = Eg [ZZ":_O1 1ix,=i]
est invariante (et vérifie m(0) = 1), on a donc m(i) = 1 pour tout i € Z. C’est tres surprenant : le
nombre moyen de passages par i € Z entre deux passages en 0 vaut toujours 1, que i = 1 ou que
i =10000!

Exemple 4.4 (Une chaine de Markov sans mesure invariante). On considere la chaine sur N avec
les transitions P(i,i + 1) = p; et P(i,0) = 1 — p; pour i = 0. On choisit la suite (p;);>o de facon que
po=1,p;i>0pourtouti=1et) ;>;(1—p;) <1.Alors, lachaine estirréductibe. De plus, une mesure

invariante 7 doit satisfaire

Ty = Z ;i (1-p;) et Ti+1 = pintipouri=0 (%)

i=1

En particulier, 7; = g ]'[;:11 pj, ce qui implique, si 77y > 0,

i-1

Y A-pmi=mo ) A—p) [ pj=mo)_(1-pi)<mno,
i=1 i=1 j=1 i=1

par hypothese. Par conséquent, la premiere condition de (x) ne peut étre satisfaite que si 7y = 0,

mais alors 7r; = 0 pour tout i = 0, et la mesure est triviale. D’apres le Lemme 4.12, puisque m; (i) =1,

la chaine doit donc étre transiente (le vérifier directement!).

Résumé important. Il est important de garder en téte que
(i) Siune chaine irréductible a une probabilité invariante, alors elle est récurrente positive (et la
probabilité invariante est unique) cf Théoreme 4.16.
(i) Il est possible qu'une chaine irréductible admette une (ou plusieurs) mesures invariantes sans
qu’elle soit récurrente cf Exemple 4.3.
(iii) Siune chaine irréductible est récurrente, alors elle admet une unique (a constante pres) mesure
invariante, cf Proposition 4.20.
(iv) Une chaine irréductible peut ne pas admettre de mesure invariante non-triviale, elle alors étre

transiente, cf Exemple 4.4.
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Théoreme 4.21. Soit (X},) ,>0 une marche aléatoire a valeurs dans Z, de pas de loi u (une probabilité
sur Z). C’est bien stir une chaine de transition P(i, j) = p(j—1). Si p est centrée, i.e. si ) ez ku(k) =0,
alors tout état est récurrent.

La preuve est donnée dans I'appendice (théoreme B.1). Bien sir, cette chaine est transitoire dans le
cas oll )_ ez ku(k) # 0, il suffit d'utiliser la loi des grands nombres.

4.6 Reéversibilité

Proposition 4.22. Soit (X,;) »>0 une chaine de Markov récurrente positive de probabilité invariante

v. Sous Py, le processus (Xn-p)neo,.., N} (@vec N grand fixé) est une chaine de Markov de transition.

.....

A0 I
QG,j) = V(l.)P(],l)

Preuve. Pourtoutne{0,...,N}etag, a1, --,a, € E,ona:

P,(Xny=ap, Xn-1=a1, -, XN-—n = an)
=Py (XN-n = an, XN-n+1 = an-1,"+, XN = Qo)
=vPN""(a,)P(ap, an-1)--- Play, ao)
=v(an)P(an, an-1)--- P(ay, ap)
T

=Q(an-1,a,)Q(an-2,an-1)---Qlaop, a1)v(aop)

P(ay, ap)v(ap)

ce qui montre la proposition. On a utilisé que la loi de Xy_, est vPN~" et que vPN™" = v car v est
invariante. O

Définition. Une probabilité v sur E est dite réversible (ou P-réversible) si pour tout i, j € E

v(@)P(, j) =v(j)P(j,1).

Remarque. (i) Une probabilité réversible v est invariante, pour s’en rendre compte, il suffit de som-
mer sur j:

Y v()P(,i) =) viPGU,j ) =v(@).

JEE JEE
D’ailleurs, une des méthodes les plus facile pour montrer qu'une mesure est invariante et de mon-
trer qu’elle est en fait résersible, voir I'exemple suivant.
(ii) Léquation de la définition est parfois appelée “équilibre local” (on a une identité par paire
d’états, qui implique la stationarité, qui est globale). Evidemment, la réversité n’est possible que
si P(i, j) > 0ssi P(j,i)>0.




48 Chaines de Markov

Exemple 4.5 (Marche aléatoire sur un graphe). On considére un graphe G sur un ensemble fini de
sommets V, c’est-a-dire un couple G = (V, E) ou E est un sous-ensemble de I'ensemble des paires
de sommets. Pour simplifier les notations, on node u ~ v si {u, v} € E. Le degré d'un sommet u € V
estle nombre d’arétes qui lui sont adjacentes, c’est-a-dire deg(u) = #{v € V : v ~ u}. On suppose que
le graphe G est connexe, c’est-a-dire qu'il existe un chemin d’arétes reliant n'importe quelle paire
de sommets u et v.

La marche aléatoire simple sur le graphe G est la chaine de Markov de matrice de transition P
sur V donnée par P(u,v) = 1y,~,3/ deg(u), u,v € V: si on est a un sommet u, a I'étape suivante on
choisit uniformément un voisin de u. Comme le graphe est connexe, la chaine est irréductible.

La mesure v sur V donnée par v(u) = deg(u) est une mesure réversible pour P, et donc une

mesure invariante. En effet pour u,ve V,

1
1~ =deg(v)- de—l{%u} =v(v)P(v,u).

P(u,v)=d .
v(w)P(u,v) = deg(u) D

T
deg(u) tu~v}

En particulier, si le graphe est régulier c’est-a-dire si les degrés de tous les sommets sont identiques,

alors la mesure constante est invariante.

4.7 Processus de naissance et mort a temps discret

Dans cette section, on étudie un cas particulier de chaines, mais les méthodes utilisées (pour montrer la

transience ou la récurrence) sont assez générales.

Définition. Une chaine de Markov a temps discret a valeurs dans E = N est appelée processus de
naissance et mort (PNM) a temps discret si P(i, j) = 0 des que |i— j| # 1. On pose alors p; = P(i,i+1)
(pouri=0)etqg;=P(i,i—1) (pouri=1).Onaforcément pp=1etp;+qg;=1pouri=1.

Remarque. Un processus de naissance et mort a temps discret est irréductible si et seulement si

pi>0etg; >0pourtouti=1.

Théoreme 4.23. Un PNM a temps discret irréductible est

(i) récurrent si et seulement si
q192---9i

i=1 P1pP2...pi

)

(ii) récurrent positif si et seulement si

1 .. Pi—
_+Z pip2...pi-1 <
N =2 N92---4i

S=1+ 0.

Dans ce dernier cas, son unique probabilité invariante est alors donnée par 7o =1/S, 7, = 1/(Sq1)

et, pourtouti =2, ;= (p1p2...pi-1)/(Sq1G> ... q;).

Preuve. Commencons par (ii). Une mesure m est invariante si et seulement si mP = m, ce qui se réécrit
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mo =myq; et m; = mi;1qi+1+ mi-1pi-1 pouri=1,i.e.
mj—m;i_1pi-1
qi+1

mi+1 =

Cette récurrence d’ordre 2 se résout ainsi :

pip2...pPi-1
o——————.

my =mglq,, etpouri=2, m;=m
nqz...qi

Le point (ii) s’ensuit aisément (rappelons qu’'une chaine est récurrente positive si et seulement si elle
admet une probabilité invariante).

Point (i), étape 1. La chaine est récurrente si et seulement si P1(Ty <oo) =1, ou Ty =inffn =0 : X, =
0}. On observe d’abord que, la chaine étant irréductible, il suffit de considérer la récurrence d’'un état
quelconque; nous prendrons I'état 0. Maintenant, on a Py(7¢ < 0o) = P;(Ty < oo) par Markov simple: en
notant que X; = 1 sous Py, en introduisant X,, = X,,;1 et en notant que 79 = 1 + Ty (o1 Ty = inf{n =0 :
X, =0},

Po(19 <00) = Eg[1x,=1}Po (70 <00 | F1)]
=Eo[1x,-1yPo(Tp < 00| F1)]
= Eo[1x,=1yP1(Tp < 00)]
=Py (X1 =1)P1(Th <00)
=P1(Th <o0).

Point (i), étape 2. On fixe a € N, (grand). On pose T, =infin =20 : X, = a} et u(i) = P;(Ty < T,) pour
i=0,..,a.0Onabienstr u(0)=1etu(a) =0, et

u@)=qiui-1)+pjui+1) pouri=1,...,a—1.

En effet, en posant X, = X4 et Tj =infiln=0: X, = jhona,pouri=1,...,a-1, Ty = To+letT,=T,+1
et donc par Markov simple

Pi[To < Tal =E;[P;(To < Ta | F1)]
=E;[P;(Ty < Ta| F1)]
=Ei[Px, (To < Tp)]
=Pi(X1=i-DP;1(To < T +Pi(Xg =i + )P;11(To < Tp)
=qiPi—1(To < Ta) + piPi+1(To < Ta) .

Point (i), étape 3. On a donc, pouri =1,...,a-1, p;(u(i+1) — u(i)) = q; (u(i) —u(i—1)), etdonc u(i +1) —
u(i) =(q;il pi)...(q1/ p1)u(1) — u(0)], puis

i-1
u(i) = u(0) + Z (u(k+1) — u(k)) = u(0) + [u(l) — u(0)] - (1 + Z ql...CIk) .
k=0 k=1P1---Pk

En choisissant i = a, comme u(a) = 0 et u(0) = 1, on trouve

1

a-14q1..-
1+ Zklpl

Pi(Ty<T)=ul)=1-
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Point (i), étape 4. Mais sous P, on a

{To<oo}= J{To<T,}  (union croissante),
a=1
car T, < oo P;-p.s. pour tout a € N, (car c’est évident si la chaine est récurrente, et c’est vrai aussi si la
chaine est transitoire, puisqu’alors X;, — oo et est donc forcée de passer par a en partant de 1) ; et car
Ta=za—-1—ocoP;-p.s. quand a — co.

Finalement, en mettant les résultats des étapes ensemble

Py (9 <00) =P (T <o0) = ahrgopl(TO <Ty)

et Py(To < oo) = 1 si et seulement si Y92 | Zi::zz = oco. -

4.8 Problemes d’absorption

Considérons une chaine de Markov (X,;) ;>0 d’espace d’état fini E, de transition P. On suppose que E =
FuG (avec F et G disjoints) et que la transition a les propriétés suivantes:
(@) pourtoutieg, P(i,i)=1,
(b) pourtoutice€ F,ilexiste je Getn=1t.q. P"(i,j)>0.
Noter que la matrice s’écrit donc sous la forme

Q A
0 I

Ces matrices sont toutes de natures différentes : (Q(i, j))ier jer, (A(, ])ierjec €t (I(i, J))ieG, jeG-

Noter qu’une telle chaine n’est pas du tout irréductible. Les éléments de G sont appelés états ab-
sorbants (une fois qu'on y est, on y reste). L'énoncé suivant permet de calculer, partant de i € F, la prob-
abilité de finir absorbé en j € G, ainsi que d’autres quantités tout a fait intéressantes.

Proposition 4.24. Sous les conditions (a) et (b) plus haut:
(i) La matrice N = ZZZ% Qk existe et vérifie N = (I — Q)_l.
0 NA

0 I
(iii) Soit Tg =inf{n=0: X,, € G}. Pourtoutie€ Fet je G,ona

(ii) Onalim, . .. P" =

P;(X7, = j)=(NAG,j) et Ej[Tgl=)_ NG, j).
JEF

Preuve. Remarquons d’abord (récurrence) que

Q" (I+Q+Q*+---+Q"HA
0 I '

P =

Pour tout i € F, i est transitoire. En effet, il suffit de montrer que P;(r; < c0) < 1. Mais, par (b), on sait
qu’il existe j € Get n =1 t.q. P"(i,j) > 0, ce qui implique qu'on peut trouver iy,...,i,—; € F tels que
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P(i,iy)P(iy,12)--- P(in—1,j) > 0. Quitte a raccourcir ce chemin, on peut supposer que tous les i; sont

différents de i. Du coup,
Pi(ti=00) 2 P;(X; =1i1,..., Xn-1 = in-1, Xn = J)
=P(i,i1)P(i1,i2) -+ - P(in-1, ) > 0.
Par conséquent, pour tout i € F, G(i, i) < +oo. Il résulte donc du principe du maximum que G(i, j) < +oo
pour tout i, j € F. Autrement dit la matrice N est finie (observer que P"(i, j) = Q" (i, j) pour tout i, j € F).

En particulier Q" tend vers 0. Comme (I - Q)(I+Q+---+ Q™) = I - Q"*! on en déduit que (I — Q)N =1,
soit encore N = (I — Q)~!. On conclut aussi que

I

Notons que TG =} >0 2 jer lix,=j;- Ainsi, pour tout i € F,

EilTgl=) Y P"G,)=) Y Q"G,j)=) NG Jj),
n=0 jeF nz0jeF jeF
cette somme (finie) étant bien s{r finie (puisque E est fini). Enfin, une fois dans G la chaine ne bouge
plus, et donc Xt =lim;,—. 100 X;,. Ainsi, pouri € Fet j € G,

Pi(Xr, = j)= lim P;(X,=j)= lim P"(,)=(NA), ). 0

Exemple 4.6.]ai 1 euro et j’'ai besoin de 3 euros. Je joue a pile ou face avec un ami. Je mise toujours
1, et a chaque étape, j'en récupere donc 0 avec probabilité 1/2 et 2 avec probabilité 1/2. J’arréte
quand j’ai 0 ou 3 euros.

Ma fortune X,, a I'instant n est une chaine de Markov, de loi initiale §;, sur E = {0,1,2,3}. On a
P0,0)=1, P(1,0) = P(1,2) =1/2, P(2,1) = P(2,3) = 1/2 et P(3,3) = 1. On peut écrire E = F U G avec
F ={1,2} et G={0,3}. En réordonnant les états de maniere a exhiber les blocs Q, A et I selon F et G,

la matrice de transition est alors donnée par
1 2 0 3
0 1/2|[{1/2 0
e o)L _ug
0 0 1 0
0 0 0 1

w o NN o=

On peut alors facilement calculer

1 2 0 3

1 (43 272 1 (2/3 13
N=(I-Q7'= et NA=
2 \2/3 2/3 2 \1/3 2/3
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(Attention aux natures de ces matrices). On trouve que N A(1,3) = 1/3 : la probabilité, partant d'une
fortune de 1 euro, de terminer avec 3 euros, vaut, comme il se doit, 1/3. L'espérance du temps de
jeuestE;(Tg) = N(1,1)+ N(1,2) =4/3+2/3 =2.



CHAPITRE

Processus markoviens de sauts

Dans toute la suite, E est un ensemble dénombrable, éventuellement fini, qu’on munit de la distance
discrete : d(i, j) = 1% ;- Nous allons étudier les “processus de Markov a temps continu” a valeurs dans
E. On les appelle aussi “chaines de Markov a temps continu” ou encore “processus markoviens de saut”.

5.1 Premiéres propriétés

Définition (Processus markovien de sauts). Soit (P;) ;ep+ une famille de matrices de transition sur E,
c’est-a-dire telles que P;(i, j) = 0 et YjepP:(i, j)=1.

Soit (X;) >0 a valeurs dans E. On note &; = 0 (Xy, u < s). Le processus (X;) ;>0 est appelé proces-
sus markovien de saut (PMS) de semigroupe (P;) ;=0 Si, pour tout j € E, tout0 < s <t +s,

P(Xssr = j1 Fs) = Po(Xs, ),
etsi t — X; est p.s. continu a droite sur R".
Remarque. On rappelle qu’'on considére E avec la distance discrete. Une fonction x : Ry — E est

continue a droite pour la distance discréte ssi pour tout ¢ = 0, il existe 17 > 0 tel que pour tout s €
[, t+n], on ait x(s) = x(1).

On peut montrer (a 'aide du théoréme de classe monotone) le résultat suivant (voir aussi les com-
pléments au chapitre A)).

Remarque. Pour montrer qu'un processus p.s. continu a droite (X;);=¢ a valeurs dans E est un PMS
de semigroupe (P;);=¢, il suffit de montrer que pour tout n € N, pour tous 0 < t; <--- < f41, pour
tout iy, --,in+1 €E,

P(th+1 = il’H—l | Xl’l = ilr"' )Xl’n = l}’l) = Pt,,+1—t,,(iny l}’l+1) .

Donnons un premier exemple de tel processus, qui s’avérera relativement général.
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Proposition 5.1. Soit (Z,,) ,en une chaine de Markov sur E de probabilité de transition Q indépen-
dante d'un processus de Poisson (Ny) ;cg+ de parametre A. Alors

(X;=Zy,, teR")

est un PMS de semigroupe
= oM AD"Q"(, )

B
¢(i, ) n;o "

Preuve. Notons 0 < T} < T>... les instants de saut du processus de Poisson. On a alors X; = Zy pour
t €10, T1[, puis X; = Z; pour ¢ € [Ty, T], etc. (X;) >0 est donc bien continu a droite p.s. On écrit ensuite

(notons v la loi de Zp)

P(on iO»th = il"”!Xt — lr)

r

= Z P(Nn:kl;Ntz_Ntl:kz»"',Nt,_Nt,;l:kr,
ki, k=0

Zy = iO»Zkl = il)Zk1+k2 =g, - !Zk1+--~+k, = lr)

= Y P(Ny =k, Ny =Ny =k, Ny =Ny, = Ky
kl,---,k,EO

xP(Z =g, Zt, = it, Ziy ok, = B2+ Lty ik, = i)

A" an L A=)

| |
ki, k=0 k1~ kr-

e Mir=trD) 5 v (30) QR (g, i1) - Q% (i1, i)
=v(i0) Py, (io, 11) Pry— g, (i1, 82) X -+ x Py (ir—1, 7).

On conclut bien stir que

v(io) Py, (o, i1) Py—r, (i1, 80) X =+ x Py ¢ (ir_1,1r)
V(lO)Ptl(ZO) il)Ptg—tl(il) 12) Xoeee X Ptrfl—trfz(ir—Z! ir—l)
=Pyt (ir-1,ir). O

P(Xl’, = ir |X0 = iOYXl’l = il!”' ’Xtrfl = ir—l) =

Proposition 5.2 (Equation de Chapman—Kolmogorov). Supposons que E soit le “vrai” espace d’états
du PMS, c’est a dire que pour tout i € E, il existe #; = 0 (déterministe) tel que P(X;, = i) > 0. Alors
(Py)ter+, d'un PMS a la propriété de semigroupe suivante: pour tous ¢,5 =0, P = P Ps.

Preuve. On écrit

Pris(i, ) =PXp4r4s=J | Xp, = 0)
- Z P(Xpvrs=J 1 Xeywr =k, Xy, = DP Xy = kI Xy, = 1)
keE

=Y Ps(k, )P:(i,k) = (P:P5) (i, ). O
keE
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Notation. Comme dans le cas des chaines, on note P;,E; (resp. P,,E,) la loi du processus lorsque

Xo =1 (resp. Xp ~ V).

Rappelons qu'un temps d’arrét T du processus (X;);>( est une v.a. a valeurs dans R* U {oo} telle que
pour tout ¢ =0, {T < t} € &;. On introduit alors la tribu 7 = {A€ P : AN{T <t} € F; V t =0}). Comme
d’habitude, on a posé préalablement &; = o ({X;, s < t}).

Théoreme 5.3 (Propriété de Markov forte). Soit (X;) ;=0 un PMS a valeurs dans E et T un temps d’arrét.

Pour toute fonction mesurable f : ER®" — R, bornée ou positive,

1 7<on B[ f (X140 120) | F1] = Vit<oo}Exy [ f (XD 120)] -

Remarque. On dit qu’on utilise la propriété de Markov simple quand on applique la propriété de
Markov forte avec un temps déterministe (tout temps déterministe est un temps d’arrét).

Preuve. Il suffit (admis, voir les compléments en annexe A) de montrer le théoreme quand [ ((x¢) s=0) =
¢(xt,..., %) avecp: E" — R*et0<t <f--- < t,. Eton peut supposer que ¢p(xi,..., x,) = Y =iy, xp=inhs
car toute fonction ¢ sur E” est une combinaison linéaire de telles fonctions puisque E est dénombrable.

L objectif est donc de montrer que
Lir<otPyv(X741y = 11, X141, = In | F7) = Lo} Pxp (Xyy = 11,0+, Xp, = 1) -

Etape 1. On établit d’abord la formule lorsque le temps d’arrét T est a valeurs dans I'ensemble dénom-
brable {k2~¢ : k € N} U {oo}. Pour cela, on écrit

I:=Vr<co}Py (X110, = 01, , X741, = In | F1)

=Y Voo PvXppryy = i1, Xypty g, = in | Fr)
k=0

= ) LropotyPvXpp-tiyy = 01, Xpo-tyq, = in | Fpp-o).
k=0

Pour la derniére ligne, on a utilisé un argument du type du lemme 4.6. Ceci conduit a

I=) Yy jp-0,Pt,(Xyppt,i1) Py, (i1, 80) -+ Ppy g, (i1, i)
k=0

= Z I{T:sz!}Psz,/ (Xt1 =1y, ,Xt,, =1iy)
k=0

= 1i7<oo}Px, (X, = 01,7+, Xy, = n).
Etape 2. Si maintenant T est un temps d’arrét quelconque, on I'approche par une suite de temps d’arrét
Ty de sorte que limy | Ty = T, que pour chaque ¢, Ty soit a valeurs dans (k2=¢ : ke N} U {ool, et que

{Ty < oo} ={T < oo} (lemme 2.1). Par I'étape 1, on a donc, pour tout ¢,

Lir<colPy (X1 400 =11, X1yt = In | 1) = LT <00} Py, (Xpy = 11,00, Xy, = 1)
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Comme X est continu a droite et comme T, décroit vers T, on alimy X7,.; = Xr4, pour tout ¢. Donc, en
utilisant le fait que 1 = %7, (et la convergence dominée),

Li7<oo}Py( X740, = 01,0+, X141, = In | F7)
= [ﬁm Li7<oo}Pv(X1y00, = 01,0, X1yt1, = in | F7)
—00

= [hngol{T<oo}Ev[Pv(XT[+t1 =iy, X111, = inlF1,) | Fr]
= }in;oEv[l{T<w}Pv(XT[+t1 =iy, X141, = inlFr1,) | Fr1]
= lim Ey [L{7<o0}Px;, (Xy, = i1, , Xy, = in) | Fr1]

{—o0 4
=Ey [L1<c}Px, (Xp, =11, Xp, = in) | Fr|

= lir<o}Px, (Xyy = 01,70+, Xy, = n).

Pour 'avant derniere inégalité, on a utilisé que, comme X est continu a droite pour la distance discrete
et comme Ty décroit vers T, p.s., X7, = X7 pour ¢ assez grand. O

5.2 Description dynamique
Considérons un PMS (X;) ;¢ et posons Ty = 0 puis, par récurrence, pour 7 = 0,
Tps1 =inf{r> Ty, : X, # X1, }.

Les Ty, n = 0, sont des temps d’arrét. De plus, si on suppose que pour tout i € E, P; (T} < oco) = 1, alors
p.s., pour tout n = 1, T, < co. Cela se montre par récurrence, en utilisant Markov forte. Par exemple, en
posant X; = X1,41,0na T, =T, - T), et donc

P;(T» <00) =E;[17,<coPi(T2 — T1 <00 | F1)|
=Ei[17,<coPi(T1 <o | F1,)]
= Ez‘[1T1<ooPXT1 (T1 < o0)]
=E;i[17,<c0]
—P;(T; <o0) =1.

On rappelle la propriété suivante des loi exponentielles: si U ~ Exp(1) et A > 0, alors U/A ~ Exp(A).

Théoréme 5.4. On suppose que pour tout i € E, P;(T7 < oo) = 1, et on pose Q(i, j) = P;(Xr, = j) et
A(i) =1/E;(Ty), pour i, j € E.

(i) (Xt,)nen est une chaine de Markov de transition Q.

(i) Sachant (X7,)nen,lesv.a. T, To—Ti,--- sontindépendantes delois Exp(A(X1,)), Exp(A(X7,)), ...

Les (A(i)) ek sont les “taux de saut” du PMS et (Q(i, j));, jek est sa “matrice de transition”. Voici une
autre facon de dire la méme chose, qui va nous conduire a une procédure pour simuler les procesus
markovien de sauts.
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Corollaire 5.5. Avec les mémes hypotheses et notations que dans le théoréme, il existe une chaine
de Markov (¢;) >0 de transition Q, indépendante d’'une suite (U,);>1 de v.a. indépendantes de loi
exponentielle de parametre 1 telles que, pour tout ¢ € R*,

+00
Xi =) Enlise(Ty T}

n=0

ouTp=0etTypy1=Tn+Up1/A(ER).

Preuve. Il suffitde poser ¢, = X7, et Uy, = A({,,-1) (T, — T—1) et d’appliquer le théoréme. O

Preuve du théoreme. Etape 1. Montrons déja que les temps d’attente sont exponentiels: pour touti € E,
P;(T; = t) = e M)’ pour tout ¢ = 0. On écrit

Pi(Th>t+s)=P;(Vuel0,t+s], X, =1)
=E;[Lv ucio,n, x,=0Pi(V uelt, t+sl, X, =i| Fp).
Mais par la propriété de Markov simple (on introduit Xg = X;.),
Pi(Vuelt,t+sl, Xy=i|F)=P;i(Yuel0,s], X, =il F)
=Py, (V uel0,s], X, =i.
Ainsi,
Pi(T1 > t+$) =Ei[1yy uero,n, x,=iy Pi (Y u€[0,s], Xy, = 1]

=P;(Vuel0,t], Xy =) xP;(Vuel0,s], X, =1)
=P;(T, > t) xP;(Ty > s).

Donc T; est sans-mémoire et suit une loi exponentielle sous P;. Son parametre est bien str A(i) =
1/E;[T1].
Etape 2. Remarquons ensuite que pour tout i, j€ E, et £ =0,

Pi(Ty > 1, Xy, = j) = e "'QU, j).
En effet, par Markov simple (avec Xs = X;5, ona Xz, = X7, sur {T} > 1}),
P;(Th > t, X1, = j) =Ei[ 119 Pi (X1, = j | F1)]
=E; [1{:r1>r}1’i(5(f1 =j1F)]
=E;i[Li7>9Px, (X1, = )]
Puis, comme T) > t implique que X; =i,
Pi(T1 > t, X7, = j) =E;[Li1,>9Pi (X7, = )] =Ei[ L1154 Q(, )]

par définition de Q, et on conclut a ’aide de I'étape 1.
Etape3.Pourn=1, uy,...,u, >0etiy,...,in €E,

P;(T1 > ul)XTl = il)"' yTn—Th1 > un,XTn = ln)

=E; [I{Tl>uleT1:ilr"'rTn—l_Tn—2>uanT,,,1:in—l}Ei(I{Tn_Tn—1>uanTn:in} | gTﬂ—l)]'
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Par la propriété de Markov forte en T;,_; (avec X, = X1, ,+1, DoOter que Ty =T, — Ty et que Xﬁ = Xrt,),

Ei (Ur, -1 15w, Xy =it | 1,20 = Bi (U750, %y =iy | FT00)

= EXT}'L—] (1{T1>un,XT1 :in})’
qui vaut Q(Xt,_,, iy)e” &)U par I'étape 2. Ainsi,

Pi(Ty>uy, X1y =101, , Tn— Tn—1> un, X1, = in)
—E. . . -y —AMXr, u
= Ei[ 1Ty, Xp, =iy, Ty Tpo>un X, =in) QX1 In)e ne1)tn ]

i . . . —-Alip-1)u
=P;(>u, X7y =01, Tn1— Ty > Up1, X7, , =in-1) X Qlin-1,in)e (in-1)ttn
On montre donc, en répétant ce procédé, que

Pi(Tl > uerTl = il:"' ’ Tn - Tl’l—l > un:XTn = ln)

= Q(i,ine MM Qiy, ip)e MU . QUip_1, ip) e Min-1tn,

En choisissant u; = --- = u, =0, on conclut aisément que (X7,) ;=0 est une chaine de Markov de transi-
tion Q, puisque
Pl(XTl = il) e IXTn = ln) = Q(l) il)Q(ily 12) et Q(in—lr ln) .

Enfin, on voit que

Pi(Ty>uy, -, Tpn—Tp-1> upl X, =iy, , X1, = i)
_ Pi(Ty > uy, Xry =01, , Tn— Tn-1> U, X1, = in)
- P;i(Xp, =iy, , X1, = in)

— e—/l(i)ul e—/l(illuz ,,_e—/l(in-l)un_

Ceci achéve la preuve. O

Au cours de la preuve du théoreme, on a en particulier montré

Proposition 5.6. Pour tout i, j € E, P;(X7, = j, T1 > t) = e M{Q(i, j).

Algorithme (Simulation d'un PMS). On se donne une matrice de transition (Q(i, j)); jer, des taux de
saut (A(i));eg, et une loi initiale v sur E.
Initialisation:

¢ on simule I'état initial ¢y de loi v,

¢ onpose Ty =0.
Itérations: supposons qu’'on a simulé (¢;, T;) pour 1 < i < n jusqu’a un certain n = 0, et défini le
processus X; sur 'intervalle [0, T7,[, alors

e onsimule Uy;1 ~Exp(1) eton pose Ty41 = Ty + Ups1/A(ER),

e pour t€ [Ty, Th+1lonpose X; =¢&,,.

e onsimule ;41 ~Q(&y, +)

Enfin, une remarque qui peut s’avérer pratique.
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Proposition 5.7. Soit (Q(i, j)); jeg une matrice de transition t.q. Q(i, i) = 0 pour tout i € E et soit
(A(@))ieg une famille de réels positifs tels que sup;cpA(i) = A < co. Soit (Z,),=0 une chaine de
Markov de transition P définie par

AD) AD)Q(, j)

PG,i)=1-—= t P, j) =
(i,1) e () 1

1 Sii#j.

Soit aussi (INy) ;=0 un processus de Poisson de parametre A, indépendant de (Z;) ;=¢. Alors (Zn,) =0
est un PMS de taux de sauts (A(i)) g et de matrice de transition (Q(i, j));, jek-

Preuve. On sait déja que (Zy;,) =0 est un PMS (voir le lemme 5.1). Notons T; l'instant du premier saut
de (Zn,) r=0. On doit montrer que E;[T7] = 1/A(i) et que Pl-(ZNT1 =) =0, J).
Pi(Ti>0=Y Pi(Ny=kZi=--=Zp=0)= ‘“W)kp" k
i(M>0=) Pi(Ni=kZy=--=Zx=i)=) e — PEDY
k=0 k=0 :
d'ouP;(T; > t) = exp(=A(1 — P(i,0)t) = exp(—A(i) ). Donc E;[T1] = 1/A(i). Ensuite, pour j # i, (sii = j,
onaQ(i,i)=0=P;[Zy, =1i])

Pi(Zn, =))=) Pilla=-=2Zp1=1,2Z;=])
(=1

=Y (PG, PG, )
/=1

P, ))
T 1-P(i,D)
=Q3, ). 0

Remarque. On peut voir le résultat suivant rapidement de la maniére suivante:
(i) Soient 7; < 73 < ... les temps de saut du processus de Poisson (Ny);>9. Comme (Z;);=0 est
indépendante de N, sous P;, T} est le premier des 7, que 'on garde quand on efface ceux pour
lesquels Z, = i. Tant qu’on a pas quitté ’état i, on garde un point avec probabilité A(i)/A, indépen-
damment de N; donc T; ~ Exp(A(i)) (processus de Poisson marqué).
(ii) De plus, par 'argument précédent, en 7; laloide Z Ny, sous P; est précisément P(i,-) condition-
née a étre différent de i, d’ou

P(i, j)

P:(Zn. =i)= —247
N =D =TT

=Q(@, J).

5.3 Explosion

Définition (Explosion). On dit qu’il y a explosion pour un processus markovien de saut si, avec prob-
abilité positive, il y a un nombre infini de sauts dans un intervalle de temps fini.

Pour étre plus concret, on se donne un espace d’états E dénombrale, des taux de saut (A(i));eg une
matrice de transition (Q(i, j));, jeg, et on construit le PMS en utilisant le procédé de simulation plus haut.
Il est a priori possible que, avec une probabilité non nulle, lim,,_. ,», T, = { < +00. Il y a alors explosion, et
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il n'est alors pas clair comment définir le processus au dela du temps {. C’est assez ennuyeux, puisqu'il
est alors impossible de parler de X;, sans étre stir qu'il n'y a pas eu explosion. Les critéres garantissant
que le processus n'explose pas sont donc particulierement importants.

En vue de donner un critére de non explosion, montrons d’abord:

Lemme 5.8. Soit Uy, n = 1, une suite de variables aléatoires indépendantes de lois exponentielles de
parametre A, Ay, - --

(i) Si Zz"zl 1/} < oo, alors Zzozl Uy < oo p.s.

(i) SiYP2,1/Ax =00, alors 337, Up = oo p.s.

Preuve. Comme E[}.57, Uil = ZZS 1/ A, le point (i) est trivial. Pour (ii), en utilisant I'indépendance, on
écrit

E exp(—:Z;Uk)] :]ﬁE[e_U’“].

Mais si U ~ Exp(1), alors V = e~ U est uniforme sur [0, 1]. Par conséquent, comme Uy ~ Exp(A;) alaméme

distribution que U/ A on a E[e”Yk] = E[V!/*], ce qui implique

E exp(— oi Uk)] = lo_o[ liljt :exp(— Zlog(1+1//1k) ,
k=1 k=1 k k=1
Il'y a maintenant deux possibilités:
* soit Ay #~ oo auquel cas log(1 + 1/1j) /~ 0 et la serie diverge;
¢ soit A — ocoauquel caslog(1+1/Ax) = 1/(2A) pour k assez grand, et la serie diverge par hypthese.
Par conséquent, indépendamment de la situation, on a Elexp(—} ;=1 Ux)] = 0, ce qui implique que
t21Up=0c0p.s. O

Proposition 5.9 (Un critere de non explosion). Considérons un PMS (X;)>0. On a

o0

( lim Tn<oo) P(nz—‘bﬂ(;r,,) <oof.

n—+oo

En particulier, si Y "% = +o0 p.s., alors il n’y a pas explosion.

n= OA(XT)

Preuve. En utilisant le lemme ci-dessus et le fait que sachant (Xt,) =0, les Ty4+1 — T, sont indépendants
et Exp(A(XT,)), on peut écrire que

P( lim 7, <0o)=P( Y. (Tns1~ Tn) <o)

n—+oo
n=0

=E ( Z (Tp+1—Ty) <00 ’ (XTn)n>0)]

n=0

=B[lgs 1oy

n=0 MXT )

) 1
=P < . O
,;0 A(X7,) °°)




Le générateur 61

Corollaire 5.10. Soit un PMS (X;) ;0. Si'une des conditions suivantes est satisfaite
(A sup;cpAi) <oo,
(ii) la chaine (X7,),=0 est récurrente,
alors il n'y a pas d’explosion.

Preuve. Il résulte de la proposition précédente que, pour qu'il y ait explosion, il faut que A(Xr,) — +o0
lorsque n — +oo avec probabilité positive. C’est impossible dans les deux cas (i) et (ii). O

Remarque. Lexplosion entraine de nombreux phénomeénes désagréables. Pour les éviter nous sup-
poserons toujours désormais qu’il n’y a pas d’explosion.

5.4 Le générateur

Quand on modélise un phénomene, on part généralement des taux d’évenement (A(i));cg et de la ma-
trice de transition (Q(, j));,jer. S'il est presque toujours impossible de décrire explicitement le semi-
groupe (P;):=0, on peut souvent I’étudier, en utilisant les équations de Kolmogorov. Commencons par
définir le générateur, qui n’est pour I'instant qu'une notation.

Définition (Générateur). Le générateur du PMS est la “matrice” (A(i, j));, jer définie par

.. A@DQG, j), sii#],
A(w)={ Qg iz
A1), si i=j.
Remarque. Comme Q(i,i) =0, 0ona } ;% Q(, j) = 1 et donc les sommes par ligne de A sont toutes
nulles: ¥ jcg A(i, j) = 0.

Pour décrire le lien entre le générateur et le semigroupe, montrons le lemme important suivant qui
dit qu’en un temps petit, le processus n’a pas le temps de sauter deux fois.

Lemme 5.11. Pour tout i € E, P; (T, < f) = o(¢) quand ¢t — 0.

Preuve. On écrit

Pi(Lr<0)=) PiXy,=j,Tr<0)=) Pi(Xy, = )Pi(To<t| Xy, = ).
JEE JEE

Mais par le théoreme de la section précédente, sachant X, = j, les v.a. T; et T» — T; sont indépendantes
et respectivement de lois Exp(A(i)) et Exp(A(j)), ot

Pi(L=t|Xr=)<Pi(h=t,To-T1=t|X1,=])
— (1 _ e—/l(l.)l’)(l _ e—/l(j)t)

< () £(1 — e MDY,



62 Processus markoviens de sauts

Donc
Pi(<t) <At Y Pi(Xp, = H(1—e N,
JEE
C'estun o(1) car lim;—o ¥ jeg Pi (X7, = j)(1—e~*") = 0 par convergence dominée. O

Théoréme 5.12 (Equations de Kolmogorov). Le semigroupe (P;) ;>0 Vérifie Py = I et, pour tout ¢ = 0,
* équation de Kolmogorov backward:

dp;
—— = APy
dat
* équation de Kolmogorov forward: s’il n'y a pas explosion,
dpP; B
dt 7

Remarque. L'équation de Kolmogorov backward se réécrit : pour tout i, j € E,

Py(i, ) = AP (i, ) + Y MD)QU, k)P (K, j) .
k#i

L'équation de Kolmogorov forward se réécrit : pour tout i, j € E,

Py(i, ) = =Pe(i, DAG) + ) Pe(i, K)A(K)Q(K, J).
k#j

Nous allons montrer proprement I’équation backward et “rapidement” I'équation forward.

Preuve rapide de I'équation forward. (Cette preuve est correcte si E est fini, I'explosion étant alors im-
possible). Pour 0 < ¢ < ¢ + h, on écrit

Pun(i, ) =PiXpp=j)=1+J+K,

I=P;(X;+p = jetpasdesautentre t et t+ h),
J=P;(X;+, = j et exactement un saut entre ¢ et t + h),

K =P;(X;4 = j et au moins deux sauts entre ¢ et £ + h).
Par la propriété de Markov simple en ¢, en posant X; = X;,5, ona

I=P;(X;=jetpasdesautentre t et t + h),
=E;[1x,-jPi(T1 > h | F1)]
=P;(X;=j)P;(T1 > h)
= P,(i, e MD"
=Pi(i, YA -A(j)h) + o(h).
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Toujours par la propriété de Markov simple appliquée en ¢ (et par le lemme), en posant encore Xg = X4,

J= Z P;(X; = k et exactement un saut, de k a j, entre t et t + h)

k#j

=Y Bi[lix-nPi(Ty <h< T, Xz = j1.F))]
=

=Y Pi(X;=k)Pp(T1 <h< T, X, = ).
k#j

Mais Pi(Ty < h < T, X1, = j) = Pi(Ty < h, X1, = j) = Pi(Tz < b, X1, = j) = Pe(Ty < h, X1, = j) + o(h) par
le lemme, d’ou (voir la remarque plus bas pour le passage de () a (*x))

J=) Pi(X;=k):[Pp(Ty < h, X1, = j) + 0(h)] (%)
k#j
=Y Pi(i, k(1 - e MM Q(k, j)+ o) (% %)
k#j
=Y Pi(i, )A)Q(K, h+ o(h).
k#j

Enfin, par la propriété de Markov simple, avec toujours X = X, s,
K=E;[Pi(Xp=j, T < h| F)] <Ei[Pi(T2 < h| F)| = E;[Px, (T2 < b)] = o(h)
par le lemme. Ainsi,

Prop(i, ) = Pe(i, DA = A()R) + Y, Pe(i, KA Q(k, j)h+ o(h),

k#j
donc .
Pyip(i, j) — Pe(i, j) s . .. o(h)
b2l L P PAG) + Y Pl AGRIQUE, )+ =,
k#j
etiln'y a plus qu’a faire tendre # vers 0. O

Remarque. Dans la preuve précédente, le probleme lorsque E est infini est le passage de (x) a (x%).
En effet, le o(h) en (x) dépend a priori de k € E, et si on 'explicite comme &4(h) alors ce qu'on
prétend en (xx), c’est que

Y Pi(X; = ker(h) = o(h),

k#j
ce qui n'est pas clair. D’autant plus que € (h) = Py (T2 < h, X1, = j) dépend de A, puisque sous Py,
ona Ty = E/ A avec E ~ Exp(1); Pi(T» < h) est donc d’autant plus grande a h fixé que A est grand.
Ceci explique en partie pourquoi I'équation forward peut ne pas étre vraie s’il y a explosion.

Preuve de I’équation backward. Etape 1. On montre d’abord que pour tout i,j € E, tout £ = 0, on a

I'expression suivante

. t .
P, =y 5+ Y | e MU AG k)P (K, ) ds. (%)
k#iJ0
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Pour cela, on écrit

Pi(i,j)=Pi(X;=])
=PiX;=jh>0)+P;(X;=j,T1=1)

=Ly pe ML Y P Xy =k, X, = j, i < 1).
k#i

Mais par la propriété de Markov forte en T, en posant X; = XT1,+1, On obtient

Pi(Xr, =k X; = j, Ty = 0) = Bi[lixy =k =0 Pi(Xe = | F7y)]
=Ei[Lix;, =k, 1<0Pi(Xi-1, = j | F1,)]
= Ei[l{Xrlzk,Tlst}Pt—Tl (X7, /)]
= Ei[1x,, =k 120 P17, (K, ).

En se rappelant que P; (T} > ¢, X1, = j) = e MD1Q(i, j) (Proposition 5.6), on voit que Tj et X7, sont in-
dépendants, que T; ~ Exp(A(7)) (sous P;) et que P; (X1, = k) = Q(i, k). Ainsi,

t .
Pi(Xr, =k X, = j, T < 1) :fo e MD3p,_ (& HADQU, k) ds
t .
- f e MU= A(j [) Py (k, j) ds.
0

On a finalement utilisé que, comme k # i, A(i, k) = A(i)Q(i, k), et le changement de variables s — 1 —s.
Etape 2. L'expression en (%) se factorise en

Pi(i, j) = e M1

[ .
Licjy+ Y. | e"P5Ad, b Ps(K, ) ds].
k#i0

En utilisant le fait que Ps est borné par 1 et comme } y»; A(i, k) = A(i), on déduit de cette formule (par
convergence dominée) que 'application ¢t — P;(i, j) est continue, puis dans un second temps qu’elle est
dérivable et que sa dérivée est donnée par

P, j) = =A@ P, j) + e D!

Y MDA, k)Pt(k,j)]
k#i

=-A@)P: (i, )+ ) A, k)P (K, J)
k#i

comme désiré. O

5.5 Mesures invariantes

Définition. (i) On dit qu'un PMS (X;);>¢ est :
e irréductible sila chaine (Xrt,) ;>0 de transition Q est irréductible,
e récurrent sila chaine (Xr,),>0 de transition Q est récurrente,
e transitoire sila chaine (X7,),>0 de transition Q est transitoire.
(ii) On dit que m est une mesure invariante si pour tout ¢t =0, mP; = m.
(iii) On dit que le PMS est récurrent positif s’il admet une probabilité invariante.
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Remarque. (i) La récurrence/transience d'un PMS est ne dépend que de sa matrice de transition /
chaine de Markov sous-jacente, alors que le fait d’étre récurrent positif est une propriété qui fait
intervenir le semi-groupe (P;);>o. En particulier, il n’est pas immédiatement clair qu'un PMS récur-
rent positif soit récurrent. La proposition 5.14 plus bas montre que c’est effectivement le cas.

(ii) Nous verrons a la fin de la section qu'’il est possible que le PSM (X;) ;¢ soit récurrent positif sans
que Q le soit (Exemple 5.1), ou inversement (Exemple 5.2).

Lemme 5.13. Sile PMS (X;) ;>0 est irréductible et récurrent, la chaine de Markov de transition
o0
I3, j) = f e 'P.(i, j)dt
0

est aussi irréductible et récurrente.

Remarque. (i) Noter que pour tout i € E, on a ZjeE I, j) = f0°° e 'dt=1:TI est bien une matrice
de transition.

(ii) De plus, si Ty =0 etsi T1 < T» <... sont les temps de sauts d'un processus de Poisson d’intensité
1, alors IT est la matrice de transition de la chaine de Markov (Xr,) =0, puisque (741 — T) n=0 sont
i.i.d. deloi Exp(1) et I1(i, j) = E[P1, (i, /)] = P; (X7, = J).

Preuve. Par définition, comme (X;);>o est récurrent, on a Y_,>o Q" (i, j) = co pour tout i, j € E. Nous
allons montrer que

Y ', j)= Y Q"G M, (%)

n=1 /1( ) n=0
ce qui permettra d’affirmer que }_,,-; [1"(i, j) = oo, et donc que la chaine de transition IT est irréductible
et récurrente.
Pour cela, montrons d’abord par récurrence sur n = 0 que

Nrse = ° -t tn_l . .
II (l,])=f0 e (n_l)!Pt(z,])dt. (* %)

C’est vrai si n = 1 par définition. Supposons maintenant que c’est vrai pour n = 0. Alors, comme P;Ps =

Pt+S:
n+l _ * —t tn_l d - d d
" _(fo T t)(fo P.ds f f (n 1)'P’” s

puis, en changeant de variables (s,f) — (u=t+s,1),

. o) u  gh- 1 o) u
n" :f e‘”Puf ———dtdu= f e “P,—du,
0 0o (n=1)! 0 n!

ce qui prouve que la formule est aussi vraie pour 7 + 1, et termine la preuve de (xx).
Revenons maintenant a la preuve de (x). En utilisant I'expression (% %), on obtient

2 "G, j) = Z

n=1 n=>1 - 1)!

n-1

o0
Pt(i,j)dtzf P.(i, jdt.
0

Remarquons ensuite que

fo Pi(i,j)dt=E; ([0 I{X,_j}dt) =Y E; [Lix,, =3 (Tne1 — Ty)]
n=0
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car 1ix,=j = Xp=0 Lixy, = jy Lite(T,, T, 0 PUISQUE Xy = 3120 X7, Lse(7,,,7,,,, - 11 S'€nSUIL que
o0 o0
fo P, dt=) Bi(1ix;,=jyEilTns1 — T | (X1 k201).
n=0

Mais conditionnellement a (X7,) k=0, on a Ty4+1 — T, ~ Exp(A(XT,)). Ainsi,

oo oo 1
PG, dt=Y E; |1x, - ———
fo (i, j)dt n;o A oo /1(]) ZQ (i, ).

Nous avons donc montré (x), ce qui conclut la preuve. O

| Proposition 5.14. Si (X;) ;> est un PMS irréductible et récurrent positif, alors il est récurrent.

Preuve. On note 7 sa probabilité invariante (telle que 7 P; = m pour tout ¢ = 0), et on doit montrer que
G(i, j) =o0,0uG(i, j) = X9, Q" (i, j). On a, pour tout j € E,

Eﬂ[f 1{Xt:j}dt]:f @P)(j)dt=o0, ie. Z ﬂ(i)Pt(i,j)dt=oo
0 0

i€eE

Mais on a vu dans la preuve précédente que

Y Q" j) =

Pi(i,)dt=——
/0 () ﬂt()n>0 ()

—G(i, ).
Par conséquent, en utilisant le principe du maximum,

fo @PY()dt = —— Y 1(D)G(, ) = —— Y 1()G U, ) = ——G(j, ),

M ) ick /1( ) ick ( )

puisque 7 est une mesure de probabilité. Ainsi,
[e 0]
GG, j)= Mj)f Py (j)di = oo,
0

etl'état j € E est récurrent. Comme j € E était arbitraire, la preuve est terminée. O

Théoréme 5.15. Soit (X;) s> un PMS irréductible et récurrent. Il admet une mesure invariante m,

unique a une constante multiplicative pres. De plus, on a

1. Pouri € E fixé, si S; = inf{r > T1; X; = i}, m;(j) = E; [fos" 1(x,-j; ds] est une mesure invariante.

2. Si m est une mesure telle que v définie par v(j) = A(j)m(j) vérifie vQ = v (i.e. pour tout i € E,
ADm(i) = ¥ j+; A(j)m(j)Q(j, 1)), alors m est invariante.

3. SimA=0 (i.e. pour touti € E, m(i)A(i) = Z#i m(j)A(j)Q(j, 1)), alors m est invariante.

Remarque. On observe qu’informellement, par Kolmogorov rétrograde, si mA = 0, alors pour tout
t=0, (mPy) = mP’ = mAP; =0, donc mP; = mPy = m. Mais nous avons échangé une somme et
une dérivation, donc ce n'est rigoureux que dans le cas ou I'espace d’états E est fini.
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Preuve. Unicité. Si m est une mesure invariante, mP; = m pour tout ¢ = 0. Alors mIl = m, ou Il(i, j) =
f0°° e 'P:(i, j)dt estla transition introduite dans le lemme, car

(e}

(mH)(j):fO e“(mpt)(j)dtzfo e 'm(j)dt = m(j).

Donc m est une mesure invariante de la chaine de noyau II. Or d’apres les résultats sur les chaines
de Markov, on sait qu’il n’existe qu'une seule telle mesure, a une constante prés, car cette chaine est
irréductible et récurrente (par le lemme et car notre PMS est irréductible et récurrent).

Existence et point 1. On fixe i € E et on montre que la mesure définie au point 1 est invariante. On fixe
t>0et k € E, et on montre que (m; P;) (k) = m;(k). On se rappelle que (m; P;) (k) = ZjeE m;(j)P:(j, k), et
on utilise la définition de m; :

(miPy) (k)= ) E;

Si
:Ei[f PXS(XtZk)dS .
jeE 0

Si
L I{XS:]'}Pj(XtIk)dS

Mais Px, (X; = k) = P;(X;4+s = k | &) par la propriété de Markov simple. Puis, comme S; est un temps
d’arrét,
Li5,>gPx, (Xy = k) = 15,5 Pi (X5 = k| F5) = Ei (15,25, x,,.=k} | Fs).

Donc

o0
(m;Py) (k) =E; fo I{Sizs}PXs(Xt=k)d5]
o0
=Eif0 Ei(l{Sizs,X,H:ngs)dS]
{o0)
=E; f 1{sizs,xt+x=k}ds]
0

Si
=E; ﬁ I{XH_Y:IC}dS]'

En changeant de variable, s — u=1t+s,

t+S;
f I{Xu:k}du
t

Si
:Ei[f I{Xu:k}du
t

A B

(m;Py) (k) =E;

+Ei

Si+t
f I{Xu:k}du .

i

En utilisant la propriété de Markov forte en S; avec X; = Xs,+1,

Si+t
B=E, L Eilly,— | Fs,)du

=E

-

t
| ity 1 s

=E

~.

t
/0 Ei[l{f(u:k} | gsi]du

=E

-

t
fo Ex, [(1ix,=xldu

=E

t
/ Ei[lix,-ldu
0

t
i f l{Xu:k}du
0

~.

I
o
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Enfin, on voit que

(m;P;)(k)=A+B=E; +E; =E; =m;(k).

S,‘ t Si
fl{xu=k}du fol{xu=k}du fol{xu=k}du
t

Point 2. On fixe i € E, on considere la mesure invariante m; construite au point 1, on pose v(j) =

A(j)m;(j) et on montre que vQ = v et on conclura ainsi : soit m une mesure telle que, pour v(j) =
A(j)m(j), onait vQ = Vv, alors, par unicité de la mesure invariante de Q, on aura que ¥ est proportionnelle
a v, etdonc m est proportionnelle a m;, et donc que m est invariante.

Avec 7; =inf{n 2 1: X7, = i}, on a S; = T;,. Donc, en se rappelant que X; est constant sur les inter-
valles [T}, Ty 411, ce qui s’écrit aussi X; =Y ,>0 X1, Lize(T,,T,.,[}» ON Obtient

Ti—1
Xely<sy = 2, X1, LieeT,, Tpun -
n=0
Puis
Si T;i—1 1 T;i—1
mi(j)ZEi[[ Lix,—j | =Ei| X (Tn+1_Tn)1{XTn:j}] = rEi > I{XTn:j}],
0 n=0 (]) n=0

ou pour la seconde égalité nous avons utilisé que sachant (X7,) k=0, (Tn+1 — Tn) ~ Exp(A(XT,)), et que T;
est bien stir o ((Xt,)k>0)-mesurable. Enfin,

Ti—1

V() =Ami() =E;i| Y Lix, =j)
n=0

’

qui est invariante pour la chaine (X7,) ;=0 (cf Lemme 4.12) et donc vérifie v =vQ.

Point 3. C’est juste une réécriture du point 2 en utilisant le générateur. O

Proposition 5.16. Si X; est un PMS récurrent positif, de probabilité invariante 7, alors pour toute

f: E— R (bornée ou positive), pour tout i € E, P;-p.s.,

1 t
lim — f(XS)dsszdn.
t—oo 1 Jo E

Preuve. Soit i € E fixé et
Si=inf{r>T, : X;=i}=inf{r>0: X, =i et 3s€[0,1] t.q. X;# i}.
Définissons, par récurrence, 7o =0, 71 = S;, puis
Tpar =inf{t>7,: X, =i et Ise[1,, 1] t.q. Xs# i}

En posant X, = X¢,+r0na
Si _ Th+1
f(Xs)dS = f(Xs)dS;

Tn
pour toute fonction f : E — R,. On en déduit, par la propriété de Markov forte en 7,,, que X a la méme
loi que X et est indépendant de & ,. Une récurrence simple montre alors que les v.a. (Z;) ;>0 données
par

Tn+l
Z = f FXods,
Tn
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sont i.i.d., et que par conséquent, la suite (7 ,) >0 fait de (X;) ;>0 un processus régénératif.

1 résulte donc du théoréme ergodique pour les processus régénératifs (théoréeme 3.2) que P;-p.s.,

t 1 Si
lim t‘lf (X)ds=f dn, ou 7(j)= EU 1ix._nds
Faotd ) f(Xs Ef J E;(S;] i 0 {Xs=j}

Par le théoreme précédent, 7 est bien 'unique probabilité invariante (elle est invariante, et bien sfir,
2 jepm(j) =E;[Si1/E;[Si]=1). O

Résumeé important. (i) Si Q est irréductible et récurrente, alors le PMS associé a Q et (A(i)) ;e admet
une unique mesure invariante (a constante pres) m, caractérisée par mA = 0.

(ii) Il est possible, si Q n’est pas récurente, de trouver une probabilité m telle que mA = 0 sans que
le PMS (ni Q) soit récurrent (une telle probabilité m n’est alors pas invariante!).

(iii) Si une probabilité m est telle que mA = 0 et }_;cg m(i)A(i) < oo, alors m est une probabilité
invariante du PMS, qui est donc récurrent positif. En effet, on a alors que v(i) = A(i) m(i) est invari-
ante pour Q. Comme v est une mesure finie, on peut trouver une probabilité invariante pour Q, la
chaine associée est récurrente positive et par conséquent récurrente. Donc le PMS est récurrent et
on peut appliquer le théoreme 5.15: m est invariante.

(iv) Il est possible que Q soit récurrente nulle et le PMS récurrent positif (Exemple 5.1).

(v) Il est possible que Q soit récurrente positive et le PMS est récurrent nul (Exemple 5.2).

Exemple 5.1 (Un PMS récurrent positif avec une chaine récurrente nulle). On considere E = Z, Q(i,i—
1) =Q(i,i +1) = 1/2. On a vu (c’est la marche aléatoire simple symétrique) que la chaine de tran-
sition Q est récurrente nulle, de mesure invariante v(i) = 1 pour tout i € Z. Si A(i) = (1 + i), alors
m(i) = v(i)/A(i) = 1/(1 + i?) vérifie mA = 0 (pour le PMS de caractéristiques Q et 1), c’est donc une
mesure invariante finie du PMS, et 7(i) = a/(1 +i%) (ott @ = 1/ ¥ ;ez(1 +i®)~1) est une probabilité
invariante du PMS, qui est donc récurrent positif.

Exemple 5.2 (Un PMS récurrent nul avec une chaine récurrente positive). On considére n'importe
quelle matrice de transition irréductible et récurrente positive Q, sur un ensemble dénombrable
infini E, de probabilité invariante v. Alors le PMS de caractéristiques Q et A(i) = v(i) est récur-
rent (puisque Q l'est), et sa mesure invariante est donnée par m(i) = v(i)/A(i) = 1, qui n’est pas

sommable.

5.6 Processus de naissance et mort

Définition (Processus de naissance et mort). On appelle processus de naissance et mort (PNM)
tout PMS a valeurs dans N tel que Q(i,j) =0si j ¢ {i —1,i + 1}. On a donc aussi A(i,j) =0si j ¢
{i—1,i,i+1}.
En définissant «; = A(i,i — 1) pour tout i = 1, B; = A(i,i + 1) pour tout i = 0. On a alors
D) A0)=poetQ(0,1)=1;

(i) pouri=1,A() = a;+ B, QUi,i~1) = %, QU,i+1) = zo°

a;i+pi’
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Lidée est que le PMS (X;) ;>0 modélise une population : X; est le nombre d’individus vivants a
linstant ¢. Pour tout i = 1, a; est le taux de mort quand i individus sont vivants, et 8; est le faux de
naissance quand i individus sont vivants. Donc (c’est lié au lemme des deux réveils) quand on est dans
I'état i, on saute avec taux A(i) = B; + a;, et c’est une naissance (donc on saute de 1) avec probabilité

aﬁ" 7, OU c’est une mort (donc on saute de —1) avec probabilité aiciiﬁi .
Remarque. Il découle du cas a temps discret qu’ un PNM est irréductible si et seulement si @; > 0
pour tout i = 1 et §; >0 pour tout i = 0.
Théoreme 5.17. Un PNM irréductible est
(i) récurrent si et seulement si
a1 &
——— =00.
i=1 B1P2--- i
(ii) récurrent positif si et seulement si
a a Y a . e g _
162 l:OO et S:1+Zﬁ0,31 :311<OO
i=1 B1B2--- Bi =1 M@z
Dans le dernier cas, sa probabilité invariante est alors
1 e B
7(0)=— et (i) = M pouri=1.
S Saiaz---a;

Preuve. (i) Par définition, le PMS est récurrent ssila chaine de transition Q I’est. Mais cette chaine est un
PNM a temps discret. On peut donc appliquer le théoreme 4.23, et on voit que notre PNM est récurrent
ssi

q192...qi _

i=1 P1P2...pi

ol q; =Q(i,i—1) et p; =Q(i,i+1). La conclusion s’ensuit immédiatement, puisque q;/p; = a;/B;.

i

(ii) Supposons S < co. Le processus étant récurrent, il suffit de vérifier que 7, qui est bien stir une
probabilité, vérifie est invariante, c’est-a-dire que m()A() = ¥ j%; 7(J)A(J)Q(j, i) pour tout i € N.
Sii=0,onveut o
1
7(0)fo = (1) (a1 + ﬁl)m,
i.e. m(0)Bo = m(1)ay, ce qui est vrai.
Sii=1,ilfaut

Bi-1

i-1+Bi1

Qi+l

+r+ D) (@i +Piv1) ———,
@iv1+ Pir1

n(@)(a;+Bi)) =n(i—-D(aj-1+ Pi-1) p

soitencore 7 (i) (a; + B;) = w(i—1)Bi—1+m(i+1)a;41, C'est vrai aussi. Par conséquent r est une probabilité

invariante et le processus est récurrent positif.
ﬁ()ﬁlwﬁifl

ayar...a;
i = 1 est invariante; c’est exactement la méme preuve. Comme m n’est pas sommable, le PMS n’est pas

Si au contraire S = oo, on vérifie que la mesure m donnée par m(0) = 1 et m(i) = pour

récurrent positif (). 0
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Exemple 5.3 (Une probabilité 7 non-invariante telle que 7 A = 0). Prenons a, = 3", f, = 2-3". Alors

el %i::g" =M Zi,, < +00, donc le processus n’est pas récurrent. Pourtant, S < oo et la probabilité =
n

du point (ii) vérifie bien 7 A = 0. Elle n’est pas invariante, puisque sinon, le processus serait récurrent

positif. Ce PNM explose p.s., car la proposition suivante s’applique.

Proposition 5.18. On considere un PNM (X;) ;> irréductible. Si

x 1 an anan_l an.

_ A a7
= n;o(ﬂn " Bubur  BuburPnz  Pu.Po

alors il y a p.s. explosion, c’est-a-dire que Py (lim, T, < co) = 1.

=

Remarque. On montre (cf appendice) que si R = oo, il 'y a jamais d’explosion: P; (lim,, T, < 0o0) =0

pour tout i € N.

Preuve. On fixe a € N grand, et on pose u,(i) =E;[S;], ou S, =inf{t =0: X; = a}. On a u,(a) =0 et, pour
ie€f{l,...,a—1}, enutilisant la propriété de Markov forte en T} avec X, = X141, donc S, =T + Ss ona

ua(i) =E;[T1 +E;[Sq | F1,]]
= Bi[T1] + By [Ex;, (S]]
1 a; B

= + ug(i—1 +—iu i+1)),
ai+pPi  ai+pi ati=1 ai+pi a1l

soit encore (a; + Bi)uqa(i) =1+ a;uq(i—1)+ B;u,(i+1), que 'on peut écrire de maniére a faire apparaitre

une récurrence:

mﬂn—uau+1)=j;+9¥uMu—1)—uAnL iefl,...,a—1.

ﬁi ﬁz
De méme, on a u,4(0) =Eo[T1] +E1[Sa] = 1/ B0 + ug(1).
En travaillant un peu, on résoud la récurrence de proche en proche

1
Ua(0) = ug(l) = —,

Bo
Uy (1) = g (2) = o 4+ 2L
¢ ¢ Bi1 PiBo’
(4%) o

1
a)—ug3)=—+ rerers
Ua(@) ~Ua®) = ot 8 Babio

Qg-1 “+Oia_1...(l1

L + g
Ba-1 Pa-1Ba-2 Ba-1-.-Po

En sommant tout cela, comme u,(a) =0, on trouve

Ugla—1)—uq4(a) =

a-1 1 an anan_l an...al
Eo[Sal = g0 = Y [—+ + ot '
0lSal = Ua(0) n;o(ﬁn .Bnﬁn—l ﬁnﬁn—lﬁn—z ﬁnﬁﬂ)

Comme par hypothese la somme du membre de droite est finie, on en déduit que lim,—.oc Eg[S,] < 00.
Mais bien siir, il faut au moins 7 sauts pour aller en n en partant de zeroetona T, < S, pour tout n =1
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sous Py. Ainsi, lim;,_.o Eg[T;,] < co. Comme n — T}, est croissant, on conclut par le lemme de Fatou que
Eolim,—oo Ty] <lim, Ey[Ty] < oo, ce qui implique que Py(lim, T, < co) = 1. O



CHAPITRE

Files d’attente et autres applications

Ce chapitre contient un certain nombre d'applications a ces processus concréts qui
interviennent souvent en modélisation, notamment des (réseaux de) files d'attente,
et des modeles de dynamique des population.

6.1 Geénéralités sur les files d’attente

Nous allons étudier quelques modeles de files d’attentes plus complexe que le modele tres simple de la
section 2.4. L'objectif principal est de comprendre comment trouver le générateur, i.e. les taux d’'événe-
ments (A(i))jeg etla matrice (Q(i, j));, jer dans des situations concretes.

On modélise une file d’attente de la maniére suivante. Une file d’attente est constituée de
e clients qui arrivent de I'extérieur pour rejoindre cette file,
¢ de guichets o les clients vont se faire servir par des serveurs;
 dans certains cas les clients attendent dans une salle d’attente de capacité limitée;
 un client servi disparait du systéme;
¢ les instants d’arrivée des clients et les temps de service sont aléatoires.
Par conséquent, une file d’attente est décrite par
* laloi d’interarrivée des clients,
* laloi des temps de service,
¢ le nombre de serveurs, et

* lalongueur maximale de la file (égale a la taille de la salle d’attente éventuelle).

Nous supposerons toujours ici que les interarrivées sont des variables aléatoires indépendantes et
de méme loi, indépendantes des temps de service, eux mémes indépendants et de méme loi. Pour les
files simples, on utilise les notations introduites par Kendall:

Loi d’interarrivée / Loi de service / Nombre de serveurs (/ Longueur maximale).

Les lois sont notées symboliquement: M lorsqu’elles sont exponentielles (M pour Markov), G (G pour
Général) sinon. On ne spécifie pas la longueur maximale de la file lorsqu’elle est infinie. Nous nous lim-
iterons ici a I'’étude de files markoviennes.

73
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Exemple 6.1. Par exemple une file M/ M/s est une file d’attente a s guichets, telle que le flot d’arrivée
des clients est poissonnien et les temps de service exponentiels, sans restriction sur la taille de la
file d’attente.

La question essentielle est de savoir si la taille de la file va exploser ou au contraire s’équilibrer. Dans
ce dernier cas, il peut étre intéressant de calculer la taille moyenne de la file, la loi du temps d’attente
d’'un client, etc...

6.2 La file M/M/s.

Il'y a s € NU {oo} serveurs. Les interarrivées sont des v.a. exponentielles de parametre « et les temps de
service des v.a. exponentielles de parameétre p, toutes indépendantes. On note

X; =nombre de clients dans file+caisse a I'instant .
et on considere #; =0 (X, s < 1).

Théoreme 6.1. Le processus (X;) ;>0 est un PMS a valeurs dans N. De plus, on a pour tout i = 0,
A(i) = a +min{i, s}y et

min{i, sty a

Q,i-1)= et QU,i+1)=

~ a+min{i, sty a+min{i, sty

Noter que Q(0,—1) (qui n'existe pas vraiment puisque E = N) vaut bien 0. Dans tous les autres cas,
QG, j)=0.

Preuve. Etape 1. Le processus (X;) ;>0 est un PMS car les lois en jeu sont exponentielles (sans mémaoire).
Si on connait (X;) se0,7], alors ce qui se passe aprés ¢ ne dépend que de X;.

En effet, si X; =i =0, il y a précisément

* k=min{s, i} clients en train de se faire servir, et

e [—k (quiestnulsii < s)en train d’attendre.

Pour chaque client au service, on sait depuis quand il est arrivé, quand il a commencé a se faire servir,
mais cela n’apporte aucune information : comme la loi de service Exp(u) est sans mémoire, son temps
de service résiduel est encore de loi Exp(u). Un client est en train d’arriver, et on sait depuis combien
de temps on I'attend, mais, la loi des interarrivées Exp(a) étant sans mémoire, notre temps résiduel
d’attente sera encore de loi Exp(a). Le futur apres ¢ ne dépend donc de (X)seqo, que par le fait que
Xi=1i.

Etape 2. On détermine le générateur. On pose T = inf{t >0 : X, # Xo}, et on cherche Q(i, j) =P;(Xr, =
j) et A(i) = 1/E;[T1] pour i, j € N. On suppose donc que Xy = i.

Sii =0, soit T le temps d’arrivée du prochain client. Par hypothese, T ~ Exp(a). On a forcément
T =T et X7, = 1. Du coup, on a bien 1(0) = a = @ + min{0, s}y et Q(0,1) = 1.

Sii=1,ilyak=min{s, i} clients au service, notons Sy,..., S leurs temps de service, qui sont i.i.d.
Exp(w). Iy aun client en train d’arriver, notons T ~ & (a) son temps d’arrivée. Notons S = min{Sy, ..., S},
dont la loi est Exp(ku) (par le lemme des réveils). Alors 73 = min{S,T} etona X7, =i+1si T < Set
X7, =i—1siS < T.Parlelemme des réveils, on voit que 71 ~ Exp(a + ku), donc A(i) = 1/E;[T1] =a + ku
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etque Q(i,i+1)=P;( X1, =i+ 1) =P(T<S)=al/(a+kpetque Qi,i -1)=P;( X1, =i-1)=P(S<T) =
kul(a+ku). O

En utilisant les résultats généraux sur les processus de naissance et mort (PNM) et le fait qu’on a ici
(avec les notations de la section 5.6)

e a;=A(0)Q(,i—1) =min{i,siu pouri=1et,

e Bi=A0)Q(,i+1)=apouri=0,
on peut montrer la proposition suivante.

Proposition 6.2. Le PMS (X;) ;>0 est récurrent ssi a < su. Il est récurrent positif ssi @ < su et sa
probabilité invariante 7 est (moche mais) calculable explicitement. Toutefois, on a

e T(i)=(1- a/p)(a/u)i pourtouti ENsis=1 (eta < ),

e (i) = e‘“/”(a/u)i/i! pour tout i € N si s = co.

Le processus est récurrent si la file n’explose pas (en temps infini) : il faut pour cela que le taux
d’arrivée a soit inférieur au taux de départ maximal us (taux de départ par serveur multiplié par le nom-
bre de serveurs).

Kolmogorov forward. Vérifier que KF s’écrit, pour ce processus, pour tout i =0,
{ P!(i,0) = —aPy(i,0) + uP, (i, 1),
P;(i,j) =—(a+pmin{j, sHP:(i, j)+ aP:(i,j— 1)+ pmin{j+1,s}P;(i,j + 1),
la seconde ligne étant valide pour tout j = 1. C’est “limpide” : par exemplesi j = 1,
e le terme —(a + pmin{j, s}) P;(i, j) exprime qu’on part de j avec taux a + ymin{j, s};
e le terme +aP(i, j — 1) exprime qu'on passe de j—1a j a taux a;
e le terme +umin{j + 1, s} P¢(i, j + 1) exprime qu'on passe de j+1a j a taux umin{j +1, s}.

On peut s’Tamuser a sommer (sans trop se poser de questions) les égalités ci-dessus. Par exemple, en
utilisant que E;[X;] = ijl JjP:(i, j), on peut écrire

d e
T EilXdl —;]Pt(z,])
=) (a+pmin{j,sDjP(i, )+ ajPi(i,j—1)+ ) pmin{j+1,s}jP:(i,j+1)
j=z1 j=z1 j=z1
= —E;[(a+pmin{X,, s X ]+ )_ a(@+1)P;(i,0) + Y_ pmin{l, s}(¢ —1)P;(i, ¢)

020 =2
= -E;[(a + pmin{X;, s}) X¢] + E; [@(X; + D] + E; [umin{ Xy, s}(X; — 1)]
= a— uE;[min{Xy, s}].

Voir I'appendice pour une preuve rigoureuse. Quand s = oo, cela donne

d
—E;[X{] = a—uE;[X{],
dt i[X¢] HE; [X;]
qu’on peut résoudre explicitement. Comme E;[Xy] = i, on trouve

a a

EilX,]= =+ (i - —)e‘“f.

2 I

On pourra comparer lim;_.o, E;[X;] avec la moyenne de la probabilité invariante du processus, qui est

Poisson(a/u) dans ce cas.
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6.3 Lafile M/M/1/k.

Il y a un unique serveur. Les interarrivées sont des v.a. exponentielles de parametre a et les temps de
service des v.a. exponentielles de parametre y, toutes indépendantes. Par contre, la salle d’attente est
limitée : si un client qui arrive trouve k personnes dans la salle d’attente, il s’en va immédiatement. On
note

X; =nombre de clients dans file+caisse a I'instant .

Théoreme 6.3. Le processus (X;) s>o est un PMS a valeurs dans {0,:--,k+ 1}, eton a

1 sii=0,j=1

a sii=0 o siie{l,---,k}, j=i+1
A@) =< a+pu siie{l,---, k} et Ql, j) = a;p N -
poosti=k+l aip SiElLokL j=isl

1 sii=k+1, j=k

Dans tous les autres cas, Q(i, j) =0.

Preuve. Etape 1. C’est un PMS car les lois en jeu sont exponentielles (sans mémoire). Si on connait
(Xs)selo,1, ce qui se passe apres ¢ ne dépend que de X;. En effet, supposons que X; = i.

Si i =0, un client est en train d’arriver, et on sait depuis combien de temps on l'attend, mais, la loi
des interarrivées Exp(a) étant sans mémoire, notre temps résiduel d’attente sera encore de loi Exp(a).
Le futur apres t ne dépend donc de (X;)e(o, que par le fait que X; = 0.

Siie{l,..., k}, un client est en train d’arriver, et on sait depuis combien de temps on I'attend, mais,
la loi des interarrivées Exp(a) étant sans mémoire, notre temps résiduel d’attente sera encore de loi
Exp(a). Il y a précisément 1 client en train de se faire servir, on sait depuis quand il est arrivé, quand
il a commencé a se faire servir, mais cela n’apporte aucune information : comme la loi de service Exp(u)
est sans mémoire, son temps de service résiduel est encore de loi Exp(u). Le futur apres ¢ ne dépend
donc de (Xs)seqo, 11 que par le fait que X; = i.

Sii =k + 1, aucun client ne peut arriver. Il y a précisément 1 client en train de se faire servir, on sait
depuis quand il est arrivé, quand il a commencé a se faire servir, mais cela n'apporte aucune informa-
tion : comme la loi de service Exp(u) est sans mémaoire, son temps de service résiduel est encore de loi
Exp(u). Le futur apres ¢ ne dépend donc de (Xs) s¢j0,s1 que par le fait que X; = k+1.

Etape 2. On détermine le générateur. On pose donc T; = inf{t = 0 : X; # Xp}, et on cherche Q(i, j) =
P; (X7, = j) et A(i) = 1/E;[T1]. On suppose donc que Xy = i.

Si i =0, soit T le temps d’arrivée du prochain client. Par hypothese, T ~ Exp(a). On a forcément
T =T et X7, = 1. Du coup, on a bien Q(0,1) =1 et A(0) = a.

Sii = k+ 1. Aucun client ne peut arriver (sans étre rejeté). Il y a un client au service, soit S son temps
de service, qui suitlaloi &(u). On a bien stir S ~ Exp(u). Forcément, 71 = S et X7, = k. Du coup, on a bien
Qk+1,k)=1letAk+1)=p.

Siie{l,---,k}, alors on a i — 1 clients dans la file et 1 au service, soit S son temps de service, on a
S ~ Exp(u). Soit aussi T le temps d’arrivée du prochain client, on a T ~ Exp(a). Ainsi, 71 = min{S, T},
et Xy, =i+1siT<SetXr, =i-1siS<T.Parlelemme des réveils, on voit que T; ~ Exp(a + y), donc
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A(@) =1/Ei[Th]l =a+petque Q(i,i+1) =P;( X1, =i+1) =P(T < S) =al/(a+p) etque Q(i,i—1) =P;(Xr, =
i-1)=PS<T)=plla+p. O

6.4 Interlude sur I'’équation de Kolmogorov forward

Soit (X¢) =0 un PMS a valeurs dans E, de caractéristiques (A(i)) ;e et (Q(i, j));,jep. Soit¢p: E—~R.Onaa
priorila formule suivante :

%Ei [p(X)] = jeZEEi [A(X) (P(j) — (X)) Q(Xy, P (6.1)
Attention, cette formule n’est pas toujours vraie : on intervertit sans justification une dérivée et une
somme. Le résultat n'est en fait pas toujours vrai. Voir I'appendice pour une justification rigoureuse dans
un cas particulier. Tout de méme, tout est correct si ¢ est a support fini (i.e. ¢) = 0 en dehors d’'une partie
finie de E).

On rappelle I'équation de Kolmogorov forward :

d
= Pei ) = =Peli, DA + Y Pi(i, IAK)Q(K, j).

keE
Donc
d .
—Ei[pX)1 =) p()HP, J)
dt &
==Y PG, DARDSG + Y Y Pili, AR QKk, (k)
JEE JEEkeE
= —-E;/[AX)pX)] + Y EAX)QXy, Hp(X)]
JEE
=- Y EiAXDPX)QXs, NI+ Y EiAMX)QXy, HPX].
JEE JEE

6.5 Un réseau de files d’attentes

Des clients arrivent dans un magasin suivant un processus de Poisson de parameétre a > 0 (autrement
dit, les durées entre les arrivées sont i.i.d. Exp(a)). Ce magasin dispose de s, vendeurs, s, caissiers et s3
manutentionnaires, avec s1, 2, 3 € NU {co}. Quand un client arrive, il doit se faire servir par

* un vendeur (temps de service de loi exponentielle de parametre p; > 0), puis

* par un caissier (temps de service de loi exponentielle de parametre p, > 0), puis

* par un manutentionnaire (temps de service de loi exponentielle de parameétre p3 > 0).
Les objets aléatoires ci-dessus sont bien sir mutuellement indépendants. On a donc en fait trois files
d’attentes qui interagissent les unes avec les autres.

Soit X; = (X}, X?,X?3) o1, al'instant 7 > 0,

¢ X/ estle nombre de clients en train d’attendre ou de se faire servir par un vendeur,

¢ X? estle nombre de clients en train d’attendre ou de se faire servir par un caissier,

. Xf’ est le nombre de clients en train d’attendre ou de se faire servir par un manutentionnaire.
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Théoreme 6.4. Le processus (X;)s>o est un PMS a valeurs dans E = N3. De plus, on a, pour tout
i= (il) i2) i3))
A(i) = a +min{iy, s;} g + min{ip, s2}pz + mindis, s3tys,

et, pour i = (iy, iz, 13) e N3 et j = (jiy, j2, j3) € N3,

| % Sij:(i1+1’i2’i3)’
DML S G j iy 1,5, +1,19)
o A0
Q, ) =4 minfir, o}y . . (i1,ir—1,i3+1)
————= s8ij=(i1,ir—-1,i 4
A STERETAE
% si j = (i1, 2,3~ 1).

Dans tous les autres cas, on a Q(i, j) = 0.

Preuve. Etape 1. C’est un PMS car les lois en jeu sont toutes exponentielles (sans mémoire). Si on con-
nait (Xs)seqo,7, alors ce qui se passe apres ¢ ne dépend que de X;. En effet, supposons que X; =i =
(i1, ip,13). Alors :

e on sait qu’il y a un client en train d’arriver, et on sait depuis combien de temps on I'attend, mais,
la loi des interarrivées Exp(a) étant sans mémoire, notre temps résiduel d’attente sera encore de
loi Exp(a).

e D’autre part, il y a min{ij, s;} clients en train de se faire servir par des vendeurs, on sait depuis
combien de temps, etc. Mais, les temps de service étant Exp(u;), les temps résiduels de service, a
I'instant ¢, sont encore de loi Exp(u;).

* Il y a aussi min{iy, so} clients en train de se faire servir par un caissier, on sait depuis combien de
temps, etc. Mais, les temps de service étant Exp(u»), les temps résiduels de service, a I'instant t,
sont encore de loi Exp(u»).

¢ Enfin, il y a min{is, s3} clients en train de se faire servir par un manutentionnaire, on sait depuis
combien de temps, etc. Mais, les temps de service étant Exp(us), les temps résiduels de service, a
I'instant ¢, sont encore de loi Exp(us).

Ainsi, la connaissance de (X) s¢[0,s) N'apporte rien de plus que celle de X; pour le comportement a venir.
Etape 2. On détermine le générateur. On pose donc T; = inf{t = 0 : X; # Xp}, et on cherche Q(i, j) =
P;(X7, = j) et A(i) = 1/E;[T1]. On suppose donc que Xy = i = (i, iz, i3). On pose k; = min{iy, 51}, kz =
minf{iy, s}, k3 = min{is, s3}.

* Soit T ~ Exp(a) le temps d’arrivée du prochain client.

* Soient S i, .S ,lq ~ Exp(u1) les temps de service des clients en train de se faire servir par un vendeur.
On note U; = min{S}, ..., Sllcl}’ qui suit la loi Exp (k) u1) par le lemme des réveils (si k; = 0, ca donne
U; ~ Exp(0), qui vaut I'infini p.s. par convention).

e Soient Sf, . S,ZC2 ~ Exp(u2) les temps de service des clients en train de se faire servir par un caissier.
On note U, = min{S%, e, Siz}, qui suit la loi Exp(kyu2) par le lemme des réveils.

¢ Soient Sf, cees SiS ~ Exp(u2) les temps de service des clients en train de se faire servir par un manu-
tentionnaire. On note Us = min{S?, oo Sa}, qui suit la loi Exp(ksu3) par le lemmedes réveils.

Onadonc 71 =min{T,U;,U,, Us} et X7, = (i1 +1,i2,i3) siT1 =T, X1, = (i1 - 1,i2+ 1,i3) si Ty = Uy, X1, =
(i1,ip—1,i3+1) si T1 = Uz, X1, = (i1, 62,13 — 1) si T; = Us. Par le lemme des réveils, on conclut qu’en effet,
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onabien 71 ~ &(a + ki + koo + ksps), donc

A =a+ ki + ko + k3ps,

et que
Q, (i1 +1,i2,i3)) =P; (X1, = (i1 + 1,0, i3)) =P(T1 =T) = 0
et
. . ) . . . k1
QG,(Ii—-1Lix+1,i3))=P;(Xy, =(i1—1,i2+ 1,i3)) =P(T1 = Uy) = 0
Les autres valeurs s’obtiennent de maniére similaire. O

En utilisant la formule (6.1) avec la fonction ¢ (i1, iz, i3) = iy (puis ¢ (i1, ip, i3) = iz puis ¢(iy, iz, i3) = i3),

on trouve

iE~[X1]—a— E;[min{X}, s1}]
dl’l 1= M1k (IMINyAs, S15l,

d
= Ei [X?] = w1 E;[(min{X}, s1}] — o E; [min{X?, 5}],

d
—Ei [X}] = o E; [min{XZ, 5p}] — u3E; [min{X?, s3}].

On peut certainement résoudre ce systeme lorsque s; = sp = $3 = co.

6.6 Un modéle simple de populations

Considérons une population d’individus assexués. La durée de vie de chaque individu suit une loi ex-
ponentielle de parametre u. D’autre part, chaque individu (vivant) produit des portées suivant un pro-
cessus de Poisson de parameétre a. La loi du nombre d’individus issus d'une portée est donnée par une
probabilité v sur N*. Enfin, des individus immigrent suivant un processus de Poisson de parametre .

Soit X; le nombre d’individus vivant a I'instant ¢ = 0.
Théoreme 6.5. Le processus (X¢) s>¢ est un PMS a valeurs dans E = N. De plus, on a, pour tout i € N,
A =x+ip+ia

et,pouri=NetjeN,

lul sij=i-1,
o Kk+iav(l) . .
Qij=y =7 S=i+l
av(k
lj‘(/;)) sij=i+k(aveck=2),

et Q(i, j) = 0 dans tous les autres cas.

Preuve. Etape 1. C’est un PMS car les lois en jeu sont toutes exponentielles (sans mémoire). Si on con-
nait (X;)seo,1, alors ce qui se passe apres ¢ ne dépend que de X;. En effet, supposons que X; = i.
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¢ Alors on sait qu'un immigrant arrive, et on sait depuis combien de temps on 'attend, mais, la loi
des interarrivées Exp(kx) étant sans mémoire, notre temps résiduel d’attente sera encore Exp (k).

e D’autre part, il y a i individus en train de mourir, et on sait quand ils sont nés, mais, comme leur
durée de vie suit une loi exponentielle, leur durée de vie résiduelle a I'instant ¢ est encore Exp(u).

* Enfin, i individus vont produire (potentiellement) une portée. Pour chacun, on sait son age et la
date de sa derniere portée éventuelle, mais, les portées arrivant suivant des processus de Poisson
de parametre a, sa prochaine portée se produira dans un temps de loi Exp(a). Enfin, la taille de
cette portée ne dépend de rien.

Ainsi, la connaissance de (Xs) s¢[0,;) N'apporte rien de plus que celle de X; pour le comportement a venir.

Etape 2. On détermine le générateur. On pose donc T = inf{t = 0 : X; # Xy}, et on cherche Q(i, j) =
P; (X1, = j) et A(i) = 1/E;[T1]. On suppose donc que Xy = i.
e Soit T ~ Exp(«x) le temps d’arrivée du prochain immigré.
e Soient Mj, ..., M; les dates de mort des i individus, on sait qu’elles sonti.i.d. de loi &(u).
* Soient Py,...,P; les dates des premieres portées des i individus, on sait qu’elles sont i.i.d. de loi
Exp(a). Enfin, soient Zy, ..., Z; les tailles de ces portées, qui sont i.i.d. de loi v.

On a donc 77 = min{T, My, ..., M;, Py,..., P;} et par le lemme des 2i + 1 réveils, on a donc T} ~ Exp(x +
ip+ia),soit A(i)=x+ip+ia.

Deplus, X1, =i+1siTy =T, Xy, =i—1si Ty € {My,..., M;}, etenfin, pour tout j =1,...,i, X1, =i+ Z;
si T1 =Pj.

Donc X7, =i—1si Ty € {My,..., M;}, et par le lemme des réveils,

Ql,i-1)= ZP(T1 M]:ZAL—%.

Aussi, X7, =i+1si Ty = T ousi, pourun je{l,...,i}, Ty = Pjet Z; =1, donc

—()

K+iav(l)
Z A(D) A(D) '

QU,i+)=P(T1=T)+) P(I1=P},Z;=

j=1 A(l)

j=1

Enfin, pour k =2, X1, =i+ ksi,pourun j€{l,...,i}, Ty = P; et Z; = k, donc

i iav(k)
i+k)=Y P(Ty=P;, Z; = —v(k) = .
Q(zz+);(1 i Zj= ZM)() e

Kolmogorov forward. Vérifier que KF s’écrit, pour ce processus, pour tout i = 0, tout j = 1 (inutile
d’écrire P} (i,0))
P;(i,j) =—(K+ju+ja)P(i, ) +u(j+DPs(i,j+1)+xPe(i,j—1)

J
+) a(j-kvk P, j-k).
k=1
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Dans ce cadre, la formule (6.1) s’écrit

d . .
EEi[(P(Xr)] =E; [A(Xt) Y lo() —(P(Xt)]Q(Xt,])]

JEE
e L Xl
=E; [ AMX)[p(X;—1) (P(X[)]A(Xt)
CE | ACO) 00X, + 1) — o X
1 t (p t (/) t A(Xt)

Xrav(k)

+) E; [A(Xt) [p(X; + k) — p(X,)] A

k=2
= UE;[[d(X; - 1) — (X1 X,]
+xE; [[p(X; + 1) — p(XP)]]

+a ) Ei[lpX:+ k) — p(XDI Xv (k)]
k=1

Avec ¢(j) = j, on trouve, en posant p =Y j»1 kv(k),

d
EEi[Xt] = —pE;[X¢] +k + apE;[X;] =x + (ap — WE; [X].

Comme E;[Xy] =i, on trouve, si @p # p (sinon, c’est une autre formule explicite)

E;[X,] = —— +(i+
ap—p ap—p

On trouve trouve donc deux comportements bien différents :

) elap-wt.

e siap <y, alors lim;_. E;[X;] = x/(u— ap), la population reste contrélée pas,

e siap >y, alors lim;_.o E;[X;] = c0.
C’est logique, car ap est le taux de naissance des portées multiplié par le nombre moyen de bébés par
portée, qu’'on compare au taux y de déces.

6.7 Limportance des lois exponentielles

Considérons une population de bactéries, composée initialement (a ¢ = 0) d'un unique individu. Chaque
bactérie se coupe en deux bactéries filles, au bout d'un temps de loi uniforme sur [0, 1], tout étant in-
dépendant de tout au maximum. On appelle X; le nombre de bactéries a I'instant ¢. Bien s{ir, si on rem-
placait la loi uniforme par une loi exponentielle, ce processus serait un PMS. Montrons qu’avec la loi
uniforme, ce n’est pas le cas.
Ona
p=PX16=2]|X05=2,X1=2)#P(X156=21X1=2)=:q.

En effet, soit U le temps de vie de I'ancétre, et V, W les temps de vie de ses deux filles. Les v.a. U, V, W

sont i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1].
p=PU+V>16U+W>16|U<05U+V>05U+W=>0.5)=0,
car U<0.5implique U+V <15etU+ W <1.5.

qg=PU+V>16U+W>16|U<1,U+V>1LU+W>1)
_P(U+V> 1.6, U+ W >1.6) _.a
T PU+V>LU+W>1) b

>0,
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car
1 1 1 1 1 1
a:fff1u+v>1.6,u+w>1.6deVdu:f du[ dVI dw
0 JO JO 0.6 1.6—u 1.6—u
1 0.4)3
= (u—0.6)2du:( ) ,
0.6 3
et

1,1 pl 1 1 1 1 1
b:f f f 1u+y>1,u+w>1dwdvdu:f du[ dvf dw:f wdu==.
0o Jo Jo 0 1-u 1-u 0 3



APPENDIX

A

Compléments

A.1 7n-systémes et classes monotones

Ce paragraphe contient quelques rappels de théorie de la mesure particulierement utiles lorsqu’il s’agit
de caractériser les lois des variables aléatoires. Ils permettent notamment de montrer qu'’il suffit souvent
de ne considérer qu'une sous-classe d’événements ou de fonctions.

Définition (-systeme). Une classe &2 de parties d'un ensemble S est un z-systéme si elle est stable
par intersection: pour tout A,Be # ona AnB € Z.

Exemple A.1. Soit £ la collection des intervalles ouverts (a, b) dans R, potentiellement (a, a) = &.
Alors, 22 est un n-systéme puisque l'intersection de deux intervalles ouverts est soit un intervalle
ouvert non-trivial, soit I’ensemble vide.

Définition (Classe monotone / Dynkin-systéme). Une classe .# de parties d'un ensemble S est une
classe monotone si

i) Se.A;

ii) siA,Be.# et Ac Balors B\ A€ ./
iii) si A, € .# pourtoutn=0et A, ! A (donc A, € A1 pour tout n) alors A€ Z.

Lemme A.1 (Classes monotones — version ensembliste). Soit IT un z-systéme et .# une classe mono-

tone qui contient I1. Alors o (IT) < .Z .

Lelemme des classes monotones est typiquement utilisé pour montrer que deux mesures sont égales:
on montre qu’elle coincident sur un n-systeéme.

Corollaire A.2. Soit (2, &%) un espace mesurable. Soit 22 un n-systéme de parties de Q qui engendre
. Si deux mesures sur (E, %) coincident sur tout élément de &2, alors elles coincident sur o (%) =
Z.

83
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Exemple A.2. On considere R muni de la tribu borélienne A. Alors le n-systeme & = {(a, b) : a < b}
engendre Z. Deux mesures de probabilité u et v qui coincident sur &2 sont identiques. En effet, la
collection . de parties de R définie par .# := {A€ % : u(A) = v(A)} est une classe monotone:

e u®) =1=v(R) doncRe.Z;

e si A,Be.# et Ac B alors u(B\ A) = u(B) — u(A) =v(B) —v(A) =v(B\ A) donc B\ Ae ./

e si A, e .4 pourtout neNet A, | Aalors u(A) =lim, u(A,) =lim,v(A,) = v(A).
Comme & < .# par hypothese, on en déduit que X = 0(L?) < .#, et donc que p et v sont égales.

Il est parfois utile d’avoir sous la main une version fonctionnelle: au lieu de considérer des classes
de parties d’ensemble et d’essayer de montrer que cette classe contient une certaine tribu, on considere
une classe de fonctions et I'objectif est de montrer qu’elle contient toutes les fonctions mesurables.

Lemme A.3 (Classes monotones — version fonctionnelle). Soit 7# une collection de fonctions bornées
d'un ensemble S dans R qui satisfait les conditions suivantes:
(i) 2 estun espace vectoriel: pour tout A,ucRet f,ge 7 onaAf +uge 7;
(i) lafonction constante égale a un est un élément de 57
(iii) si (fn)n=0 est une suite de fonctions positives dans ¢ telle que f,, 1 f ou f est une fonction
bornée sur S alors f € 7.
On suppose additionnellement que .7# contient les fonctions indicatrices des ensembles dans un

m-systeme &. Alors, 7 contient toutes les fonctions bornées o(2?)-mesurables sur S.

A.2 A propos des lois des processus stochastiques

On considere un espace mesurable (2, %,P). Un processus stochastique est une famille de variables

aléatoires (X;) s a valeurs dans un espace mesurable (E,&), avec T = N ou R, (parfois Z ou R). On

peut considérer X = (X;);c7 comme une variable aléatoire 4 valeur dans E”, pour peu qu’on munisse

cet espace d’'une tribu adaptée. La tribu naturelle est la tribu produit £®7, c’est-a-dire la tribu sur E”

engendrée par les cylindres {x€ E” : x; € By, t € S} pour S = T un ensemble fini et B; € & pour tout ¢ € S.
Soit C={xe ET: Xt € By, t € S} un cylindre alors

(XeC={X)ereCl=[ {X;€B}eF
teS
puisque toutes les X; sont des variables aléatoires et S < T est fini.
Par ailleurs, on voit aisément que la collection € des cylindres sur E” est un 7-systéme; ce 7-systéme
engendre & par définition. Soit ./ la collection de parties de &7 définie par

///:z{AeéaT:{XeA}eﬁ}.

Nous venons de montrer que .# contient 'ensemble des cyclindres. De plus, .# est une classe mono-
tone puisque

e Ele # car{Xe ET}=Qe &;

e siA,Be.# et AcBalors{XeB\A}={XeB}\{Xe Al .Z;

e siA,, neN,et A, 1 Aalors {X € Al =01 X € A} € .
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On déduit du lemme des classes monotones (Lemma A.1) que & T'=g(€) <. #, ce qui signifie que la
fonction X : (Q,.%) — (ET,&T) qui a w € Q associe X (w) = (X;(w)) ;e est mesurable.

Ceci justifie la “définition” d’égalité en loi pour les processus stochastiques (Définition ). En effet, si
pour tout n € N et pour tous < ) < --- < t; les vecteurs

(X4, Xty .00 Xy,) et Yy, Yepy oo, Y,)

on méme loi, alors les mesures pux et puy sur (E T &7y coincident sur les cylindres: pour un cylindre
C={xe ET:xti € B;,1<i<n}avec By,Bs,...,B,e& ona

px(C) =P((Xy,...,Xs,) €EBy x By x++-x By) =P((Yy,...,Y;,) € By x By x--- x By) = uy (C).

Comme I'ensemble des cylindres est un 7-systéme qui endendre &7, les deux mesures uy et gy sont en
fait égales, et les processus X et Y ont donc méme loi.

Remarque (Tribu produit et temps discret). Lensemble ET et sa tribu produit &7 ne sont en fait
adéquats qu’en temps discret, c’est-a-dire dans le cas ou T est dénombrable. En effet, dans le cas
des processus a temps discret, on peut controler toute la trajectoire. En effet, pour toute suite (B;) jen
d’éléments de &, on a

X Bi={xe EV:x;€B;,i=0 = (| ByxByx- xBpx Ex-: € &N,
ieN keN

Remarque (Tribu produit et temps continu). Pour les processus en temps continu, c’est-a-dire lorsque
T n'est plus dénombrable (typiquement, T = R,), on ne peut plus contréler completement une
trajectoire (sans hypothése supplémentaire) : intuitivement il n’est possible de controler les tra-
jectoires qu’en un nombre dénombrable de positions. Un ensemble B est un élement de &+ si et
seulement si c’est un o-cylindre, c’est-a-dire s’il s’écrit comme {x € E Ry . (x;:t€S) e Ag} pour un en-
semble dénombrable S € R, et As € £%5. Pour vérifier ceci, il suffit de montrer que 'ensemble des
o-cylindres est une tribu (ca sera alors une tribu qui contient les cylindres, qui contiendra donc la
tribu produit &7; réciproquement, tout o-cylindre est dans &7 comme intersection dénombrable
de cylindres).

C’est pourquoi on travaille avec des processus continus a droite : pour un processus continu a
droite (ou continu), il suffit de controler le processus a des positions denses dans R pour contréler
toute la trajectoire. On remarquera quand méme la difficulté suivante, qui impose de travailler
avec des processus qui sont a priori continus ou continus a droite: soit X un processus définit sur
(ER+, £®R+) alors {X est continu} et {X est continu 2 droite} ne sont pas des ensembles mesurables,
ni méme des choses aussi naturelles que sup{X;: s € [0, 1]} (voir la fin de la remarque précédente).

Remarque. Méme en temps continu, 'ensemble des fonctions f : E® — R mesurables est engen-
dré par les indicatrices des cylindres (lemme des classes monotones, version fonctionnelle). C’est
pourquoi, pour caractériser la loi d'un processus X = (X;)»o il suffit de calculer E[f(X)] pour les
fonctions f : E® — R, de la forme x = (x;) ;0 € E* — f(%) = ¢p(,(X),...,7,, (X)) avec ¢ : E" — R,
et m;(x) = x;. C'est par exemple utilisé dans la preuve du théoréme 5.3.
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A.3 Propriété de Markov pour les trajectoires des chaines de Markov

On justifie ici proprement les calculs d’espérance conditionnelles qui impliquent la loi des trajectoires
de chaines de Markov (preuve du Théoréme 4.5). Il s’agit de montrer que pour montrer que pour toute
fonction f: EN — R, mesurable, on a

Ey[f (Xn+1)i=0) | Fnl = Ex, [f (Xi)i=0)], (E)

Dans un premier temps, nous allons montrer qu’il suffit de montrer (E) pour une classe restreinte de
fonctions f en utilisant les classes monotones.

SoitIT={A=Agx A1 x---x Ag,d €N, Ag, A1,..., Az € &}. Alors 1 est un nm-systeme de parties de &N
pour A, A’ € IT on a peut supposer que d’ = d, quitte a prendre certains des ensembles A’ ou A; égaux a
E, et alors

AN A = (Agn Ag) x (Ay x A) x -+ x (AgN ALY x Ex -+ €ll.

De plus, I'ensemble .#Z < &®N défini par
M ={A€ N By 14X, X, ) | Fnl = Ex, [1a(Xo, X, .. )1}

est une classe monotone. En effet:
» ENe ., puisqu’alors les deux membres de 1'égalité dans la définition de .# valent alors 1;
e si A,Be.# avec Ac B alors B\ Ae . puisque 1p\4=15—14;
* si A;j € # pourtouti =N et A, 1 Aalors 14, | 14, et donc par convergence monotone, on voit
aisément que A€ .Z:

Ey[14(Xp, Xn+1,...) | Fnl = ].i?lEv[lAi (X, Xn415-..) | Fl
=li§nEX,,[1A,-(X0»X1,---)] =Ey,[1a(Xo, X3,...)].
Par conséquent, d’apres le lemme des classes monotones (version fonctionnelle), pour montrer que (E)
est satisfaite pour toute fonction f : EN — R, mesurable bornée, il suffit de le vérifier pour la collection
de fonctions {14, A € TI}: en effet, si on note 7 I'’ensemble des fonctions mesurables bornées telles que
l'identité (E) est vérifiée alors
e J¢ est clairement un espace vectoriel par linéarité de I’espérance;

e J¢ contient la fonction constante égale a un;
¢ par convergence monotone si f; € 77 pour tout i e N et f; 1 f avec f bornée, alors f € 7.

Maintenant, pour montrer que, pour tout A€Il, on a
E,[14(Xy, Xp11,...) | Fp]l =Ex, [14(Xo, X1,...)],

il faut vérifier (1) que Ex, [f((X;)i=0)] est &,-mesurable, ce qui est clair car cette fonction est o(X})-
mesurable, et (2) que pour tout B € %, on a

Ey[Ex, [14((X;)i=0)]18] = Ey[1a((Xy44)i=0)1B]. (%)
Hors, la tribu &, est engendrée par les événements

{Xo€Co, X1€Cy,.... Xn€Cpl= | -+ U Ko=x0,X1=x1,..., X = x5}

xOECO xnecn
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avec C; € & pour tout i =0, 1,..., n qui forment un n-systéme. Pour chacun des ensembles B = C x Cy x
---x Cp, on a donc par linéarité, quelque soit la variable aléatoire Z,

E(Z1gl= ) - ) ElZlx=x..X,=x,)-

X()EC() X,IEC,,

Pour montrer que (*) est valide pour tout B € &, il suffit donc
¢ de le montrer pour les événements {Xy = x9, X = x1,..., X5 = Xn},
e d’étendre a tous les {X; € Cy, X; € Cy, ..., X;; € Cy} par linéarité,
e d’étendre a tous les B € &, par classe monotone.
On est donc conduit a vérifier que pour tout A € I1 et tous éléments xy, X1,...,X, € Eona

EvIEx, [1 A((X3)i=0)]1 xy=x0,X1=x1,.., Xp=x,] = Ev[1 A((Xpn+1)i20)1 Xy=x0, X1 =210 X =] - (% %)

Encore une fois, comme E est dénombrable, pour chaque élément A= Ay x A; x---x Agx ENe 2, ona

La= Y - ) Vagxia)xxlagxEx--

ap€Ay ageAy

Par conséquent, si on montrer (xx) pour les ensembles A = {ay} x {a;} x--- x {ag} x E x --- alors, on I'aura
aussi pour les ensembles Ay x Ay x ---x Ag x E x --- < EN par linéarité. C’est précisément ce calcul qui est
fait dans la preuve du théoréme puisqu’on y vérifie que les deux probabilités

PV(XOZXO!XI :xl"-"Xn:xn»Xn = LZO,Xn+1 = alr~-')Xn+d = ad)

et

PV(X() =JCO,X1 =JC1,...,Xn =xn)'Px”(X() = ao,Xl = al,...,Xd = ad)

sont égales.
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Appendice

Théoreme B.1. Soit (S;) ,>0 une marche aléatoire a valeurs dans Z, de pas de loi p (une probabilité
sur Z). C’est bien stir une chaine de transition P(i, j) = p(j—1). Si p est centrée, i.e. si) ez ku(k) =0,
alors tout état est récurrent.

Preuve. (a) On considere (Xi)k= i.i.d. de loi p. Pour tout i € Z, S, = i + Xj +... + X, est une chaine de
transition P issue de i.

(b) Pout tous i, j € Z, on a G(i, j) = G(0, j — i), car
G, )=) PU+X1+..+Xy=J)= ) PX1+..+X,=j—10)=G(0,j— ).
n=0 n=0
(c) Donc pour tout i € Z, G(i, i) = G(0,0) : il suffit de montrer que G(0,0) = co.
(d) Par le principe du maximum, on a G(0,0) = G(—i,0) = G(0, i) pour tout i € Z.

(e) Soient Le Net AeN.Par (d),ona

L
G(0,0) = mi:_LG(O;Z)
1
= m};OP(SnE{—L,...,L})
1 4L s, 1 1
> 2 Porel-a 3l

n=0
car n < AL implique que L/n=1/A.
(f) Soit A € N grand. Par la LGN (faible) et comme E[X]] = 0, on sait que
. Sn 1 1\
r}l_l:lgop(g € { - Z,..., Z}) =1.

Soit n4 € N* tel que pour tout 1 = ny,
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Soit ensuite Ly € N, tel que ALy =2n4 et AL 4 soit pair (il suffit de poser Ly =2[na/A] +2). Alors

1 4L s 11
G(0,0) = Zp(_”e{__,___,_})
2La+1/2 \n AT A
1 Aly (S 11
. > op(Zel-L L)
2La+1,47.» ' n AT A
1 ALy
> _
1 ALy
T 2L,+1 4
, 1 Ala_ A4
3Ly, 4 12
(On abien 2L +1 < 3L pour tout entier L non nul). Ceci étant vrai pour tout A€ N, G(0,0) = co. O

Proposition B.2. Soit s € NU {oo}. Considérons la file M/ M/s, i.e. le PMS (X;) > a valeurs dans N,
avec A(I) = A+ (A, QO,1)=1,etQ(i,i—1) = (I AS)u/A>i), Q(i,i+1) = a/A(i), quand i = 1. Alors
t—E;[X;] est C! surR,, etona

d

EEi [X:] = a— uE;[X; As].

Preuve. (a) Soit ¢p : N — R a support compact (il existe A > 0 tel que ¢ (i) = 0 pour tout i = A). Alors la
formule (6.1) est parfaitement justifiée (car on échange une somme finie et une dérivation), et on trouve

d
%Ei [p(Xo)] = aEi[p(X; + 1) —Pp(X)] + pE; [(X; A 8) (P(X; — 1) — p(X))]. (B.1)

(b) Soit ¢p : N — R telle qu'il existe A, B tels que ¢(i) = B pour tout i = A. Alors la formule (B.1) est
encore valable : on introduit y (i) = ¢(i) — B, alaquelle on a le droit d’appliquer (B.1), et on trouve

d
%Ei [W(X)] = aEi[y(X; + 1) —yp(X)] + pE; [(X: A ) (@ (X — D) — (X))l

Mais comme E;[¢p(X)] = E;[y(X)] + B, on a %Ei[(p(X[)] = %Ei[w(X[)]. Comme de plus ¢p(a) — ¢p(b) =
w(a) —w(b) pour tous a, b, on conclut aisément.

(c) On a donc le droit d’appliquer (B.1) avec ¢p(x) = x A A, pour A > 0 fixé :
%Ei (X;ANAl=aEi [(Xs +DAA-X ANAJ+UE (X A (X — D) ANA—- X A A (B.2)

Le dernier terme est négatif, donc

d
EE,-[XI/\A] <aE;[(X;+DAA-X;ANAl < a.

On conclut que E;[X; A A] < i+ at pour tout i € N, tout ¢ = 0, tout A > 0. Par Fatou, on conclut que
E;[X;]<i+atpourtouticN,touts=0.
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(d) On revient a (B.2), qu’on integre en temps :
t
E;[X;nNA] = i/\A+af E;[(X,+DANA-X,ANAldu (B.3)
0

t
+pf E; (X, A8$)(Xy—1)A A= X, A Aldu.
0

On fait ensuite tendre A — oo dans cette formule, par convergence dominée (pour E; puis pour fot), en
utilisant que pour tout x € N, tout A >0,

epourtout xe N, tout A>0, [(x+1)AA-xAAl=1],
epour tout xeN, tout A>0, (xAS)[(x—1DAA-xANAl=X,
. fotEi[Xu]du < oo puisque 0 < E;[X;] < i+ at par (c),
epourtout x e N, limg_o[(x+1)AA-—XxA Al =1,
epourtout x e N, limg_oo (X AS)[(x—1DAA-XxAAl=—(XAS).

Ainsi,ona

E;[X;] = i+at—/,tf0tEl~[XuAs]du.
(e)Sis=oo,onadoncE;[X;] =i+ at—pfOtEi [Xyldu. On déduit aisément de cette formule et du fait

que 0 < E;[X;] < i+ at par (c), que ¢ — E;[X;] est continue, puis C'. On dérive la formule, et on trouve
que LE;[X;] = a — pE;[X;].

SiseN, ondéduitde (B.3) avec A= sque t — E;[X;As] est continue, ce qui implique que ¢t — E;[X;] =
i+at— pfOtEi [ X, A sldu est Ct. On dérive la formule, et on trouve que %Ei[Xt] =a—uE;[X; As]. O

Proposition B.3. On considére un PNM (X;) ;> irréductible. Si

0 aAndnp—1 Ap...01)
Z(ﬂn ﬁnﬁn1 ﬁnﬁn_lﬁn_z+'”+ﬁn...ﬂo)‘°°’

alorsiln’ y a p.s. pas explosion : pour tout i € N, P;(lim, T, <o0) =0

Preuve. On pose u; = E;[exp(—Tw)], ou T = lim,, T,,. Lobjectif est de montrer que u; = 0 pour tout
ieN.

Par Markov forte, en posant X; = Xr+ponale =T+ Two, donc

A1)

u; = B [E;[exp(=T — Too) | F 1,11 = E;[exp(- T ux,] = T+ A

Y QG, u;.

JeN

On a utilisé que si T ~ Exp(A), alors E[exp(—T)] = A/(1 + A). On trouve, en remplacant A(i) et Q(i, j) par
leurs valeurs,

Bo a1+ Pildiv1 .
Ug = u, uUj=———-—797— i=1.
1+ Bo 1+a;+6;
Puis, en réorganisant,
Ugp .
Uy —up = ui+1—ui——+—(ul ui-1), izl (B.4)

Bo’ B Bi
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Si up =0, on conclut facilement, par récurrence, que u; = 0 pour tout i € N.
Reste a vérifier que uy = 0. On montre par récurrence, avec (B.4), que pour tout i = 0,
-l .
u, Z ak+1...aluk

EJrk:o Bk --- Bi

Mais, toujours par (B.4) et par récurrence, on voit que pour tout i = 0, u;+; — u; = 0. Donc u; = uy pour

Uiv1 — U =

tout k = 0, et on conclut que pour tout i =0,

N 1 +i‘1 As1.. O 1 LG e
oz L 1w ey
Bi = Bk---Bi Bi  BiPfi- Bi-..Bo
puis que
n-l =l a; aj...a
un=u0+Z(u,~+1—u,~)2uo+uoz(—+ +---+—).
20 izo\Bi  Bibia Bi---Po

Comme R = oo, on conclut que si 1y > 0, alors lim, u;, = oo, ce qui est absurde puisque u;, € [0,1]. Ainsi
Ug = 0. O
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