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Chapitre 1
Construction du mouvement brownien

Ce cours est une introduction au mouvement brownien et au calcul stochastique. Dans
ce premier chapitre, on démontre 'existence du mouvement brownien, et étudie quelques
propriétés élémentaires.

L’expression “mouvement brownien" provient du mouvement irrégulier des grains de pol-
len & la surface d’eau, observé par le botaniste écossais Robert Brown en 1828. Bache-
lier (1900) et Einstein (1905) étudient quantitativement ce mouvement irrégulier en finance
(déjal) et en physique, respectivement. C’est Wiener qui, en 1923, établit la modélisation
mathématique du mouvement brownien, que 'on étudie dans ce cours, tandis que la décou-

verte de beaucoup de propriétés profondes du mouvement brownien remonte a Paul Lévy
(1939, 1948).

1.1. Rappels sur les variables gaussiennes

Soit ¢ une variable gaussienne centrée réduite. On vérifie facilement que la transformée

de Laplace complexe de £ est donnée par

E [ezg] = 622/2, zeC.
En particulier, la fonction caractéristique de & vaut

E [e"t’g] = e’t2/2, teR.

THEOREME 1.1.1 (queue de distribution gaussienne). Si & suit la loi gaussienne centrée

réduite, alors pour tout x > 0,

1 1 1 2 1 1 2
—22/2 —z%/2

— (-2 )e < P(E> ) < ———e T2,

\/27?($ x3> < B )_\/27r$

P& >z) < e /2

REMARQUE 1.1.2. (i) On a, P(¢{ > ) ~ =Le™/2 1 — cc.

—x2/2

.. L. . L. . . _ 2
(ii) La borne supérieure e est moins précise, mais plus simple, que L%e =2 Elle

V2
peut étre utile dans une situation ot il n’y a pas d’exigence extréme de précision sur la borne

supérieure. ]
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Preuve du Théoréeme [I.1.1. Voir TD. O

Soient 1 € R et ¢ > 0. On dit qu'une variable aléatoire réelle n suit la loi gaussienne

N (p, 0?) si elle admet pour densité

L o <_M) yer

oV 2 202

Il est clair que 7 suit la loi gaussienne A4 (u, 02) si et seulement si n = o€ + p, ot & suit

la loi gaussienne centrée réduite A47(0, 1).

REMARQUE 1.1.3. Il sera commode de considérer la masse de Dirac ¢,, en un point ;1 € R

comme une loi gaussienne (cas dégénéré). O

PROPOSITION 1.1.4 (convergence de suite de variables gaussiennes). Soit (§,) une suite
de variables aléatoires gaussiennes, telle que &, suive la loi N (i, 02).

(i) Si la suite (§,) converge en loi vers une variable aléatoire &, alors & suit la loi gaus-
sienne N (11, 02), ot pr 1= limy, o0 fhy, €t 0 = lim, o 0.

(i1) Si la suite (&,) converge en probabilité vers &, alors la convergence a lieuw dans LP,

pour tout p € [1,00].

Preuve. Voir TD. 0
DEFINITION 1.1.5 (vecteur aléatoire gaussien). Un vecteur aléatoire (&1, - ,&,) est dit
gaussien si toute combinaison linéaire de ses coordonnées (c’est-a-dire Z?Zl A& = M&+
s A& pour A= (A1, -+, \y) € R™) suit une loi gaussienne.
REMARQUE 1.1.6. Si (&,---,&,) est un vecteur gaussien, alors chaque coordonnée est
une variable gaussienne réelle. Attention, la réciproque est fausse. 0
PROPOSITION 1.1.7. Pour £ = (&, ,&,) vecteur gaussien, on définit m = E(§) et

Qij = COV(&? é-j); Za] = 17 cee,n.

(1) La fonction caractéristique de & est donnée par

. . 1 n
Elexp(i(€, u))] = exp(i(m, v) — 5(Qu.u),  ueR",
ou (-,-) est le produit scalaire canonique de R™.
(2) m et Q déterminent uniquement la loi de §&. On écrit & ~ AN (m, Q).

(8) Sidet @ # 0 alors la loi de & admet une densité explicite :

N (m, Q)(dx) = m exp(~5 (@M —m)z —m))dr,  weR. (11)
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(4) Si A : R™ — R™ est une application linéaire, alors A& est un vecteur gaussien avec
loi A/ (Am, AQAT) ou AT : R™ — R™ est la matrice transposée.

(5) Pour que les variables aléatoires &, - -+ , &, soient indépendantes, il faut et il suffit que

la matrice QQ des covariances de £ soit diagonale.

(6) Soit (n1,--- ,mn) un vecteur gaussien et 0 = n; < nyg < --- < n, = N. Pour
que la famille de vecteurs aléatoires (01,--- ,0p—1), 0U O = (nyg1s- -+ My, ), SOIE
indépendante, il faut et il suffit que Cov(n;, n;) =0, Vi,j < N tels que ny, < i < ngq
et ny, < 7 < npyq pour k # h.

1.2. Construction du mouvement brownien

On se place dans un espace probabilisé (€2, #,P).

DEFINITION 1.2.1. Un processus est une famille X = (X;,t € T) de variables aléatoires
réelles définies sur (Q, F,P). Un processus X = (X;,t € T) est un processus gaussien si
pour tout n > 1 et tout (t1,--- ,t,) € T, (X4, -+, Xy,) est un vecteur gaussien. On dit que
X est centré si pour tout t € T, E(X;) = 0.

DEFINITION 1.2.2. On dit que B = (By,t > 0) est un mouvement brownien (réel, issu

de 0), si B est un processus gaussien centré de covariance

E(BsB;) = min{s,t} =: s A t, s>0, t>0.

REMARQUE 1.2.3. (i) De temps en temps, on dit que B est un mouvement brownien
standard, car on peut s’intéresser également aux processus gaussiens centrés de covariance
o?(s At).

(ii) Pour tout réel T' > 0, on appelle un mouvement brownien (standard) sur [0, 7] tout

processus gaussien centré de covariance s A t, (s,t) € [0, T]> [

PROPOSITION 1.2.4. (B, t > 0) est un mouvement brownien si et seulement si il vérifie
les conditions suivantes :

(i) By =0, p.s.

(i1) Pour tout n > 2, et tous 0 < t; < ty < --- < t,,, le vecteur aléatoire (By,, By, —
By, ..., B, — By, ,) est une famille indépendante.

(i1i) Pour toust > s >0, By — By suit la loi gaussienne A (0,t — s).

REMARQUE 1.2.5. On dira que le mouvement brownien est & accroissements indépendants

(propriété (ii)) et stationnaires (propriété (iii)). O
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Preuve de la Proposition [1.2.4] “Si" : On suppose que B vérifie (i)—(iii). Soient 0 < #; <

ty < --- < t,. Par hypothése, B, — B; -, By, — By, By, sont des variables gaus-

L
siennes indépendantes. Donc (By,, By, — By, -+, By, — By, _,) est un vecteur gaussien, et
(Bt,, By, - -+, By,) lest aussi. On a donc démontré que B est un processus gaussien, qui est

évidemment centré d’apres (iii) et (i).

Pour vérifier que B est un mouvement brownien, il suffit maintenant de déterminer sa
fonction de covariance. Soient ¢ > s > 0. On a E(ByB;) = E(Bs(B; — B;)) + E(B?). L’in-
dépendance entre B et By — B nous dit que E(By(B; — Bs)) = 0, tandis que d’aprés (iii),
E(B?) = s. Donc E(B;B,) = s. Evidemment, si (s,t) € R2 est quelconque, on a alors par
symétrie E(BsB;) = s A t. En conclusion, B est un mouvement brownien.

“Seulement si" : Soit B un mouvement brownien. Alors E(B2) = 0, d’ou (i). Soient
maintenant ¢ > s > 0. La variable B, — B, suit une loi gaussienne centrée, de variance
E(B; — By)? = E(B?) + E(B?) — 2E(ByB;) =t + s — 2s =t — s. D’ou (iii).

II reste donc a prouver (ii). Soient 0 < ¢; < ty < --- < t,. On sait que (B, —
By, ...+ ,By, — By, B,) est un vecteur gaussien. En plus, la matrice de covariance de
ce vecteur gaussien est diagonale, car pour j > i, E[(B;, — By,_,)(By, — By,_,)] = E(By, By,) —
E(By,_,By,) —E(B,By,_,) +E(By,_,B;,_,) =t; —t; —t;_1 +t;_1 = 0. D’aprés la Proposition
[I.1.7] les composantes de ce vecteur gaussien sont indépendantes. O

Nous obtenons donc que

COROLLAIRE 1.2.6. Si B = (By,t > 0) est un mouvement brownien alors pour tous
0=ty <t) <ty <- - <tpn, (By,...,By,) a densité dans R"

B 1 L N C e =V
B Y N A ey ey p( 2 2 >d |

ou o := 0.

Preuve. On applique la Proposition at = (By,By, — Bt,...,B:, — B, ,) qui a loi
A(0,R), ou R := diag(ty,to — t1,...,t, — t,_1). Si on définit Ax = (1,21 + T2,..., 21 +
<+ + xy), alors (By,...,By,) = A¢ aloi A(0, ARAT) et densité donnée par avec
Q! = (AT)"'R71A~L. Un calcul montre que A~z = (21,79 — 21,...,7, — T,_1) et ceci
permet de conclure puisque

n

—1 _ yp—14-1 1.\ _ (zi — xi—1>2
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Pour terminer il faut calculer det @ = (det A)*>det R; or A est une matrice triangulaire
inférieure avec A; = 1 pour tout i = 1,...,n, donc det A = 1 et det Q = det R = t1(to —
t) - (tn — the1). O

THEOREME 1.2.7. On peut construire au moins un mouvement brownien.

Preuve. Nous considérons 'espace mesuré (R, , %, dzx) ou % sont les Boréliens de R et dx
est la mesure de Lebesgue. L’espace H := L*(R,,%,dz) est hilbertien séparable et admet
donc une base hilbertienne (e)ren. Nous considérons une suite iid (&x)ren de variables réelles

gaussiennes standard et nous définissons
n
BZL:Z&C <6k71[01ﬂ>7 t€R+, nEN7
k=0

ou (-,-) est le produit scalaire canonique de H. Alors pour m > n

m

E(Bf = BI"?) = Y (en 1pa)?

k=n+1

ce qui montre que (B!"),en est une suite de Cauchy dans L?(PP) car

> {er, o) = 11pgllzam,) =t < +oo.
k
Pour tout ¢ € R, il existe donc une limite B, dans L*(P) de B! quand n — +oc.

Il faut maintenant prouver que (B;)cr, a les propriétés souhaitées. D’abord, pour tout
choix de (t1,...,t;) € (Ry)’, (B, ..., Bl') est un vecteur gaussien centré car fonction linéaire
du vecteur (&,...,&,), et la limite dans LP de vecteurs gaussiens centrés est un vecteur
gaussien centré. Il reste a calculer la fonction de covariance :

n

E(ByBy) = Z(Gk, Ljo,6) €k Ljo,9)

k=0

et par la convergence dans L*(P) de B} vers B; nous obtenons
E(B;B;) = Z ek, Ljo,s)) (x> Ljo.) = (Ljo,s)» Ljo,g) = s A L.
k=0

Ceci conclut la preuve. O
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1.3. Régularisation des trajectoires

On se met dans un espace probabilisé complet (2, Z,P), c’est-a-dire que % contient tous
les ensembles P-négligeables.

Soit B = (By, t > 0) un mouvement brownien. Les applications t — B;(w) pour w € €,
sont appelées les trajectoires de B. Pour l'instant, on ne peut rien affirmer au sujet de
ces trajectoires : il n’est méme pas évident (ni vrai en général) que ces applications soient
mesurables. Le but de ce paragraphe est de montrer que, quitte a “modifier un peu" B, on

peut faire en sorte que les trajectoires soient continues.

DEFINITION 1.3.1. Soient (X, t € T) et ()?t, t € T) deux processus aléatoires (c’est-a-
dire deuzx familles de variables aléatoires) indexés par le méme ensemble T. On dit que X

est une modification de X si

VieT, PX,=X]=1

On remarque que pour tout tq, t9, - - -, t,, le vecteur aléatoire ()A(/tl, e ,)?tn) a méme loi
que (X, -+, X;,). En particulier, si X est un mouvement brownien, alors X est aussi un
mouvement brownien. En revanche, les trajectoires de X peuvent avoir un comportement
totalement différent de celles de X. Il peut arriver par exemple que les trajectoires de X

soient toutes continues alors que celles de X sont toutes discontinues.

DEFINITION 1.3.2. Deux processus X et X sont dits indistinguables si

Ceci signifie que l'ensemble {Vt € T, X, = )N(t} contient une partie mesurable de
probabilité 1.

Si X et X sont indistinguables, alors X est une modification de X. La notion d’indis-
tinguabilité est cependant beaucoup plus forte : deux processus indistinguables ont presque
siirement les mémes trajectoires.

Si T = I est un intervalle de R, et si X et X sont deux processus dont les trajectoires
sont p.s. continues, alors X est une modification de X si et seulement si X et X sont
indistinguables. En effet, si X est une modification de X , alors p.s. pour tout t € I NQ,
X, = )Aft. Par continuité, p.s. pour tout t € I, X; = )Aft, c’est-a-dire que X et X sont

indistinguables.

THEOREME 1.3.3 (critére de Kolmogorov). Soit X = (X, t € I) un processus aléatoire

indexé par un intervalle I C R, & valeurs dans un espace métrique complet (E,d). Supposons
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qu il existe trois réels strictement positifs p, € et C' tels que
E[d(X,, X;)!] < C |t — s, Vs tel.
Alors il existe une modification X de X dont les trajectoires sont localement holdériennes

d’exposant «, pour tout o €10, ]%[ : c’est-a-dire que pour tout T > 0 et tout a €]0, %[, il

existe Co (T, w) tel que
(X (w), Xi(w)) < Co(T,w) |t —s|*,  Vs,tel, st<T.

En particulier, il existe une modification continue de X, qui est unique a indistinguabilité

preés.

Preuve. L’unicité provient de la remarque avant 1’énoncé du théoréme.

On démontre I'existence. Pour simplifier I’écriture, on suppose que I = [0, 1]. L’hypothése
du théoréme implique que, pour a > 0 et s,t € [0, 1],
E[d(Xs, X;)P] < Clt — s|tte

aP aP

P(d(Xs, X;) > a) <

On applique cette inégalité & s = &L et t = L et a = 27" pour voir que

2" 2n
C

P{d(X1y/m, Xijn) 2 27} < s

i=1,2,---,2"
Donc o
]P’{HZ < 2™ d(X(i,l)/gn,Xi/gn) > Q_na} < o

e—pa)n’
ce qui est sommable (car pa < €). Le lemme de Borel-Cantelli nous dit que I'on peut trouver

A e F avec P(A) =1 tel que pour tout w € A, il existe ng = ng(w) < oo de sorte que
(*) d(X(i—l)/2”7Xi/2”) < 27na7 Vn Z no, Vl S 1 S 2n

On note D I’ensemble dénombrable des nombres dyadiques de [0, 1], c’est-a-dire des réels

t € [0, 1] qui s’écrivent

p
Ek
t=> o
k=1
avec €, = 0 ou 1. Considérons s,t € D avec s < t. Soit ¢ > 0 le plus grand entier tel que

t —s <277 On note pour x € R
|z] == max{n € Z:n < z}, [z] :=min{n € Z:n > z}.

Soit k := [2%s], et k < [29%] < k+ 1. On peut trouver deux entiers £ > 0 et m > 0, tels que

ko g Eqtt
s = §+2q+1+"'+w,
— E é+gq+1+...+gq"'m

24q 24q 2q+1 2g+m’
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ouej, g5 =00ul (si ¢ =0, alors k£ = 0). Si I'on note

k Eq+1 Eq+i .
S; = §+2q+1+.“+2q+i’ OSZSE,
k 2 Nq+1 5~q+j ;
t; = §+2q+2q+1+"'+2q+]” 0<73<m,

alors pour w € A,

d(Xs, Xy) = d(Xs,, Xy,,)

)4 m
< d(XsoaXto)+Zd st 17X ) Zd(th 17th)
i=1 j=1
l
< Ko@) 2+ Y Ko(w)2 e Z K, (o) 2~ (o

ou

d XZ— TL,XfL' n
K,(w) := sup max (X2 /)

n>1 1<i<2n 2—na

qui est finie d’aprés (x). Donc pour w € A,

2K, ()29 2ltaf,
d(Xo, X;) < 2K, 22 (a+ia — 1£w2)a < 1_2(5)(t—s)"’,

car 27(4+1) <t — 5. Ceci nous dit que p.s. la fonction ¢ — X;(w) est holdérienne sur D et donc
uniformément continue sur D. Puisque (F,d) est complet, cette fonction a p.s. un unique
prolongement continu a I = [0, 1], et ce prolongement est lui aussi holdérien d’exposant a.

Plus précisément, soit pour tout ¢ € [0, 1]

Ke) =t X0
siw € A, et X,(w) := 7o (un point quelconque de E) si w ¢ A. D’aprés les remarques
précédentes, X a des trajectoires holdériennes d’exposant « sur [0, 1].
Il reste a voir que X est une modification de X. Pour tous s,t € [0, 1] nous avons par

I’hypothése du théoréme
E[(d(X,, X)?) AN1] <E[d(X,, X,)P] < C|t —s|'*=.

Pour s € D, puisque X, = X,
E [ (d()?S,Xt)P) A 1} = E[(d(X,, X,)P) A1] < C |t — s|1+*.

Si on fait tendre s € D vers t € [0, 1], ce qui est possible par la densité de D dans [0, 1], I'on

obtient par convergence dominée

E [ (d()?t,Xt)P) A 1] ~0.
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Donc p.s. )Z't = X;. L]

COROLLAIRE 1.3.4. Soit B = (By, t > 0) un mouvement brownien. Le processus B admet
une modification dont les trajectoires sont localement héldériennes d’exposant %—5, pour tout

e €]0, %[ En particulier, B admet une modification continue.

Preuve. Fixons e €]0,1[. Soient ¢,s > 0. La variable aléatoire B, — B, suit la loi gaussienne
(0, [t—s|). Donc pour tout p > 0, E[|B;—B,[P] = C, (t—s)?/, ot C, = E[|47(0,1)|7] < oo.
Il suffit alors de prendre p suffisamment grand tel que % —e < (p/2) — % pour voir que B
admet une modification dont les trajectoires sont localement héldériennes d’exposant % —c.

O

On voit donc que si B est un mouvement brownien, on peut toujours le remplacer par
un processus B’ tel que Vit > 0, P(B; = B;) = 1 et tel que B’ soit & trajectoires continues
(voire & trajectoires localement héldériennes d’exposant 3 — ¢). Dans la suite, on fera ce
remplacement systématiquement : cela revient a dire que dans la définition du mouvement
brownien, on impose aussi la condition que le processus soit & trajectoires continues.

Il est naturel de se demander si les trajectoires d’'un mouvement brownien peuvent étre
localement holdériennes d’exposant % La réponse a cette question est non, comme on le
verra dans 'Exemple 2.2.7, On verra dans le Corollaire dans le prochain chapitre une

autre propriété de (manque de) régularité pour les trajectoires du mouvement brownien.

1.4. Processus canonique et mesure de Wiener

On considére C(R,R) l'espace des fonctions réelles continues sur R, muni de la topo-
logie de convergence uniforme sur les intervalles fermés bornés :

N L Oa(ww)

)_22_"1+(5n(w,w’)’

n=1

[e.9]

d(w,w

Ot O (W, W') 1= SuPyefg ) [W(E) — W'(2)].

Soit (Xi, t > 0) le processus des coordonnées :
Xi(w) :==w(t), w e C(R4,R).

Le lemme suivant identifie la tribu o (X}, ¢ > 0) engendrée par ces coordonnées (c’est-a-dire

la plus petite tribu rendant mesurables toutes les applications X;) avec la tribu borélienne

¢ (R, R).

LEMME 1.4.1. On a o(X;, t > 0) = €(Ry,R).
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Preuve. Pour tout t > 0, X; est continue, donc mesurable par rapport a ¢ (R, ,R). Par
conséquent, o(X;, t > 0) C € (R, R).

Inversement, pour tout wo € C'(Ry,R), la fonction w > 6,(W, wo) = Sup;e(g njng [W(t) —
wo(t)| est o(X¢, t > 0)-mesurable, ainsi que d(w, wy). Soit maintenant F' un ensemble fermé
quelconque de C(R;,R), et soit (w,) une suite dense de F' (car on est dans un espace

séparable), et on a alors
F={weCR4R): dw,F)=0} ={w e C(R:,R) : infd(w,w,) =0},
qui est un élément de o(Xy, t > 0). Par conséquent, € (R, ,R) C o(X;, t > 0). O

Soit Z = (Z;)1>0 un processus continu défini sur (€2,.%#,P). On considére I'application ¢

sulvante :

Q — CRyR)
w — pw) = (t— Z(w)).

Cette application est mesurable si on munit I'espace C'(R,,R) de la tribu o(Xy, t > 0) et
donc, par le Lemme précédent, si on le munit de la tribu borélienne.

On appelle loi de Z la mesure image sur (C(R;,R), ¢ (R,,R)) de P par I'application .
Il est clair par le théoréme de classe monotone que la loi de Z est déterminée par les lois
fini-dimensionnelles (Zy,,-- -, Z;, ). En effet, deux mesures sur C(R,R) sont identiques si
elles attribuent les mémes valeurs aux ensembles du type de (X, (w), -+, X;, (w)) € A, ou
A € #A(R") (tribu borélienne de R™).

Dans le cas particulier ott Z est un mouvement brownien, cette mesure image particuliére
de Z sera notée par W. Il s’agit d’une mesure de probabilité sur C'(R,,R) telle que W{w :
w(0) =0} = 1, et que pour tout n > 1, tout 0 =ty < t; <ty <--- <t, et tout A € B(R"),

W{w: (X (w), -+, X, (w)) € A}

n

1 1 (2 — Tp—1)?
= ex —— | dzy - - day,
/A (27T>n/2\/t1(t2 —tl)(tn—tn,1> P ( 2 Z tk _tk—l !

k=1

avec la notation z := 0, par le Corollaire [[.2.6] Cette formule caractérise la mesure de
probabilité W, et ne dépend pas du choix du mouvement brownien pour la construction. On
appelle W la mesure de Wiener, et le processus des coordonnées (X, t > 0) est appelé

processus canonique (du mouvement brownien). En résumé, on a prouvé le

THEOREME 1.4.2. [l existe une unique probabilité (mesure de Wiener) sur C(Ry,R) sous

laquelle le processus des coordonnées (X, t > 0) est un mouvement brownien.
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Le processus canonique du mouvement brownien permet de voir clairement la mesurabi-
lité de la plupart des ensembles dans la pratique. Par exemple, pour tout ¢ > 0, supg<,<, X
et fg X?ds sont des variables aléatoires. En terme du mouvement brownien générique, on
sait que pour tout ¢ > 0, supgc,; X5 et fot X2 ds sont des variables aléatoires, si B est un

mouvement brownien.

Soit x € R. Soit W, la mesure image de W par I'application w — w + x. Autrement
dit, W, est la loi de (z + X})i>0. Il est clair que W, {w : w(0) = 2} = 1. Le processus
des coordonnées (X;, t > 0) sous W, est appelé un mouvement brownien issu de X, = x.
Il s’agit d’un processus a trajectoires continues p.s. et a accroissements indépendants avec
Xo =z, p.s., tel que Vt > s, X; — X, suit la loi A7(0,t — s).






Chapitre 2
Mouvement brownien et propriété de Markov

Le mouvement brownien est au carrefour de plusieurs classes importantes de processus
aléatoires. Nous I’avons introduit dans le chapitre précédent comme un processus gaussien.
Le présent chapitre est consacré a I’étude du mouvement brownien en tant que processus de
Markov (au sens fort). Plus tard dans le Chapitre 3, on étudiera le mouvement brownien en

tant que martingale.

2.1. Premiéres propriétés

Soit (€2,.%,P) un espace de probabilité, et soit B = (By, t > 0) un mouvement brownien
issu de 0. Autrement dit, B est un processus a trajectoires continues p.s. et & accroissements
indépendants avec By = 0, p.s., tel que Vt > s, B, — By suit la loi A47(0,t — s).

PROPOSITION 2.1.1. Si B est un mouvement brownien, alors les processus suivants sont

ausst des mouvements browniens.

(i) B, = —B,. (symétrie)

(ii) B, = tBiy, By = 0. (inversion du temps)

(i1i) a > 0 fixé, B, = \%Bat. (scaling)

(iv) T >0 fizé, By = Br — Br_, t € [0,T]. (retournement du temps)

Preuve. Triviale. Il suffit de vérifier a chaque fois que B est un processus gaussien centré de
covariance sAt. Seule la partie (ii) a besoin d'un traitement spécifique puisque les trajectoires
ne sont pas nécessairement continues au point 0. Cela ne nous pose pas vraiment de probléme,
car dans ce cas B est, d’aprés le critére de Kolmogorov, indistinguable d'un mouvement

brownien. 0

EXEMPLE 2.1.2 (pont brownien). Soit B un mouvement brownien, et soit b, = B, —t By,
t € [0, 1]. Il s’agit d’un processus gaussien centré de covariance (s A t) — st. On appelle b un
pont brownien (standard).

Le processus (b, t € [0,1]) est indépendant de la variable aléatoire Bj.

Si b est un pont brownien, alors (by_¢,t € [0,1]) est aussi un pont brownien.

13
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Si b est un pont brownien, alors ét = (1 4+ t)by/1+¢), t > 0, est un mouvement brownien.
Notons que b; = (1 — t)ét/(l_t). O

EXEMPLE 2.1.3. Par continuité, lim; .oy B; = 0, p.s. Par inversion du temps, on obtient

que

2.2. Propriété de Markov simple

Dans cette section, .%; désigne la tribu engendrée par (Bs, 0 < s < 1),

THEOREME 2.2.1 (propriété de Markov simple). Soit s > 0. Le processus (ét = By, —

B, t > 0) est un mouvement brownien, indépendant de F.

Preuve. On peut facilement vérifier que B est un processus gaussien centré a trajectoires
p.s. continues, avec EO = 0, p.s., dont la covariance vaut E(Etét/) =tAt;il est donc un
mouvement, brownien.

Pour démontrer l'indépendance, il suffit de montrer que pour 0 < t; < --- < ¢, et
0<s1< < sm<s, les vecteurs (By,, -+, By,) et (Bs,,--- , By, ) sont indépendants. Or,
COV(Eti,BS].) = E[(Bsty, — Bs)B,,;] = 0 (car s > sjz; comme (By,,---,By,,Bs,,---,Bs,)

est un vecteur gaussien, on a l'indépendance entre (By,, -+, By, ) et (By,,--- , By,). O

La propriété de Markov du mouvement brownien peut étre renforcée de la facon suivante.

THEOREME 2.2.2. Soit s > 0, et soit

Foy 1= ﬂ Fu-

u>s

Le processus (Et := By1s — Bs, t > 0) est indépendant de F, .

Preuve. Pour démontrer le théoréme, il suffit de vérifier par un argument de classe monotone
que, pour A € Fo , 0<t; <ty <---<t,et FF: R" — R continue et bornée,

E|L4F(By,- By)| = PAE[F(By, - By, 2:2)
Soit € > 0. D’apreés le Théoréme le processus t — Byisi. — Bsic est indépendant

de Z,., et a fortiori de .%,,. Donc
E [ILA F(Bt1+s+e — Byte, - 7Btn+3+5 - B8+6)] = P<A) E [F(Btu T 7Btn)] :

En faisant ¢ — 0, et a I'aide de la continuité des trajectoires et du théoréme de convergence
dominée, on obtient ([2.2)). O
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THEOREME 2.2.3 (loi 0-1 de Blumenthal). La tribu %, est triviale, au sens ou ¥V A €
Fot, P(A) =0 ou 1.

Preuve. Par le Théoréme [2.2.2) % est indépendante de la tribu o(By, t > 0). Soit A € Fy,.
Comme %, est contenue dans o(B;, t > 0), on en déduit que A est indépendant de lui-

méme. [l

EXEMPLE 2.2.4. Soit 7 :=inf{t > 0: B; > 0}. Alors, p.s. 7 =0.

Preuve. En effet, pour tout n € N

{r=0}= ﬂ { sup Bu>0}€<?1/n,

m>n, meN 0<u<1/m
donc {r = 0} € N,F), = Foy. Pour tout t > 0, P(r < t) > P(B; > 0) = 1/2. Donc
P(1 = 0) = limy_,o P(7 <¢) > 1/2. Par la loi 0-1 de Blumenthal, P(71 =0) = 1. O

EXEMPLE 2.2.5. Grace a ’exemple précédent, nous obtenons plusieurs résultats intéres-

sants :

(1) Comme —B est un mouvement brownien, on voit que p.s. inf{t > 0 : B, < 0} =
0. Donc le mouvement brownien visite R, et R_ dans chaque voisinage de 0. Par
conséquent, il existe une suite (¢, = ¢,(w)),>0 strictement décroissante vers 0 telle
que By, (w) =0, Vn. En particulier, p.s. inf{¢t > 0: B, =0} = 0.

(2) Par inversion du temps, on voit aussi que p.s. {¢ > 0: B, = 0} est non bornée.

(3) D’autre part, on a vu que P(supy<,«; B; > 0) = 1, V£ > 0. Soit > 0. On a

x
P sup Biy>x | =P| sup B, > — | .
( Dot ) ( 02521 Vi )

En faisant ¢ — 400, le terme a droite tend vers 1. Donc P(sup,o Bs > z) = 1,
Vz > 0. Autrement dit, sup,>q Bs = +00, p.s. Par symétrie, inf,>q Bs = —o0, p.s.
(En particulier, cela confirme que {t > 0 : B, = 0} est p.s. non bornée.) Donc, si
7, = inf{t > 0: B; = a}, a € R (convention : inf @ := oc0), alors P(7, < oo, Va €
R) =1.

EXEMPLE 2.2.6. Soit (t,,),>1 une suite de nombres strictement décroissante vers 0. Alors
p.s. By, > 0 pour une infinité de n, et B;, < 0 pour une infinité de n.

En effet, soit A, = {B;, > 0}. Alors P(limsup A,) = limy_o P(UX yA,), qui est
> limsupy_,., P(Ay) = 1. Or pour tous n > m on a A, € %, et donc limsup A,, =
M Uksn Ak = NpsmUgsn Ak € F, . Il s’en suit que limsup A, € Z,, d’ou P(limsup 4,,) = 1.
]
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EXEMPLE 2.2.7. On a

hlgisogp _tt = +00, hg(l)?fj = —00, p-s.
En effet, fixons K > 0, et soit A, = {y/nBy;, > K}. Comme P(limsupA,) >
limsupy_,, P(Ay) = P(B; > K) > 0, on a, par la loi 0-1, P(limsup A4,,) = 1, et a for-
tiori, limsup,_,, % = 400, p.s. (Donc p.s. les trajectoires de B ne sont pas holdériennes

d’exposant %) On obtient le résultat voulu a ’aide de I'inversion du temps et par symétrie.

O

On peut énoncer la propriété de Markov du mouvement brownien sous une forme plus
faible mais qui aura une extension a une classe plus large de processus. On rappelle les
notations introduites dans la section [L.4]; X; : C(R4,R) = R, X,;(w) := w; est le processus
canonique, € (R, R) est la tribu borélienne de C(Ry,R) et W, est la loi de (z + Bi)i>o.

Nous posons aussi ;X := o(X,,u < t). Alors
PROPOSITION 2.2.8. Pour toute fonction mesurable F: C(R.,R) —R,, x € R et s>0
W [F(Xt-‘rsa 14 > 0) | ] WX [F] Wx — PS.

Preuve. Sous W, (X; — 2)i>¢ est un mouvement brownien ; donc par le Théoréme
(Xtgps — ¢ — (X5 — 2))i>0 = (Xitrs — Xs)i>0 est un MB indépendant de (X, — z,u < s) =
(X, u < s)=.ZX. Donc pour tout A € FX

W, [La F(Xpis,t > 0)] = W, [La F(X, + Xops — X, > 0)]

W, []lAWI [F(Xo+ Xpso — Xort > 0) | Z5] ] - W, [IlAWXS[F} ]

Ceci conclut la preuve. O

2.3. Semi-groupe du mouvement brownien

On note Cy(R) := {f : R + R continue bornée}. Si on munit Cy(R) de la norme
| fllo := sup|f| on obtient un espace de Banach. On note aussi Cy := {f € Cy(R) :
limpy| o0 f(z) = 0} (Co, || - |loc) est aussi de Banach. On définit pour f € Cy(R), t > 0

etz eR
exp (—ﬂ) F) dy.

1
RV 27Tt

PROPOSITION 2.3.1. Pour toute f € Cy(R), Pif € Co(R) et ||Pifl]loo < || flloo- De plus,
Py(Psf) = Piisf et on a les propriétés suivantes :

1. Propriété de Feller : Si f € Cy, alors Pif € Cy et limy o | Pef — flloo = 0.
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2. Générateur infinitésimal : Si f € C% (fonction de classe C* a support compact),
alors limy M s 1"(x).
3. Lien avec l’équatlon de la chaleur : Si f € Cy(R), soit u(t,z) := P,f(xz). On a
u(0,z) = f(x) et
ou  10%u
ot 2027

Preuve. Soit .Z;X, comme avant, la tribu engendrée par le processus canonique (X, 0 <

t>0.

s < t). Par la propriété de Markov, pour tout s > 0 et toute fonction borélienne positive
f R — R+,

W[ f(Xiws) | Z5] = Pf(X,) = W f(Xits) | X ).
On obtient que Py(Psf) = Py sf, car

Pt+sf<x) = Wm[f<Xt+s>] = Wz[wx[f(Xt+s) ’ th]] = WCE[PSf(Xt)] = Pt<PSf)<x>
Soit ¢ > 0. On a
T 1/2,)o=2%/2 44
(Ff@) = o= [ fla st

Par convergence dominée (car f est continue et bornée), on a P, f € Cj.

Montrons maintenant que lim; o P;f = f uniformément sur R. On écrit

(Pef)(x) = f(2) \/%/ e 2 f (x4 t122) — f(x)]dz.

Le théoréme de convergence dominée permet de voir tout de suite que P, f — f simplement.
Soit € > 0. Comme f est bornée, il existe M > 0 tel que f o[> M e /2||f|loe dz < &. Pour
|z| < M, comme f est uniformément continue sur R, il existe § > 0 tel que pour t < 4, on a
sup| <M |f(z+1Y22)— f(x)| < &, YV € R. Par conséquent, pour tout t < 4§, |P,f(z)— f(z)| <
+e <2, Ve eR.

On écrit

(Puf)(w) = f(2) 1Q/mf@+f”d+f@—f”@—2ﬂ@eﬂmdz
Vor |

f

t 2t

On fait ¢t — 0. Comme f € C? on a f(Htl/QZHf(x L2y 2 7(5), et il existe une

(w+t1/2 )+f(@—t1/22)—2
2t

plus, 'hypotheése que f soit & support compact). Pulsque 2%e

constante K < oo telle que pour tout ¢t < 1, ! 1) < K2 (on utilise, en

—2*/2 gt intégrable, il résulte du

théoréme de convergence dominée que (Ptf)(zt) o 2\/E fo 2f"(x)e 2 dy = %f”(:z:).
Fixons t > 0 et z € R. On a

(r —z)?

u(t, ) = W/Rf(r) tl% exp ( - T) dr.
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Comme f est bornée, on peut utiliser le théoréme de convergence dominée pour prendre la

dérivée (partielle par rapport a r) sous le s1gne intégrale :

ou(t, ©) (r —z)? (r —xz)?
5= e [0 (= g ) e (= g

De méme, toujours grace a la bornitude de f et au théoréme de convergence dominée, on

peut prendre la deuxiéme dérivée (partielle par rapport a x) sous le signe intégrale :

P4 s [ 0175 (-4 ) o (-5

u(t,z) _ 1 d*u(t,z)
On constate alors que =g~ = 5 =535, O

2.4. Propriété de Markov forte

Soit B un mouvement brownien défini dans un espace de probabilité complet, et soit .%; la
tribu engendrée par (B, 0 < s < t). On note %, pour la tribu engendrée par (Bs, s > 0).
La propriété de Markov nous dit que pour tout s, (Byys — Bs, t > 0) est un mouvement
brownien, indépendant de .%,. Dans cette section, on étend cette propriété a des instants

aléatoires s.

DEFINITION 2.4.1. Une application 7 : Q — Ry U {occ} est un temps d’arrét si pour tout
t>0, {r <t} e .Z.

EXEMPLE 2.4.2. Le temps constant 7 = t est un temps d’arrét. Un autre exemple est
T =T, OU T, := inf{t > 0: B, = a} (avec la convention habituelle inf ) := +00). En effet,
pour a > 0, {7, <t} = {supy<,<; Bs > a} € ;. Enrevanche, 7 = sup{s <1: B, = 0} n’est
pas un temps d’arrét (cela découlera par 'absurde de la propriété de Markov forte ci-dessous

et de I'Exemple (1)). O
DEFINITION 2.4.3. Soit 7 un temps d’arrét. La tribu des événements antérieurs a T est
Fr={AcFo: Vt>0, An{r <t} € %#}.

EXEMPLE 2.4.4. Les variables 7 et B; l{;<o) sont % -mesurables. Pour 7, il suffit de
remarquer que {7 < u} N{r <t} = {7 <uAt} € % pour tous u,t > 0. Pour B; Li;co0,

on voit que

Brlircoy = EIEOO Z Liijon<r<(it1)/2ny Bijon = ngrfoo Z; (Lgjanery — Lgas1)/2nary) Bijon
et que Ly, B, est F -mesurables si v < s, puisque

{IjgenyBu <ajn{r <t} ={By, < a,s <7<t} U{0<a,7<sAt} € F.
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O
THEOREME 2.4.5 (propriété de Markov forte). Soit T un temps d’arrét. Conditionnel-

lement o {T < oo}, le processus B := (Bryy — By, t > 0) est un mouvement brownien
indépendant de 7.

Preuve. On va montrer que, pour A € %, 0 <t} < --- <t, et FF: R" — R, continue et

bornée,
E | 1sn{r<oo} F<§t1» e ,Etn) =PAN{r <oo})E[F(By, -, B,)]. (2.3)

Cela suffira pour montrer que, conditionnellement a {7 < oo}, B est un mouvement brownien
(en prenant A = Q) et qu’il est indépendant de .Z.,.
Si T i= [1727™]/2™ sur {7 < oo}, ot [z] := min{n € Z : n > z}, alors

1Aﬂ{7<00} F(B‘Fm+t1 - B‘rm? e 7B7'm+tn - B‘rm)

= Z Lan{(k—1)/2m <r<ij2m} F(Bgjamyst;, — Brjoms -+ Bijamy1t, — Brjam).
pn

Par la continuité des trajectoires, le terme gauche de cette égalité converge p.s. quand m — oo

vers 1ir<joo) F(étl, e ,Etn), et par convergence dominée

E []]-Aﬂ{‘r<oo} F(étn T Etn)]
= lim ZE [Lan{(k—1)/2m <r<ij2m} F (Bjamyst; — Bijam, -+, Bojamyst, — Brjam)] -
k=0

Pour chaque k, AN{(k—1)/2™ <7 < k/2™} € F}om. Par la propriété de Markov simple
au temps k /2™

]E [:H'Aﬂ{(kfl)/Zm<T§k/2m}F(B(k/2m)+t1 — Bk/2m7 s aB(k/Zm)+tn — Bk/2"‘):| =
=E [Lan{-1)/2m<r<ijomy] E[F(By, -+, By,)]
et donc
E[Linreoa F(Bu o Bu)] = lim S B [Lingeyyamerciam] EIF(Bueo- By,
k=0
= ]P)(Aﬂ {T < OO})E[F(BtU U 7Btn)]7
d’ou ([2.3)). O

EXEMPLE 2.4.6. Soit 7, := inf{t > 0 : B, = a}. Par la propriété de Markov forte, le

processus (7,, a > 0) est a accroissements indépendants et stationnaires, et a trajectoires
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croissantes. En plus, pour tout ¢ > 0, les processus (¢ 27, a > 0) et (7,, @ > 0) ont la méme

loi car
(¢ *Tea)as0 = (inf{c ™2t > 0: B, = ca})uso = (inf{t > 0: ¢ "By = a})a>0
(:) (mf{t >0: Bt = a})azo = (Ta)QZO-
On dit que (7,, @ > 0) est un subordinateur stable d’indice (1/2). O

THEOREME 2.4.7 (principe de réflexion). Soit S; = supy<,<; Bs, t > 0. Alors
P(S; >a, B,<b)=P(B;, >2a-0), a>0, b<a. (2.4)
En particulier, pour tout t > 0 fixé, S; a la méme loi que |By|.
REMARQUE 2.4.8. L’identité en loi entre S; et |B;| n’est vraie que pour ¢t > 0 fixé. Les
processus (Si, t > 0) et (|By|, t > 0) ont des comportements tout a fait différents (par

exemple, le premier est monotone, ce qui n’est pas le cas pour le second). Un résultat de P.
Lévy dit néanmoins que (S; — By, t > 0) et (| By, t > 0) ont la méme loi. O

Preuve du Théoréme 4.7. Rappelons que 7, < oo, p.s. On a
P(S >0 Bi<b)=P(r, <t B<b)=P(r<t B, <b-a),

ol ES = Bsy,, — B;, = Bs;., — a. Par la propriété de Markov forte, B est un mouvement

brownien indépendant de .%,,. En particulier le couple (7,, B) est indépendant. Puisque — B

a méme loi que B, nous obtenons que (Ta, —E) a méme loi que (7, é) et donc
P(Ta <t, B, gb—a) IP(Ta <t —B,. gb—a).
Nous obtenons
P(S,>a, B,<b) = P(Ta <t —B_, < b—a)
= P(r. <t, B >2a—0),

ce qui prouve (2.4), car {B; > 2a — b} C {7, <t} par a > b.

Pour compléter la preuve du théoreme, il suffit de noter que
P(St > CL) = ]P(St > a, Bt > a) +P(St > a, Bt < a) = 2P(Bt > CL) = P(|Bt| > CL). (]

COROLLAIRE 2.4.9. La loi du couple (Sy, By) a pour densité

2(2a — b) ( (2a — b)*
2 exp (T

f(ShBt)(a? b) - m ot > ]]-{a>0, b<a}-
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EXEMPLE 2.4.10. On s’intéresse a la loi de 7,. D’apreés le Théoréme|2.4.7], pour tout ¢ > 0,

P(ra < ) = P(S: > a) = P(Bi| > a) = P(VE|Bi| = a) P (g < t) .

i
Donc 7, a méme loi que a?/B?, Va € R. D’o1, pour a # 0,

lal a?
fTa(t> = \/Wexp _g ]]-{t>0}-
En particulier, E(7,) = oo si a # 0. On rappelle que, par les exemples et (3),
P(rp=0)=1et P(7, < +o0) = 1. O

2.5. Variation quadratique du mouvement brownien

PROPOSITION 2.5.1 (Lévy). Fivonst > 0. Soit A, :={0 =17 <t} <--- <t} =t} une
suite de subdivisions de [0,t] de pas tendant vers 0, ¢’est-a-dire sup,(t —tI ;) — 0, n — 0.
Alors

Pn
nh_}rgO Z<Bt? — Bm ) =t, dans L*(P).
i=1

Si en plus les subdivisions sont emboitées, c’est-a-dire Ay C Ay C -+ -, alors la convergence

a lieu également au sens presque sar.

Preuve. Montrons d’abord la convergence dans L?*(P). Soit
Yi=Y":=(By-By ) -t —t],), 1<i<p,
Les variables aléatoires (Y;, 1 < i < p,) sont indépendantes et centrées. De plus, (soit

a:=t"—1t" ), E(Y?) = ®E[(B} — 1)?] = a*(E(B}) — 1) = 2a*. Donc

Pn Pn

E[(Z(Bt?—Bt;u)Q—tf] = E[(Zlﬁﬂ ziVar(K)

i= i=1

Pn
= 2 Z(t? - t?—l)Q
i=1
< 2t sup (¢ —t,) — 0.
1<i<pn
D’ou la convergence dans L*(IP).
On démontre la convergence p.s. seulementﬂ pour le cas particulier ot ¢! = i/2", 0 < i <

12" | := p,. On a vu que
Pn 2 Pn ¢
n n \2
S{($5 ) 255 < o
i=1 i=1

1. La preuve de la convergence p.s. dans le cas général est plus technique; on peut consulter par exemple
la Proposition 2.12 du Chapitre II du livre de Revuz et Yor 1999.
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Par I'inégalité de Tchebychev,

- 1) < tn?
n/ — 2n=1’

IP’( iy
=1

qui est sommable en n > 1. Par le lemme de Borel-Cantelli, il existe un événement A tel

que P(A) = 0, et que pour tout w € A, on puisse trouver ng = ng(w) < oo satisfaisant
Pn
pR?
i=1

D’ou la convergence p.s. U

1
< —, Vn > ng.
n

COROLLAIRE 2.5.2. Le mouvement brownien a p.s. variation infinie sur tout intervalle
la,b], 0 < a<b, ie.

p
| B|([a, b]) := sup { S IB(t:) — B(tio)] } — too,
i=1
ou le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 =ty < t; < --- <, de [a,b].

Preuve. Soit O C € un mesurable tel que P(O) =1 et pour tout w € O :
(62" ]
Jm 3 (By () ~ By, ()" =b,
i=1

pour tous les b € Q, ou ' =i/2", i > 0. Soit w € O et a < b, a,b € Q. Nous avons que

Y (Bu(w) = By, (@))* < |B.(w)|(la,0]) - sup | Bs(w) = Br(w)]-

a<t?<b s,r€la,b],|s—r|<2—"

Puisque r — B,(w) est uniformément continue sur [a, b], si la variation totale |B.(w)|([a, ])
sur [a, b] est finie, alors la limite du terme de droite quand n — +oo doit étre nulle, alors
que nous savons que le terme de gauche tend vers b—a > 0. Si a < b sont génériques, il suffit

de considérer a < a’ < b < b avec d, b € Q. O

REMARQUE 2.5.3. Dans la Proposition [2.5.1] si I’on enléve la condition que les subdivi-
sions soient emboitées, la convergence p.s. ne peut avoir lieu en général. Pour des discussions

détaillées sur ce sujet, voir p. 48 du livre de D. Freedman intitulé “Brownian Motion and
Diffusion" (Holden-Day, 1971). O

2.6. Les zéros du mouvement brownien

PROPOSITION 2.6.1. Soit % := {t > 0: B, = 0}. Montrer que p.s. Z est fermé, non

borné, sans points isolés.
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Preuve. Par la continuité de t — B; nous obtenons que 2 est un ensemble fermé. Dans
Iexemple nous avons montré que 2 est p.s. non-borné. Il s’agit donc de vérifier que
Z n’admet p.s. pas de point isolé.

Pour tout t > 0, soit 7 := inf{s >t : B; = 0} qui est un temps d’arrét. Il est clair que
T < 00, p.s., B;, = 0. La propriété de Markov forte nous dit que 7; n’est pas un zéro isolé
de Z. Donc, p.s., pour tout » € Q,, 7. n’est pas un zéro isolé.

Soit t € Z\{7, r € Q4 }. Il suffit de montrer que ¢ n’est pas un zéro isolé. Soit une suite
de rationnels (r,,) 11 t. Il est clair que r,, < 7, < t. Par le théoréme des gendarmes, 7,, — t,

et donc t n’est pas un zéro isolé. [l

Il est connu en analyse (voir, p.72 du livre de Hewitt, E. et Stromberg, K. : Real and
Abstract Analysis. Springer, New York, 1969) qu’un ensemble fermé sans points isolés est

infini non-dénombrable. Donc Z est p.s. infini non-dénombrable.

2.7. Mouvement brownien multi-dimensionnel

Un processus (B");s0 := ((B},- -+, BY));>0 est un mouvement brownien & valeurs dans
R? si B, ---, B4 sont n mouvements browniens indépendants. La plupart des propriétés du
mouvement brownien que l'on a étudiées jusqu’a maintenant peuvent étre étendues en di-
mension quelconque. En particulier, la propriété de Markov forte reste vraie, avec exactement

la méme démonstration.






Chapitre 3
Martingales a temps continu

On présente les rudiments de la théorie des processus, au moins la partie qui nous sera
utile par la suite. On commence par introduire les notions de filtration, tribu, temps d’arrét

et processus, pour étudier ensuite les martingales a temps continu.

3.1. Filtrations et conditions habituelles

Soit (€2,.#,P) un espace de probabilité. Une filtration (.%,);>o sur cet espace est une
famille croissante de sous-tribus de .%. On dit que (2,.7, (.%;), P) est un espace de probabilité
filtre.

DEFINITION 3.1.1. Une application 7 : Q — R, U {400} est un temps d’arrét si
V0 <t<oo, {r<t}e.Z

Pour tout £ > 0, on pose
ﬁm— - ﬂgs

s>t
La famille (%, t > 0) est aussi une filtration. On voit facilement que o : Q — R, U {400}

est un (F, )-temps d’arrét ssi pour tout ¢ > 0 'on a {0 < t} € %, car

(1) si {o <t} € % pour t >0, alors pour tout n € N

{o<t}=(o <t+1/k} € Friapm

k>n

et donc {0 <t} € Z;

(2) si {o <t} € F 4 pour tout t > 0, alors

{o<ty=J{o<t—1/n} e 7.

EXEMPLE 3.1.2. Soit (B, t > 0) un mouvement brownien et (.%;) sa filtration canonique.
Alors pour a € R
7, :=1inf{t > 0: B, = a}, inf () := 400,
est un (.%;)-temps d’arrét. Or si a > 0 et
o, :=1inf{t > 0: B; > a}, inf () := +o0,
25
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alors on sait par les exemples et la propriété de Markov forte que p.s. 7, = 0o,.
D’un autre coté, o, n’est pas un (%#;)-temps d’arrét. On voit que pour tout n € N
{oa <t} ={S; >a} € F

et donc o, est un (% )-temps d’arrét. Voir les exemples et ci-dessous. O

Cet exemple montre que la propriété d’étre un temps d’arrét par rapport a la filtration
canonique n’est pas stable si on change la variable sur un ensemble de probabilité nulle. Ce

phénomeéne semble peu naturel et motive les définitions suivantes.

DEFINITION 3.1.3. On dit que la filtration (%, t > 0) est continue a droite si %, =
Fy, YVt > 0. Si () est une filtration et Fy (donc toute F;) contient tous les ensembles

P-négligeables, alors on dit que la filtration est compléte.
Il est clair que la filtration (., t > 0) est continue a droite.

DEFINITION 3.1.4. On dit que la filtration (F;) satisfait les conditions habituelles si

elle est a la fois continue a droite et compléte.

Etant donnée une filtration (.%;) quelconque, on peut construire une filtration qui satisfait
les conditions habituelles, simplement en ajoutant a chaque tribu .%;, la classe des ensembles
P-négligeables de .#. C’est 'augmentation habituelle de la filtration (.%#;). On suppose

dorénavant que nos filtration satisfont les conditions habituelles sans le répéter chaque fois.

On étudie maintenant la mesurabilité pour les processus. Un processus (X;, t > 0) est
dit continu & droite (resp. a gauche) si ses trajectoires sont p.s. continues a droite (resp. &

gauche).

DEFINITION 3.1.5. Un processus (X¢)i>o est dit mesurable si ['application
(t,w) — Xi(w)
définie sur Ry x Q est mesurable par rapport a la tribu B(Ry) @ F.
Cette propriété est plus forte que de dire que V¢ > 0, X; est .#-mesurable. En revanche,
si les trajectoires sont assez réguliéres (par exemple, continues a droite ou a gauche), alors

les deux propriétés sont équivalentes; il suffit en effet d’approcher X par des processus “en

escalier" qui sont quant & eux mesurables.

DEFINITION 3.1.6. Un processus (X)i>o est dit adapté (par rapport a la filtration (%))
siVt >0, X; est F;-mesurable.
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DEFINITION 3.1.7. Un processus (X )i>o est dit progressif ou progressivement mesurable
(par rapport a la filtration (F;)) siVit >0,

(s,w) — X(w)
est mesurable sur [0,t] x Q muni de la tribu B([0,t]) @ Z;.
Il est clair que tout processus progressif est adapté et mesurable (car, pour tout A € &
ou 'on suppose que (X;) est a valeurs dans (E, &), {(s,w) € Ry x Q: X (w) € A} =
U {(s,w) € [0,n] x Q: X (w) € A} € B(R;) ® F). Le résultat suivant nous fournit une

inversion partielle.

PROPOSITION 3.1.8. Tout processus adapté et continu & droite (ou continu a gauche) a

valeurs dans un espace métrique est progressif.
Preuve. Soit (X;) adapté et continu a droite. Soit ¢ > 0. Pour tout n > 1, on définit

S

XM .= Xt/\(\_ns/:Lj+1)t, s € [O,t].

Alors X" (w) — X(w) par la continuité a droite. D’autre part, pour tout A € & (on suppose
que (X;) est a valeurs dans 'espace (E, &, d))

{(s,w): s€0,1], XM(w) e A}

([u7 %[ X { X/ € A}) U({t} x {X; € A})

C =

n
k

Il
—

S

®

0,t]) ® F,
done (s,w) — X (w) sur [0,¢] x © est mesurable par rapport a la tribu %([0,t]) ® %.

La preuve est similaire si (X;) est adapté et continu a gauche; il suffit alors de prendre
Xs(n) = X|_ns/tj U

t.
n

Une partie A € B(R;) ® .Z est dite progressive si le processus X;(w) 1= 14(t,w) est
progressif. L’ensemble des parties progressives forme une tribu sur R, x €2, que 'on appelle
la tribu progressive. On peut facilement vérifier par définition qu’un processus (X;):>o est
progressif si et seulement si 'application (¢,w) — X;(w) est mesurable sur R, x © muni de

la tribu progressive.

3.2. Temps d’arrét
Soit (2, #, (%), P) un espace filtré. On définit

Foo 1= U(U?J = t\>/0§t’

t>0
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la tribu engendrée par tous les éléments de toutes les tribus %, t > 0.

A chaque temps d’arrét 7, on peut associer les tribus suivantes :

T

Fry = {A€eF: V>0, An{r <t} e F}.

F, = {A€ T Vt>0 An{r <t} . %},

On se donne quelques propriétés simples de ces tribus. Leur preuve est tout a fait élémentaire.
° 7 r C 7z T+ 3
si (%) est une filtration continue a droite, alors %, = %, ;

une application 7 est un (%, )-temps d’arrét si et seulement si V¢, {7 <t} € %, ou

encore si et seulement si Vi, 7 At est #;-mesurable;

siT=t, alors #, = % et %, = Fy;

T est %, -mesurable ;

pour tout A € Fo, 7 := 71,4 + (+00)1 e est un temps d’arrét si et seulement si
Ae 7.

e Si 0 < 7 sont deux temps d’arrét, alors .%, C .%,.

PROPOSITION 3.2.1. Soit T un temps d’arrét, alors

72" k
Ty = ( on W = Z - Lik—1)/2n<r<k/an} + (400) Lir—oc}

est une suite de temps d’arrét qui décroit vers T.

Preuve. 1l est clair que (7,,) décroit vers 7. Il suffit de montrer que chaque 7,, est un temps
d’arrét. Or, 7, est .Z,-mesurable, et comme 7, > 7,0on a {7, <t} = {7, <t}n{r <t} € F#,
car {7, <t} € Z,. O

C’est le moment de préciser la principale raison pour laquelle on a introduit la notion de

processus progressif dans la section précédente.
THEOREME 3.2.2. Si (X;)s>0 est un processus progressif a valeurs dans R, et si T est un
temps d’arrét, alors X, 1<) est F.-mesurable.

Preuve. Soit Y := X;1{,.). Pour que Y soit .#.-mesurable, il suffit que Y 1{;<; soit
Z-mesurable pour tout ¢t > 0. Or Y 1<y = Xoa Lir<yy. On remarque que X, est la
composition des deux applications :

(97 yt) — ([0>t] X Q> @([OJ]) ® yt)

w — (T(w)At, w)
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et
([0,4] x Q, B(0,1) ® F#) — (RY B(R?)
(s,w) — Xi(w)

qui sont toutes les deux mesurables (la deuxiéme par la définition d’un processus progressif).

Donc X, ainsi que X, 1<y, sont .F-mesurables. [

EXEMPLE 3.2.3. Si (X;);>0 est un processus adapté continu a valeurs dans un espace

métrique (E, d), alors pour tout ouvert G C F,
¢ :=mf{t >0: X; € G}
est un (F4 )-temps d'arrét. En effet, {7¢ <t} = U /0 no{Xs € G}- 0O

EXEMPLE 3.2.4. Si (X;);>0 est adapté et continu & valeurs dans un espace métrique
(E,d), alors pour tout fermé F C E,

e =1inf{t > 0: X, € F'}

est un temps d’arrét. En effet, {7p <t} = {inf,cpogno d(Xs, F)) = 0}. d

3.3. Rappels sur les martingales & temps discret

a

Soit (My)n>0 un processus réel adapté défini sur 'espace filtré (2,.%, (%), P) tel que
E(|M,|) < 400 pour tout n > 0. On dit que (M,),>0 est

(i) une sous-martingale si E(M,, | .%#,) > M, p.s. pour tout m >n >0

(ii) une sur-martingale si E(M,, | .%,) < M, p.s. pour tout m >n >0

(iii) une martingale si E(M,, | #,) = M,, p.s. pour tout m > n > 0.
Si (M,,),>0 est une sous-martingale et il existe M., € L' tel que p.s. M,, < E(M,, | #,) alors
on dit que (M,,),>0 est fermée par M., en tant que sous-martingale. Si M,, = E(M, | .%#,)
pour tout n alors (M,),>o est fermée par M, en tant que martingale.

Soit (X4, a € A) une famile de variables aléatoires réelles, indexée par un ensemble non

vide A quelconque. Alors (X, o € A) est dite uniformément intégrable si

li E(|X,|1 =0.
Jim_sup (IXal Lxal>x))

Nous rappelons les résultats suivants :
(1) (M,)n>0 sous-martingale, 7 temps d’arrét = (M, )n>0 Sous-martingale.

(2) (Doob) (M,,),>o martingale, % + é =1(p>1,¢>1),k>0 =

max |M,|
0<n<k

< ¢ M. !

| upl
p n>0

< g sup || My||,-
k>0
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(3) (Lévy) € v.a. intégrable = E(¢|.%,) — E(¢| #.) p-s. et dans L.

(4) (Théoreme d’arrét) (M,),>o martingale fermée, 0 < 7 temps d’arrét. Alors p.s.
E(M,| Z%,) = M,.

(5) Si & € LY(P), alors la famille de v.a. (E(]¥), ¥ tribu C %) est uniformément

intégrable.

(6) Si X,, est une v.a. qui tend en probabilité vers X quand n — +oo, alors (X,,),, est

uniformément intégrable si et seulement si X,, — X dans L'(P).

(7) Une martingale (M,,),>0 est fermée si et seulement si elle est uniformément intégrable.

3.4. Martingales a temps continu

Soit (My)i>o un processus aléatoire réel défini sur l'espace filtré (2,.7, (%), P).

DEFINITION 3.4.1. On dit que (M;)i>o est une martingale (resp. surmartingale; sous-
martingale) si

(1) (M;)i>o est adapté ;

(1)) Vit >0, E(|M,]) < oo

(i) Vs < t, E(M; | Fs) = Mg, p.s. (resp. < My; > M).

EXEMPLE 3.4.2. Soit (B;,t > 0) un mouvement brownien, et soit (.%#;) sa filtration
canonique. Alors (By,t > 0) est une martingale.

On peut facilement vérifier que B? — ¢ est aussi une martingale, car, pour t > s, E(B? —
t|F,) = E[(B; — Bs + B)*| %)] — t, et comme pour tout z € R, E[(B; — B, + 1)?] =
Var(B; — B,) + 22> =t — s + 2°, on obtient E(B2 —t|.%,) =t —s+ B> —t = B? — s.

Il existe une autre martingale importante : exp (6 B;— %t), ou # € R est un réel quelconque.
En effet, comme E[e?(Bi=5:)] = ¢”(=9)/2 op a ]E[eeBt_%t | Zs] = P(1=5)/20Bo= 5t — IBo= s,

O

EXEMPLE 3.4.3. L’exemple précédent s’étend a tous les processus a accroissements indé-
pendants (PAI), i.e. un processus (X¢, t > 0) tel que pour 0 <t <tg < -+ <tn, X¢, — Xt
Xy, , — X4, 5, -+, Xy, sont indépendantes. Le mouvement brownien est un PAIL. Un autre
exemple PAT est le processus de Poisson N; := Y > | 1 <y, ot 7, := Wy +--- W, et (W)
est une suite iid de variables aléatoires exponentielles.

Soit (%) la filtration canonique d'un PAI (X;, ¢ > 0). Par classe monotone, pour tout
s < t, X; — X, est indépendante de .Z%,.

(i) Si pour tout ¢, X; est intégrable, alors X, = X, —E(X}) est clairement une martingale ;
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(ii) Si, pour tout ¢, X; est de carré-intégrable, alors Y; := )Z'f —E()zf) est une martingale.

En effet, si s < t,
E[Y;| 7] = E'()?t—j%ﬁ)?s)?@s}—ﬁ[)?f]

- E '()?t—f(’s)ﬂgzs} + X2 4 2X,E [)?t —)?sygzs} ~ E[X?]

- E[(X,-X)?|+ X2+ 2X%,E| X - X, | - E[X]

= E[X]] - E[X?]+ X? - E[X]]
— Y.

(iii) Soit 6 € R. Si E(e?**) < oo pour tout ¢, alors

e@Xt

Ly = ———
L ElefX]

est une martingale. En effet, pour t > s,
OXE[efXi=Xo) | 7] Q0

E[Z | 7] = E[efXs] E[ef(Xe—Xo)] - E[efX:] = Zs. O

Il est facile de voir que la plupart des propriétés élémentaires des martingales a temps
discret sont encore valables pour les martingales & temps continu. Par exemple si (M;):>o est
une martingale et si f est une fonction convexe telle que E(| f(M;)|) < oo, V¢, alors (f(My))
est une sous-martingale. Si (M;);>o est une sous-martingale et si f est une fonction convexe
et croissante telle que E(|f(M;)|) < oo, alors (f(M;)) est une sous-martingale.

Une autre observation est que si (M;);>o est une martingale, et sip > 1, alors ¢ — E(|M|?)

est croissante, car (|M;|) est une sous-martingale.

THEOREME 3.4.4 (inégalité de Doob). Soit (My)s>o une martingale continue a droite,
telle que M, € LP(IP), alors

sup | M|
s€[0,¢]

< q Ml ,

sup | M|
p s>0

< g sup || M|, ,
p >0
sl 1 _
ou s+ o= 1.
Preuve. Soit D C R, dénombrable et dense. Par I'inégalité de Doob pour les martingales a

temps discret et convergence monotone,

sup [ M|
s€[0,tjND

< allMlly -
p

Comme la continuité a droite des trajectoires de (Ms)s>o nous dit que supyep gop |Ms| =

SUDsepo, | Ms| p-s., on obtient I'inégalité cherchée. La deuxiéme inégalité suit en prenant la
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limite ¢ — +oo dans la premiére, et en remarquant que pour une martingale la fonction

t — || M,]|, est monotone non-décroissante par la remarque qui précéde I’énoncé. O

PROPOSITION 3.4.5. Soit (M;)i>o une martingale continue & droite, et soit T un temps

d’arrét. Alors (Moa)i>o est une (F;)-martingale (et a fortiori, une (Fp¢)-martingale).

Preuve. Soit 0 < s < t. En considérant éventuellement 7 At on peut supposer que 7 est
borné. Soit n fixé et 7, := 27"[2"7] comme dans la Proposition Alors 7, est un
(Fra-n)k>o-temps d’arrét qui prend valeurs dans I’ensemble dénombrable {k27" k € N} et
(Myg—n)k>0 est une (Fya-n)p>o-martingale. Nous notons ¢, := 27"[2"t] > t. Par le résultat
sur les martingales & temps discret, pour tout s < t nous avons E(M, a, | Zs,) = My ps,s
i.e. pour tout A € F, C F, : E[ls M, rt,] = E[1a M ps,]-

Nous voulons maintenant passer a la limite quand n — +oo : il suffit de remarquer que
la famille (M.,

n

n *

Atn ) €St uniformément intégrable car M, n¢, = E[M | #:, ar,]. La continuité
des trajectoires de M nous dit que, quand n — 400, M, .. — M x; p.s. et dans L' et cela

donne que M, ; € L' et (M, )¢>0 est une martingale. O

Une martingale (M;,t > 0) est dite fermée s’il existe My, € L telle que M; = E(M, | .F;)
p.s. pour tout ¢ > 0. Quitte a remplacer M, par E(M,, | %), on peut supposer que M, soit

ZF-mesurable. En particulier on a que My = M, 1{gco0y + Moo 1{s—o0} st Foo-mesurable.

THEOREME 3.4.6 (Théoréme d’arrét). Soit (M;)i>o une martingale continue a droite et

fermée. Sotent o < 1 deux temps d’arrét. Alors p.s.
E(M, | %#,) = M,. (3.5)

Preuve. Montrons que M, est intégrable. Soient 7, := 27"[2"7] et 0, := 27"[2"¢| comme
dans la Proposition deux suites de temps d’arrét. Il est clair que, pour tout n, le
processus (M, on+1, @ > 0) est une martingale & temps discret, fermée par M. Le théoreme
d’arrét (pour les martingales a temps discret) permet alors de dire que p.s. E(My | %) =
M., donc (M,,),, forme une famille uniformément intégrable. Or par la continuité a droite
des trajectoires, M, converge p.s. vers M, quand n — +o00; donc M, converge vers M,
dans L' et M. est intégrable.

Soit (0y,), la suite de temps d’arrét associée & o. De méme, M, — M, p.s. et dans
L'. Puisque 0,, < 7,, le théoréme d’arrét (version a temps discret) nous dit que M, =
E[ M., | %5, ], et donc pour tout A € F#, C F,,, E[M,, 14] = E[M,, 14]. En faisant
tendre n — oo et en constatant la convergence dans L', on obtient : E[ M, 14| =E[M, 14].

Puisque A € %, est quelconque, on a p.s. E[M, |.%,| = E[M,|%#,]. Or, (M;)i>o est
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progressif (Proposition [3.1.8)), on sait que M, = M, L{y<oo} + Moo L{g=o0} €St F,-mesurable
(Théoréme [3.2.2)), on obtient ({3.5]). O

REMARQUE 3.4.7. Si 0 et 7 sont bornés par une constante finie K, alors le théoréme
d’arrét est valable pour toute martingale continue a droite (My);>¢ : il suffit de remplacer

(My)i>0 par (Miak)i>0 pour obtenir une martingale fermée.

REMARQUE 3.4.8. Une conséquence importante du théoréme d’arrét est que, sous les

mémes hypothéses,

3.5. Mouvement brownien en tant que martingale

DEFINITION 3.5.1. Soit (Q,.%,(%#),P) un espace filtré. On dit que (Bi)i>o un (F)-
mouvement brownien si
(i) (Bi)i>o est (F:)-adapté;

(11) pour tout s > 0, (Brs — Bg)i>0 est un mouvement brownien indépendant de Fs.

Par exemple, un mouvement brownien standard est un mouvement brownien par rapport
a sa filtration canonique.
Durant toute la section, on suppose que (By);>o est un (.%;)-mouvement brownien. On

se donne quelques exemples d’applications des théorémes d’arrét.

EXEMPLE 3.5.2. Soit 7 := inf{t > 0: B; = 1}. Par I'exemple [2.2.5}(3) ce temps d’arrét
est p.s. fini mais par 'exemple [2.4.10 E(7) = +o0o. Puisque p.s. B, =1,

1:]E[Brl |90] %BOZO

Dans ce cas (B;)i>0 n’est pas une martingale fermée et 71 n’est pas borné; le théoréme d’arrét

ne s’applique donc pas. 0]

EXEMPLE 3.5.3 (identités de Wald). Soit 7 un temps d’arrét tel que E(7) < oco. Alors
B, € L?, E(B;) =0 et E(B?) = E(7).

Observons d’abord que (By);>¢ n’est pas une martingale fermée et 7 n’est pas supposé étre
borné ; le théoréeme d’arrét ne s’applique donc pas directement. Par la Proposition [3.4.5] By~
et B3, —t A7 sont des martingales et E(B? ) =E(t A7) < E(7), et donc sup, E(B2,,) <
E(T) < oo. Par conséquent, Bjs, est une martingale continue uniformément intégrable,
fermée par B, (en particulier, B, est intégrable). Par le théoréme d’arrét, E(B,) = E(Box,) =
0.
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Par I'inégalité de Doob,
E [sup BEM] <4supE [B;,,] <4E(7) < oo,
>0 >0
et donc (B?,,,t > 0) est uniformément intégrable. Comme (¢ A 7,¢ > 0) est uniformément
intégrable, B?,_—t A T est une martingale continue uniformément intégrable, fermée par
B? — 7 (en particulier, B, est de carré-intégrable). Par le théoréme d’arrét, E(B? — 1) = 0.
Autrement dit, E(B?) = E(7). O

EXEMPLE 3.5.4. Soit 7, := inf{t > 0: B, = a}. Soit § > 0. On sait que (e?B=0*%/2),,4
est une martingale. Si a > 0, alors 0By, —0*(t A7,)/2 < fa, donc, par la Proposition [3.4.5]
(e/Berma=0?(tATa)/2 1 > ()) est une martingale continue bornée qui converge p.s. vers e?e—0°7e/2
quant t — 400 (rappelons que 7, < oo p.s.). On a par le théoréme de convergence dominée
que

1=F [89(1—927,1/2} )
Autrement dit, E[e_92Ta/ 2] = e%. De fagon équivalente, pour tout a € R :
E [e”\“’} = e"“‘m, A>0.

On peut facilement vérifier que ceci est en accord avec la densité de 7, donnée dans I’Exemple
2.4.100 O

EXEMPLE 3.5.5. Soit ((X;,Y;))>0 est un mouvement brownien & valeurs dans R? issu
de (Xo, Yo) = (0,1) (c’est-a-dire que (X;) et (¥;) sont deux mouvements browniens linéaires
indépendants). Soit 7 := inf{t > 0: Y; = 0}. Quelle est la loi de X ?

D’aprés I'exemple précédent, pour tout 6 € R, E[e_‘ng/ 2] = eIl Comme 7 est indépen-
dante de o(X;);>0, on a pour tout 6 € R,

E[e?] =E [eiéﬁ)ﬁ} _E [e’OQT/Q] — ol
Autrement dit, X, suit la loi de Cauchy standard.

Cela donne un exemple d'une variable non-intégrable obtenue en calculant la position

d’un brownien & un temps d’arrét p.s. fini. O



Chapitre 4
Semimartingales continues

De méme que les mesures sont les objets mathématiques pour lesquels on peut construire
des intégrales déterministes, les semimartingales sont des processus aléatoires pour lesquels
on peut construire un calcul intégral puissant qui étend le calcul intégral déterministe. Nous
travaillerons toujours avec des semimartingales continues, mais il est possible, au prix de
difficultés techniques supplémentaires, de faire de méme avec des processus admettant des
sauts.

Une semimartingale se décompose en somme d’une martingale locale et d’un processus a

variation finie. Nous allons étudier séparément les deux notions.

4.1. Processus a variation finie

Commengons par un rappel sur les fonctions (déterministes) croissantes.

THEOREME 4.1.1 (Stieltjes). Soit F': R — R une fonction croissante continue a droite.
Il existe une unique mesure dF sur (R, #(R)), appelée mesure de Stieltjes associée a F,

vérifiant :

Va,b e R, a<b, dF(]a,b]) = F(b) — F(a).
Pour une démonstration, voir 'ouvrage de Briane et Pages.

EXEMPLE 4.1.2. L’exemple principal est F'(x) = x, x € R. La mesure de Stieltjes associée

est la mesure de Lebesgue dx. Pour toute variable aléatoire X a valeurs dans R, si on définit
F(t):=P(X <t), teR,

alors la mesure de Stieltjes associée & F est la loi de X et F' est appelée la fonction de
répartition de (la loi de) X. De fagon équivalente, pour toute mesure de probabilité u sur R,
si on définit

F(t) :=p(]—o0d]), teR,

alors la mesure de Stieltjes associée a F' est .

35
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REMARQUE 4.1.3. Si F': R — R est croissante et continue a droite, alors F' est continue

en z si et seulement si dF'({z}) =0, car

dF({z}) = F(z) — F(z—), F(z—) :=lim F(y).

yta
La fonction F' est donc continue sur R ssi dF' n’a pas d’atomes. [l

EXEMPLE 4.1.4. Un exemple trés instructif est la fonction escalier du diable, construite
par récurrence de la fagon suivante. On prend fy : [0,1] — [0,1], fo(z) = 2z, x € [0,1]. La
fonction f; : [0,1] — [0,1] est la fonction continue affine par morceaux qui vaut 0 en 0, 1 en

1, et 1/2 sur [1/3,2/3].

On passe de méme de f,, & f,+1 en remplagant f,,, sur chaque intervalle [u,v] = [3%, ’;r—nl}
ol elle n’est pas constante, par la fonction continue affine par morceaux qui vaut M

sur le tiers central de I'intervalle [u, v].

Alors on vérifie que pour tout z € [0, 1], |foy1(z) — fu(z)| <2771 ce qui montre que la
série de fonctions ) -, (fnt1 — fn) converge uniformément, et donc que la suite f,, converge
uniformément. La fonction limite f est continue, monotone, et I'on a f(0) =0et f(1) =1
comme annonce.

De plus, f a une dérivée nulle sur le complémentaire de I’ensemble de Cantor K, construit

par récurrence de la fagon suivante. Nous définissons

17 2 K, 2+K,
Kl = |:0,—:| U |:— 1:|, Kn+1 =—U + nZl

3 3’ 3 3

On voit facilement que K, C K,4; C [0,1] et K := N, K, est donc un compact. En plus
la mesure de Lebesgue de K, est égale a (2/3)", donc K a mesure de Lebesgue nulle. Le
complémentaire A := [0,1] \ K et un ouvert avec mesure de Lebesgue 1 donc dense dans
[0,1]. Donc f est dérivable sur A avec dérivée nulle, ot A C [0, 1] est un ouvert dense dans
[0,1]. Pourtant f est continue etf(1) =1 > 0= f(0), donc f n’est pas constante!

L’explication est que la mesure de Stieltjes df associée a f est concentrée sur K, qui
a mesure de Lebesgue nulle. Comme expliqué dans la Remarque [1.1.3] la continuité de f

implique que df n’a pas d’atomes. Voir 'ouvrage de Briane et Pagés pour plus de détails. [

Nous passons maintenant aux fonctions (déterministes) a variation finie. Soit 7" > 0 fixé.
On rappelle qu'une mesure signée sur un espace mesurable (F, &) est toute différence de

deux mesures finies positives.

DEFINITION 4.1.5. Une fonction a : [0,T] — R continue & droite avec a(0) = 0 est dite a
variation finie sil existe une mesure signée, notée da, sur [0,T] telle que a(t) = da([0,¢])

pour tout t € [0, 7.



4.1. PROCESSUS A VARIATION FINIE 37

REMARQUE 4.1.6. Une fonction a : [0,7] — R continue a droite avec a(0) = 0 est donc
a variation finie ssi a = F} — Fy ot F; : [0,T] — R est croissante continue & droite : il suffit

d’écrire da = p; — pg avec p; mesure finie positive, et F;(t) := p;([0,¢]), t € [0,T], i = 1, 2.

Si a est croissante, da est la mesure de Stieltjes de a. Pour toute a & variation finie,
par classe monotone la mesure da est déterminée de facon unique par a. Par contre la
décomposition de da = p1 — po comme différence de deux mesures finies positives n’est pas
unique, mais elle le devient si I’on impose de plus que les mesures de ju; et us soient étrangéres

(c’est-a-dire, iy (F) = 0 = pz(E°) pour un borélien F).

LEMME 4.1.7. St a est une fonction a wvariation finie alors il existe un seul couple

(day,da_) de mesures finies sur [0,T] étrangeéres et telles que da = day — da_.

Preuve. Pour une décomposition quelconque da = p; — o la mesure v = 3 + po est positive
finie telle que p; < v et py < v. Par le théoréme de Radon-Nikodym il existe deux fonctions

boréliennes non-négatives hy et hy sur [0, 7] telles que
dp; = h; dv, 1=1,2.
Si on pose h := hy — hy alors
da=hdv=h"dv—h~ dv =:da; — da_

et les deux mesures da, et da_ sont portées par les ensembles boréliens disjoints D, := {t €
[0,7] : h(t) >0} et D_:={t € [0,T] : h(t) < 0} respectivement.

L’unicité de cette décomposition découle du fait que
day(A) = sup{da(C) : C € £A([0,T]), C C A}, VAeA(0,71)),
car pour tout C' borélien contenu dans A
da(C) =day (C) —da_(C) < day(C) < day(A), day(A) =da(ANDy).
Ceci conclut la preuve. 0

On note
|da| ;= day + da_,
mesure finie appelée variation totale de da. On a |da|(E) < |da(E)| pour tout A €
A(]0,T)), mais 1'égalité est fausse en général. La densité de Radon-Nikodym de da par

rapport a |da| est donnée par

da = (1p, —1p_)|dal. (4.6)
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PROPOSITION 4.1.8. Une fonction a continue est a variation bornée sur [0,T] si et seule-

ment si elle s’écrit comme différence de deux fonctions continues croissantes.

Preuve. Le seul point & prouver est que si a continue est la différence de deux fonctions
croissantes, alors a est la différence de deux fonctions croissantes continues. Puisque la mesure
da n’a pas d’atomes par la continuité de a, 'on obtient que da, et da_ doivent avoir les
mémes atomes qui appartiennent donc & l'intersection des deux supports. Puisque les deux
mesures sont étrangeéres, elles n’ont donc pas d’atomes et leurs fonctions de répartition sont

continues. ]

EXEMPLE 4.1.9. Si p est une mesure finie sur [0,7] et f : [0,7] — R est une fonctionne

borélienne telle que f[o 7 | f] dpe < 400, alors la fonction

t
ay ::/ fdu, tel0,7],
0

est & variation finie et

dao=fdp,  day=f"dp,  da_=f"dp, [|da|=|f|dp,
ou ft:=max{f,0} et f~ := max{—f,0}. O

On peut maintenant définir 'intégrale par rapport & une fonction a variation finie : si
a:[0,7] — R est a variation finie, et si f: [0,7] — R est une fonction mesurable telle que

f[o 11 |f] |da| < oo, alors les intégrales suivantes sont bien définies :

/Odea :/f Yda, (s /f )da_
/OTf\dar =/f ) da (s /f ) da_

On a l'inégalité triangulaire
T T
[ rad] < [isriaal.
0 0

Remarquons que la fonction ¢ +— f(f fda:= fOT f Lo,y da est aussi a variation finie, la mesure

associée étant f da.
Une fagon alternative de présenter les fonctions a variation finie consiste a regarder la

variation de a par rapport aux subdivisions de [0, 7] :

PROPOSITION 4.1.10. Si a est a variation bornée, alors pour tout t € [0, 7]

|dal ([0, 7]) = sup { Z la(t:) — a(ti-1)| } :
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ou le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 =tg <t < --- <t, =1 de [0,1].

Preuve. La minoration est triviale, car |a(t;) —a(t;—1)| < |dal| (]t;—1,t;]). Pour la majoration,

on utilise un argument de martingale. On suppose pour simplifier I’écriture que ¢ = 1. On

munit §2 := [0, 1] de la tribu borélienne .# := ([0, 1]) et de la probabilité P := %. Si
’on pose en rappelant (4.6))
da
Y(s) := W(s):]lDJs)—]lD_(s), s € [0,1],

alors Y est une variable aléatoire P-intégrable.

Pour chaque n, soit %, la tribu engendrée par les intervalles I; = I;(n) ::]i;—nl, 2%],
1 < ¢ < 2™ On considére la martingale M,, := E(Y | %,). D’aprés le Théoréme de Lévy
rappelé dans la section 3.3, M,, — E(Y | B), p-s. et dans L', ot B, :=\/,, B, est la tribu

borélienne de [0,1] (donc E(Y | B,) =Y). En particulier,
E(|Mn]) = E(Y]) =1, n— oo,

(cette derniére identité étant claire car |Y| = 1, P-p.s.). Or, M, étant %B,-mesurable est

. . . on
constant sur chaque |5, 5515 soit M, = Y7, ¢; 1;,. Comme

da(I,) ¢; |dal(Z;)
EY 1] =7,  EM.1,]=cP(L) = =,
|da([0,1]) |dal([0, 1])
. da(I;
on obtient ¢; = | daf( Ii))’ et donc
1 2| i i—1
BN = oy o o)~ aC 50|
a1 2 ) "
Ceci permet de conclure la preuve. [l

COROLLAIRE 4.1.11. Une fonction a : [0,T] — R continue a droite avec a(0) = 0 est a

variation bornée si et seulement si

sup { Z la(t:) — a(ti)] } < +oo, (4.7)

ou le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 =ty <t <--- <t, =T de [0,T].

Preuve. Si a est a variation bornée, alors (4.7) suit de la Proposition 4.1.10, Inversement, si

I’on suppose (4.7]), alors la fonction

Sy := sup { Z la(t;) —a(ti—1)] } : te0,7]
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ou le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 = ¢y < t; < -+ < t, =t de [0,1], est
bien définie et croissante. En plus, la fonction S — a est aussi croissante et par la Proposition

4.1.8 nous obtenons que a est a variation bornée. 0

LEMME 4.1.12. Si f : [0,T] — R est une fonction continue et si 0 =t <t} < --- <

tr =T est une suite de subdivisions de [0,T] dont le pas tend vers 0, alors

T
JRCEIORS™ thzu (altf) — alt],))

Preuve. Soit f,, la fonction définie par f,(s) := f(t7,) si s € |tI" ;,t"] (et f,(0) :=0). On a

> s )ate) ~atii) = [ A

et le résultat voulu en découle par convergence dominée. 0

On dira qu’une fonction continue & droite @ : R, — R est & variation finie sur R, si
pour tout 7" > 0, la restriction de a sur [0,7] est a variation finie. Il est facile d’étendre
les définitions précédentes. En particulier, [ f(s)da(s) est bien définie pour toute fonction
mesurable f telle que [7]f(s)| |da(s)| = suppsg fOT |f(s)] |da(s)| < oc.

Passons maintenant au cas aléatoire. Fixons (Q,.#,(:#;),P) un espace de probabilité

filtré, dont la filtration vérifie les conditions habituelles.

DEFINITION 4.1.13. Un processus & variation finie A := (A;)i>0 est un processus
continu adapté dont les trajectoires sont p.s. a variation finie avec Ag = 0. Le processus A

est appelé processus croissant si de plus les trajectoires de A sont p.s. croissantes.
En particulier, A est un processus progressif.

PROPOSITION 4.1.14. Soit A un processus a variation finie, et soit H un processus pro-
gressif tel que pour tout t > 0,

[l <o ps

Alors le processus H - A défini par
t
(H . A)t = / HS dAS
0

est aussi un processus a variation finie.
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Preuve. Presque stirement, f(f |Hg(w)| |[dAs(w)| < oo pour tout ¢ > 0. Il est alors clair d’apres
les remarques précédentes que les trajectoires de H - A sont p.s. a variation finie.

11 nous faut maintenant vérifier que H - A est adapté. Il suffit de montrer que si h : [0, ] x
) — R est mesurable par rapport a la tribu Z([0,t]) ® Z, et si fot |h(s,w)| |[dAs(w)| < oo,
p.s., alors la variable fg h(s,w)dAs(w) est Z-mesurable.

Lorsque h(s,w) = 1y,4)(s) Ir(w), avec Ju,v] C [0,t] et I' € %, le résultat est évident. Par
classe monotone, il est encore vrai si h = 1, out G € A([0,t]) ®.%;. Si h est positive, alors on
peut toujours l’écrire comme limite (ponctuelle) d’une suite croissante de fonctions étagées
h,, ce qui assure que fo (s,w)dAs(w) — fo s,w)dAg(w) par convergence monotone.

Enfin, pour le cas général, il suffit de con31derer séparément ht et h™. 0

4.2. Martingales locales continues

On se place dans un espace de probabilité filtré (Q, .7, (.%;),P) qui vérifie les conditions
habituelles. Si 7 est un temps d’arrét, et si X := (X;, ¢ > 0) est un processus continu, on

note X7 le processus arrété (X7 = Xiar)i>o0-

DEFINITION 4.2.1. Un processus continu adapté M := (M;);>o est appelé une martin-
gale locale (continue) s’il existe une suite croissante (1,,, n > 1) de temps d’arrét telle que
Tn T 00 p.s. et que pour tout n, M™ — My soit une martingale uniformément intégrable.

On dit que la suite de temps d’arrét (7,) réduit M.

REMARQUE 4.2.2. Si M est une martingale locale, la variable aléatoire M; n’est pas
nécessairement intégrable. En particulier, on n’a aucune information a priori sur My, a part

qu’il s’agit d’une variable aléatoire .%y-mesurable. O
Voici une collection de propriétés élémentaires pour les martingales locales :

EXERCICE 4.2.3.
(1) Une martingale continue est une martingale locale (la suite 7,, := n réduisant M).

(2) Dans la définition d’une martingale locale, on peut remplacer “martingale uniformé-

ment intégrable" par “martingale" (il suffit de remplacer 7,, par 7,, A n).

(3) Si M est une martingale locale, alors pour tout temps d’arrét 7, M™ est une martingale
locale (rappeler la Proposition |3.4.5)).

(4) Si (7,) réduit M et si (0,) est une suite croissante de temps d’arrét telle que o, 1 00,

alors la suite (o, A 7,,) réduit M.
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(5) L’espace des martingales locales est un espace vectoriel (utiliser la propriété précé-
dente).

On se gardera d’appliquer sans précaution aux martingales locales les résultats que 'on
a démontrés pour les martingales. Il est important de savoir si une martingale locale est
une vraie martingale. Nous allons prouver quelques premiers résultats dans ce sens. Nous

rappellons d’abord le

LEMME 4.2.4 (Fatou version conditionnelle). Si (X,,), est une suite de v.a. non-négatives

et 9 C .F est une tribu, alors p.s.

E [lim inf X,

g] <liminfE[X, | 9].
Preuve. Soit Y,, := infy>, X;. Alors Y,, est une suite croissante et liminf, X, = sup, Y.
Donc p.s. pour tout k Z;z
E[Y, | 9] <E[X)]| 9]
et donc
Il est facile de montrer la propriété de convergence monotone de I’espérance monotone : ici,

p.s. E[lim, Y, | ¢] = lim, E[Y,,| ¢]. Nous obtenons
E [limiann g] < liminfE[X, | 9]

p.s., et la preuve est terminée. 0

PROPOSITION 4.2.5. Soit M une martingale locale.
ne martingale locale positive elle que M, € est une surmartingale.
(1) U tingale local tive M tell My € L' (PP) est tingal
© pour tout t, E(sup s|) < oo, alors M est une martingale.
2) Si tout t, & sefo.g 1M lors M est tingal
(3) La suite de temps d’arrét 7, := inf{t > 0: |M; — My| = n} réduit M.
Preuve.
oit (7,) une suite de temps d’arrét qui réduit M;. Comme M, € , M™ est une
1) Soit ite de t d’arrét qui réduit M;. C My € L}(P), M™ est
martingale. Donc pour s < ¢,
E [MtATn ‘ LQ.S] = MS/\Tn7 p-s. (48)
On applique le Lemme [£.2.4] pour n — oo, pour voir que
E [Mt | gs] S M87 p-s.

(A fortiori, ceci confirme 'intégrabilité de M; en considérant s = 0.) Par conséquent,

M est une surmartingale.
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(2) On a toujours (4.8). Comme M;p,, — My, p.s., et [Mnr, | <V i= sup,eq [Mu] € L}
pour tout s € [0, ], le théoréme de convergence dominée nous dit que M., — M, et
M, — M, dans L'. En faisant n — oo dans (4.8)), on obtient alors E[M, | Z,] = M,

p.S.
(3) Il s’agit d’une conséquence de (2), car (M — My)™ est une martingale locale bornée

par n donc une martingale uniformément intégrable.

La preuve est terminée. 0

REMARQUE 4.2.6. La propriété (2) de la Proposition [£.2.5 pourrait donner 'impression
que toute martingale locale telle que (M, s € [0,t]) soit uniformément intégrable pour tout
t > 0 est une martingale, mais cela est faux! On verra dans la suite un exemple d’une

martingale locale bornée dans L? qui n’est pas une martingale.

THEOREME 4.2.7. Soit M une martingale locale continue. St M est a variation finie,
alors P(My = My, Yt >0)=1.

Preuve. Quitte a remplacer M par M — M, on peut supposer que p.s. My = 0. Supposons

que M soit & variation finie. Posons

¢
Tn ::inf{t: / |d]\/[5|2n}.
0

Comme 7, < inf{t : |M,;| > n}, la Proposition[4.2.5] partie (2), nous dit que N = M™ est une
(vraie) martingale bornée, issue de Ny = 0, p.s. Soit ¢t > 0, et soit 0 =tg <3 <--- <t, =1

une subdivision de [0,¢]. On a
P P
ENZ) = S E [NZ - NEH} =Y E[(N, — Ny, )?]
i=1 i=1

< E

p
sup |Nt1 - Nti—1| Z |Nt2 - Nti—1|] .

1<i<p P

Comme » 7 |N;, — Ny, | < n par la Proposition [4.1.10, on obtient
E(N?) <nE [ sup |Ny, — Ntil’:| :
1<i<p
Prenons maintenant une suite de subdivisions 0 = t§ < ¥ < -+ < t’;k =t de [0,1]
dont le pas tend vers 0 quand k — oo. Puisque N est continue et bornée, le théoréme de

convergence dominée nous confirme que E(N?2) = 0, soit par la continuité des trajectoires
P(Mp,, =0, ¥Vt >0)= 1.1l suffit alors de faire n tendre vers +oc. O
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4.3. Variation quadratique d’une martingale locale

On se place toujours dans un espace filtré (2, %, (%#;),P) vérifiant les conditions habi-

tuelles. Le théoréme suivant joue un roéle trés important dans la suite du cours.

THEOREME 4.3.1. Soit M une martingale locale continue. Il existe un processus croissant,
noté (M) := ({M););>0, unique a indistinguabilité pres, tel que M? — (M), soit une martingale
locale et (M)y = 0.

De plus, pour tout t > 0, st 0 = ¢5 < ¢f < --- <ty =1 est une suite de subdivisions
emboitées de [0,t] de pas tendant vers 0, alors
Pn
nh_)ngo Z(Mt? — My )? = (M), en probabilité.
i=1

REMARQUE 4.3.2.

(i) Le processus (M) est appelé la variation quadratique de M.

(ii) Quand M = B est un mouvement brownien, on sait que (B); = t. C’est une consé-
quence du Théoréme de Lévy (Proposition , ou du fait que B? — t est une martingale.

(iii) On ne va pas prouver ce théoréme en détail. Néanmoins plus tard on donnera une
preuve pour une classe moins générale de martingale, qui couvre la totalité des exemples que

nous verrons dans ce cours, voir la Remarque [5.2.3| ci-dessous.

Preuve. L’unicité découle du Théoréeme . En effet, si A et A sont deux processus crois-
sants satisfaisant les conditions du théoréme, alors le processus A—A = (M? —gt) —(M?2—Ay)
est une martingale locale continue issue de 0 et a variation finie.

Pour une démonstration détaillée de 'existence, voir par exemple le livre de Le Gall (Thm
4.2, page 64). On mentionne la version pour les martingales a temps discret, dont 1’énoncé
est alors trés concret et simple. Soit (X,,, n > 0) une martingale telle que E(X?2) < oo, Vn.
Soit .

Ay = E[(Xi— Xi1)* | Fisa ]
i=1
Alors X2 — A, est une martingale. O

PROPOSITION 4.3.3. Soit M une martingale locale, et soit T un temps d’arrét. Alors
(M7) = (M)".
Preuve. Puisque M2 _ — (M);x, est une martingale locale, on a (M), = (M7);. O

DEFINITION 4.3.4. Une martingale continue M est de carré intégrable (ou dans L?) si
E(M?) < oo pour tout t.
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THEOREME 4.3.5. Soit M une martingale locale telle que p.s. My = 0. Alors E[(M);] < co
pour tout t > 0 si et seulement si M est une martingale de carré intégrable. Dans ce cas,
(M? — (M), t > 0) est une martingale.

Preuve. Partie “si". Supposons que M soit une martingale de carré intégrable. Quitte &
remplacer M par M7 pour T > 0 fixé, on peut supposer que M soit bornée dans L?.

Pour tout n, soit 7, := inf{t > 0: (M); > n}. Alors 7, est un temps d’arrét, tel que
(M)irr, < n. La martingale locale M2, — (M), ¢tant dominée par la variable aléatoire
n + sup;s M2 qui est intégrable, elle est une vraie martingale uniformément intégrable
(Proposition et nulle au temps 0, ce qui implique E[(M)., ] = E[M? ]. Par le Théoréme
d’arrét M, = E[My |.%,] p-s. et donc | M., ||12 < ||Mo||r2 pour tout n. Par conséquent, a

I’aide de la convergence monotone l’'on obtient
E[(M)s] = lim E[(M), ] = lim E[M?] <E[MZ2] < +o0
n— oo n—oo

Partie “seulement si". Supposons que E((M);) < oo pour tout ¢. Soit 7, := inf{t > 0 :

|My|4+(M); > n}. Alors M2, —(M)nr, est une martingale locale bornée donc une martingale
(Proposition [4.2.5)), et E(M2, ) = E((M)irr,) < E((M);). D’autre part, (M., t > 0)

¢tant une (vraie) martingale bornée, on a, d’aprés I'inégalité de Doob, E(sup,epy M2, ) <
4supgepg E(MZ,,,) < 4E((M),). Par le lemme de Fatou,
E | sup M?| <4E((M);) < oc. (4.9)
s€[0,t]

Donc si E((M);) < oo pour tout ¢ > 0, alors, par la Proposition [4.2.5, M est une martingale
de carré intégrable.

Montrons maintenant que (M2 — (M), s € [0,t]) est une martingale sous la condition
que E[(M);] < oo : en effet, la martingale locale (M? — (M),, s € [0,1]) est dominée par la
variable aléatoire intégrable sup, ¢ M, 24 (M), et elle est donc une vraie martingale par la
Proposition [4.2.5 l

COROLLAIRE 4.3.6. Soit M une martingale dans L? telle que p.s. My = 0. Alors
E(M?) = E((M),), Vit > 0. (4.10)
En plus (M); =0 p.s. pour tout t > 0 si et seulement si (M;);>o est indistinguable de 0.

Preuve. La preuve de (4.10)) suit du fait que M? — (M) est une martingale et que p.s.
(M)o = 0. Supposons que (M); = 0 p.s. pour tout ¢ > 0. D’aprés les Théorémes et
4.3.5] M? est une martingale. Donc E(M?) = E(MZ) = 0 et M est indistinguable de 0 par

la continuité des trajectoires. 0]
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On étend maintenant la notion de crochet pour un couple de martingales locales.

DEFINITION 4.3.7. Soient M et N deux martingales locales. On pose
1 1
(M Ny i= 7 [ (M 4+ Ny = (M= N}, | = 5 [ (M + N} = (M), = (V)]
En particulier, (M, M) = (M).

PROPOSITION 4.3.8. Soient M et N deuxr martingales locales.

(1) (M, N) est l'unique (a indistinguabilité pres) processus a variation finie tel que My N, —
(M, N); soit une martingale locale.

(2) L’application (M, N) — (M, N) est bilinéaire et symétrique.

(3) Soitt > 0. Si 0=ty <t} <--- <ty =t estune suite de subdivisions emboitées de

[0,t] de pas tendant vers 0, alors
Pn
lim > (M, — M,,_,)(N,, = N,,_,) = (M,N),,  en probabilité. (4.11)
n—oo
i=1

(4) Si T est un temps d’arrét, alors (M™,N7) = (M"™,N) = (M,N)7.

Preuve. Les parties (1) et (3) découlent de leur analogue dans le Théoréme par pola-
risation. Les parties (2) et (4) sont des conséquences de (3) (car arréter M ou N ou (M, N)

revient a sommer sur les ¢; tels que t; < 7). O

DEFINITION 4.3.9. On dit que deux martingales M et N locales sont orthogonales si

(M,N) =0, ce qui équivaut & dire que le produit M N est une martingale locale.

THEOREME 4.3.10 (Inégalité de Kunita-Watanabe). Soient M et N deux martingales

locales continues, et H et K deux processus mesurables. Alors pour tout T > 0

/0 HL| K] JA(M, V)| < \/ / H2A(M), \/ / K2d(N), (4.12)

Preuve. Ecrivons (M, N) := (M, N), — (M, N), pour s < t. Pour chaque couple s < t, il
résulte des approximations de (M, N), (M) et (N) données par (4.11) et de l'inégalité de
Cauchy-Schwarz que

(M, N){| < V(M) VN, (4.13)

presque stirement. Donc (4.13)) est valable p.s. pour tous les rationnels s < ¢, et par continuité
p.s. pour tous s < t. Fixons a partir de maintenant w € €2 tel que (4.13) soit valable pour

tous s < t, et on travaillera toujours avec cette valeur de w.
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Soit s =ty <ty < --- < t, =1t une subdivision de [s, ¢]. Alors d’aprés (4.13]),
P

2]MWW<Z¢ ARV
i=1

Par Cauchy—-Schwarz, le terme de droite est majoré par

DM (| DN = VDL VN

=1 i=1

D’aprés la Proposition 4.1.10, ceci implique que pour tous s < t,

/kMLMJSWMﬁVWﬁ (4.14)

On montre que cette inégalité peut étre généralisée de la fagon suivante : pour toute

partie borélienne A C R,

tAWMWMS¢AMMM¢AMMW (4.15)

En effet, soit u(A) := [, [d(M, N).|, et soit v(A) := p(A) + [, d(M)y + [, d(N)y. 11 est
clair que p, d(M) et d(IN) sont des mesures positives absolument continues par rapport a
v, et on note f:= du/dv, g := d(M)/dv et h:= d(N)/dv. Pour tout A € R, considérons

a(t) := N(M); + 22u([0,1]) + (N),, t>0.

Il est clair que a(0) = 0 et que a : Ry — R est continue et croissante (la monotonie étant
une conséquence de (4.14)). Donc da est une mesure positive sur Ry, et on a da/dv =
A2g 4+ 2X\f +h > 0, v-p.p. Ceci étant simultanément vrai pour tout A € Q, on déduit que
f? < gh, v-p.p. Par l'inégalité de Cauchy—Schwarz,

u(4) = /OmnAfdug/omnA\/g_hdu
¢ [t ¢ [
- ¢AMMM¢AdW>

IN

Dot (E15).
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Soient h =), a; 14, et k=), b; 1,4, deux fonctions étagées positives. On a

[ k@ o). = > / (M, )
\/Z / a(M), \/Zb / a(NY,
- \/ [ 1w aq), \/ [ ..

ce qui donne l'inégalité voulue pour les fonctions étagées. Il reste a écrire une fonction

IN

mesurable positive comme limite croissante de fonctions étagées positives. 0

4.4. Semimartingales continues

DEFINITION 4.4.1. Un processus X = (X;, t > 0) est appelé une semimartingale

continue s’%l s’écrit sous la forme
Xy = Xo+ M, + 1V,

ou M est une martingale locale continue et V' est un processus a variation finie, avec My =

Vo =0.

REMARQUE 4.4.2. D’aprés le Théoréme [£.2.7, la décomposition X, = Xy + M, + V;
pour une semimartingale continue est unique & indistinguabilité prés. Elle est appelée la

“décomposition canonique" de la semimartingale X. O

DEFINITION 4.4.3. Soient X; = Xo+M;+V, et )?t = )~(0 +J\A/[;—|—‘7t deux semimartingales

continues. On pose
(X, X) := (M, M),.
En particulier, (X); = (M)y;.

PROPOSITION 4.4.4. Soit 0 = {5 <t} <--- <t; =1 une suite de subdivisions emboitées
de [0,t] de pas tendant vers 0 quand n — +o00. Alors

Pn
lim Z(Xt? = X J(Xpn — X ) = (X, X))y, en probabilité.
i=1

n—00 4
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Preuve. Par polarisation, i.e. par la Définition m il suffit de traiter le cas ou X = X.
Alors

Pn Pn Pn
Z(Xty — X )? = Z(Mt? — My )?+ Z(Vt? — Vi )?
=1 i=1 i=1

Pn
+2) (Mg — My )(Viy = Vi)
=1

=: Ii(n)+ I;(n) + Is(n),

avec des notations évidentes. Le Théoréme nous dit que I;(n) — (M) = (X); en
probabilité. D’autre part, par la Proposition 4.1.10],

Pn
I(n) < ( max |V —Vi;?_l|> > Vi = Vi |
=1

1<i<pn

t
< (max Vir — Vi y) / avi),
1<isp, ) f

qui converge p.s. vers 0 par la continuité de s — V;. De méme,

t
[I3(n)| < (12%‘; | Myn — Mtg_1|) /0 |dVi| — 0, p.s.

Par conséquent, I;(n) + Iy(n) + I3(n) — (X); en probabilité. O






Chapitre 5
Intégrale stochastique

Nous nous approchons dans ce chapitre de I'objet principal du cours : I'intégrale stochas-
tique par rapport a une semimartingale continue. La construction de l'intégrale stochastique
se fait en deux étapes : nous commencons par construire l'intégrale stochastique par rapport
a une martingale continue et dans L?; ensuite nous définissons l'intégrale stochastique par

rapport a une martingale locale continue.

5.1. Intégration pour les martingales dans L?

Durant tout le chapitre, on se place dans un espace de probabilité filtré (2, . %, (%), P)
qui vérifie les conditions habituelles, et on construit 'intégrale stochastique par rapport a

une martingale continue et dans L? sur [0, 7).

DEFINITION 5.1.1. On note .43 Uespace des martingales (M, t € [0,T]) continues, dans
L? et telles que My = 0. On définit le produit scalaire sur M3

(M, N)//% = E[MTNT]
En identifiant les processus indistinguables, nous obtenons

PROPOSITION 5.1.2. L’espace A% muni du produit scalaire (M, N)//[% est un espace de
Hilbert.

Preuve. 11 faut montrer que .#} est complet pour la norme ||M]] w2 Soit (M), une suite
de Cauchy pour cette norme. Comme |[N|| 42 = [[Nr| 12 pour tout N € ME, ME converge
dans L? vers une v.a. X € L*(%,). Il faut maintenant montrer qu’il existe une (unique
a indistinguabilité prés) martingale continue M = (M, t € [0,T]) dans .#3 telle que p.s.
Mr=X.

Tout d’abord nous allons prouver qu’il existe un processus continu (M, ¢ € [0, T]) tel que

lim E

n——+0o

te[0,7

sup (M]" — Mt)2] =0. (5.16)

51
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Remarquons que par I'inégalité de Doob,

E | sup (M]" — M™)?

t€[0,T

< 4E [(Mp — M7)*]

qui tend vers 0 sim,n > N et N — +oo0. [l suffirait de remarquer que espace L*(Q2; C([0,T]))
est complet par rapport a la norme || f|| := || sup|f] | z2@). Nous donnons maintenant une
preuve plus directe.

Il existe une suite déterministe (n) telle que ny41 > 1y, et E[sup,ep (M " = M™)?] <
27% pour tout k. Si on pose Ay 1= {sup,cjoqy [M;*" — M™ > > k~*} alors par I'inégalité de
Markov P(4;,) < k*27% et donc par Fubini P(L) = 1 ot L := liminf A{. Or pour tout w € L,
il existe k(w) tel que si 7 > k(w) alors

. . 1
sup |M;7" (w) = M7 (w)] < =
t€[0,T) J
et si on définit pour tout w € L
My(w) == MM (w Z M (w) — MY (W),  telo,T],

alors

sup | M (w) — M™ (w |<Zsup|M”k+1( ) — M"™(w)] =0
[0, [OT}

si 7 — +o00. Par conséquent, p.s. M"* — M uniformément sur [0,77], et donc M est p.s.

continu sur [0, 7. De plus par construction

E |sup|M — M"|| < E
upiar v <3

sup | M™1 — M”’“|] < Z —0
k=3

(0,77

quand j — +o0.

Maintenant que (5.16)) est prouvé, nous allons montrer que M appartient & .#72. Puisque
M2 converge vers X dans L?(2), nous avons par la continuité de I'espérance conditionnelle
dans L*(9) que pour tout t € [0, 7]

lim E(M7} | %) = E(X | %), dans L*(Q).
n—oo

Puisque p.s. M™ — M uniformément sur [0, T, cela implique que M; = E(X | %) p.s. pour

tout ¢ € [0,T] et donc M est une martingale continue dans L. O
On remarque que pour toute M, N € .#2, par le Corollaire m
(M,N) g2 =E[(M,N)r],  [IM]%; =E[(M)7] (5.17)
ott (M, N)r et (M)r sont les crochets définis dans la Section [4.3]
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DEFINITION 5.1.3. On note & la tribu progressive sur Ry x Q définie a la fin de la
section (3.1 Pour M € .42, on note LA(M) := L*([0,T] x Q, 2, (M) ®@dP), Uespace des

processus progressifs H tels que
T
E [/ Hfd(M}s} < 00
0

REMARQUE 5.1.4. Comme n’importe quel espace L%, Pespace L2(M) est un espace de
Hilbert avec le produit scalaire (H, K) 2 (v = ]E(fOT H,K,d(M),). O

REMARQUE 5.1.5. Dans le cas du mouvement brownien B, puisque p.s. (B); = t, ces
formules sont particuliérement simples : L2(B) := L*([0,T] x Q, £, ds @ dP),

T T
(. K) i o= [ BULK)ds. [Hlig = [ B2 D
DEFINITION 5.1.6. On dit que H : [0, +00[x) — R est élémentaire s’il s’écrit sous la
forme
ZH w) Ly, t,0)(8), >0,
ot p > 0 est un entier, 0 < iy § t; < --- <ty sont des réels, et HY est une variable

aléatoire réelle bornée et F,-mesurable (pour 0 < i < p). Notons & l’espace vectoriel formé

des processus élémentaires.
LEMME 5.1.7. & C L3(M) est dense dans L3(M).

Preuve. 1l est clair que & C L2(M).
Soit K € L% (M) orthogonal a &. 1l s’agit de prouver que K est I'élément 0 de L2.(M).
Considérons le processus X défini par X; := fot Kyd(M),. Ce processus est bien défini,
Puisque K € L4(M), on peut appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz et rappeler que
M € .#2, pour voir que X est bien défini, et que E(|X;|) < oo, Vt € [0, T)]. Par conséquent,

pour tous v >u > 0 et A€ .%,, on a
E[(X, — X,)14] = 0.
Il suffit, en effet, d’écrire (H, K)LQT(M) = 0 pour le processus H € & défini par H;(w) =

1a(w) Iy, (t). Ceci signifie que X est une martingale continue. Comme X, par la Proposition
4.1.14], est également un processus a variation finie, on a X = 0 par le Théoréme [4.2.7] Donc
p.s.

/ K,d{M)s =0, t >0,

ce qui entraine que p.s. Ky = 0, d(M)s-presque partout. Autrement dit, K est I’élément 0
de LA (M). O
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THEOREME 5.1.8. Soit M € .42 et H € &. On définit le processus
P
(H-M),:=> HD (M o — M),  t€[0,T].

=0
Alors (H - M)iepo,r) est dans A7 avec variation quadratique (H - M) = [, H2 d(M), et

a5y ]

En particulier, Uapplication H — H - M est une isométrie de & muni de la norme de L3 (M)
dans M3

Preuve. 1l est clair que H - M est une martingale continue et dans L2, nulle en 0. Autrement
dit, H- M € .#?. De plus, 'application H +— H - M est de toute évidence linéaire. Montrons
maintenant ||H - M||//{2 = [|Hl 2.y, VH € &.
Soit H ="  HD(w) 1y, 4,.,) € E. Alors (H- M), =>" L\ ow, pour 0 < i < p,
Li(ii) = H(z) (Mti+1/\t - Mti/\t)'

Il est facile de voir que ((Lgi))2 - (H(i))2 (M), nt — (M)t;a1))e>0 est une martingale; en

particulier, p.s. (L"), = (H(i))2 (M4, p0 — (M),nr). Or les martingales (L®);—p,_, sont
orthogonales, et donc
P t
(H - My = SHOF (M = (M) = [ HEAM
=0 0
) T
Par conséquent, ||H - M||2///% =E[f, HZd(M),] = ||H|]?, 2 ()" O

DEFINITION 5.1.9. Soit M € .#}%. On note H — H - M [isométrie de L3(M) dans M}
qui est l'unique prolongement continu de & > H — H - M € 42 si on munit & de la norme
de LZ(M). La martingale H - M est appelée intégrale stochastique ou intégrale d’It6

de H par rapport a M. On écrira souvent

/HdM (H - M),.

Par le Théoréme [5.1.8, pour toute M € .#% et H € L3(M) nous avons pour tout

te0,7]
E {/OtHSdMS] =0, (/OtHSdMS>2 =FE Uotﬂfclw)S] . (5.18)

Attention : ces deux identités ne seront plus vraies en général pour les extensions de I'in-

tégrale stochastique qui seront définies dans la section suivante.
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DEFINITION 5.1.10. Nous notons par .#* l’espace des martingales continues (M, t > 0)
qui appartiennent a M2 pour tout T > 0. Pour M € .#? nous notons par L?>(M) I’ensemble
des processus progréssifs (Hy,t > 0) qui appartiennent a L2(M) pour tout T > 0.

Par les considérations précédentes, 'intégrale stochastique ((H - M), t > 0) de H par
rapport & M est bien définie et appartient a .#? pour tous M € .#? et H € L*(M). On peut
d’ailleurs pour tout 7' > 0 plonger canoniquement .#2 — .#* par I'injection M + M. ,r. De
méme 'application H — H 1j 7y donne un plongement canonique de L7.(M) dans L*(M).

5.2. Variation quadratique d’une intégrale stochastique

Grace aux Définitions [5.1.9|et [5.1.10, nous avons une construction de la martingale H - M
pour toute M € .#? et tout H € L*(M). Nous étudions maintenant la variation quadratique
(H-M)de H-M.

THEOREME 5.2.1. Soit M € .#*. Pour tout H € L*(M), H - M est le seul élément de
M tel que
(H-M,N)=H -(M,N), VNe.#° (5.19)

ot H-(M,N) = [, H, d(M,N), est lintégrale de H par rapport au processus & variation
finie (M, N).

Preuve. Commengons par prouver 1'unicité. Soient L et L deux éléments de .2 tels que
(L,N) = (L, N), pour tout N € .#2. En particulier, (L — L) = 0. Comme Lo — Lo = 0, il
résulte du Corollaire m que L = L.

Montrons d’abord lorsque H € &. Soit H := Y P  HO(w) 1y, 4,,,) € &. Avec les
meémes notations que dans la preuve du Théoréme , ona (H-M, Ny, =" (LY N),
et (LW, NY, = HO ((M, Ny, . e — (M, N);n). Done

p t

(H-M,N), =Y (LY N), = HD (M, N)y pt — (M, N)ypi) = /0 H,d(M, N),,

i=0
ce qui donne l'identité cherchée.

Montrons maintenant l'identité (H - M, N). = [, H;d(M, N), dans le cas général H €
L*(M). Soit T > 0. Par le Lemme il existe une suite (H™), d’éléments de & telle
que H" — H dans L3(M). Par la définition de H - M et (5.18)), nous avons la convergence
H"-M — H - M dans 3.

D’autre part, H" étant un élément de &, d’aprés ce que l'on a prouvé ci-dessus, (H" -
M, N), = [{ H*d(M, N), pour tout ¢ € [0,7]. D’aprés l'inégalité de Kunita—Watanabe
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T
E [ [ - yao v, ] < 11" — Hllaan V]l
0

ie. [y HMd(M, N), converge dans L' vers [] H,d(M, N),.

Soit N € .#2. Pour tout n le processus X" := (H" - M)N — H" - (M, N) est une
martingale et par les convergences que l'on vient de prouver on obtient que X' — X, :=
[((H-M)N — H- (M, N)]; pour tout ¢ € [0, T] dans L' ; par conséquent le processus continu
(X, t €[0,T]) est une martingale et cela signifie que (H - M, N) = H - (M, N). O

@12),

COROLLAIRE 5.2.2. Soit M € #* et H € L*(M). Alors (H- M), = [} H>d(M),, t > 0.
Preuve. Par le Théoréme [5.2.1]
(H-M)=(H-M,H-M)=H-(M,H-M)=H*-{M,M)=H?*-(M).

Cela termine la preuve. O

REMARQUE 5.2.3. Nous rappelons que dans la preuve du Théoréme nous n’avons
pas prouvé l'existence de la variation quadratique d’une martingale générale dans L? conti-
nue, mais seulement (dans I’'Exemple et dans la Proposition dans le cas d’un
mouvement brownien. Par le Corollaire [5.2.2] si (B;)i>o est un (%;)-mouvement brownien,
H e [*B)et M :=H-B= [, H/dB, alors (M? — [ H?ds);>o est une martingale. En
particulier, p.s. (H - B); = fg H2? ds et pour tout t > 0

([ nan)

PROPOSITION 5.2.4 (Associativité). Si K € L*(M) et H € L*(K - M), alors HK €
L2(M), et

E

t
0

:/ E [H?] ds. (5.20)

(HK)-M =H - (K - M).
Preuve. D’aprés le Corollaire [5.2.2, (K - M) = K*- (M). Donc

T T
| azaon, = [ mzauc o),
0 0
ce qui donne HK € L*(M). De plus, pour tout N € .Z?,
—H-(K-M, NY=(H-(K-M), N),
ce qui implique que (HK)-M = H - (K - M). O
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La prochaine proposition est cruciale dans la construction de 'intégrale stochastique par

rapport a une martingale locale donnée dans la Section [5.4]

PROPOSITION 5.2.5. Soit M € .43, et soit H € L>(M). Si T est un temps d’arrét, alors
H-M" = (H1g.) M= (H-M).

Preuve. 1l est clair que 1y, € L*(M). Pour tout N € .#?, puisque t — (M, N); est &

variation finie,
(M, NY™ = /OTA' A(M, N) =1, - (M, N).
Par conséquent, en utilisant le Théoréme pour tout N € .
(M7, N) = (M, N)" =1y, - (M, N) = (Lp- M, N)
et donc M7 = 1jo - M. D’aprés la Proposition [5.2.4] on a
H-M"=H- (Lo - M) = (H1oq) M

D’autre part, puisque M7 = 1y, - M, en remplagant M par H - M, on obtient (H - M)" =
Lo - (H - M). Il résulte alors de la Proposition que

(H-M)" =1pn-(H-M)=(1jqH) M.

La preuve de la proposition est compléte. 0

REMARQUE 5.2.6.
(i) De maniére informelle, I’égalité dans la proposition s’écrit

t t
/ H (K, dM,) = / (H,K,)dM,.
0 0

(ii) La propriété dans (5.19) s’écrit
. t
</ H, dM,, N> :/ H,d(M, N),.
0 t 0

En appliquant deux fois cette relation, on a aussi

. . t
</ H, dM,, / stN8> :/ H,K,d(M, N),.
0 0 ¢ 0

En particulier,
~ ¢
</ Hdes> :/ H2d(M),.
0 t 0
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(iii) Si M et N sont des éléments de .#? et H € L*(M), K € L*(N), alors pour tout

temps d’arrét borné 7
E [/ H, d]\/[} 0,
0

E[(/OTHSdMS)(/OTKSdNSH UHKdMN)]

5.3. Les intégrales stochastiques par rapport & un mouvement brownien

Nous considérons dans cette section le cas particulier ot M = B est un mouvement brow-
nien. Nous voulons compléter la preuve du Théoréeme pour une classe de martingales

obtenues comme intégrale stochastique par rapport a B.

PROPOSITION 5.3.1. Soit B un (%;)-mouvement brownien et F € L3(B) un processus
progressif dans C([0,T); L*(P)), i.e. tel que F, € L*(P) pour tout t et |Fy — Fy||r2@p) — 0
quand [t — s| — 0. Soit 0 = {to,...,t,} avec 0 =ty <ty < --- <t, =T une subdivision de

[0, T] de pas |o| := sup,;__,(t; — ti—1). Alors

.....

T
lim ZFtifl(Bti — B, )= / F,ds dans L*.
: 0

Preuve. Soit J, :==Y " F,. (B, — B, ,)*. Il suffit de montrer que

2
p
Gg =E (JU — Z Fti—l . (tz — ti_1)> — O,
=1

puisque par Cauchy-Schwarz

P T 2 p t;
(2 :FtH (ts —tiq) —/ F, ds) < TE / E [(Fm1 _ FS)Q] ds
i=1 0 i=1 Yti—1

qui tend vers 0 par convergence dominée puisque F € C([0,T]; L?(P)). Or, en posant

a; = tl - ti*l? }/; = (Btz - Btl‘,l)z — Q4 HZ = Fwtifla 1 S { g b,
nous avons
p 2 p
G, =FE (ZHY) :ZE +22EHHYY
=1 =1 1<j

En utilisant I'indépendance des accroissements de B, on voit que la derniére somme est nulle
car pour ¢ < j

E[H; H,;Y;Y;] = E[H; H; ;] E[Y;] = 0.
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Pour la méme raison

p
G, =Y E[H|E[Y}
1=1

Puisque E(Y?) = a?E[(B? — 1)?] = aX(E(B}) - 1) = 2a?,

G, _2ZE [H?] (ti —t;i1)* < 2 Sup It — ti_ 1|ZIE [H?] (t; — ti1)

= Ty =1

qui tend vers 0 quand |o| — 0, d’ou la convergence dans L*(P) souhaitée. O

PROPOSITION 5.3.2. Soient B un (%;)-mouvement brownien, H € L%(B) un processus
progressif dans C([0,T]; L*(P)), i.e. tel que H, € L*(P) pour tout t et |Hy — Hy||pa@py — 0
quand |t — s| — 0. Soit M, := f[fH dBs, t >0, et 0 = {tg,...,tp} avec 0 =ty <t; <--- <

t, =T une subdivision de [0,T] de pas |o| :=sup,_; _,(t; —ti_1). Alors

.....

P T
lim Z(Mtz — M, )= / H%*ds dans L'
0

|o]—0 4
=1

Preuve. Nous écrivons

i(M — M, | _i(/ HdB)Q—ozg—l—ﬁo,

=1 =1

p
=N"H} (B,-Bi.,)". B { (/ H,dB > — H? (B, — Bt“)Z} .
i=1 J

Puisque H € C([0,T); L*(P)), H* € C’([O T); L*(P)) et par la Proposition [5.3.1, o, —
fOT H?ds dans L?. Concernant f3,, nous avons par Cauchy-Schwarz et (5.20))

E[|5,]] <ZE{ }
< Z {IE /t i(HS +H, ,)dB,
_ {[1@ (H, — H, )] ds/t:]E (H, + H,_,)?] ds}

=1

ti
/ (H, — H,, ,)dB,

t;
/ (Hs + Hy,_,)dBs
ti—1

2 2

E

};

Par les hypothéses sur H, on voit que E[H?] < M < +oc pour tout s € [0,T] et, pour

t;
/ (HS - th‘ﬂ)dBS
ti—1

2

tout € > 0, si |o| est suffisamment petit alors E [(H, — H, ,)?] < e. Nous obtenons que
E[|5,|] < 2V Me et la convergence souhaitée est prouvée. O
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REMARQUE 5.3.3. La proposition compléte une prouve rigoureuse du Théoréme
[4.3.] pour une classe de martingales définies par des intégrales stochastiques H - B ou B est
un (%;)-mouvement brownien et H un processus progressif avec des propriétés d’intégrabilité

appropriées.

5.4. Intégration stochastique pour les martingales locales

DEFINITION 5.4.1. Soit M une martingale locale nulle en 0. On note L (M) l'espace

loc

des processus progressifs H tels que pour toutt > 0,
t
/ Hs2 d(M), < o0, p.s.
0

THEOREME 5.4.2. Soit M une martingale locale issue de 0.

(1) Pour tout H € L} (M), il existe une unique martingale locale issue de 0, notée H-M,

loc

telle que pour toute martingale locale N,
(H-M, N)=H - (M, N).

(2) SiT est un temps d’arrét, on a H-M™ = (H 1y)- M = (H - M)".
(3) Lorsque M € M* et H € L*(M), cette définition étend celle du Théoréme[5.1.8

Preuve. Soit 7, := inf{t > 0: (M}ﬁ—fot H2d(M), > n}. Nous avons (M™); = (M)r,, < n,
et donc E((M™),,) < oco. D’aprés la Proposition 4.3.5, M™ € .#*.

D’autre part, [~ HZd(M™), = [[" H?d(M), < n. Donc H € L*(M™). On peut donc
définir pour chaque n l'intégrale stochastique H - M™.

Soient m > n. Pour tout N € .#?, comme

(H - M7y, Ny = (H - M7, NY™ = (H - (M™, N))™
=H-(M™ NY"=H-(M™, Ny=(H-M™, N),

par 'unicité prouvée dans le Théoréme l'ona (H-M™)™ =H - M™. Ceci étant vrai
pour tout couple m > n, on déduit qu’il existe un (unique) processus, noté H - M, tel que
(H-M)™ = H-M™, ¥n. En effet, il suffit de prendre (H-M )y :=0et (H-M); := (H-M™),,
si 7,1 <t <T,;on voit que H - M est un processus continu et adapté. Comme H - M™ est
une martingale dans .#?, H - M est une martingale locale issue de 0 et (7,) réduit H - M.

Soit N une martingale locale issue de 0. Soit o, := inf{t > 0 : |N;| > n}, et soit
S, =1, No,. On a

(H - M, Ny = ((H - M)%, N%) = ((H - M™)%, N%) = {H - M*, N
— H- (M5, N) = H - (M, Ny = (H - (M, N))*,



5.4. INTEGRATION STOCHASTIQUE POUR LES MARTINGALES LOCALES 61

d’ou l'égalité (H - M, N) = H - (M, N). Ceci est vrai sans '’hypothése Ny = 0, car
(M, N) = (M, N — Np).

Le fait que cette égalité valable pour toute martingale locale N caractérise H - M se
démontre avec 'argument d’unicité qui se trouve au début de la preuve du Théoréme [5.2.1]

La preuve de H - M" = (H 1y 7)) - M = (H - M)" est identique a celle de la Proposition
5.2.5 car elle utilise seulement la propriété caractéristique que l'on vient d’étendre, et
I’associativité que I'on formule et démontre aisément.

Enfin, si M € .#? et H € L*(M), I'égalité (H- M) = H*- (M) (ou H - M est le processus
que Pon vient de définir) montre que E((H-M)7) < oo pour tout T' > 0, et donc H-M € .4*.
La propriété caractéristique montre alors que H - M n’est autre que I'objet défini dans
le Théoréeme [5.2.1] m

REMARQUE 5.4.3. Soit M une martingale locale issue de 0, et soit H € L2 (M). Soit T

loc

un temps d’arrét (en particulier, si 7 =t € [0,00]). Si E[(H - M),] = E[f; H2 d(M),] < oo,

S

alors par le Théoréme [£.3.5] (H - M)™ € .#? et de plus (H - M)" est fermée par (H-M), € L?,

et on a
T T 2 T
E{/ HSdMS} =0, E </ HSdMS) :E{/ Hfd(M)s}.
0 0 0

Par contre, en général ces formules sont fausses, d’autant que ’on ne sait méme pas si (H-M);

est intégrable pour ¢t > 0. O
On étend maintenant l'intégrale stochastique a toutes les semimartingales continues.

DEFINITION 5.4.4. On dit qu’un processus progressif H est localement borné s:

p.s., Vt>0, sup |H,| < 0.
s€[0,t]

Remarquons que tout processus continu adapté est localement borné. De plus, si H est

localement borné, alors pour tout process V' a variation finie,
t
ps. Vt>0: / |Hy| |[dVy| < 0.
0
De méme, si H est localement born¢, alors H € L2 (M) pour toute martingale locale M.

DEFINITION 5.4.5. Soit X = Xo+ M + V' une semimartingale (continue), et soit H un

processus progressif localement borné. L’intégrale stochastique H - X est alors définie par

H-X=H-M+H-V,
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et l'on note

t
/ H,dX, = (H - X),.
0

EXERCICE 5.4.6.

(1) L’application (H,X) — H - X est bilinéaire.

(2) Si H et K sont localement bornés, alors H - (K - X) = (HK) - X.

(3) Si T est un temps d’arrét, alors (H-X)" = (H1p) - X =H-X".

(4) Si X est une martingale locale (resp. un processus a variation finie), alors il en va de

méme pour H - X.

(5) Si H est un processus progressif de forme Hy(w) = S°P~0 H (W) Lys,4,,,1(5), 0@, pour
chaque i, H' est F;,-mesurable, alors
p—1
(H-X)y=> H (Xt int — Xine)-
i=0

Ces propriétés découlent facilement des résultats obtenus quand X est une martingale
locale, resp. un processus a variation finie. Il est & noter que dans la propriété (5) on ne

suppose pas que la variable H* soit bornée.

PROPOSITION 5.4.7. Soient X une semimartingale (continue) et H un processus continu
adapté. Alors pour tout t > 0 et toute suite 0 = t§ <t} < --- <ty =t de subdivisions

emboitées de [0,t] de pas tendant vers 0,

Pn—1

t
lim Y Hp (Xpn,, — Xin) = / H,dX,,  en probabilité.
=0 0

n—00 4

Preuve. On peut traiter séparément les parties martingale et a variation finie de X . La partie
a variation finie est déja traitée par le Lemme [4.1.12] On peut donc supposer que X = M
est une martingale locale issue de 0.

Pour chaque n, soit K™ le processus défini par
Ko = Hep Lapszay,y)-

Posons 7, := inf{s > 0: |H,| + (M), > m}. Remarquons que H 1y, 1, K" 19,1 et (M™)
sont tous bornés. D’aprés le Théoréme et la Proposition [5.2.5],

t
n Tm 2 n Tm
t—= ((K" = H) gy, - M™), —/ (K" — H)* 1,7, d(M™),
0
est une martingale (uniformément intégrable). Donc

E [((K" —H)1g,, - M™ )f] —E Uot(K” — H)? 105, A(M™),] .
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Lorsque n — 0o, le terme de droite converge vers 0 (convergence dominée), ce qui entraine

que
(K™ Lo, - M™)e = (H Lo.7,, - M), dans L*(P),

c’est-a-dire (K™ - M)¢pr,, — (H - M)¢n,, dans L*(P) et a fortiori en probabilité : pour tout
e > 0, il existe nyg < 0o tel que n > ng = P[|(K"™ - M)ipr,, — (H - M)ips,,| > €] < e. D’autre

part, il existe mg = mg(e,t) < oo tel que P(7,, < t) < e pour tout m > mg. Donc si n > ny,

P[|(K™- M), — (H-M)y| > ¢]
<P [|(K" M)irr,, — (H - M)ipr, | > ] +P(7m, < 1)

< 2e.

Autrement dit, (K™ - M), — (H - M), en probabilité. O

REMARQUE 5.4.8. Contrairement & 'intégrale de Stieltjes (Lemme 4.1.12)), dans la pro-
position précédente, le choix de Hy» dans la somme partielle . ! Hy» (Xt?ﬂ — Xt;z) est
trés important : on ne peut pas remplacer Ht? par exemple par Ht;,mﬂ . en effet, si H est
une semimartingale continue, alors » o ! Hpp | (Xip,, — Xip) — . ! Hp (Xip, — Xip) =

f;al(Ht?H — Hpn) (Xip,, — Xir), qui converge en probabilité vers (H, X), et cette limite

n’est en général pas nulle. O

La proposition précédente permet d’établir la formule d’intégration par parties pour
Iintégrale stochastique. Il s’agit d'un cas spécial de la formule d’'Itd, que 'on étudiera dans

le chapitre suivant.

PROPOSITION 5.4.9 (intégration par parties). Soient X etY deux semimartingales conti-

nues. On a pour tout t > 0
t t
0 0
En particulier,
t
X} =X} + 2/ X dX, + (X)),
0

Preuve. Fixons t > 0. Soit 0 = t{; <t} < --- < tP» =t une suite de subdivisions emboitées

de [0,%] dont le pas tend vers 0. Par la proposition précédente, quand n — oo, on a, en
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probabilité,
pn—1

t
> Xip (Yir, = Yin) — /Xdes,
i=0 0

pn—1 t
> Y (X, — Xin) — / Y.dX,,
i=0 0
tandis que la Proposition [4.4.4] nous confirme que
pn—1

Z (Xtﬁl B Xt?) (K?ﬂ o Y;?) — <X’ Y>t'
i=0
On somme les trois formules. Comme
Xip Vi, = Yoo ) + Yip (X, = Xip) + (X, = Xip) (Yr, — Vi)
= XY, = Vi) + Yo (Xen, — Xin)
= Xy Y, — XoYy,

i+1

et S0 (Xin Yin | — XnYin) = XY, — XY, on obtient

t t
/Xdes+/ Y, dX, + (X, YY) = X,Y; — XY,
0 0

Il suffit d’utiliser la continuité de tous les processus pour voir que l'identité est vraie p.s.

pour tout t. [

REMARQUE 5.4.10.

(i) La formule d’intégration par parties nous dit que si X et Y sont des semimartingales
continues, alors XY l'est également. On verra dans le chapitre suivant que ’on peut étendre
ce résultat & beaucoup d’autres fonctions de (X,Y).

(ii) Lorsque X = M est une martingale locale (continue), on sait que M? — (M) est une
martingale locale. La formule d’intégration par parties nous dit que cette martingale locale
est

t
M +2/ M, dM,. O
0



Chapitre 6
Formule d’It6 et applications

La formule d’It6 est sans doute 1’outil le plus puissant de la théorie du calcul stochastique.
On démontre d’abord cette formule, et présente ensuite plusieurs applications profondes, no-
tamment en ce qui concerne : (a) semimartingales exponentielles; (b) caractérisation de
Lévy du mouvement brownien; (¢) Théoréme de Dubins—Schwarz pour les martingales lo-
cales continues; (d) inégalités de Burkholder-Davis—-Gundy ; (e) représentation des martin-
gales d’un mouvement brownien ; et enfin (f) Théoréme de Girsanov pour le changement de

probabilité.

6.1. Formule d’Ito

Durant tout le chapitre, on se place dans un espace de probabilité filtré (2, Z#, (%), P) qui
vérifie les conditions habituelles. La formule d’It6 nous dit qu’une fonction de classe C? de d
semimartingales continues est encore une semimartingale continue, et exprime explicitement

la décomposition de cette semimartingale.

THEOREME 6.1.1 (formule d’It0).
(1) (Cas unidimensionnel). Soit X une semimartingale continue et soit F: R — R une

fonction de classe C*. Alors
t 1 t
F(X,) = F(Xo) +/ FI(X,)dX, + 5 / FY(X,) d(X),.
0 0

(ii) (Cas multidimensionnel). Soient X', --- X% des semimartingales continues et soit
F :R? — R une fonction de classe C?. Alors

F(Xt XO +Z/ dXZ Z al»%@xﬂ S) d<Xi7Xj>$,
ou Xy = (X}, -+, X3),Vt > 0.

Preuve. (i) Fixons t > 0. Soit 0 = tj <t} < --- < t) =t une suite de subdivisions emboitées
de [0,] dont le pas tend vers 0. On a F(X;) = F(X;) + > ' [F (Xiz, ) — F'(Xyp)]. D'apres

65
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la formule de Taylor,

F(X

141

1 - Xt,?)27

it

) — F(Xt:l) = F/(Xt:z) (Xt?+1 — thl> + % fm-(w) (th

ou fp; est tel que

inf F"(z) < fn; < sup F"(x),

IEGITL,Z' 2€l,,;
et [n; = [Xm, Xt?+1] ou [Xt?+1’ Xin] selon que X;» est inférieur ou supérieur a Xin, - (11 est
a noter que f,; est bien mesurable.)
La proposition 5.4.7| nous dit que

pn—1

t
lim Y F(Xp) (X, — Xin) = /0 F'(X,)dX,,  probabilité.
i=0
Supposons pour l'instant que ’on sache montrer que

pn_l t
lim Y foi(Xen, — Xin)? = / F"(X5)d(X)s,  en probabilité, (6.21)
n—00 i+l g

i=0 0

alors on aura : pour tout ¢, p.s. F(X;) = F(X,) + fot F'(Xs)dX + %fg F"(X,)d(X),. La
continuité des processus nous confirmera la formule d’Ité6 dans le cas d = 1.
I1 reste donc a prouver (6.21]). Soient 7 > m. On a

pn_l p'm_l

Z fri(Xip,, — Xin)? = Z Jm.j Z (Xin,, — Xin)?
i=0 Jj=0

i t;” <t <™

i =Yt
pn—1
< Zmn Y (Xin,, = Xin)?, (6.22)
1=0
ou
me = Sup Sup |fn,z - fm,j|.
0<j<pm—1 @ 7" <tP <t

(En effet, pour tout i, il existe un unique j tel que ¢7* < ¢ < 7,.)

Comme F est de classe C?, presque siirement £ est uniformément continue sur I’inter-
valle (aléatoire) [infsc(oy X, supseq Xs)- Done Z,,,, — 0 p.s. (et a fortiori en probabilité)
quand m,n — oo. D’autre part, Zf;al(Xt;LH — Xn)? converge en probabilité vers (X),
(quand n — oo) d’apres la Proposition {4.4.41 Soit € > 0. Il existe donc N; < oo tel que
n>m> N, =

pn—1
P| Znn Y (X, —Xm)* >e| <e. (6.23)

=0
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Pour chaque m, considérons la fonction aléatoire h,, définie par

pm—1

Z fm] ]l]tm t]+1] )

Il est clair que p.s., pour tout s €]0,¢], hm(s) — F"(Xs) (m — o0). Or, presque siirement,
F" est bornée sur [infsejo g Xs, sup,ejoy Xs), et par convergence dominée, lorsque m — oo,
fot hm(s) d(X)s — fot F"(X,)d(X)s p.s. (et a fortiori, en probabilité). Par conséquent, il
existe Ny < 0o tel que m > Ny =

| [ hnra00. - [ Focac),

0
On fize désormais la valeur m := N; + Ny. D’apreés la Proposition [4.4.4] on a, lorsque n

> 5} <e. (6.24)

tend vers l'infini, la convergence en probabilité suivante :

pm—1 Pm—1

;of"” > Xy, —Xg) - ;Of’"’j« e, = (X)er)

m n m
AR

_ /Ot o (5) d(X ).

Il existe donc N3 < oo tel que pour tout n > N,

pm—1 t
P> i D (thnH—Xt?)Q—/ B (s) d(X)| > e| <e. (6.25)
5=0 it <t <t 0

En rassemblant ((6.22)), (6.23)), (6.24) et (6.25)), on a, pour tout n > Nj,

|

ce qui entraine ([6.21]). La formule d’It6 est donc prouvée quand d = 1.

pn—1

S fus(Xan, — Xu)? — / FY(X,) d(X),
i=0 0

> 35] < 3¢,

(ii) Dans le cas on d est quelconque la formule de Taylor donne

oF
P~ FOY) = S0 28 ) (et - )
k=1
|
T3 Z f:,’f(Xfi?H - ngn)(Xf?H - Xfy)a
kf—1
avec ) )
. 0°F . oO°F
- - < fr < _—
mler}fn Oxkoxt () < fuli < zsel}pn Oxkoxt (z),

oul;, = [th?, Xt1?+1] X oo X [X%I,X%lﬂ] (bien siir, il faut remplacer [Xt’zz, X@H] par [XQLH,X%]
si Xp > anﬂ).
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De nouveau, la proposition nous donne le résultat cherché pour les termes faisant

intervenir les dérivées premiéres. De plus, avec le méme argument que dans la preuve de

(6.21)), on a, pour chaque couple (k, ) avec 1 < k,¢ < d,
i .
f:z (an Xt’il)(an an / kaaxé ———(X,) d(X*, XY, en probabilité,

ce qui compléte la preuve du théoréme. 0

REMARQUE 6.1.2. (i) En prenant F(z,y) = zy dans la formule d’Ito, on retrouve la

formule d’intégration par parties :
t t
XY = XoYo + Xdes—i-/ Y, dX, + (X, Y),.
0 0

(ii) II est clair que dans la preuve du théoréme précédent, on n’a pas besoin que F' soit
C? sur tout R?. En effet, la formule d’Ito reste valable si (X;) prend p.s. ses valeurs
dans un domaine ouvert convexe D C R? et si F': D — R est de classe C?.

(iii) On écrira de temps en temps la formule d’Itd sous sa forme différentielle

AP (X)) = F'(X,) dX, + %F”(Xt) d(X),. .

EXEMPLE 6.1.3. Rappelons qu'un (.%;)-mouvement brownien B; = (B},--- , B?) (a va-
leurs dans R?) issu de 0 est un processus adapté tel que tout s > 0, t — By, — By soit
un mouvement brownien (& valeurs dans RY) indépendant de .%,. Plus généralement, un
processus B a valeurs dans R? est dit un (.%;)-mouvement browmen, si By est .#y-mesurable
et si By — By est un (%#;)-mouvement brownien issu de 0, indépendant de .%.

Lorsque d = 1, la formule d’Itd6 nous dit que
t 1 t
F(B;) = F(By) +/ F'(B,)dB, + 3 / F"(Bs)ds.
0 0

En prenant B} =t et B? = By, on a aussi pour toute fonction F': R? — R de classe C?,

LOF Y7OF  10%*F
F(t,Bt) = F(O,Bo) +/ %(8, Bs) dBS +/ (E + 5@) (S, BS) ds.

0 0
oF | 10°F _ 0, alors F'(t, B;) est une martingale locale. Ceci est le cas par

ot " 2022
exemple pour Fi(t,z) := z, Fy(t,z) := 2? — t ou F3(t,x) := 2* — 3tx. Plus généralement, si
H,(x) = (—1)”ex2/2d%(e*’”2/2) et H,(z,t) :=t"/?H, (7172) (polynomes d’Hermite “modifiés").

Pour d quelconque, comme (B, BY) = 0 (i # j; rappelons que deux martingales locales

En particulier, si

indépendantes sont nécessairement orthogonales), la formule d’It6 confirme que pour toute
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fonction F : RY — R de classe C?,

it or 1
F(Bt):F(BO)+Z/O axi(Bs)dB;Jri/ AF(B,)ds.
=1

0

On a une formule analogue pour F(t, By). O

6.2. Semimartingales exponentielles

Notre premiére application de la formule d’It6 est I’étude des semimartingales exponen-

tielles.

THEOREME 6.2.1. Soit X une semimartingale continue. Il existe une unique semimar-

tingale Z telle que

t
7y = et + / Z,dX,. (6.26)
0
Cette unique solution est Z = &(X), ou
1
(O@(X)t = exXp (Xt - 5 <X>t> . (627)

Preuve. Soit &(X) le processus défini dans (6.26)). Par la formule d’Ito,
1 1
d&(X): = &(X), dX; — 5(5"(X)td<X>t + §£(X)td<X>t = &(X): dX;.

Comme &(X) = e*0, on voit que &(X) est une solution de (6.26)).
Pour montrer I'unicité, on pose Y; := exp(—X; + 3 (X);). Par la formule d’It6, ¥ est une

semimartingale telle que

1 1

D’autre part, soit Z une semimartingale vérifiant ([6.26)), alors par la formule d’intégration

par parties (qui est en fait un cas spécial de la formule d’Itd),
d(Y;Z) = Y,dZ, + Z,dY, + d(Y, Z),
= Y,Z,dX, — ZY,dX, + ZY, d(X), — Vi Z, d(X),
= 0.
Donc Y;Z;, = YyZy = 1; autrement dit, Z, = 1/Y; = &(X);. O

REMARQUE 6.2.2. Comme dans la formule d’Itd, on écrit souvent I’équation (6.26]) sous

sa forme différentielle (avec la condition initiale Zy = eX°)

dZt — Zt dXt |:|
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REMARQUE 6.2.3. La preuve du Théoréme [6.2.1| a été écrite sous forme différentielle. On
remarque que ce qui justifie les passages du genre dY; = =Y, dX; + Y, d(X), = Z,dY; =
7Y, dXy + Z,Y; d(X); est I'associativité de l'intégrale stochastique et de l'intégrale de
Stieltjes. O

Le Théoréme a pour corollaire le résultat suivant. On dit qu’un processus a valeurs
dans C est une martingale locale (continue) si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont

des martingales locales.

COROLLAIRE 6.2.4. Si M est une martingale locale, et si A € C, alors
)\2
éa()\M)t = exp ()\Mt — ? <M>t) s
est une martingale locale. Les martingales locales &(AM) sont appelées les martingales locales

exponentielles de M.

6.3. Caractérisation de Lévy du mouvement brownien

On sait que si (X1, -+, X%) est un (.%;)-mouvement brownien & valeurs dans R?, alors
(X', X7); = d;t, on &;; == Ly—jy est le symbole de Kronecker. Le théoréme suivant, da a
Paul Lévy, nous dit que la réciproque est également vraie, ce qui fournit une caractérisation

importante et simple du mouvement brownien.

THEOREME 6.3.1 (Lévy). Soient MY, ---, M? des martingales locales issues de 0 telles
que
(M*, M7), = 6;;t.
Alors (MY, -+ M%) est un (F;)-mouvement brownien a valeurs dans RY.
En particulier, si M est une martingale locale telle que (M), = t pour tout t € [0,T],

alors M est un (F;)-mouvement brownien.

Preuve. Fixons & = (&,--+,&) € RY, et soit Ny := & - M; = Z;.lzl &M . Tl s'agit d'une

martingale locale telle que

d d d
=22 GG M= Gt =[Pt
7j=1 k=1 j=1

D’aprés le Corollaire|6.2.4) &(iN); = expli(&- M)+ H ] est une martingale locale (a valeurs

dans C). Pour tout ¢ > 0, supye(o | (iV)s| < exp 2” t] qui est intégrable. Par la Proposition

4.2.5) &(iN) est une (vraie) martingale. En particulier, pour s < ¢, E[V; | %] = N5, et donc

2
E [ei(g'(M*_Ms)) ‘ ﬁs} = exp (—@(t - s)) )
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Soit A € #,. Alors

E []lA ei(g'(Mt_Ms))} =P(A) exp (— HZHZ (t — s)) )

En prenant A = €0, on voit que M; — M, est un vecteur gaussien centré de covariance
(t — s)Id. De plus, fixons A € .Z; tel que P(A) > 0, et notons Py4(+) := P(-|A) la probabilité

conditionnelle sachant A. Soit E4 I'espérance associée a P4. On voit que

2
E 4 [ei(é-(Mths))} = exp (_@(lg _ 8)) :

ce qui signifie que la loi conditionnelle de M; — M, sachant A est aussi celle du vecteur
gaussien centré de covariance (t — s)Id. Cela suffit pour prouver que (M5 — Mj)i>0 est un
MB indépendant de .Z et donc que (M;);>o est un (%;)-MB selon la définition m O

EXEMPLE 6.3.2. Soit (X,Y’) un mouvement brownien & valeurs dans R?, issu de (0,0),
et soit # € R. On pose

Xf = X;cosf — Y;sind, Yte = X;sinf + Y, cos 0, t>0.

Alors (X?,Y?) est de nouveau un mouvement brownien & valeurs dans R?. En effet, X9 et
Y? sont des martingales telles que (X%); =t = (Y?), et (XY, Y?), = 0. Le résultat découle
alors du théoréeme de Lévy.

On peut reformuler ce résultat en interprétant R? comme le plan complexe C : on introduit
Zy = Xp+1Y, t > 0, qui est appelé le mouvement brownien complexe. Alors pour tout 6 € R,

(eith)tZO est encore un mouvement brownien complexe, voir I’exemple [6.4.10| ci-dessous. [

EXEMPLE 6.3.3. Soit B un (.%;)-mouvement brownien, et soit 3, := fg sgn(Bs) dBs, o
sgn(z) := Lyzs0p — L{z<oy (donc sgn(0) = —1).

Comme sgn(B;) est un processus localement borné (il est clair que ce processus est
progressif, car composé du processus progressif (s,w) — Bg(w) et de I'application borélienne
x — sgn(z)), By est bien défini, et est une martingale locale continue. De plus, (8); =

fot (sgn(B,))*ds = t. D’apres le Théoréme m de Lévy, § est un (.#;)-mouvement brownien.
Cet exemple sera repris dans les Exemples et O

6.4. Théoréme de Dubins—Schwarz

Le Théoréme de Dubins-Schwarz nous dit que toute martingale locale continue peut
s’écrire comme un mouvement brownien “changé de temps". On prouve seulement un cas

spécial.
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THEOREME 6.4.1 (Dubins—Schwarz). Soit M une martingale locale continue telle que

My =0 et (M)s, = o0 p.s. Il existe alors un mouvement brownien B tel que

La preuve de ce théoréme s’appuie sur le résultat préliminaire suivant.

LEMME 6.4.2. Soit M wune martingale locale telle que My = 0. Alors p.s. t — M, et

t — (M), ont les mémes intervalles de constance.

Preuve. Soient
T, = 1nf{t >r: M, 7é Mr}7 Sy = lnf{t > <M>t 7& <M>7"}

I1 suffit de montrer que pour tout r € Q, T, = S, p.s.
A cet effet, on remarque que 1, 7,1 - M est une martingale locale continue issue de 0, dont

la variation quadratique vaut 1y, 7, - (M). Or,
(I]T,Tr} ’ M)t = (I[O,TT] : M)t - (I[D,r} : M)t = MTT/\t — Mope = 0,

ce qui implique que 1y, 7,1 - (M) =0, et donc T,. < S, p.s.

Inversement, considérons la martingale 1y, ¢, 1-M = M Sr— M" qui a pour variation quadra-
tique 1), 5,) - (M). Cette derniére est identiquement nulle. Donc M — M" est identiquement
nulle. Autrement dit, S, < T, p.s. 0

Preuve du Théoréme [0.4.1 Pour tout r > 0, on définit le temps d’arrét
T, =inf{t>0: (M), >r}.

L’hypothése que (M), = oo p.s. assure que p.s., 7, < oo pour tout r. De plus, on voit

facilement que la fonction r +— 7, est croissante et cadlag, avec

T =lim7y =inf{t >0: (M), >r},

sT™r

si 7 > 0 (il convient de faire un dessin ici). On pose
B, =M., r > 0.

Le processus B ainsi défini est adapté par rapport a la filtration ¢, := %, (rappelons que
Hp 1{r<ooy est Fr-mesurable si H est progressif et 1" est un temps d’arrét, voir le Théoreme
. On remarque aussi que la nouvelle filtration (%,) satisfait les conditions habituelles,
car si (7,) est une suite de temps d’arrét qui décroit vers 7, alors ., = (), %, + (voir
I'exercice 1-(iv) de la feuille de TD n. 3; rappelons que la filtration (.%;) est continue a
droite).
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On montre maintenant que B est un processus continu. Il est clair qu’il est cadlag, car
M est continue et r — 7, est cadlag. Si l'on note B,_ := limg, Bs, alors B,_ = M, . Donc
dire que B, # B,_ équivaut a dire que 7, < 7. et M, _ # M, . Or, si 7, < 7., comme
(M), =1 = (M), le Lemme nous confirme que M, = M, . Par conséquent, les
trajectoires de B sont p.s. continues.

On vérifie ensuite que B; et B? — t sont des martingales par rapport a la filtration
(4,). Soient t > s. Prenons n tel que n > t > s. Comme (M™),, = (M),, = n, par le
Théoreme [4.3.5] M™ et (M™)2 — (M™) sont des (vraies) martingales continues. Or M™ est

uniformément intégrable puisque bornée dans L?; de plus nous avons comme dans (4.9)

E

s€0,t] s€[0,t]

SMWM?VISMu (M) = (M), | < sup (M7 +n, e [0,1),

et (M™)? — (M™) est donc uniformément intégrable. Par le théoréme d’arrét,
E[B; |9 =E [MT:" 3-57.5} =M™ = B,,
et

E[B}~1|9] = E[(M])— (M™),| %]
= (M)~ (M™), =B s

En particulier, B est une (%,)-martingale continue telle que (B); = t. D’aprés le Théoréme
de Lévy, B est un (%, )-mouvement brownien.

Par définition de B, on a p.s. pour tout ¢, By, = M;,,, . Comme (M) est constant sur

(M)

Iintervalle [t, Tap),] (et vaut (M), sur cet intervalle), le Lemme dit que My = M

T(M)y?

et donc By, = M;. O

REMARQUE 6.4.3. Dans le Théoréme [6.4.1] le mouvement brownien B n’est pas adapté
par rapport a la filtration (.%,;), mais par rapport a la filtration “changée de temps" (%,,).00

Il existe une version multidimensionnelle du Théoréme [6.4.1. D’autre part, on peut

s’affranchir de la condition (M), = co dans le Théoréme de Dubins—Schwarz.

THEOREME 6.4.4 (Knight). Soient M, ---, M™ des martingales locales continues issues
de 0 telles que (M%), = oo (Vi). Si (M, M3) =0 (Vi # j), alors il existe un mouvement

brownien B a valeurs dans R™ tel que pour tout t,
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THEOREME 6.4.5 (Dubins-Schwarz). Soit M une martingale locale continue issue de
0. Alors éventuellement sur un espace de probabilité “élargi” (vérifiant les conditions habi-

tuelles), on peut definir un mouvement brownien B tel que

Mt - B(M)t .

REMARQUE 6.4.6. Dans le Théoréme de Knight, on sait a priori par Dubins-Schwarz que
pour chaque i, il existe un mouvement brownien unidimensionnel B’ tel que M, = BéMm .
Le Théoréme de Knight consiste donc a dire que ces mouvements browniens B!, ---, B¢
sont indépendants. Pour une preuve de ce théoréme on peut consulter le Chapitre V du livre
de Revuz et Yor (1999). (ii) Pour la signification exacte d’un “élargissement" d’espace de
probabilité, et pour la preuve de ces deux théorémes, on peut consulter le Chapitre V du
livre de Revuz et Yor (1999).

(iii) Comme dans le cas unidimensionnel, pour le Théoréme de Knight, la condition

(M%), = 0o n’est pas nécessaire. O

EXEMPLE 6.4.7 (points polaires du mouvement brownien plan). Le mouvement brownien
B dans R visite p.s. tous les points de R infiniment souvent, car p.s. limsup,_,, , By = +00
et liminf, ., B; = —oo. En dimension supérieure la situation est différente. Remarquons
d’abord que si A C R est un ensemble mesurable avec mesure de Lebesgue positive, alors
IP’(Bid) € A) > 0 pour tout ¢t > 0 car Bt(d) a une densité continue et strictement positive. Si
A a mesure de Lebesgue nulle alors ]P’(Bt(d) € A) = 0 pour tout ¢t > 0 mais avec probabilité
positive on peut avoir des temps aléatoires ot Bt(d) € A; si ce n'est pas le cas, on dit que A
est polaire. Nous considérons dans cet exemple le cas particulier A = {z}.

Soit (X,Y’) un mouvement brownien a valeurs dans R?, issu de (0,0). On considére
M, = e™* cos(Yy), N, := X sin(Y}).
Par la formule d’It6 (remarquons que (X,Y) = 0),
dM, = e cos(Y;)dX; — e sin(Y;)dY; + %eXt cos(Y;) dt — %exﬁ cos(Y;) dt
= " cos(V})dX, — ¥ sin(Y;) dY;.
Donc M est une martingale dans L? continue. De méme, N en est une, car
dN, = Xt sin(Y;) dX; + ¥ cos(Y;) dY;.

Remarquons que d(M); = e*Xt cos?(Y;) dt + e*** sin*(V;) dt = >t dt = d(N);. D’on

(M); = (N); = /Ot e+ ds.
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On montre maintenant que (M) = (N)s = 0o p.s. Ceci suit de la propriété de Markov
forte de X, en introduisant les temps d’arrét 75 := 0 et 741 := inf{t > 7, + 1 : X; = 0}, et
en remarquant que les variables aléatoires J; := f;’““ e?Xs ds sont i.i.d. ; par la loi des grands

nombres ’on obtient alors

+oo > Tht1
/ X ds = E / eXs ds = 400 p.s.
0 k=0 v Tk

On s’intéresse ensuite a (M, N). Comme
d(M, N), = (e* cos(V}))(e** sin(V;)) dt — (e** sin(Y};)) (e cos(Y;)) dt = 0,

et donc (M, N) = 0, le Théoréme nous dit qu’il existe un mouvement brownien B a

valeurs dans R?, tel que (remarquons que My =1 et Ny = 0)

(Mt -1, Nt) = B<M>

t?

ou alors (M, Ny) = By, + (1,0). Comme le module euclidien [|(M;, Ny)|| = e** ne
s’annule jamais, on conclut que p.s. By, ne visite jamais le point (—1,0). Vu que ¢ — (M),
est continue, et (M), = 00, on a démontré que p.s. le mouvement brownien B ne visite
jamais le point (—1,0).

Par rotation et scaling, pour tout a € R?\{0} fixé, avec probabilité 1, B ne visite jamais
le point a. Pour le cas a = 0, on a, par la propriété de Markov,

P33t >0, B,=0]= lim P[3t>n"", B,=0] =0.

n—oo

En conclusion, pour tout @ € R? P(3t > 0, B; = a) = 0. On dit que les points sont
polaires pour le mouvement brownien planaire B.

A fortiori, si B est un mouvement brownien & valeurs dans R? (d > 2), alors pour tout
a€RY P(3t >0, B=a)=0.

On aurait pu simplifer la preuve de cet exemple en adoptant 1’écriture complexe M +iN =

e?, avec Z = X + 1Y, voir 'exemple [6.4.10] ci-dessous. 0

EXEMPLE 6.4.8 (mouvement brownien dans ’espace). Soit B un mouvement brownien
a valeurs dans R?, avec d > 3. On a lim;_,, || B;|| = 0o p.s., et on dit que B est transient.

Il suffit de démontrer la transience pour d = 3, et on suppose sans perte de généralité
I

que By = a # 0. Considérons la semimartingale continue X; := || B;||*. Par la formule d’Ito,

3 t t 3 t
Xt—Xo+2Z/ B'dB +3t,  (X), = /Z(B;j)?ds—zlf X, ds.
i=1 70 0 =1 0
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Comme X est p.s. a valeurs dans R, on peut appliquer la formule d’It6 a la fonction

F: R% — R définie par F(z) := 271/ :
1 1 1 [ 3 /11

3 1 311
= martingale locale — - [ ——=ds+ = | ——=ds
2 Jo X§/2 2 Jo X§/2

= martingale locale.
Autrement dit, m est une martingale locale, positive, issue de m Par la Proposition M
toute martingale locale non-négative telle que My € L! est une surmartingale. Puisque toute

surmartingale positive continue admet une limite finie p.s. (voir Le Gall, Théoréme 3.5 page

47), ”B%” — & quand t — 400, qui d’aprés Fatou donne E(¢) < liminf; . IE(”B%”)

Or, si N := (N, N2 N3) désigne la loi gaussienne standard a valeurs dans R?, alors

E<Hg’t\|> = E(thJr—\l/fNH) Par rotation, on peut supposer que a = (||a|[,0,0), alors

1 1 1
E (m) < %E <\/(N2)2 n (N3)2) — 0, t — oo.

(En général, E(W) <00 < q<d.) Donc ¢ =0 ps., c’est-a-dire || B;|| = oo p.s.

On remarquera que est une martingale locale uniformément intégrableﬂ, qui n’est

L
1B]
pas une martingale. 0

EXEMPLE 6.4.9. Soit B = (B!, ---, B%) un mouvement brownien a valeurs dans R? (d >
2), issu de  # 0. Par la formule d'Tto, d(||B,||?) = 23.¢, BidB! + ddt. Soit F : R* — R

de classe C?. Comme p.s. ||B;||* € R%. pour tout ¢, on a

dF([B.I") = F’(|!Bt||2)d(||BtH2)+%F"(HBt|I2)d<HBtH2>t

d
= F'(IB*)2) BidB] + (dF' (| Bil*) +2F" (| Bl |1 B.|I?) .
i=1

Le terme & variation finie s’annule dans le points y tels que F”(y) —1—5 yF"(y) = 0; remarquons
que cette équation est satisfaite par F(y) := log(y) (d = 2) et par F(y) := y'~(4/2),
Soient 0 < r < ||z|| < R. Pour a = r ou R, on pose

T,:=inf{t >0: ||B|| = a}.

On étudie d’abord la dimension d = 2. Soit F' : R% — R, F(y) = logy pour tout y >

0. Alors t — F(||Birtarsll) = log || Biar.ary|| est une martingale locale continue bornée.

1. Car supﬂE(W) < oo pour € €10, 1].
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Par le théoréme d’arrét, E [log ||Br.ary||] = log||z|. (Remarquons que Tk < oo p.s., car

limsup, ., [| Bt > limsup, . | Bi| = 0o p.s.) Donc

log ||z|| = (logr)P[T, < Tg] + (log R) P[T, > Tkg|
= (logr —log R)P[T, < Tg] + log R,

et par conséquent

log R — log ||z|]
PTT T - , ]P)T Trr —
Ty < Tl log R —logr Tr < T

log ||z|| — logr

log R —logr
En faisant R — oo, et comme Tr — 00, on obtient P[T, < co] = 1 pour tout r > 0. Donc
pour tout a € R? et tout voisinage V,, le mouvement brownien plan visite p.s. V, infiniment
souvent.

Sid> 3, soit F: Ry = R, F(y) = y* % pour tout y > 0. Alors F(||Biararsll) =

| Biat,ary |*~¢ est une martingale continue bornée. Par le théoréme d’arrét
121>~ = E[l| Bz, aeI*~ .

Donc

|]|2= — B2~ 2 — >
PT, < Tg] = 2d _ prd P[Tr <T.] = r2—d _ p2—d

En particulier, en faisant R — oo, on obtient

P[T, < oo] = (H;—H)d_z,

ce qui est en accordance avec la transience de B. 0

EXEMPLE 6.4.10 (le mouvement brownien complexe). Soit A : C — C une fonction
holomorphe (c’est-a-dire dérivable au sens complexe en tout point de C). Rappelons que

h = f + ig holomorphe revient a dire que (équations de Cauchy—Riemann)

of _ 9y af _ 9y

dx 0y dy Oz
et ona Af = Ag = 0. De plus, #/(z) = 3(2 —ig—}y’) =t
Soit Z = X + Y un mouvement brownien complexe (on identifie C avec R?) issu de

Zy € C. Alors par la formule d’It6,

42y = Gz Shazyas jan@ a
of of

= —(Z,)dX —(Z,) dY,
(93:( +)d t+8y( ¢) dYs,
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et de méme dg(Z;) = %(Zt) dX; + g—Z(Zt) dY;. (On écrit formellement dh(Z;) = h'(Z;) dZ;.)

Donc h(Z;) est une martingale continue. De plus,

W@ = (2 = G2+ (7] @yar = wizoPar
N o e [CAr e

Par le Théoréme [6.4.4] il existe un mouvement brownien planaire B = (B!, B?) tel que

h(Z) = Byyz)- Cette propriété s’appelle invariance conforme du brownien complexe.

EXEMPLE 6.4.11 (représentation skew-product du mouvement brownien plan). Dans les
notations de I’Exemple [6.4.10, on prend maintenant h(z) := e*. Alors (f(Z)); = f(f e*Xs ds =:
Ay, et on sait que (f(Z))s = 00 p.s. par un argument qui se trouve dans I’Exemple [6.4.7]
D’aprés le Théoréme [6.4.4] il existe un mouvement brownien complexe B = B! + iB? issu
de 1, tel que e = By,. Soit C; = A;*. Alors

B! +iB? = exp (Z¢,) = exp (X¢, +iYe,) = Ry exp(ib;),
ol nous obtenons ainsi respectivement la partie radiale et le nombre de tours de (B*, B?) :
R, = |B} +iB?| = e~ct, 0, := Yo,

On écrit maintenant O, en termes de B! et de B%2. Comme A : R, — R, est une bijection

de classe C'! avec dérivée A, = e2X* > 0, son inverse C est dérivable avec dérivée

Ot L = e_QXCt = L

— A_Ct - — Ef’
c’est-a-dire
t
ds
Ct - /0 R—g, t Z O

Nous obtenons donc la représentation skew-product du mouvement brownien plan : soit
B = (B!, B?) un mouvement brownien plan issu de (1,0), et soient R et 6 sa partie radiale
et son nombre de tours, respectivement. Alors il existe un mouvement brownien plan (X,Y)

issu de (0,0), tel que
Rt - eXp(XCt)7 et - YCM

bds . AT
Cy = ﬁ:mf s>0: erdu>ty.
0 S 0

On remarque que le processus (Cy)>o est indépendant du mouvement brownien Y. [l

ou
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6.5. Théoréme de Girsanov

On considére comme précédemment dans ce chapitre, un espace de probabilité filtré
(Q, F#, (%), P) satisfaisant les conditions habituelles. Notre objectif est d’étudier comment
les notions de martingales/semimartingales se transforment lorsque ’on remplace la proba-

bilité IP par une probabilité Q qui est absolument continue par rapport a IP.

LEMME 6.5.1. Supposons que Q < P sur .Z.,. Pour tout 0 <t < oo, soit

dQ
Dy = ﬁ‘f/’t’

la dérivée Radon—Nikodym de Q par rapport a P sur la tribu #,. Le processus D est une

(Z,)-martingale uniformément intégrable.
Preuve. Soit A € %;. On a
Q(A) = Eg[14] = E[14Ds] = E[14 E(Ds | F2)].
Par unicité de la dérivée de Radon—Nikodym sur .%;, on obtient :
D, =E(Dw | #).

Donc D est une martingale uniformément intégrable, fermée par D.. U

LEMME 6.5.2. Soit D la martingale du Lemme précédent ; nous supposons que D est p.s.
continue.

(1) Si T est un temps d’arrét, alors

d@Q
DT: d_]P)La}T

(ii) Si en plus Q est équivalente a P sur F ., alors p.s. pour tout t > 0, D; > 0.
Preuve. (i) Pour tout A € Zr, on a,
Q(A) =Eg[14] =E[14D] = E[14E(Dw | Z1)].

qui vaut E[14 Dr] par le théoréme d’arrét. Puisque Dy est Zp-mesurable, on obtient :

d@Q
DT: @|9T

(ii) Considérons le temps d’arrét S := inf{t > 0 : D; = 0}. Par continuité a droite,
Dg =0 p.s. sur {S < oo}. Soit A :={S < 00} € Fg. Alors Q(A) = E[14 Dg| = 0, et donc
P(A) = 0. O
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LEMME 6.5.3. Soit D une martingale locale continue, strictement positive. Il existe alors

une unique martingale locale continue L, telle que

Dy = exp (Lt - % (L)t> — &(L),.

De plus, L est donnée par la formule

" dD;
L, =log Dy + D,
Preuve. (Unicité) Soit L une martingale locale continue telle que &(L) = &(L). Alors
L-L= <L>2;<Z> Il découle que L — L est une martingale locale continue issue de 0 (car
Lo = ZO = log Dy), qui est a variation finie. Par le Théoréme m L=1L.
(Existence) Soit L, := log Dy + fot D;1dD,, qui est une martingale locale continue.

Comme D est a valeurs dans R* , on peut appliquer la formule d'It6 a F'(D,), ot ' : R} — R
est définie par F'(xz) = logz. Il en découle que

YdD, 1 [td(D), 1
log D, = log D — = =L, — = {(L),.
og Ly = log Dy + . D, 2/0 D? t 2<>t

Autrement dit, D = &(L). O

THEOREME 6.5.4 (Girsanov). Soit Q une probabilité équivalente o P sur Z.,. Soit D la
martingale associée a Q définie dans le Lemme[6.5.1. On suppose que D est continue. Soit
L la martingale locale continue telle que D = &(L). Alors pour toute P-martingale locale
continue M, le processus

M :=M — (M, L)
est une Q-martingale locale continue.

Preuve. Soit T un temps d’arrét, et soit X un processus continu adapté avec Xy = 0. On
montre d’abord que si (X D)7 est une P-martingale, alors X7 est une Q-martingale.

En effet, d’aprés le Lemme [6.5.2) Eq[|X7n|] = E[|X7aeDrael ] < 00, done X € LY(Q)
pour tout ¢. Soient s < t et A € .Z,. Puisque (X D)? est une P-martingale et AN{T > s} €
Fs,

E[ 1Am{T>s}XT/\tDT/\t ] = E[ 1Am{T>s}XT/\sDT/\s ]
et Dpps = . D’autre part, AN{T > s} €

D’apres le Lemme [6.5.2, Dy =

Frps C Frae. Donc

dP‘gT/\t d]P)"?T/\s

Eo[ Lanirss} Xrae ] = Eol Lanir>s} Xras |-

Or, on a Eg[1anir<ay Xrae| = Eo[ Lanir<s) X1 | = Eg[1an(r<si X7as ], ce qui implique que
Eo[14X7n:] = Eg[14X7As]. Par conséquent, X7 est une Q-martingale.
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Comme conséquence immédiate de ce que 1’'on a démontré, on voit que
XD une P-martingale locale = X une Q-martingale locale. (6.28)

Soit maintenant M une P-martingale locale continue, et soit M:=M — (M, L). Par la

formule d’Ito6 (ou plus précisément, par la formule d’intégration par parties)

M,D, = /MdD+/DdM+<MD>

:/MdD+/DdM /DdML + (M, DY,

_ /J\Zst+/Ddes,
0 0

car d(M, L), = D;'d{(M, D), par le Lemme m Donc (]\NJtDt) est une P-martingale locale.
Par (6.28)), (Mt) est une Q-martingale locale. O

REMARQUE 6.5.5. (i) Un résultat établi p.s. ou en probabilité sous PP reste vraie sous Q.
Par exemple, la variation quadratique de M sous Q est égale & (M). Dans la remarque (iii)
suivante, on montre que les intégrales stochastiques sont aussi les mémes sous P et sous Q.

(i) Le Théoréme de Girsanov nous confirme qu’'une P-semimartingale reste une Q-semi-
martingale (et réciproquement, car Q et P sont supposées équivalentes), et on a la décom-
position canonique : si X = Xy + M + V est une P-semimartingale, alors X = X, + M + \7,
avec V :=V + (M, L), est la décomposition canonique de X en tant que Q-semimartingale.

Réciproquement, la décomposition canonique d’'une Q-semimartingale en tant que IP-
semimartingale est aussi explicite. En effet, comme L est une P-martingale locale, le Théo-
reme de Girsanov dit que L := L — (L) est une Q-martingale locale, telle que (L) = (L).
Donc on peut considérer la Q-martingale locale exponentielle &(—L); = exp(—L; — %(Eﬁ) =
exp(—Ly + 5(LY,) = m. Par conséquent, P = &(—L)s ® Q sur .Z... En particulier, en
appliquant le Théoréme de Girsanov (en échangeant les roles de P et Q), si N est une Q-
martingale locale continue, alors N := N — <N , —Z) est une P-martingale locale. Comme
(N, =LY = —(N, L),ona N := N + (N, L).

En conclusion, M est une P-martingale locale si et seulement si M — (M, L) est une
Q-martingale locale.

(iii) Montrons maintenant que les intégrales stochastiques sont les mémes sous P et sous
Q. Soit H un processus (progressif) localement borné, et soit M une P-martingale locale issue
de 0. On écrit (H-M)F et (H-M)? pour les intégrales sous P et sous Q, respectivement. Soit
M := M—{(M, L), qui est une Q-martingale locale. On écrit (H-M)% = (H-M)%+H-(M, L),
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et (H - M)@ est une Q-martingale locale. D’aprés (i), (H - M)Q + ((H - M)@, L) est une

P-martingale locale. Par définition, (H - M) est une Q-martingale locale telle que pour toute
semimartingale N, ((H - M)®, N) = H - (M, N) = H - (M, N). Donc ((H - M)®, L) =
H - (M, L), ce qui implique que (H - M)? est une P-martingale locale. On a vu que pour
toute P-martingale locale N, ((H - M)® N)=H - (M, N). D'ou: (H-M)% = (H - M)*.

(iv) On utilise trés souvent la version de Girsanov “a horizon fini", ¢’est-a-dire sur l'inter-
valle de temps [0, ¢] fixé. En effet, la filtration sera (%, s € [0,t]) au lieu de (%5, s € Ry),
qui vérifie les conditions habituelles (attention, I'hypothése de complétion signifie que chaque
tribu %, contient les P-négligeables de .%;). Si Q est une probabilité équivalente a P sur .%;,
on définit la martingale (D;, s € [0,¢]) (donc D, := 4% jouera le role de D), et si D a
une modification continue, alors on peut définir la martingale locale (L, s € [0, t]) telle que
D, =exp(Ls — 3(L),), s € [0,]. L’analogue du théoréme reste alors vraie.

(v) Si M = B est un (%, P)-mouvement brownien, alors B := B— (B, L) est une (%, Q)-
martingale locale continue, telle que (B), = (B); = t. Le Théoréme de Lévy nous dit
alors que B est un (%, Q)-mouvement brownien.

(vi) En pratique, on se sert du Théoréme de Girsanov pour éliminer le drift qui nous
ennuie. Voir les Exemples [6.5.13] et [6.5.15] O

Si 'on regarde la preuve du Théoréme de Girsanov de plus prés, on se rend compte que

la condition Q ~ P sert seulement & assurer a ce que D soit a valeurs dans R* . Donc on
+

peut énoncer la version suivante du Théoréme de Girsanov sans que la probabilité Q soit

nécessairement équivalente a P sur .%,, (c’est le cas sur chacune des tribus .%#;, en revanche).

THEOREME 6.5.6 (Girsanov). Soit (Dy, t > 0) une martingale continue uniformément
intégrable, a valeurs dans RY, telle que E(D,) = 1 pour tout t > 0. Soit L la martingale
locale continue telle que D = &(L). Posons Q := Dy, @ P. Alors pour toute P-martingale

locale continue M, le processus

M =M — (M, L)

est une Q-martingale locale continue.

REMARQUE 6.5.7. On insiste sur le fait que dans le Théoréme [6.5.6] Q est absolument

continue par rapport a IP sur %, et est équivalente a P sur toute .%;, t > 0.

REMARQUE 6.5.8. Dans la plupart des applications du Théoréme [6.5.6, on part d’une
martingale locale continue L issue de 0, alors la probabilité Q := & (L), ® P est bien définie
si &(L) est une (vraie) martingale uniformément intégrable. Or, &(L) étant une martingale

locale continue a valeurs dans R et issue de 1, elle est une surmartingale par la Proposition
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4.2.5] Par le Théoréme 3.5 a page 47 du livre de Le Gall, toute surmartingale positive et
continue a droite admet p.s. une limite (finie). Notons &' (L) := lim;_,, &(L),;. Par le lemme

de Fatou, E[&(L)] < 1. Supposons que l'on a
E[&(L)x] = 1, (6.29)

alors d’aprés le Lemme suivant, &(L) est une (vraie) martingale continue uniformé-
ment intégrable. On sera alors parfaitement dans le cadre du Théoréme |6.5.6]

La condition a donc une importance capitale. Le théoréme suivant donne deux
conditions suffisantes pour assurer . [l

THEOREME 6.5.9. Soit L une martingale locale continue, issue de 0. Considérons les
propriétés sutvantes :

(i) Elez(P>] < o0 ;

(ii) L est une martingale uniformément intégrable, et Elez"=] < oo ;

(11i) E|&(L)o] = 1 (donc &(L) est une martingale uniformément intégrable).
Alors (1) = (ii) = (iii).

La preuve du Théoréme [6.5.9] se trouve a la fin de la section. On montre d’abord que
sous (6.29)), &(L) est une (vraie) martingale continue uniformément intégrable.

LEMME 6.5.10. Soit D une surmartingale positive continue, issue de 1. Si E[Dy| = 1,

alors D est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. Soit t > 0. Comme Dy = 1, on a E[D;] < E[Dy] = 1. D’autre part, d’aprés le lemme
de Fatou (version conditionnelle), E[Dy, | %] < D; p.s. En prenant I’espérance dans les
deux cotés de cette inégalité, on obtient 1 = E[D.] < E[D,] < 1. Par conséquent, E[D;| =1
et E[Dw | %] = D; p.s. d

EXEMPLE 6.5.11. Soit M une P-martingale locale continue, et soit H € L% _(M). On

loc

pose

t
L, ::/ H,dM,  t>0,
0

Donc &(L); = exp(fg H,dM, — 3 OtHszd(M)s). Si E[6(L)x] = 1, alors en posant Q :=
(L) o P, le Théoréme de Girsanov dit que

t
Xt = Mt_/ H3d<M>S, tZO,
0

est une Q-martingale locale. O
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EXEMPLE 6.5.12. [formule de Cameron—Martin/ On se met dans I’espace canonique 2 :=
C([0,T],R), muni de la mesure de Wiener W. Soit (X;, t € [0,7T]) le processus canonique.
(Donc sous W, X est un mouvement brownien standard défini sur [0, T].) Soit h € L*([0, T}])
(donc h € LZ4(X)). On pose L; := fot h(s)dXs, t € [0,T].

Puisque (L)7 = fOT h*(s) ds qui est une constante finie, le Théoréme |6.5.9|nous guarantit
que E[&(L)7] = 1. Comme &(L)r > 0, en posant

T 17
Q :=exp (/ h(s)dX, — 5/ R (s) ds) o W, sur Fr,
0 0

le Théoréeme de Girsanov nous dit que

¢
X —/ h(s)ds, te0,71],
0

est un Q-mouvement brownien. Puisque (X;, ¢t € [0,7]) sous W est aussi un MB, nous

obtenons que pour toute fonction mesurable bornée ¢ : C'([0,7]) — R
t
E <<I> (Xt—i—/ heds, t € [O,T]>> —E(®(X,, t€[0,T]) &L)r)
0

ou [E est I'espérance par rapport & W. Autrement dit, la loi de (Xt + fot hsds, t €0, T})
sous W est Q.
2
En particulier, si h(z) =y € R, Vz € [0,7T], alors Q = X7~ =T ¢ W, et (X; — 1, t €

[0,77]) est un Q-mouvement brownien. O

EXEMPLE 6.5.13. La formule de Cameron—Martin évoquée dans I’exemple précédent per-
met souvent de traiter le processus X; + ¢ (mouvement brownien avec drift). Dans cet
exemple, on s’intéresse & la loi de sup,¢(g 1(X¢ + 7t), ot v € R, est un réel non-nul.

On se met dans ’espace canonique avec 7' = 1, et soit Q = eVXl’é oW (sur .#;) comme
dans l'exemple précédent. Sous QQ, X est un mouvement brownien avec drift ~. Pour tout

x>0,

2
Q ( sup X; < m) = W [1{8111%6[0,1] Xt<x}eVX1_w2}

te(0,1]

42
= E |:1{SUPte[0,1] Bt<a¢}eWB1_2:| (630)

ot B est un mouvement brownien sous P. (Par abus de notation, on écrit W a la place de

Pespérance associée a W.) On note S; := sup;¢(1) X¢, et on rappelle la densité conjointe de

(S1,X1) que 'on a déterminée dans le Corollaire ;

2(2a -0 2a — b)?
fS1,X1 (a7 b) = % exp (_%> ]-{a>07 b<a}-
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Donc la probabilité dans (6.30) vaut

2e /2 [T a 2a — b)?
- 3% /da/ db(2a—b)exp<—w+7b>

2e7°/2 2a b
_ = / db/da (2a — b) eXp( ( )’ —l—”yb)
b+

dy yexp (—% + vb) ,

db

2b+—b

avec un changement de variables y := 2a — b. En remarquant que 20 — b = |b|, on obtient :

eV’ /2 ) )
Pl sup (X¢+9t) <z db e [e’b /2 o (emb/2) O
(te[&l}( ! ) > v 2T

REMARQUE 6.5.14. Il est possible d’obtenir sous une autre écriture. En effet, soit

2
Q= e X1 o W sur F1, alors X; + vt est un Q mouvement brownien, et

te(0,1]

2
W ( sup (Xy +1t) < x) = [Eg [1{supt€[0y1](Xtﬂt)@}eVXl*é}
B _22
= E ]‘{SUPte[o,l] Bt<$}e’y R

Ceci équivaut a (6.30)). O

EXEMPLE 6.5.15 (formule de Cameron—-Martin, suite). On travaille dans l'espace cano-
nique 2 := C(R4,R), muni de la mesure de Wiener W.

Soit h : R, — R une fonction mesurable telle que Vt, fo h?(s)ds < oco. On pose
L, = fo s)dXs. D’aprés le Théoréme m &(L) est une (vraie) martmgale continue.

Soit @Q la mesure de probabilités sur %, définies comme la loi de (X; + f(f hs ds)i>o sous
W. Par ’'Exemple | pour tout 7' > 0 nous avons que Qiz, = &(L)r «W|z,. Attention,
Q et W ne sont pas nécessairement équivalentes sur .#... Le Théoréeme de Girsanov nous dit
que (X; — fo u) du,t > 0) est un Q-mouvement brownlen

En particulier, si h(t) = v € R, alors Qz, = eVXT—T o W|z,. Le processus (X; — vt)i>o
est un Q-mouvement brownien, et X sous Q est un mouvement brownien avec drift .

On s’intéresse a 7, := inf{t > 0: X; = a} quand h(t) = 7. Pour tout ¢t > 0,

)]

Qlra <] =W {1{Tu§t}evXt_wzt} =W {l{ragt}w <e7Xf_72t
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2
Comme (€7X=75 5> 0) est une (vraie) W-martingale, le théoréme d’arrét (pour les temps

d’arrét bornés) nous dit alors que

2
Q. <t] = W [1{m<t}eVXm“_72(T“/\t)}
2

t 2
_ / T W, € dsl. (6.31)
0

Or, on a vu dans I'Exemple [2.4.10| que sous W, 7, a la méme loi que o’ et que la densité

2
X3

vaut fr, (s) = \/% exp(—;—z) 1¢s>0y- Donc

t |a| '725 a2
Q%St:/ ex (a————)ds.
[ ] vl

On écrit maintenant tout pour le mouvement brownien avec drift X; 4+ ~t : la variable

aléatoire 7. := inf{t > 0: X, + ¢t = a} a pour densité
lal

2
() _ ol o (Lot
P (7 € dt) = 3 exp ( 57 1{e=0y dt. (6.32)

En faisant ¢ — oo dans (6.31)), on obtient
P (Tév) < oo) — W {eva—fﬂ;} _ eva—lva\’

ou la derniére identité provient de I’'Exemple [3.5.4] Par conséquent, le mouvement brownien
avec drift X; + vt (v # 0) atteint le niveau a (a # 0) avec probabilité 1 si et seulement si a
et v sont de méme signe. Dans le cas contraire, la probabilité en question vaut e*’*, ce que
I'on a vu dans un TD il y a quelque temps.

Si ya > 0, la loi de probabilité dans porte dans la littérature le nom de la loi

gaussienne inverse. O
On termine la section avec la preuve du Théoréme [6.5.9]

Preuve du Théoreme [6.5.9.

(i) = (ii) |théoréme de Novikov, modifié| Supposons Efez(F>] < oo. A fortiori, (L)s
est intégrable. Ceci implique que L est une (vraie) martingale continue bornée dans L2,
donc uniformément intégrable. On écrit ezl = \/m Vez{= et on obtient, & aide de

I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que

E[ezl>] < /E[E(L)x] \/E[e3 (=]

Par le lemme de Fatou, E [€(L)s] < 1. D’autre part, E[e2(=] < 0o. D’ou Efezl~] < oo.
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(ii) = (iii) [ Théoréeme de Kazamaki, modifi¢| On suppose maintenant que L est une
martingale uniformément intégrable telle que ]E[e%L“)] < o00. Dans ce cas, pour tout temps

d'arrét T', Lt = E[L« | -Z7], et par I'inégalité de Jensen (version conditionnelle),
e%LT — e%E[Loo\fT} < E[G%Loo | Zr].

Donc la famille de variables {e%LT, T temps d’arrét} est uniformément intégrable.
Soit maintenant a €]0,1[, et soit Z, := eT+a™*. Alors

2

a2 2 (l2 —
(ga(aL>t — eaLt—T(Lﬁ — ea Lt—T(Lﬁea(l—a)Lt — [(g)(L)t]az [Zt]l a .
Soit T' un temps d’arrét, et soit A € .Z,. Par I'inégalité de Holder, ceci implique que
a2 _a2
E[1a&(al)r] < {E[E(L)r]}" {E[1aZr]} " .

L’inégalité de Jensen nous donne {E [lAZT]}l_a2 < {]E[IAZ(THG)/(%)}}2‘1(1*“) (car &2 > 1),

et cette derniére vaut {E[14e227]}2¢01=0) On arrive donc a
2 17 2a(1—a)
E[1a&(aL)r] < {E (L))} {E [ty ]} (6.33)

Puisque &(L)T est une surmartingale positive, &(L)r = lim;_,o &(L)iar existe, et par
le lemme de Fatou, E[€(L)y] < 1. Par conséquent, E[1,4&(al)y] < {E[14e2Llr]}2e0-a),
Comme {e%LT, T temps d’arrét} est uniformément intégrable, c’est également le cas pour
{&(aL)r, T temps d’arrét} (rappel : (B;,i € I) est uniformément intégrable si et seulement
si sup,e; E[|B;|] < ooet Ve >0,35 >0, P(A) < = sup;; E[|Bi| 14] < ¢).

Rappelonsﬂ que si M est une martingale locale continue, alors M est une martingale
uniformément intégrable si et seulement si (M7 Lip<oo}, T temps d’arrét) est uniformément
intégrable. En particulier, &(aL) est une (vraie) martingale uniformément intégrable. En
particulier, E[&(aL)s] = 1. Par (avec T = oo et A = Q), 1 = E[&(al)s] <
{E[& (L)) }** {E[e2L]}22(=0)  Par hypothése, E[ez>] est finie. En faisant a — 1, on obtient
alors E[& (L)) > 1. Donc nécessairement E[&(L)s] = 1 (lemme de Fatou). O

6.6. Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy

Les inégalités suivantes relient une martingale locale avec sa variation quadratique. Pour

toute martingale continue M, on note M;" 1= sup,c(q 4 | Mj|.

LEMME 6.6.1. Soit p > 2 et (M,;);>o une martingale locale telle que My = 0. Alors

E[(M)o)’] < pPE [(MZ)] .

2. Voir TD n.4.
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Preuve. Quitte a remplacer M par M™, ou 7,, = inf{t > 0 : |M;| + (M), > n}, on peut
supposer que M et (M) sont bornés; une fois montré le résultat pour M™, on peut faire
tendre n — 400 et appliquer la convergence monotone aux deux cotés de I'inégalité cherchée.

On sait que pour tout temps d’arrét 7 Pon a E[M?] = E[(M),] et donc

Notons par simplicité A; := (M); et Z :== M2. Soit A > 0 et 7:= inf{t > 0: A, > A}, avec
inf () := oo. Alors {A > A} = {7 <0} C{A, = A} et {Ax <A} ={7 =00} C {A, =
A} et donc

Elasn(As = N)] =E[Lasn (A — A7) = E[Ax — A-] S E[la >0 2]

Pour tout = > 0, par différentiation on voit que
P = /w(x N plp— AN = pl(p — 1) /OO Lo (@ — VA2 A,
0 0
En considérant x = A, nous obtenons
B =p(p-1) [ E[luon(de = 0] 02 <po- 1) [ B [LanZ] XN

— pE[A%' 7] < p(E[AL])5 (E[Z7])" .

—1
Puisque E[AZ_] < 400, nous obtenons l'inégalité souhaitée en divisant par (E[Ago})pT. O

LEMME 6.6.2. Pour p > 2 il existe une constante C, > 0 telle que pour toute M martin-

gale locale issue de 0

E [(MZ)"] < C,E [(M)2?].

o0

Preuve. Par localisation on peut supposer que M est bornée. Si p > 2 alors la fonction

x> |z|P est de classe C? et par la formule d’Tto

t B 1/t _
M7 = [ DML sV M+ 5 [ plo =DM aa).

En prenant ’espérance

By = 22 Vg |

[z aon]

0

E [(M{)P=*(M),]

< 20V a2 [y
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par l'inégalité de Holder. Par Doob

B0 < (25 ) ElP)

et donc

El0gy) < (25) 22 te e e o]

En divisant les deux cotés par E [(M;)?] P=2)/7 ot en faisant tendre t — 400 par convergence

monotone nous obtenons le résultat souhaité. O

COROLLAIRE 6.6.3 (Théoréme de Burkholder-Davis-Gundy). Pour tout p > 0, il existe
e

des constantes c,, C, > 0 telles que, pour toute martingale locale (My)i>o tssue de 0,
B [(M)EP] < E[(MZ)"] < GE [(M)2L?].

Preuve. La premiére inégalité a été prouvée dans le lemme [6.6.1| pour p > 4, la deuxiéme
dans le lemme précédent pour p > 2. Pour le cas général, on peut consulter I'ouvrage de
Revuz-Yor (chapitre 5). O

Si 7 est un temps d’arrét, en remplacant M par la martingale locale arrétée M7, nous
obtenons

cplt [<M>£/2] <E[(M7)] < GE [<M>p/2} :

T






Chapitre 7
Equations différentielles stochastiques

Ce dernier chapitre consiste en une introduction a la théorie des équations différentielles
stochastiques. On y étudie seulement les ingrédients essentiels de la théorie, & savoir les
notions de solutions fortes et faibles, I'existence et unicité de solution d’'une équation diffé-

rentielle & coefficients lipschitziens, ainsi que la propriété de Markov forte de cette solution.

7.1. Solutions faibles et fortes

Les équations différentielles stochastiques (EDS) peuvent étre vues comme des équations
différentielles, ou comme des équations intégrales dans lesquelles interviennent des intégrales
stochastiques par rapport & un mouvement brownien. Elles ont été d’abord étudiées par
[to, dans le but de construire les diffusions (c’est-a-dire, processus continus et fortement
markoviens dont les générateurs sont des opérateurs différentiels du second ordre). C’est
d’ailleurs dans ce but qu’il a introduit le calcul stochastique.

Un point de vue plus moderne consiste a voir les EDS comme des équations différen-
tielles ordinaires, perturbées par un bruit aléatoire. Typiquement, on considére une équation
différentielle de la forme y'(t) = b(t,y(t)), que 'on écrit sous forme différentielle dy; =
b(t,y;) dt. On la perturbe en ajoutant un bruit de la forme 0B, o B est un mouvement
brownien, et o > 0 est une constante (qui représente I'intensité du bruit). On obtient I'EDS

dy, = b(t, y,) dt + o d By, c’est-a-dire sous forme intégrale

t
Yt = Yo + / b(S, ys) ds + UBt-
0

Plus généralement, on peut autoriser o a dépendre du temps t et de I'état au temps ¢,
c’est-a-dire o = o(t,y;), et on peut considérer un instant initial s > 0 de sorte que 'EDS

devient
t t
Yt = Yo + / b(87 ys) du + / O(‘S? yS) st
0 0

ou l'intégrale stochastique est dans le sens d’Ito.

On se donne une définition formelle (et multi-dimensionnelle).

91
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DEFINITION 7.1.1. Soient d > 1 et m > 1 des entiers, o : Ry x R? — R¥>X™ ¢t
b: R, x RY = R? mesurables et localement bornées. On écrit o = (0ij)1<i<d, 1<j<m €t
b= (bi)1<i<a- On considére I’EDS suivante que 'on appelle E,(0,b,s) :

dX; = o(t, X}) dB;, + b(t, X;) dt, t>0
Xo==x
On dit que E(0,b) admet une solution s’il eziste :

e un espace probabilisé filtré (Q, .7, (%), P) vérifiant les conditions habituelles ;

o sur cet espace, un (F;)-mouvement brownien B = (B',---  B™);

o un processus X = (X', .-+ X% qui est (F;)-adapté et continu, tel que

t t
X: = X, +/ o(s, Xs)dB; +/ b(s, Xs)ds;
0 0

c’est-a-dire pour tout 1 < i <d,

m t t
X! = X} + Z/ 0ij(s, X,)dB! +/ bi(s, Xs) ds.
Lorsque de plus Xo = x € R?, on dira que (Q, F, (%), P, B, X) est une solution de E,(c,b).
DEFINITION 7.1.2. (i) On dit qu’il y a existence faible pour E(c,b), si pour tout z € RY,
il existe une solution de E,(o,b).
(ii) On dit qu’il y a unicité faible pour E(o,b) si pour tout x € R, toutes les solutions

de E,(o,b) ont la méme loi.
L’unicité faible est aussi appelée unicité en loi car elle concerne la loi de X.

EXEMPLE 7.1.3. Soit 8 un mouvement brownien réel issu de x. On pose

B, = / sgn(B,) dB,,
0

avec la convention sgn(u) = 1 si u > 0 et sgn(u) = —1 si u < 0. Le Théoréme de Lévy
nous dit que B est un mouvement brownien issu de 0. Comme 3; = = + fot sgn(fs) dBs, on

voit qu’il y a existence faible pour 'EDS
dX; = sgn(X;) dBy,

car, d’apreés le théoréme de Lévy, toute solution issue de x est un mouvement brownien.
OJ

EXEMPLE 7.1.4 (résolution par le Théoreme de Girsanov). On s’intéresse a 'EDS

dX, = dB, + b(t, X,)dt, X, ==,
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ot b: Ry x R = R est une fonction borélienne bornée et B = B@ est un mouvement
brownien de dimension d.

On se donne 'espace canonique (92,.7, (%), W) du mouvement brownien (X;). On in-
troduit

t 1 t
O, = e ([ o) ax— 3 [ s X0 as) W,
0 0
Par le Théoréme de Novikov, la probabilité @Q est bien définie. On pose B; = X; — x —

fot b(s, Xs) ds. D’aprés le Théoréeme de Girsanov, (B;) est un Q-mouvement brownien. Donc
(Q, 7,(%),Q, B, X) est une solution. O

EXEMPLE 7.1.5 (norme carrée du mouvement brownien de dimension d). On revient a
I'exemple m : soit B = (B',---, B%) un mouvement brownien & valeurs dans R¢ (d > 2),

issu de x € R? avec ||z||? = a. Par la formule d’Ito,

d
d(IBJ*) =2 BidBi +dadt.
i=1

Nous définissons

B, ::/0 Z::M dB:

et nous voyons facilement que (3 est une martingale dans L? continue avec (3); = t, i.e. 3

est un mouvement brownien réel. Puisque

d t A t
§j/ B;dez/ |B.|| 45,
i=1 70 0

nous obtenons que || B;||> et 8 donnent une solution faible de 'EDS

t
Xt:a+dt+2/ VX, dB,,  t>0.
0

EXEMPLE 7.1.6 (résolution par changement de temps). On s’intéresse a I'EDS
dXt = O'(Xt) dBt,

ot 0 : R — RY est une fonction continue.

On se donne un espace filtré (2, .#,(%#),P) (vérifiant les conditions habituelles) et
un (% )-mouvement brownien (f;), issu de z. On pose M; := fot @dﬁs. Ainsi, (M), =
fg % ds, qui est continu et strictement croissant. Comme [ est récurrent, on voit que

(M)oo = 00 p.s.
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Soit 7(t) := inf{s : (M), > t}. Donc (M), = 7Ty, = t. D’aprés le théoréme de
Dubins-Schwarz, By := M, est un (%, ))-mouvement brownien.

Admettons pour I'instant la formule de changement de variables

7(t) t
/ H,dM, — / Ho (o dM, ), (7.34)
0 0

pour tout H processus (progressif) localement borné. (En général, ce genre de changement

de temps reste valable si M reste constante sur |75, 75[.) On pose

(1) T(t) t
=g =o+ [ b =at [ oyt o+ [ o(xX)dB,
0 0 0

Donc (Q, %, (Z-«)), P, B, X) est une solution.

Il reste & vérifier (7.34). On montre d’abord que si N est une (.%)-martingale locale
continue issue de 0, alors Nt := Ny est une (F,())-martingale locale continue. Soit (7},) une
suite de (F;)-temps d’arrét telle que N7 soit une (.%#;)-martingale uniformément intégrable.
Posons S, := (M)r,. On a {S, >t} = {T,, > 1.} € F.); donc chaque S, est un (F.))-
temps d’arrét. Comme Nt/\gn = Nrar(sn) = Nrat,, et N Tn est une martingale continue
uniformément intégrable, le théoréeme d’arrét implique que pour s < ¢, E[Nt/\sn | Fre)] =
Ns/\sn, c’est-a-dire que NS est une (F+1))-martingale. Donc Ny est une (F,))-martingale
locale.

En remplacant N par N? — (N), on voit que N. 72(15) — (N)r@) est une (F,))-martingale
locale. Donc la variation quadratique de N.( (en tant que (%, )-martingale locale), que 'on
notera par (IV)), est égale a (), (). Par polarisation et avec notation similaire, (N, L), =
(N, L)@ si N et N sont deux martingales locales.

En résumé, M, (donc fo ) et fo H, dM sont des (., ())-martingales lo-
cales. Pour montrer 7.34 il sufﬁt de montrer que fo H,dM, — fo (s) AM7(5))) = 0. Or,

cette variation quadratique a I'instant ¢ est, d’aprés 'identité ((]V , E))t = (N, L)),

= (H-M — Hyy- M),
= (H-M),+ (Heey - M)y —2(H-M, Hqy- M),
(H - M) + < 3 (M) — 2(Hoy - (H-M, M),

(H? - (M))r) + ( T(-)'<M>T )e = 2(Hy(y - (H - M, M)7())e
= (H? - (M))ry + (HZ(y - (M)r(y)e — 2(Hr(y - (H - (M))7())e
— (),

[\

la derniére identité provenant de la formule suivante de changement de variables pour I'in-

tégrale de Stieltjes. Soient A : R, — R, et a: R, — R, deux fonctions continues et
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croissantes telles que A(0) = a(0) = 0. Alors pour toute fonction f: R; — R, mesurable,

a(t)
(/ fla(s) dA(a(s) = [ f(u)dA(u). (7.35)

0
Il suffit de remarquer que la mesure dA est la mesure image de dA(«(s)) par 'application
a: [0,t] = [0,«(t)]. (Rappel : si v est la mesure image de p par 'application ¢ : E — F,
alors [, f(¢)du = [, fdv.) Or, ceci est tout a fait évident. En effet, soit v la mesure image

de p := dA(a(s)) par I'application «, alors par définition, pour tout [a,b] C [0, a(t)],

v(Ja b)) = p({s €[04 a<als) <b})
= w(18(a), BO)])  Blr):=inf{s: a(s) >r}; {s>B(r)} = {als) >}
(a(B(b))) — A(a(B(a))) définition de
(b) — A(a),  a(B(r)) =,

ce qui signifie que v = dA.

DEFINITION 7.1.7. (i) On dit que I’EDS E(0,b) a la propriété d’unicité trajectorielle
si, pour tout z € RY, deux solutions X et X associées au méme espace (Q, Z,(F),P) et au
méme mouvement brownien B telles que Xy = )?0 p.s., sont indistinguables.

(11) Fizons un espace filtré (0,7, (%), P) (satisfaisant les conditions habituelles) et un
(:Z;)-mouvement brownien B.

On dit que qu’un solution (2, F,(%#),P, B, X) de E,(0,b) est forte si X est adapté a

la filtration canonique de B.

EXEMPLE 7.1.8. Considérons 'EDS suivante :
dXt = Sgl’l(Xt) dBt

On a vu lexistence et unicité faible pour cette EDS dans ’Exemple[7.1.3] Il n’y a en revanche
pas d’unicité trajectorielle de cette EDS. En effet, si X est une solution de 'EDS avec
Xo = 0, alors —X est aussi une solution : remarquons que X est un mouvement brownien
et la martingale f(f 1{x,—0y dBs = 0 car sa variation quadratique f(f 1{x,—0y ds est p.s. nulle.

Cette EDS n’a pas de solution forte. Si X est une solution issue d’une valeur détermi-
niste, on peut montrer que la filtration canonique de X coincide avec celle de |B|, qui est

strictement plus petite que celle de B. 0

EXEMPLE 7.1.9. Considérons 'EDS suivante :

dXt - >\Xt dBt,
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avec A € R. D’aprés le Théoréme ci-dessous il y a unicité trajectorielle et d’aprés le

2
Théoréme [6.2.1], pour tout z, 'unique solution forte de E,(o,b) est X; = g Bt O

Le théoréme suivant, que 'on admettra sans preuve, relie les différentes notions d’exis-

tence et d’unicité.

THEOREME 7.1.10 (Yamada—Watanabe). S’il y a existence faible et unicité trajectorielle,
alors il y a aussi unicité faible. De plus, dans ce cas, pour tout espace filtré (0, F, (%), P) et

tout (F;)-mouvement brownien B, il existe pour chaque x € R une (unique) solution forte

de E,(0,b).
7.2. Coefficients lipschitziens

On établit dans cette section 'existence forte et 1'unicité trajectorielle pour une famille
importante de coefficients. Durant toute la section, on a I'hypothése suivante sur les coeffi-

clents.

HYPOTHESE 7.2.1. Les fonctions o et b sont continues sur Ry x RY, et il existe une

constante finie L telle que
|0'(t,ZE) - U(t>y>| + |b(t,l‘) - b(tay)l < L|$ - y|7 Vit > Oa Vl‘,y € Rd
et |b(t,0)| + |o(t,0)| < L, for all t > 0.

THEOREME 7.2.2. Sous I’Hypothése il y a unicité faible et unicité trajectorielle pour
E(o,b). De plus, pour tout espace filtré (Q, F,(F;),P) et tout (F;)-mouvement brownien B,

il existe pour chaque x € R une (unique) solution forte de E,(o,b).

Pour simplifier I’écriture, on ne traite que le cas ot d = m = 1. La preuve du cas général
est la méme, avec une attention dans les notations au fait que o est une matrice plutot qu'un

scalaire.

REMARQUE 7.2.3. (i) Le théoréme entraine en particulier qu’il y a existence faible
pour E(o,b). L'unicité faible découlera de l'unicité trajectorielle et du Théoréme de
Yamada—~Watanabe.

(ii) 11 est possible d’affaiblir 'Hypothese [7.2.1] Par exemple, 'hypothése de continuité
en la variable ¢ n’intervient que pour majorer supejo 7y o (¢, )| et sup,eo 1 [b(¢, 2)| pour =
fixé. On peut aussi “localiser" I'hypothése sur le caractére lipschitzien de o et b (la constante
K dépendra du compact sur lequel on considére t et z,y), & condition de conserver une

condition de croissance linéaire

o(t, )] < K(L+|z]),  [b(t,2)] < K(1+ |2]).
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Ce type de condition, qui sert a éviter I'explosion de la solution, intervient déja dans les

équations différentielles ordinaires. O

Soit K > 0, T > s > 0 et pour tout processus (X)) continu et adapté on définit
X} = sup,eeq [ Xul et | Xk = sup,co e | X7 2. On note par E,r I'espace des pro-
cessus (X¢)e[s,r] continus et adaptés tels que || X7||,. < +00; on voit facilement que pour
tout K > 0 cet espace, muni de || - ||k, est de Banach et que toutes les normes (|| - || x) x>0
sont équivalentes sur E 7.

Si 7 est une v.a. Fomesurable a valeurs dans R? de carré intégrable, et X € E, 7, soit
[, (X) :=Y défini par

t t
Y, :=n —i—/ b(u, Xy) du+/ o(u, X,) dB,y, telsT).
LEMME 7.2.4.
(1) Pour tout X € Esp, I')(X) € Egr.

(2) Pour i’ € RY, X € Esrp,i=1,2, et Y :=T,:(X"), en définissant U, := |Y,! — Y|,
Vi = | X} — X?|, si K >0 alors

Ul < llg* =Pl + LOGR) VI, Jim C(K) =0 (7.36)
Preuve. Remarquons d’abord que par 'Hypothése il existe C' > 0 tel que
|b(-,2)| + |o(-,x)| < C(1+ |z|), r € R
AlorssiY =T, (X) et X € Esp :

t t
mygmuo/ (14| X.]) du+ /a(u,Xu)dBu.

Par I'inégalité de Doob pour les martingales dans L?

r t T
/ o(u, X,)dBy,| | <4E {/ o?(u, X,,) du

2

E

sup
rE(s,t]

t t
< 8C*E [/ (14X, du} = 802/ (1+ | Xu|l32) du.

Donc si Cy := 4C

1

t t 3
¥l < Dol + € 14 1Xliz) du+ Co | [ 141Xl
et nous obtenons que I',, : Esp — Ej 7.

Nous prouvons maintenant le deuxiéme résultat. Nous avons

[ (ot xt) — otu.x2) ap,

t
U < |n1—n2|+L/ V., du +

S
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Par I'inégalité de Doob pour les martingales dans L?

1
202

2
E | sup

rée(s,t]

: } : }
§2L[]E/ vjdu] :2L[/E[V5] du] :

/: (o(u, Xy) — o(u, X)) dB, <2 [E /: (o(u, X,) — g(u,Xg))Q du}

Donc
t t 1
e NU e < ' = n?llz2 + Le™™* / Vallz2 du +2 [/ IVallZ2 du] ]
¢ ¢ i
< |In* = 0?12 + Le ™| V|« / i du+ 2 U e du}
1 [2\?
<|n'=n?lli2+ L= — Vilk.
<l = Pl + (K +(%) ) Vi
1

Donc C(K) := + 4+ (£)* — 0 quand K — +o0. O

PROPOSITION 7.2.5. Soit T'> s > 0 et n une v.a. Fs-mesurable a valeurs dans R? de

carré intégrable. Il existe un unique processus X (s,-,n) € Esr tel que

t t
X(s,t,m) =n —i—/ b(u, X (s,u,n))du —i—/ o(u, X (s,u,n))dB,, tels,T]. (7.37)
Si p.s. n = x une constante, alors X (s,t,x) est o(B, — Bs,r € [s,t])-mesurable.

Preuve. Par le lemme @, nous savons que I', : g7 +— Fgr et que si K est suffisamment
grand (ici n' = n?)
Ty (X7) = Ty (X[ <O X" = X7lx, O <L
Donc si K est suffisamment grand, I';, est une contraction dans E;, muni de la norme | - || x.
En particulier, il existe un seul point fixe X de I';, et de plus || Z" — X || x — 0 quand n — 400,
ou
Z) =, te[s,T), 2" :=T,(2").

Par récurrence nous voyons que Z;* est o(B, — Bs,r € [s,t])-mesurable pour tout n et donc

B T'est aussi par passage a la limite en n. 0

Preuve du Théoréme [7.2.43. L’existence d’une solution forte est donnée par la Proposition

7.2.5. Nous prouvons 'unicité trajectorielle.
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Soient X et X deux solutions (sur le méme espace, avec le méme mouvement brownien),

telles que Xy = )Afo. Fixons M > 0. Posons
= inf{tz 0: X, + X, > M}.
Pour tout ¢ > 0,
tAT tAT
Xinr = Xo + / o(u, X,)dBs + / b(u, X,) du,
0 0
et on a une équation similaire pour X ala place de X. En définissant U, := | X; — )Z't\
tAT
/ (O’(U, X.) — a(u,Xu)) dB,
0

Par I'inégalité de Doob pour les martingales dans L?

<4E [ /0 o (o(u.%,) ~ 0. X)) du]

tAT
Uinr < L/ U, du +
0

2

E | sup

rel0,t]

tAT t
<4L’E { / U2 du] <4rL? / E[UZ,.] du.
0 0

Donc pour tout K >0et T >0
t t 3
/ HU'u/\T“L2 du + |:/ HUu/\TH%Z du:|
0 0

¢ ¢ 1
< Le Y| Unr| i [/ X" du + 2 {/ e du} ]
0 0
1 2
<L (g 4/ E) U A | 5

Si K est suffisamment grand, nous obtenons ||[Un.|x < d|Un-|x avec & < 1, et ceci est

/0 " (0(u, X,) - o(u, 5@) dB,

e Ui llze < Le™™

possible seulement si |Ur. | x = 0. En faisant tendre M — 400, nous trouvons que X et X
sont indistinguables sur [0, 7).

Reste a prouver 'unicité faible. Ce résultat suit du Théoréme[7.1.10|de Yamada-Watanabe
et du Théoréeme , mais on peut donner aussi une preuve plus directe. Soit (X, B) une so-
lution faible de E,(c,b) définie sur un espace filtré (2, %, (%#;),P). Nous pouvons considérer
sur cet espace de probabilité I’équation dirigée par le mouvement brownien B. Comme

nous l’avons montré dans la preuve de la proposition [7.2.5] en définissant les processus
7} = tels T, Zm . =T,(2™),

nous avons que [|Z" — X||x — 0 quand n — +oc ott X est une solution de E,(c,b); par

construction, la loi de X dépend uniquement de z et des coefficients b et o. Puisque le
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Théoréme donne unicité trajectorielle pour E,(c,b), alors X et X sont indistinguables
et ont donc la méme loi. Nous avons ainsi prouvé que toute solution faible de E,(c,b) a la

meéme loi. 0

EXEMPLE 7.2.6. Soit B un mouvement brownien standard, et soit X; := sh(B; +t), ou
sh(z) := (e* —e™")/2. D’aprés la formule d’Ito,

1

1
V1+ X?dB, + <\/1 FX24 §Xt) dt.

On s’intéresse maintenant a 'EDS d.X, = \/rdeBt + (\/TXE + %Xt) dt avec X, =
r e R.

Les fonctions o(t,x) == /1 + a2 et b(t,z) := 1+ 22 + £ satisfont 'Hypothése .
D’aprés le Théoreme , il y a unicité trajectorielle pour cette EDS. Or, sh(B; +t+y) (ou
y est tel que sh(y) = z, cest-a-dire y := In(z + /14 22)) est une solution, ce qui implique
que X; =sh(B; +t +y). O

EXEMPLE 7.2.7. Considérons I’'EDS sur R :
dXt = OéXt dBt + ﬁXt dt,

avec condition initiale Xy = x. Le Théoréme [7.2.2] nous garantit 'unicité trajectorielle de
I'EDS.

Dans le cas particulier ou § = 0, la solution de dX; = aX;dB; (avec Xy = z) est la
martingale exponentielle X; = er‘Bt_aTQt.

Dans le cas général, on vérifie facilement par la formule d’Itd6 que la solution est X; =
xeo‘Bﬁ(ﬁ’aé)t. Ce processus, qui est souvent utilisé pour modéliser le cours d’une action en

mathématiques financiéres, est appelé le mouvement brownien géométrique. O

EXEMPLE 7.2.8. Soit
dXt - |Xt| dBt + Xt dt,

tel que Xo =z € R.

Les fonctions (¢, z) := |z| et b(t, z) := x satisfont 'Hypothese[7.2.1] D’apres le Théoréme
7.2.2) il y a unicité trajectorielle pour cette EDS. Si x = 0, la constante 0 est évidemment
une solution, ce qui implique que X; = 0 dans ce cas. Si z > 0, alors l'exemple précédent
(avec @ = 8 = 1) montre que X; = zeBrt3t > () est la seule solution. Si z < 0, alors I'exemple

—Bi+it

précédent (avec —a = = 1) montre que X; = ze < 0 est la seule solution. 0
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7.3. Processus de Markov

Un processus (X;):>o & valeurs dans un espace mesurable (E, &) est markovien si, pour
faire une prédiction sur son futur, on a exactement les mémes informations si on connait toute
la trajectoire passée ou seulement 1’état présent. Dans cette section nous allons formaliser

cette idée.

DEFINITION 7.3.1. Une famille (psi(x,-))o<s<tzer de mesures de probabilités sur (E, &)
est dite un noyau de transition si

(1) pour tout A € & Uapplication (s,t,x) — psi(z, A) est mesurable

(2) pour tout A € & et 0 < s <r <t nous avons la relation de Chapman-Kolmogorov
ps,t(xy A) - / pr,t(ya A) ps,r(‘ra dy); Ve Ea
E

et pss(z,-) = 6,.
Si pour tout t,s > 0 nous avons ps syt = pos =: pr alors le noyau est dit homogene. Dans ce

cas la relation de Chapman-Kolmogorov devient
Ps+t(, A) —/pt(y,A)ps(%dy) —/ps(y,A)pt(x,dyL Ve €L, t,s>0.
E E

DEFINITION 7.3.2. Soit (ps+(z,-))o<s<tzcr un noyau de transition sur (E,&). Un pro-
cessus adapté sur un espace filtré (Q,.7,(%;),P) a valeurs dan E est dit markovien avec

noyau de transition (psi(x,-)) si pour toute f : E +— Ry mesurable

E(f(Xe) | Fs) = P f(Xs)  ps.

ot Py f(z) == [ f(y) pst x,dy). Si le noyau est homogeéne, le processus est dit homogéne

aussi et l on note P,f(x) :== [ f(y) pe(x, dy).

La relation de Chapman-Kolmogorov implique que
Ps,rPr,t:Ps,t7 0<s<r<t

et dans le cas homogéne P, = PP, = PP, pour tous t,s > 0, i.e. (P)>o forme un
semaigroupe.

Nous nous intéressons de processus a valeurs dans R%. Nous considérons ’espace cano-
nique C'(R,, R?) et le processus canonique (X;,t > 0), ou X; : C(R,,R?) — R?, X, (w) 1= wy,
t > 0. Nous notons X := o(X,,s € [0,t]) et FX :=0(X,,s>0).

THEOREME 7.3.3. Soit (pi(z,-)) un noyau de transition homogéne sur RY et v une me-

sure de probabilité sur R%. Alors il existe au plus une mesure de probabilité P, sur l’espace
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canonique telle que

Pl/(Xti € Ai7 1 :O,...,TL) =
= / V(dxo)/ ptl(xo,dxl)/ Pto—ty (1, dx2) - - / Din—t, 1 (Tn1,day)
Ag Aq As An

pour tout choiz de 0 =ty <t; < --- <t, et A; € BRY). Siv =25, avec v € R? alors nous

(7.38)

notons P, := P,. Le processus canonique est markovien sur (C'(Ry,R?), ZX (F5),P,).

Preuve. Soit P := Uy_y <ty c..ct, nen (X570 = 0,...,m). Alors P C .Z¥ est un m-systeéme
(i.e. stable par intersection finie); en plus, P, est uniquement déterminée sur P par (|7.38)).

Par le lemme de la classe monotone nous obtenons 'unicité de P,,. O

Le Théoréme d’extension de Kolmogorov permet d’étendre P, : P+ [0, 1] & une mesure
de probabilité sur lespace (R)®+ muni de la plus petite tribu qui rend mesurable le processus
canonique ; d’autre part les mesures ainsi définies ne sont pas nécessairement supportés par
C(R4,R). Quand nous étudierons les diffusions, par exemple dans la section , nous verrons

comment construire de telles mesures de probabilités.

DEFINITION 7.3.4. Soit (pi(z,-)) un noyau de transition homogeéne sur R%. Si (P,) crd

est une famille de mesures de probabilités sur (C(R,,R?), FX) satisfaisant

Px<th GA“Zzl,,n):

=/ ptl(af,dxl)/ ptz_tl(wl,dxz)---/ Pto—ty 1 (Tn—1,dTy)
Aq Asg Apn

pour tout choiz de 0 < t; < --- < t, et A; € B(RY), alors (Py),era est dite une famille

(7.39)

markovienne associée au noyau p.

Si (P,)gcre est une famille markovienne, pour toute mesure de probabilité v sur R% on

définit la mesure de probabilité sur I’espace canonique
P, = / v(dx) P,.
Rd

EXEMPLE 7.3.5. Si W, est la loi de (z+ By):>0, o0t B est un MB, alors par la Proposition
2.3.1| (W) zer forme une famille markovienne avec noyau de transition homogéne p;(z,-) =
N (z,t),carsi0<t; <---<t,et A, € BR):

W:p (th S Al?"' 7th € An)

1 1 —x1)?
_ / exp | —= (@r = 2p1)” dzy--- da,,
AvscexAn (2023t (ta — t1) -+ (b — tu1) 246~ b —tp

avec xg := .
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EXEMPLE 7.3.6. Soit v € R fixé et P, la loi de (z + vt + By);>0. On peut montrer
que (P,).cr forme une famille markovienne avec noyau de transition homogéne py(x,-) =
N (x + vt t) (exercice!).

EXEMPLE 7.3.7. Soit A > 0 fixé et p(x, ) = A (e M, (1—e ) /(2))). On peut montrer

que (pe(x,-))i>0zer €st un noyau de transition homogene sur R (exercice!).

7.3.1. Propriété de Markov simple. Nous introduisons l'opérateur de décalage sur

'espace canonique (shift en anglais) :
95 : C(R+7Rd) = C<R+aRd)a 95<W) = Wty S 2 0.

Alors une famille Markovienne satisfait la propriété de Markov simple :

THEOREME 7.3.8. Pour toute F' : C(Ry,R?) — R, mesurable, s > 0 et pour toute
mesure de probabilité v sur (R, B(RY)) :
E, [Fob,|7)] = Ex,[F], P, —ps.
ou E, est ’espérance sous P,,.

Preuve. Par linéarité il suffit de considérer v = §,, € R?, et de montrer que pour tout
Ae FX

E,[14F o6, =E,[14Ex.[F]].
Par le lemme de la classe monotone, il suffit de considérer A = {(X;, € A;,i =1,...,n) avec
0<t; <---<t,=set A; € BRY et F(w) = f(Wy,,...,Wy,)avec 0 < up < ... < Up.

Alors la formule souhaitée est une simple conséquence de ([7.38)) :

Ex []-A Fo 05] = Ea: []]-(XtiEAi,izl,...,n) f(Xs+Uj7j = 17 s am)}
= / Pty (IE, dyl) C o Ds—ty g (ynfla dyn) f(ynJrh < 7yn+m) '
A XX Ap x (RE)m

* Puy (yna dyn—i-l) Pug—u1 (yn—l-ly dyn+2) * Pum—um—1 (yn—l—m—l’ dyn+m)
=E,[1.Ex,[F]].

7.4. Propriété de Markov et diffusions

Par le Théoréme [7.2.2] sous I'Hypothése I'équation F(o,b) satisfait I'unicité faible,
I'unicité trajectorielle et 'existence de solutions fortes.
Etant donnés un espace filtré (§2,.%, (%), P) et un (.%;)-mouvement brownien B, nous

avons vu dans la Proposition comment construire une solution de E(o,b) adapté a la



104 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

filtration canonique de B. Nous nous intéressons maintenant a la propriété de Markov des

solutions.

7.4.1. Le cas général. Nous considérons a nouveau le processus (X (s,%,2))o<s<tzerd
défini par ([7.37) et nous supposons que les coefficients satisfont I'Hypothése [7.2.1] Soit

pst(A) =P (X(s,t,z) € A), reRY t>5>0, Ac BRY.

PROPOSITION 7.4.1. (ps+(,-))serio<s<: €st un noyau de transition (voir la définition
7.5.1| ci-dessus).

Preuve. Par ([7.37) nous avons que pour r > s
X(s,r,x) = x+/ b(u,X(s,u,x))du+/ o(u, X(s,u,x))dB,.

Sin:= X(s,r,x), alors le processus t — X (s,t,x) satisfait pour ¢ > r

t
X(s,t7ac):x+/ b(u, X (s,u,x) du+/ o(u, X (s,u,x))dB,

t
277+/b(quum ) du + O'UXSU(E))dBu

alors que par définition pour ¢t > r

t t
X(r,t) =1+ / b(u, X (ry u, m)) du + / o, X (1 u,)) d B

Par le résultat d’unicité de la Proposition [7.2.5, nous obtenons que pour tous 0 < s <r <t
p.s.
X(rt, X(s,r,x)) = X(s,t,x). (7.40)
De plus, X (s,r,x) est Z,-mesurable alors que X (r,t,-) est o(B, — B,,u > r)-mesurable et
donc indépendant de .%,. Nous obtenons pour toute f : R — R mesurable et non-négative
Py f(x) :==E [f(X(S,t,x))] =E[f(X(r,t,X(s,r,2)))] =E[E[f(X(r,t,X(s,r,2))) | F]]
=E [P .f(X(s,7,x))] = Ps,Prif ().

Ceci conclut la preuve. O
La relation de Chapman-Kolmogorov pour le noyau de transition est donc une consé-

quence de la formule ((7.40) et des propriétés d’indépendance du mouvement brownien. La
formule ([7.40)) suit de I'unicité trajectorielle.
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7.4.2. Le cas homogéne. Dans cette section, on suppose I'Hypothése et la pro-
priété suivante
o(t,x) =o(x), b(t,z) = b(x), (7.41)
c’est-a-dire que les coefficients ne dépendent pas du temps. Nous nous intéressons donc a
I’EDS . .
X(t,x):x+/ b(X(u,a:))du—i—/ o(X(w,7))dBy, >0 (7.42)
0 0

qui satisfait unicité trajectorielle, unicité faible et existence de solutions fortes par le Théo-
réme[7.2.2] En particulier la loi P, de (X (¢, z),t > 0) est uniquement déterminée par (z, o, b)
pour tout z € R?.

Remarquons que nous sommes en train de travailler avec deux (ou plusieurs) espaces de
probabilités. D’un coté nous avons un espace filtré (2, #, (%), P) sur lequel est défini un
(:#;)-mouvement brownien B ; par la Proposition nous construisons par une itération de
Picard une solution de définie sur (2, Z, (%), P). De l'autre c6té nous avons l'espace
canonique (C(Ry,RY), FX (FX)) sur lequel nous considérons les lois P, pour z € R<.

On veut profiter de 'existence de ces deux points de vue, par exemple dans la preuve du
caractére markovien de (X (¢,7),t > 0,2 € RY).

PROPOSITION 7.4.2. Si o et b satisfont I’Hypothese |7.2.1 et (7.42)), alors il existe une
application mesurable A : R x C(R,;R?) — C(Ry;RY) telle que p.s. X(-,x) = Az, B). En
particulier, la loi de A(x, B) est P,.

Preuve. Comme nous l’avons montré dans la preuve de la proposition [7.2.5] en définissant

les processus
t t
Z) =, t >0, ZMt = x+/ b(Z") du+/ o(Z")dB,, t>0
0 0

nous avons que || Z"—X (-, z)||x — 0 quand n — +o0. Par récurrence Z" est une fonctionnelle

mesurable de (z, B) pour tout n et la limite X (-, z) l'est aussi. O

THEOREME 7.4.3. (P,,x € RY) forme une famille markovienne avec noyau de transition
pe(z,dy) :=P(X(t,z) € dy) (voir la définition[7.3.4).

Preuve. Pour tout s > 0

X(t—i—s,x):X(s,x)—i-/ sb(X(u,x))du+/ SU(X(u,x))dBu

t t
:X(s,x)+/ b(X(u+s,x))du+/ o(X(u+s,x))dBY, t>0,
0 0
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ou Bt(s) := B;,s — By est un mouvement brownien independant de .7, et X(s,x) est Z,-
mesurable. Par la proposition [7.4.2) nous avons X (- + s,z) = A(X (s, ), B®)) et donc la loi
conditionnelle de X (- + s, x) sachant %, est égale & Px(, ). O

THEOREME 7.4.4 (Propriété de Markov forte). Sous I’Hypotheése et , la famille
(P, x € RY) est fortement markovienne, i.e. si T est un (FX)-temps d’arrét fini P,-p.s., et
si F: C(Ry,RY) — R, est mesurable, alors

E,[Fob,|#X] =Ex, [F], P, —ps.

REMARQUE 7.4.5. Dans le cas particulier ¢ = Id, b = 0, ce théoréme se réduit a la

propriété de Markov forte du mouvement brownien prouvée dans le Théoréme [2.4.5] 0

Preuve du Théoreme [7.4.4} Soit (¢,) la filtration canonique du mouvement brownien B.
On note (X (¢,2))i>0 la seule solution de (7.42)). Soit p : © — [0,+oc[ défini par p :=
7o X(-,x); alors p est un (%;)-temps d’arrét p.s. fini. Nous allons prouver que pour toute
F: C(Ry,R?Y) — R, mesurable, p.s.

E[F(X(t+p,7))i0|9,] = Ex(pu) [F]

Par définition,

X(t—i—p,x)—X(p,:c)—/HU(X(S,.%*))dBS—i-/+pb(X(3,x))ds.

Remarquons que X (p + -, x) est continu et adapté a la filtration (¥,4,)i>0, donc progressif
par rapport & (¢4,)¢>0. Soit Bt(p) = B4, —B,,t >0, qui est un (%,1,)-mouvement brownien

indépendant de ¢,. Nous obtenons

X(t+p,x):X(p,x)+/O O(X(u—l—,o,x))ngp)—I—/O b(X(u+p,x))ds.

Par la proposition|7.4.2, nous avons X (-+p, z) = A(X(p, z), B*)) et donc la loi conditionnelle
de X (- + p, z) sachant ¢, est égale a Py, ). O

7.5. Le probléme de martingale

Dans cette section on suppose que o et b sont des fonctions boréliennes et localement
bornées satisfaisant .

Il est important de pouvoir attacher des martingales continues aux processus que nous
avons construits. On note C¥(R?) I'espace des fonctions sur R? de classe C* & support

compact.
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THEOREME 7.5.1. Supposons que (7.41)) soit satisfaite. Soit f € C*(R?). Soit

. 0 f of
Z )o@ gy @ >+Z_:1b< )5 (@)

M&

(7.43)

[\J|P—‘

1

ot o désigne la transposée de la matrice o. Si X est une solution de E(o,b), alors

FOX) = (X0 - [ 27X, as
0
est une martingale.

Preuve. Par la formule d’Ito,

td g 4 rd 4 g o
re = s+ [ S g oasie g [ S a p.

0

avec M une martingale. Cela donne le résultat cherché. U

REMARQUE 7.5.2. Sous I’'Hypotheése et (| - X est un processus de Markov fort
continu tel que pour toute f € C%(R?), f(X;) — — s 2 f( f s) ds soit une martingale,
ou .Z est I'opérateur différentiel du second ordre deﬁm dans . On dira que X est une
diffusion (homogene) de covariance oo™ et de drift b. Les EDS apportent une construction
explicite de diffusions.

Le processus X permet de donner une approche ou une interprétation probabiliste de
nombreux résultats analytiques concernant 'opérateur .Z. Ces liens entre probabilités et
analyse ont été une motivation importante pour ’étude des équations différentielles stochas-

tiques. 0

Dans la suite, a : R? — R?*? désigne une application borélienne et localement bornée,
telle que pour tout x € RY a(z) est une matrice symétrique positive (c’est-a-dire, pour
tout (A1, -+, \g) € RY Z” L @i (x)A;A; > 0). On se met dans l'espace canonique (2 :=
C(R,, RY), €(R,,R?)) avec processus canonique (X;)¢>o.
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DEFINITION 7.5.3 (Probléme de martingale). Une probabilité P, sur C(R,,R?) est une

solution du probléme de martingale (a,b), issu de x € R?, si
(1) Po(Xo = 2) = 1;
(ii) pour toute f € C*(R?),

M= f(X,) — f(Xo) — /gf

est une P,-martingale par rapport a la filtration canonique de X, ot

L
) Z Z aij (@ 8@8% ZZ bil 8@

=1 j=1

Il y a équivalence entre existence faible/unicité faible de E,(o,b) et existence/unicité

pour le probléme de martingale (oc*, b).

THEOREME 7.5.4. Supposons que soit satisfaite.

(i) Soit x € R, Il y a existence faible pour E,(o,b) si et seulement si le probleme de
martingale (co*,b) issu de x a une solution.

(ii) Il y a unicité faible pour E(o,b) si et seulement si pour tout x € R%, il y a au plus

une solution pour le probléme de martingale (co*,b) issu de x.

Preuve. D’aprés le Théoréme 3.2, si X est une solution de E,(o,b), alors la loi de X dans
C (R+,Rd) est une solution pour le probléme de martingale (oc*,b) issu de z (notons que
si f(Xy) — fo Zf(X,)ds est une (F;)-martingale, alors elle est aussi une (F)-
martingale). La réciproque est admlse, et est une conséquence du Theorem V.20.1 de Rogers
et Williams (1987) qui dit que si P, est une solution pour le probléme de martingale (oo™, b)
issu de z, alors on peut construire dans un certain espace filtré une solution X pour 'EDS
E.(0,b) telle que X a pour loi P,. O

Dans 'ouvrage de Stroock-Varadhan on trouve une analyse trés profonde des problémes

de martingale pour les diffusions dans R?.

7.6. Liens avec des EDP linéaires

Nous supposons dans cette section que o et b sont continus et indépendants du temps.
Soit .Z lopérateur différentiel défini par (7.43]). On note Cf(R?) I'espace des fonctions sur R?

de classe C* continues et bornées avec leurs dérivées jusqu’a I’ordre k. Nous nous intéressons
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a des équations aux dérivees partielles (EDP) paraboliques de la forme

0
—u:,?u, t>0

ot (7.44)
u(0,2) = f(x), xR
ot f € Cy(RY) et u: R, x R?+— R est continue bornée, avec
u(-, ) € C'(]0, +oo]), u(t,-) € CE(RY), YV (t,z) €]0, +oo[xR%. (7.45)
THEOREME 7.6.1. Soit x € RY. Si u satisfait (7.44)-(7.45)) et (X;)i>0 est une solution de
E.(0,b), alors
u(t,z) = E.[f(Xy)], t>0. (7.46)

Preuve. Le résultat suit en appliquant la formule d’Ité au processus (u(t — s, X))scpo, :

du(t — s, Xs) = (_?9_1; +$u) (t —s,X,) ds+ dM;

ou M est une martingale. Donc
u(t, :L’) = U(O,Xt) —+ Mt = f(Xt) —+ Mt,
et en prénant ’espérance nous avons le résultat souhaité. 0
REMARQUE 7.6.2. Le théoréme dit que l'existence de E,(c,b) pour tout x implique

V'unicité de 'EDP ([7.44)) dans une classe de fonctions réguliéres. Une autre conséquence
intéressante de la représentation probabiliste ((7.46)) est le principe du maximum

ulloo < [1flloos
ot [|g||ec := sup|g].

Un théoréeme d’analyse, connu sous le nom de estimations de Schauder, donne un résultat

d’existence et unicité pour des EDP a coefficients Holder :

THEOREME 7.6.3. Soit 6 €]0,1[. Si f, b et o sont bornés et Hélder d’exposant 0, alors

il existe une et une seule fonction u satisfaisant (7.44)-(7.45)).

Si o et b sont bornés et Lipschitziens, alors les Théorémes [7.6.1H7.6.3] combinés avec le
théoréme [7.2.2 donnent la représentation probabiliste de la solution de 'EDP (7.44)) :

u(t,z) =E.[f(X(t, 2))], X(t,x) = x+/0 b(X(u,x))du+/O o(X(u,z))dBy, t>0.
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REMARQUE 7.6.4. On peut essayer d’utliser une approche probabiliste a 1'existence de
solutions de . Si f et les coefficients de 'EDS b et ¢ sont suffisamment régulier, par
exemple de classe C?, il est possible de différencier I'application (¢, ) — E,[f(X(¢,z))] et
montrer que cette fonction satisfait —. D’autre coté les hypothéses du théoréme

sont bien plus faibles.

7.6.1. La formule de Feynman-Kac. Soit V : RY — R continue et bornée inférieure-
ment (inf V' > —o0). Nous nous intéressons a I'EDP

%:ZU—VU, t>0

ot (7.47)
u(0,2) = f(x), xR
ol f € Ob(Rd)
THEOREME 7.6.5. Soit x € RY. Si u satisfait (7.47)-(7.45)) et (X;)i>0 est une solution de
E.(0,b), alors
¢
u(t,z) =E {f(Xt) exp (—/ V(Xs) ds)] : t>0. (7.48)
0

Preuve. Le résultat suit en appliquant la formule d’Ité6 au processus (e~ Jo V(Xu)dug (¢ —
SaXs))SE[O,t} :

d <e’ Jo VX duy g, Xs)> = ¢~ Jo V(Xuw)du (—% + Lu — Vu> (t —s,Xs) ds + dM;

ou M est une martingale. Donc
u(t7 I) — e f(;t V(Xu)duu(()7 Xt) + Mt = fg V(Xu)duf(Xt) + Mt7
et en prénant ’espérance nous avons le résultat souhaité. 0

Cette formule a été inspirée par la mécanique quantique, ott V' joue le roéle d’un potentiel.

7.6.2. Equations elliptiques. Nous nous intéressons a ’EDP
M—Lu=f (7.49)
ot f € Cy(RY) et A > 0.

THEOREME 7.6.6. Soit x € RY. Si u satisfait (7.49), u € CZ(R?) et (X;)>0 est une

solution de E,(o,b), alors

u(z) = /0 T MR [f(X,)] dt. (7.50)
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Preuve. Le résultat suit en appliquant la formule d’It6 au processus (e u(Xj))sepo :
d (e ™Mu(Xy)) = e (“Au+ Lu) (X;) ds + dM

ou M est une martingale. Donc

u(z) — e Mu(Xy) = /0 e M f(X,)ds — M,.

En prénant ’espérance et en faisant tendre ¢ — +oo nous obtenons

u(z) = /OOO e EL[F(X,)] ds.
0

7.6.3. Probléme de Dirichlet. Nous considérons un ouvert régulier borné ¢ C R? et
I'EDP

Ou = Zu, t>0,xre0

ot

u(t,z) =g(z), t>0,r€d0 (7.51)
\ u<07x):f(x>7 €O

oit f € Cy(0), g€ Cy(d0) et u: R, x O+ R est continue bornée, avec
u(-, ) € C1(]0, +o0l), u(t,-) € C(O), Y (t,x) €]0,+o0[xO. (7.52)
THEOREME 7.6.7. Soit x € €. Si u satisfait — et (Xt)i>0 est une solution de
E.(0,b), alors pour tout t > 0
u(t, ) = Eu[Lpen) f(Xe)] + Ex[Lzr9(X7)], 7:=inf{u >0: X, ¢ 0}. (7.53)

Preuve. Le résultat suit en appliquant la formule d’It6 au processus (u(t —sAT, Xsar))scpo :

du(t — s A7, Xspr) = (—% +$u) (t—sNAT, Xsnr) ds + dM]

ol M est une martingale bornée. Donc
U(t, .I') = U/(t —tA T, Xt/\T) — Mg- = ]]-(t<T)f(Xt) + ]].(tzT)g(X7-> — Mg-

Dongc, par le théoréme d’arrét, en prénant 1’espérance nous avons le résultat souhaité. 0

EXEMPLE 7.6.8. Si ¢ = 0 alors nous avons un probléme de Dirichlet homogéne et la

solution s’écrit

u(t, ) = Ep[Lpen f(Xe)].
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On peut remarquer que cette solution est égale a celle d'une équation de Feynman-Kac avec

V(z) = { 3—00 bTxié@

car dans ce cas exp(— f(f V(X,)du) = L<r). On dit que le processus X est tué au bord de
0.

Si nous considérons maintenant 1’équation

—Zu=f, r €O
(7.54)
u(z) = g(z), xr € 00

ot f € Cy(O) et u: O + R est continue bornée, avec u € C2(0).

THEOREME 7.6.9. Soitx € 0. Siu satz’sfait - ) et (Xi)i>0 est une solution de E,(o,b)
et, en définissant T := inf{u > 0: X, ¢ O}, P(1 < +00) =1, alors

u(z) = )+ E {/ f(X ] (7.55)
Preuve. Le résultat suit en appliquant la formule d'It6 au processus (u(Xsar))scpo :
du(Xonr) = Liser) (—Au + ZLu) (Xop-) ds + dM]
ou M est une martingale bornée. Donc
u(z) = u(Xinr) + /OMT f(Xs)ds — M/ .
Par le théoreme d’arrét, en prénant l’espérance nous avons
o) =) +E[ [ 00 0

et en faisant tendre ¢t — +o0

o) =Bl 4B | [ rx)as.
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