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Probabilités

La théorie des processus stochastiques a temps continu contient de nombreuses subtilités et
certains arguments sont tres techniques. Dans ces notes de cours, on utilise le symbole #
pour indiquer qu'un passage (preuve, remarque, exercice) est “plus avancé” et ne sera pas
présenté en détail en cours.
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Chapitre 1

Mouvement Brownien

Approz. 2 séances de cours

1 Processus a temps continu

Dans cette section, nous introduisons des concepts généraux sur les processus a temps
continu. Certains passages sont assez abstraits, et ’on conseille de ne pas s’y attarder en
premiere lecture.

Définition 1.1
Soit (E, ) un ensemble mesurable, T un ensemble quelconque et (2, F,P) un espace de

probabilité. On dit que (X;,t € T) est un processus stochastique sur (§2, F,P) a valeurs
dans (E, &) si pour tout t € T, X, est une variable aléatoire de (2, F) dans (E,E).

Lorsque T = N, on parle de processus a temps discret. Lorsque T est égal a R, ou a un in-
tervalle quelconque de R, on parle de processus a temps continu. Lorsque (E, &) = (R, B(R))
on parle de processus a valeurs réelles.

L’essentiel de ce cours porte sur les processus stochastiques a temps continu et a valeurs
réelles. De fagon générique, on supposera dans la suite que T = R, et que £ = R muni de
la tribu Borélienne £ = B(R) (mais toutes les définitions présentées font encore sens si T est
un intervalle borné, etc.).

Etant donné un processus stochastique (X;,t € Ry) et un n-uplet ¢y, ...,t, € Ry, le vecteur
(X4, ..., Xy,) forme une variable aléatoire a valeurs dans R". Notons sa loi p,,...+,) : il s’agit
d’une mesure de probabilité sur R”.

L’ensemble des variables aléatoires (X, ,...,X;, ) indicé par n et ti,...,t, est ensemble
des marginales finies-dimensionnelles du processus stochastique. Les lois associées vérifient
la condition de compatibilité suivante : pour tout n > 1, tout ¢1,...,%, € R, et tout

t & {ty,... tn}
Pitrrtnty (A X R) = iy ) (A) , VA € B(R™) .

Cette identité peut s’exprimer de fagon tres intuitive : la restriction de laloi de (X, ..., X3, , X})
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a ses n premieres coordonnées est la loi de (Xy,,..., Xy,).

Les marginales finies-dimensionnelles donnent acces a des informations partielles sur le pro-
cessus. Elles peuvent étre vues comme des projections d'un objet plus gros : 'application

X :Q — RE+
w i (Xy(w),t € Ry)

qui prend ses valeurs dans un espace de trajectoires.

Nous souhaiterions voir X comme une variable aléatoire. Pour cela, il nous faut répondre a
la question suivante : de quelle tribu peut-on munir ’espace de trajectoires ?

Lemme 1.2

On définit B(R)®®+ comme étant la plus petite tribu sur I'espace des trajectoires RE+
rendant mesurables les applications coordonnées m; : x + x; pour tout t € R,. Cette
tribu coincide avec la plus petite tribu contenant la collection C de tous les cylindres de
dimension finie, c’est-a-dire, de tous les sous-ensembles de R®+ de la forme

HAt, avec Ay € B(Ry), et #{teRy A #R} <o0.

teR,

Si (X, t € Ry) est un processus stochastique, alors I'application X définie ci-dessus est
mesurable de (Q, F) dans (R®+ B(R)®%+).

Démonstration [#] On souhaite montrer que B(R)®®+ = ¢(C). Soit A un cylindre de
dimension finie. Il existe n, t; < ... <t, et A; € B(R) tels que

A=A, A=Rvt¢{t, . ty}.

teR4

Ainsi A = NP7, ' (Ay,) et ainsi A € B(R)®®+. Réciproquement la tribu B(R)®®+ rend me-
surable chaque application ;. Il est n’est pas difficile de vérifier qu’elle rend alors mesurable
les applications

Tyt + L — (thl, Ce ,.Ttn)

et ainsi contient la tribu engendrée par les cylindres de dimension finie.

Si I'on note C la classe des cylindres de dimension finie, alors X '(C) C F par définition

d’un processus stochastique ; or o(C) n’est rien d’autre que la tribu produit et une propriété

générale de théorie de la mesure assure que X ' (o(C)) = o(X (C)) et ainsi X est mesurable.
O

Ainsi un processus stochastique (X, t € Ry) peut étre vu comme une variable aléatoire a
valeurs dans un espace de trajectoires. La loi u d'un tel processus stochastique est la mesure
image de P par 'application X. Le résultat suivant est important.
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Lemme 1.3

La loi pn d’un processus stochastique est entierement caractérisée par I’ensemble des lois
finies-dimensionnelles iy, ...,y pour n > 1 et ty,...,t, € Ry. En d’autres termes, si Y’
est un autre processus stochastique et si pour tout n et tous ty,...,t, € Ry les vecteurs
(X4, ., Xy,) et (Y, ..., Y:,) ont méme loi, alors X et Y ont méme loi.

Démonstration [4] Comme la classe des cylindres est stable par intersection finie, un
corollaire du théoreme de classe monotone assure que la loi d’'un processus stochastique est
entierement caractérisée par la donnée de p(A) pour tout A € C. Or si 'on note ty,...,t,
les indices pour lesquels A; # R on observe que

IU(A) = P((th, . ,th) € Atl X+ X Atn) = M(t17~~-,tn)(At1 X ... X Atn) .

Remarque 1.4 (4)

Si (X;,t € Ry) est un processus stochastique, rien n’assure que les ensembles

{w:Vte[0,1]: Xy(w) <10}, {w:t— X;(w) est continu} ,

soient mesurables en général. En effet, ces ensembles dépendent d’une collection non-
dénombrables d’indicest € R, et ne peuvent pas s’écrire a priori comme union/intersection
dénombrables d’événements ne faisant intervenir que les marginales finies-dimensionnelles.
Autrement dit, les ensembles

{vt€0,1] : 2, <10}, {t+> z; est continu} ,

n’appartiennent pas a la tribu produit et rien ne dit que X reste mesurable si I'on munit
R®+ d’une tribu contenant ces ensembles.

Nous reviendrons sur la continuité des trajectoires d’un processus stochastique un peu
plus loin dans ce chapitre.

Examinons le cas particulier des processus gaussiens.
Définition 1.5

On dit qu’un processus stochastique (X;,t € Ry ) est gaussien si toutes ses marginales
finies-dimensionnelles forment des vecteurs gaussiens.

Autrement dit, un processus stochastique (X;,t € Ry) est gaussien si pour tous ti,...,t, €
R, et tous Ay, -+, A\, € R, la variable aléatoire Z?Zl A Xy, est gaussienne.

Proposition 1.6

La loi d’un processus gaussien (X;,t € R, ) est complétement caractérisée par la donnée
de sa fonction moyenne et de sa fonction de covariance :

ts E[X)], (5,¢) = Cov(X,, X)) .

Université Paris Cité
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Démonstration Il est bien connu que la loi d'un vecteur gaussien (Xj,,...,X;, ) est ca-
ractérisée par son vecteur moyenne et sa matrice de covariance. Or ces deux quantités sont
complétement décrites par les fonctions introduites dans 1’énoncé. Pour conclure, on uti-
lise le fait prouvé précédemment que la loi d’un processus stochastique est complétement
caractérisée par les lois de ses marginales finies-dimensionnelles. O

Attention : il n’est pas vrai en général que la loi d’un processus stochastique est caractérisée
par sa fonction moyenne et sa fonction de covariance; le caractere gaussien joue un role
crucial ici.

On notera que si X est un processus gaussien de moyenne m et de fonction de covariance I,
alors (X; —my,t € Ry) est un processus gaussien centré de méme fonction de covariance.

Une question naturelle est de se demander s’il existe des processus gaussiens. Plus précisément,
on se donne une fonction ¢ — m; de R, dans R ainsi qu'une fonction I' : R, x R, — R
vérifiant :

D(s,t) =T(t;s), > AANT(tit;) >0, Vn>1 NeR R, .

ij=1
Existe-t-il un processus gaussien de fonction de moyenne m et de fonction de covariance I"?
Pour répondre a cette question, nous allons faire appel a un résultat général de la théorie des

processus stochastique (qui ne s’applique pas seulement aux processus gaussiens). Sa preuve
repose sur des arguments délicats de construction de mesures et est omise.

Théoréme 1.7 (Théoréme d’extension de Kolmogorov)

Pour tout entier n > 1 et toute collection finie ty,...,t, de Ry, soit ji, . 4,) une mesure
de probabilité sur R". On suppose que ces mesures sont compatibles au sens suivant :
pour tout n > 1, tout (t1,...,t,) € R} et tout t € Ry\{t1,...,t,}

Pitrtat) (A X R) = pig, 40 (A), VA€ B(R") .

Alors il existe un processus stochastique (X;,t € R,) tel que pour tout n > 1 et tout
tl, .. 7tn, (th, . ,th) a pour 101 M(t17.__7tn).

Appliquons ce résultat a la question sur I'existence de processus gaussiens formulée plus haut.
Pour cela, il nous suffit de vérifier la condition de compatibilité, qui peut se ré-exprimer de
la fagon suivante. Si (Z1, ..., Z,41) est un vecteur gaussien de moyenne (my, ..., m,41) et de
matrice de covariance (C(3, j))1<i j<n+1 alors (Z1, ..., Z,,) est un vecteur gaussien de moyenne
(mi,...,my) et de matrice de covariance (C(3, j))1<i j<n. Cette propriété est facile a vérifier
et est laissée en exercice.

La tribu engendrée par un processus stochastique X, parfois notée o(X), est la plus petite
tribu sur €2 rendant mesurables les v.a. X;, t € R.. On dira qu’un processus stochastique

Université Paris Cité
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X est indépendant d’une tribu G (sur Q) si les tribus o(X) et G sont indépendantes. On
peut vérifier que cela est vrai si et seulement si toutes les marginales finies dimensionnelles
de X sont indépendantes de la tribu G. De méme, on dira que deux processus stochastiques
X et Y, définis sur un méme espace de probabilité, sont indépendants si o(X) et o(Y’) sont
indépendants.

Lemme 1.8

Soient X et Y deux processus stochastiques sur (€2, F). Si pour tous n,m > 1 et tout
S1 < ... < Sy ettty < ... <ty les variables aléatoires (X;,,..., Xy,) et (Yo, ..., Ys,))
sont indépendantes, alors les processus X et Y sont indépendants.

(En fait, il suffit de prendre n =m et s; =t;.)
Démonstration [4] On note Cx la collection des événements

{(th'”?th)eAlX...XAn}7

pour tout Ay, ..., A, € B(R), tout n > 1 et tout t; < ... < t,. [l s’agit d’une classe stable par
intersection finie, qui engendre o(X). On introduit Cy de maniere analogue. L’indépendance
des v.a. de I’énoncé assure que tout événement de Cx est indépendant de tout événement de
Cy. Un résultat classique assure alors que o(X) et o(Y") sont indépendantes. O

2 Définition du mouvement Brownien
Définition 1.9

Un processus stochastique (By,t € R,) est appelé mouvement Brownien (issu de 0) si :

1. B est un processus gaussien centré de fonction de covariance
Cov(Bs, B;) = E[BsBy| = min(s,t), Vs,te€ R, ,

2. les trajectoires de B sont continues.

Quelques remarques s’imposent. Tout d’abord, un tel processus vérifie By = 0 p.s. car
toute variable gaussienne de variance nulle est égale p.s. a sa moyenne. Par ailleurs, par la
Proposition 1.6 la loi d’un processus vérifiant cette définition est unique. On pourra parler
de la loi du mouvement Brownien sans ambiguité.

L’existence d’un processus vérifiant la premiere condition a déja été démontrée : en effet, il
n’est pas difficile de vérifier que la fonction de covariance de la définition est bien symétrique
positive et ’on peut alors appliquer le théoreme d’extension de Kolmogorov comme expliqué
a la section précédente. En revanche la continuité d’un tel processus n’est pas acquise : ce
faisant, l'existence du mouvement Brownien reste a établir. Ce sera ’objet des deux sections
suivantes.

Notons enfin qu’il existe des processus gaussiens qui ne sont pas continus. Par exemple, si X
est un processus gaussien centré de fonction de covariance I'(s,t) = min(s,?)1{stcq,}, alors

9
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X est constant égal a 0 aux temps irrationnels et a une variance non-triviale aux temps
rationnels : 8’il était continu, il serait constant égal a 0 partout.
Commencons par manipuler les propriétés présentées dans la définition.

Proposition 1.10

Soit (By,t € R,) un processus stochastique. Il y a équivalence entre :
(i) B est un processus gaussien centré de fonction de covariance Cov(Bg, B;) = min(s, t),
(ii) B vérifie :
(a) By =0 p.s.,

(b) pour tout n > 2, pour tous 0 < t; <ty < ... < t,, les variables aléatoires By,
B, — By,, ..., B, — By, , sont indépendantes,

(¢) pour tous 0 < s < t, la variable B, — B; suit la loi gaussienne N (0,t — s)

Ainsi tout processus B dont les trajectoires sont continues et qui satisfait les propriétés (a),
(b) et (c) est un mouvement Brownien.

Démonstration Supposons que B vérifie (i). On a déja vu plus haut que By = 0 p.s, d’out
le point (a). Par ailleurs la variable B, — B; est gaussienne centrée de variance

Var(B; — B;) = Var(By, B;) —2Cov(Bs, B;) + Var(Bs, B;) =t — s,

ce qui prouve le point (¢). En ce qui concerne les point (b), le vecteur (By,, By, —By,, -+ , By, —
By, ) étant gaussien, il suffit de vérifier que sa matrice de covariance est diagonale (exercice).
Supposons que B vérifie (ii). Les points (b) et (c¢) assurent que pour tout n > 2 et pour tous
0 <t <ty <...<ty, lesvariables B;,, By, — By,, ..., By, — By, , sont indépendantes et
gaussiennes centrées de variances tq, to — t1, ---, t, — t,_1; ces variables forment donc un
vecteur gaussien de matrice de covariance diagonale avec pour entrées sur la diagonale les
variances précédentes. La stabilité sous transformation linéaire des vecteurs gaussiens assure

que (By,, -+, By,) forme un vecteur gaussien centré tel que pour tous 1 <i < j<mn

iJ
COV(Bt“ Bt].) = Z Z COV(Btk — Btkfw Bte — Btéfl)

k=1 (=1

= ZV&T(Btk — Btk—l)

k=1
= tz = Hlil’l(ti, t]> .

On a donc prouvé que B est un processus gaussien centré de fonction de covariance Cov(Bs, B;) =
min(s, t). O

Corollaire I.11

Soit B un mouvement Brownien. Pour tout n > 1 et tous 0 < t; < --- < t,,, la loi du

10
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vecteur (By,, By,, ..., B;,) admet une densité sur R" donnée par
1 i (l’z — ZL‘Z'_l)Q
p(Ty,...,x,) = exp | — ],
( TL) (27T)n/2\/t1(t2 _ tl) e (tn — tn—l) ( zzl 2<tz — ti—l)
avec g =0 et (1,...,x,) € R".
Démonstration Comme on I’a vu dans la preuve précédente, le vecteur (By,, By,—By,, -+ , By, —

By, ) est composé de v.a. gaussiennes centrées indépendantes, il est donc gaussien et admet
pour densité (en posant ¢y := 0)

n

- 1 B yi
P = @r) /il — 1) boa) ( 2 20t - tH)) |

i=1

En appliquant le changement de variables x; = y; +- - - +y; (de Jacobien égal a 1) on obtient
le résultat voulu. O

Pour l'instant, nous n’avons pas établi I'existence du mouvement Brownien : la difficulté
réside dans la continuité des trajectoires, que nous examinons a présent.

3 Continuité des trajectoires

Afin de prouver I'existence du mouvement Brownien, nous allons nous appuyer sur un résultat
général du a Kolmogorov qui affirme que, sous une hypothese sur les moments d’un proces-
sus stochastique, on peut “modifier” le processus pour le rendre continu. Commencgons par
introduire cette notion de modification :

Définition 1.12

Soient deux processus stochastiques (X;,t € I) et (X;,t € I) indexés par un ensemble
I C R, et définis sur un méme espace de probabilité. On dit que X est une modification
de X si

viel, P(X,=X,)=1.

On notera que si X est une modification de X, alors les marginales de dimension finie des
deux processus coincident et ainsi les deux processus ont méme loi. En revanche, il se peut que
les trajectoires des deux processus soient tres différentes! En effet, I’égalité de la définition
ne fournit aucun controle sur des collections non-dénombrables d’indices t € I. Pour cela, il
faut imposer une condition plus forte, ce qui donne lieu a la notion suivante.

Définition 1.13

Soient deux processus stochastiques (X, t € I) et (X;,t € I) indexés par un ensemble I C
R, et définis sur un méme espace de probabilité. On dit que X et X sont indistinguables
SI

PVtel: X, =X,)=1.

11
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Remarque 1.14 (#)

Une formulation plus rigoureuse est : On dit que X et X sont indistinguables s’il existe
un sous-ensemble N C §2 qui est négligable, c¢’est-a-dire, N est inclus dans un événement
de mesure nulle et tel que

Vwe Q\N,Vtel, X,(w)=X,(w).

En supposant N négligeable, on relache la contrainte de mesurabilité de I’ensemble des
réalisations ou les deux processus different. Il s’agit la d’un point de détail.

Il est facile de vérifier que si deux processus sont indistinguables, alors 'un est une modifi-
cation de I'autre.

Théoréme 1.15 (Théoréme de continuité de Kolmogorov)

Soit (X;,t € I) un processus stochastique a valeurs réelles indicé par un intervalle borné
I C R. Supposons qu'’il existe des réels q,e,C > 0 tels que pour tous s,t € [

E[| X, — X,|7 < Ot — s|'**.

Alors il existe une modification X de X dont les trajectoires sont Holderiennes d’exposant
a pour tout w € Q et tout o €]0,€¢/q|, c’est-a-dire, pour tout « €]0,¢/q[ il existe une
variable aléatoire positive C\, telle que pour tous s,t € I et tout w € )

[X(w) = Xe(w)] < Calw)ft —s|* .

Dans la preuve, nous aurons besoin du lemme technique suivant. Soit D I’ensemble dénombrable
des nombres dyadiques de l'intervalle [0, 1].

Lemme 1.16

Soit f : [0,1] — R. On suppose qu’il existe o, K > 0 tels que pour tout entier n > 1 et
tout 1 € {1,...,2"}
[f((=1)27") — f(i27")] < K27

Alors pour tous s,t € D

Démonstration Soient s,t € D tels que s < t. On note p > 0 'unique entier tel que
277 <t — s < 271 Nécessairement il existe k, £, m entiers tels que

- —p—1 —p—4
S:k2p—€p+12p —'-'—€p+g2p s

t=k2P+ 2P e 2P e 27T

12
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ot les €;, €; valent 0 ou 1. On pose

si=k27P — e, 277 — oo — e, 2777 e {0,..., 0}
ti=k2P+e2P+e 2P e 2770 5e{0,...,m}.

On observe que sy = s et t,, = t. Ainsi 'hypothese du lemme assure que

£(s) = ()] = |f(s¢) = f(tm)]
< |f(s0) = f(to) + D 1F(simt) = f(si)| + D 1f(ti—1) = f(t;)]

i=1 j=1

)4 m
— K(g*pa +3 o ere 3 2—(p+j)a>
i=1 j=1
<2K27P(1—27) P <2K(t—s)*(1—27)"h.

O

Présentons a présent la preuve du théoreme. On va se restreindre aux indices de temps
dyadiques et montrer que le processus X, restreint aux dyadiques, est continu p.s. (cela fait
sens car on ne manipule qu'un nombre dénombrable de v.a.). Puis on étendra cette définition
a tous les indices de temps par densité des dyadiques et continuité. Il ne restera plus qu’a
vérifier que 1'objet ainsi construit est bien une modification du processus de départ.
Démonstration [du Théoreme de continuité de Kolmogorov] Sans perte de généralité,
on peut supposer que I = [0,1]. On fixe a €]0,¢/q[. L’hypothese de I’énoncé combinée a
I'inégalité de Markov assure que pour tout n > 1 et pour tout i € {1,...,2"}

P(| X (i 1y2-n — Xig-n| > 27") < 2"E[| X ;i 1)9-n — Xjp-n|9] < C27"(IHOQn00
Ainsi

271
P (U{|X(i_1)2_n — Xjon| > 2m}> < C27meoned
=1
Comme € — aq > 0 on obtient
271
>p (U{;x(im_n — Xjpon| > 2—m}> <00,
n>1 =1

Le lemme de Borel-Cantelli assure donc que pour P-presque tout w € €, il existe un entier
no = no(w) tel que

Vn 2 no,Vi S {1, N ,2”}, |X(i—1)2*n — Xi27”| S 27"

Ceci assure que la variable aléatoire

X ’i— -n T Xl —-n
K, :=sup sup | (-1)2 2| ,
n>14ef{l,...,.2n} 27 ne

13
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est finie presque surement. (En effet pour n > ng(w) cette quantité est majorée par 1, tandis
que le supremum sur n < ny porte sur un nombre fini de termes.)
Sur 'événement {K, < oo}, qui est de probabilité 1, on déduit du lemme précédent que

pour tous s,t € D
[ Xs(w) = Xy(w)] < Calw)]t — s,

avec Cy(w) = 2K,(w)/(1 —27%). On a donc montré que sur 'événement {K, < oo}, les
trajectoires de X restreintes a ’ensemble D sont a-Holdériennes. On peut alors poser sans
ambiguité

- . limg ¢ sep Xs(w) si Ko (w) < oo
10 si Ky(w) =o00.

Il reste & montrer que X est une modification de X. Si ¢t € D alors
P(X; # X,) <P(Ky=00)=0.
Supposons a présent que t ¢ D. L’hypothese du théoréeme assure que pour tout s € [0, 1]
E[lA[X; — X9 <E[|X; — X, < CJt —s|'.
Pour s € D, on sait déja que X, = X, p.s. de sorte que
E[1A[X, — X,|9 < OJt — s|'*<.
En faisant tendre s — ¢ avec s € D, le théoreme de convergence dominée assure que
E[LA|X; — X9 =0,
et ainsi X; = Xt p-s. O

Corollaire 1.17

Le mouvement Brownien existe !

Démonstration Soit B un processus gaussien centré de fonction de covariance Cov(Bs, By) =
min(s,t). (L’existence d'un tel processus a déja été discutée plus haut). Afin d’appliquer le
théoreme de continuité de Kolmogorov, il nous faut évaluer les moments des incréments de
ce processus. On remarque que B; — B; a méme loi que v/t — sY ou Y suit une loi normale
centrée réduite. Ainsi en posant C, := E[|Y]?] qui est fini (les gaussiennes admettent des
moments de tous ordres) on obtient

E[|B, — B,|7] = C,(t — 5)V?.

En choisissant ¢ > 2 et un intervalle borné I C R, arbitraire, on déduit du théoreme l'exis-
tence d’une modification (By,t € I) dont les trajectoires sont Holdériennes donc continues.
En appliquant cette construction sur chacun des intervalles [0, 1], [1,2], ---, [n,n + 1], - -~
on obtient alors une collection de modifications que ’on peut concaténer afin de former un
processus (Bt,t € R, ) a trajectoires continues et qui est une modification de (By,t € R,).

O
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Construction du mouvement Brownien par Paul Lévy. Nous venons d’appliquer un
théoreme général de la théorie des processus afin de construire le mouvement Brownien. Il
se trouve que 'on peut donner une construction beaucoup plus géométrique (et élégante!)
du mouvement Brownien. Celle-ci est due a Paul Lévy et s’appuie sur l'observation suivante

Exercice 1.18

Pour tout 0 < s < t, le vecteur (Bs, B(s4+)/2, Bt) a méme loi que le vecteur

B, + By

B.,
( 2

+}/’JBt)7

o Y est une variable aléatoire N'(0, (t — s)/4) indépendante de B; et B;.

On se restreint a l'intervalle [0, 1], on note D,, := {k27" : k € {0,...,2"}} et 'on construit
de facon récursive une suite de processus (B§”), t €10,1]) tels que :

1. Les marginales de dimensions finies de B™ restreint & D,, coincident avec celles du
Brownien. Plus précisément : les vecteurs (B,fn), te D,) et (Bt e D,)ont méme loi.

2. La procédure est consistente sur les dyadiques. Plus précisément : Bt(") = Bt(m) pour
tout t € D, N D,,.

3. Chaque processus B™ est affine entre deux points consécutifs de D,,. Plus précisément :

B = 2"(t — k2 "By + 2N (k+ 127" — OB, te k27 (k+1)271 .
On commence la procédure en se donnant une variable aléatoire X de loi N(0,1) et l'on

pose
BY =X .

On suppose avoir construit le processus B™ pour un certain entier n > 0. Pour construire
B+ ] suffit de définir correctement les marginales aux temps ¢t € D, ;\D, puis d’in-
terpoler linéairement entre les points de D,, ;. Pour ce faire, on se donne une collection de
va. Xgn, k€ {0,...,2" — 1} i.i.d. N(0,27"/4), indépendantes de toutes les v.a. utilisées

jusqu’alors dans la construction. Pour chaque k € {0,...,2" — 1}, on pose
(n+1) . pm)
B(2k+1)2*("+1) T B(2k+1)27(n+1) + Xk,n 5

tandis que pour tout ¢ € D,,, on pose

B = B
Il est clair que (Bt("ﬂ),t € D,1) est un vecteur gaussien centré. Pour s’assurer qu'il a la
bonne loi, il suffit de calculer les covariances entre les entrées de ce vecteur (exercice). On
peut ensuite achever la construction de B en interpolant de facon affine entre deux
points consécutifs de D, 1.
On peut alors montrer qu’avec probabilité 1, la suite de fonctions continues (Bt(") ,t€]0,1])
converge uniformément vers un objet limite que I'on note (B, t € [0, 1]).
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Nécessairement B est continu. Par construction, ses marginales de dimensions finies res-
treintes a D coincident en loi avec celle du mouvement Brownien. Pour conclure, on utilise
le lemme suivant.

Lemme 1.19

# Soient (Xy,t € [0,1]) et (Y, t € [0, 1]) deux processus stochastiques dont les trajectoires
sont continues. Supposons qu’il existe un ensemble J C [0, 1] dense dans |0, 1] tel que les
marginales de dimensions finies de X et Y, restreintes a J, coincident en loi. Alors les
deux processus (X, t € [0,1]) et (Y, t € [0,1]) ont méme Ioi.

Démonstration Il suffit de montrer que pour tout n > 1 et tous 0 < t; <ty < ... < t,,
les lois des vecteurs (Xy,, ..., Xy, ) et (Yy,...,Y;, ) coincident.

On sait que cela est vrai des que tous les indices de temps appartiennent a J. Pour conclure,
il suffit de montrer que le vecteur aléatoire (X, ,..., X ) (resp. (Y,,...,Ys,)) converge en
loi vers (Xy,,...,Xy,) (resp. (Yy,,...,Y;,)) deés que s; — t; pour tout ¢ € {1,...,n} avec
les s; € J. Or, sous cette hypothese, la continuité des trajectoires assure que (Xs,,..., Xs,)
converge presque surement vers (Xy,,..., Xy, ), et ainsi la convergence a également lieu en
loi. O

4 Quelques propriétés du mouvement Brownien

Dans cette partie, B = (By,t € R,) désignera toujours un mouvement Brownien. Pour tout
t > 0, on note F; := o(Bs, s € [0,t]) : intuitivement, il s’agit de la plus petite tribu sur
contenant toute l'information encodée par la trajectoire Brownienne jusqu’au temps t. On
introduit également F, := o(Bs, s > 0).

Proposition 1.20 (Propriétés d’invariance)

1. —B est un mouvement Brownien [invariance par changement de signe],

2. pour tout A > 0, le processus B*, défini par B} := A\"'B,y2, est un mouvement
Brownien [invariance par changement d’échelle],
3. pour tout T > 0, le processus B\, défini par Bt(T) := Bpy;— Br, est un mouvement

Brownien [invariance par translation]

Démonstration Dans les trois cas, il est immédiat que les processus sont gaussiens centrés :
en effet, toute combinaison linéaire de marginales de dimension finie du processus —B,
resp. B*, resp. BT) est combinaison linéaire de marginales de dimension finie du proces-
sus B, et ainsi, est une gaussienne centrée. Par ailleurs, la continuité des trajectoires est
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préservée dans chaque cas. Il reste a calculer la fonction de covariance dans chaque cas.

Cov(—By, —Bs) = Cov(By, Bs) = min(s, t) ,
Cov(B}, B}) = A2 Cov(By2, Bsy2) = A2 min(tA\?, sA?) = min(t, s) ,
Cov(B", BM) = Cov(Brss — Br, Br.s — Br)
= Cov(Bryy, Bris) — Cov(Br, Brys) — Cov(Br, Bryy) + Cov(Br, Br)
=min(T + 5,7 +t)+ T — 27 = min(s, ) .

O
La propriété d’invariance par translation s’agrémente dune propriété d’indépendance.
Proposition 1.21 (Propriété de Markov simple)
Pour tout T > 0, le processus B\"), défini par Bt(T) := Br.y — Br, est un mouvement

Brownien indépendant de la tribu Fr.

Démonstration Nous avons déja montré que BT) était un mouvement Brownien. Il nous

faut prouver qu’il est indépendant de Fr. Rappelons que cela signifie que les tribus en-
gendrées par (Bs,s € [0,7]) d'une part et par (Byy — Br,t € Ry) d’autre part sont
indépendantes. Pour prouver cette assertion, il suffit de montrer que pour tous n,m > 1 et
tous 0 <51 <59< ... <5, <T,0<t; <ty <...<t, les vecteurs

(Bs17“'7Bsn) ) (BT+t1 _BT7"'7BT+tm _BT) )

sont indépendants. Comme ces deux vecteurs forment conjointement un vecteur gaussien
dans R™™ I'indépendance des deux vecteurs est équivalente aux identités

Cov(Bs,, Bryt; — Br) =0, Vie{l,...,n} ,Vje{l,...,m}.

On vérifie aisément que ces identités sont vraies. O

Le résultat suivant montre que le comportement “juste apres” le temps 0 suit la loi du tout
ou rien.
Proposition 1.22

La tribu

FO-%-::ﬂFSa

s>0

est grossiére au sens suivant : pour tout A € Fo,, P(A) =0 ou 1.

Démonstration Il suffit de montrer que Fy, est indépendante de F.,. En effet, comme
For C Fu, cela permet de déduire que Fy, est indépendante d’elle-méme, et est donc
grossiere.

Soientn > 1,0 <t; <...<t,et f:R"” — Rune fonction continue bornée. La continuité des
trajectoires combinée au Théoreme de Convergence Dominée assure que pour tout A € Fo,

E[lAf(Bt17 R Btn)] = lg%]E[lAf(Btl - Bea s 7Btn - Be)] .
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Or A € F. et la propriété de Markov simple assure que le vecteur (B;, — Be, ..., B;, — B,)
est indépendant de F,. Ainsi

E[]'Af(Btl’ T Btn)] = ll_I)%P(A)E[f(BU - Be, R Btn - BE)] = P(‘A)E[f(Btl’ T Btn)] :

On a donc montré que Fy, est indépendante de o(By,t > 0). Par continuité des trajectoires,
By = limyyo By et ainsi By est o(B,t > 0)-mesurable, ce qui assure que o(B;,t > 0) =
o(By,t > 0) = F, et acheve la preuve. O
On déduit de cette derniere proposition des propriétés trajectorielles remarquables.
Corollaire 1.23

On a presque surement

Ve >0, sup B,>0, inf B,<0.
0<s<e 0<s<e

Par ailleurs pour tout a € R, si 'on note T,, := inf{t > 0 : B, = a} alors presque stirement
VaeR, T,<oo.
En conséquence presque stirement

limsup B; = +oo, liminf B; = —oc0 .
t—o00 t—o0

Démonstration Soit (¢,), une suite de réels strictement positifs décroissant vers 0. On
pose
A::ﬂ{ sup Bs > 0} .
. 0<s<en
L’événement A est Fy-mesurable et est une intersection d’événements décroissants, de sorte
que
P(A) = lim P( sup B; >0).
n—00 0<s<en
Or
P( sup B;>0)>P(B,, >0)=1/2,
0<s<en
et ainsi la probabilité de A est supérieure ou égale a 1/2. Cet événement étant trivial, sa
probabilité est donc égale a 1. On a donc montré que presque stirement Ve > 0, supy< <. Bs >
0. L’assertion concernant I'infimum est obtenue en remplagant B par —B. o
On prouve a présent la finitude p.s. de tous les T,. On commence par écrire
1=P(sup Bs; >0)=1lmP(sup By >9).
0<s<1 010 <<t
On fixe @ > 0. En posant A = d/a et en utilisant U'invariance d’échelle du mouvement
Brownien on obtient
P(sup B, >6) =P(sup A 'By > A"19) =P( sup A 'Bye >a)=P( sup B, >a).

0<s<1 0<s<1 0<s<A—2 0<s<A—2
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En prenant la limite § | 0, c’est-a-dire, A2 1 0o on obtient que

P(supBs >a) =1.
s>0

On a donc montré que T, < oo p.s. On en déduit que presque sturement, pour tout a €
(0,00) NQ, T, < o0. Or la continuité des trajectoires assure que pour tout 0 < a < b,
T, < oo =T, < oco. On a donc montré que presque surement pour tout a > 0, T, < oo.

En remplacant B par —B, on en déduit que cela reste vrai pour a < 0.

On a donc montré que presque stiirement la trajectoire t — B, visite toutes les valeurs a € R.
Nécessairement lim sup,_, . B; = 400 et liminf; ,,, B; = —o0. O

5 Propriété de Markov forte du mouvement Brownien

Nous allons montrer que la propriété de Markov simple reste vraie lorsque le temps 71" est
aléatoire mais n’anticipe pas le futur, c¢’est-a-dire, des que T est un temps d’arrét.

Définition 1.24

On dit qu’une variable aléatoire T' a valeurs dans [0, co] est un temps d’arrét si pour tout
t >0, I'événement {T <t} € F;.

En termes intuitifs, cette définition impose que 'information encodée dans la tribu F; suffit
a déterminer si T' s’est réalisé avant le temps ¢ ou pas.

Donnons quelques exemples et contre-exemples de temps d’arrét. La v.a. constante T' = ¢,
est un temps d’arrét, ainsi que le premier temps d’atteinte de a par le Brownien

T, :=inf{t >0: B, =a} .
En revanche, le dernier temps d’atteinte de 0 avant le temps 1 par le Brownien
sup{t <1:B; =0},
ainsi que le premier temps ot la trajectoire Brownienne atteint son maximum sur [0, 1]

inf{t € [0,1] : B, = sup B},
s€0,1]

ne sont pas des temps d’arrét.
Enoncons quelques propriétés élémentaires vérifiées par tout temps d’arrét.

Lemme 1.25

Soit T' un temps d’arrét. Pour tout t > 0, les événements {T < t} et {T =t} sont dans
Fi. Par ailleurs, pour tout n > 1, T,, := 27"(|2"T'| 4+ 1) est un temps d’arrét.
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Démonstration On note que
{r<ty= | (r<a,
qG[O,t[ﬁQ

de sorte que cet événement est bien dans F;. En écrivant {T" =t} = {T <t}\{T <t} la F;
mesurabilité de {T" = ¢} s’en suit.

On observe que T,, prend ses valeurs dans ’ensemble k27" k > 0. Pour tout ¢ > 0, on
introduit £ > 0 tel que k27" <t < (k+ 1)27" et l'on écrit

(T, <t} ={T, <k2™} = {|2"T| +1 < k} = {2"T < k} = {T < 27"k} .

Comme 27"k < t, ce dernier événement est F;-mesurable. O

Etant donné un temps d’arrét T, on introduit la tribu du passé avant T' en posant
Fr={AeF o :Vt>0,AN{T <t} € F}.

(Nous reviendrons sur cette définition dans le chapitre suivant).
Pour se familiariser avec la tribu du passé, on pourra résoudre les deux exercices suivants.

Exercice 1.26

Vérifier que Fr est bien une tribu.

Exercice 1.27

Montrer que T' est Fp-mesurable.

L’exercice ci-dessous est plus difficile (sa solution est donnée dans un cadre plus général au
chapitre suivant).

Exercice 1.28 (#)

Montrer que 1ip.oyBr est Fp-mesurable.

Théoréeme 1.29 (Propriété de Markov forte)

Soit T' un temps d’arrét fini presque surement. On pose pour tout t > 0

Bt(T) = 1{T<oo}(BT+t - BT) .

Le processus B\T) est un mouvement Brownien indépendant de Fr.

Remarque 1.30

Plus généralement, si T n’est pas fini presque stirement mais que T" < oo a une probabilité
strictement positive, alors conditionnellement a I'événement {T' < oo}, le processus B™)
est un mouvement Brownien indépendant de Fr.

La propriété de Markov forte a de tres nombreuses applications dans 1’étude du mouvement
Brownien, nous en verrons certaines un peu plus loin. Notons qu’elle est fondamentalement
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due a l'indépendance et a la stationarité des incréments du mouvement Brownien.

Démonstration Nous allons montrer que pour tout A € Fr, tout m > 1, tous 0 < t; <
ty < ... <y, et toute fonction continue bornée f : R™ — R

E[1af (B, ... B, = B(AEf (By,, ... B,)] (L1)
Cela suffit pour établir les assertions du théoreme. En effet, en prenant A = ), on déduit

que BT a méme loi quun mouvement Brownien : comme ses trajectoires sont également
continues, on en déduit alors que c¢’est un mouvement Brownien. Par ailleurs cette identité

assure que le vecteur (Bg), ce Bt(f:) ) est indépendant de la tribu Fr, et ce pour tout choix
de m et de valeurs ti,...,t,,. L'indépendance entre la tribu engendrée par BT) et Fr s’en
suit.

Pour établir (I.1), commengons par observer que le cas ou T est déterministe est déja couvert
par la propriété de Markov simple. Supposons a présent que T prend ses valeurs dans un
ensemble dénombrable {7, k > 1} donné. On calcule alors

T T T T
E[1af(BY,..., B = Y ELaf(BY,.... BT)1ropy)

k>1
=D El[f(Brtt = B+ +s Brttn = Br) Langr=n,)]
k>1
Or AN{T =r;} € F,,. Ainsi la propriété de Markov simple permet de poursuivre le calcul
et d’obtenir
=Y Elf(Bu.- -, By, JP(AN{T = 11})
k>1

= ]E[f(Btn ce Btm)]P<A) .

Dans le cas général ou T prend ses valeurs dans [0, 0o] (et est fini p.s.), on introduit la suite
d’approximations 7,, := 27"(|2"T"] + 1), n > 1. On note que T,, — T presque strement
quand n — oo. Ainsi la continuité des trajectoires combinée au Théoreme de Convergence
Dominée assure que

E[L (B, B")) = lm E[L (B, B

Le cas dénombrable déja établi s’applique & T}, et B et 1'on obtient (en notant que si

A€ Fralors A € Fr,)
E[Laf(By",.... By)) = P(AEf (B, By,
de sorte que
E[Laf(B",.... B,))) = P(AELf(By,..... B,
O
Nous présentons une tres jolie identité en loi portant sur le supremum courant du mouvement

Brownien

Sy =sup By, t>0.
0<s<t

La preuve de cette identité repose sur la propriété de Markov forte du mouvement Brownien.
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Théoréme 1.31 (Principe de réflexion)
Pour tout t > 0, tout a > 0 et tout b < a on a

]P(St Za,Bt Sb):P(Bt ZQa—b) .

En particulier, S; a méme loi que |By|.

La preuve de ce théoreme sera vue en TD.
Démonstration On a déja vu que 7, :=inf{t > 0: B; = a} < oo p.s. On écrit alors

P(S; > a,B, <b) =P(T, <t,B, <b)=P(T, <t,B'% <b—a).
Le Théoreme 1.29 assure que B(T«) est indépendant de T,. Comme B+ a méme loi que
— BT on en déduit que (T, B7) a méme loi que (7T, —B"*)) et ainsi
P(T, <t, B <b—a) =P(T, <t,—B3) <b—a) =P(T, <t,Br,—B, < b—a) = P(T, < t, B, > 2a—b) .
Comme 2a — b > a, si By > 2a — b alors nécessairement T, <t et ainsi
P(S; > a,B, <b)=P(B; >2a—0b).

Pour prouver la deuxieme assertion, on écrit

P(S;>a)=P(S; >a,B; <a)+P(S; >a,B; >a).

On note que si B; > a alors nécessairement S; > a. En utilisant le principe de réflexion ainsi
que cette derniere observation on obtient

P(S; >a)=P(B; > a)+P(B; >a) =2P(B; > a) =P(|B| > a) .

6 Mesure de Wiener, mouvement Brownien multi-dimensionnel

Soit (B, t > 0) un mouvement Brownien. L’application
B:Q— R
w i (By(w),t €R,)

est mesurable par rapport aux tribus F et B(R)®®+. Par définition du mouvement Brownien,
nous savons que les trajectoires de B sont continues et ainsi ’application prend ses valeurs
dans C(Ry,R). Ainsi B est une application mesurable de (€2, F) dans C(R,R) muni de la
tribu produit, c¢’est-a-dire, de la plus petite tribu rendant mesurables les applications x +— x;
pour tous t € R,. La loi du mouvement Brownien sur C'(R,,R) muni de la tribu produit
est appelée mesure de Wiener.

Terminons ce chapitre en introduisant la version multi-dimensionnelle du mouvement Brow-
nien. Un processus stochastique (B;,t € Ry) = ((Bgl), e Bgd)),t € R, ) a valeurs dans R?
est un mouvement Brownien en dimension d si les processus (Bgi),t eRy), 1 e{l,...,d}
sont des mouvements Browniens indépendants.
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Annexe A
Généralités

1 Variables aléatoires

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. Soit (F,E) un espace mesurable.
Définition A.1

Une application X : 2 — E mesurable par rapport aux tribus F et £ est appelée variable
aléatoire.

On rappelle que X est mesurable par rapport aux tribus F et £ si pour tout B € €&,
X~YB) e F.

Définition A.2

Soit X un variable aléatoire de (Q, F,P) dans (E,&). L’application de ux : € — [0,1]
définie par

ux(B) :=B(X"'(B)), Be&.

est une mesure de probabilité sur (E,E) que I'on appelle loi de X.

On notera que la loi de X n’est rien d’autre que I'image par X de la mesure de probabilité
P.
Quelques exemples :
1. Jet de dés : Q = {1,...,6}" muni de la tribu F de toutes les parties de et de la
mesure uniforme P. L’application X}, : w — wy qui retourne la k-eme coordonnée est

une variable aléatoire & valeurs dans {1,...,6} muni de la tribu de toutes ses parties.
Sa loi est uniforme. L’application S : @ — >~} X} est une variable aléatoire & valeurs
dans {n,...,6n}. Sa loi peut étre explicitée.

2. Variable gaussienne : ) = F =R, F = £ = B(R) (la tribu Borélienne) et P la mesure
de probabilté

2T

3. Variable constante égale a a € E : ux = 0, ot 'on définit la masse de Dirac §,(B) =
15(a) pour tout B € €.

1 2
P(dz) = —e ™ %dx .
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Proposition A.3 (Formule de transfert)

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un espace (E,€) et h: E — R une fonction
(€, B(R))-mesurable. Si h(X) est intégrable alors

E[h(X)] = / b

E

2 Variables gaussiennes
La loi gaussienne uni-dimensionnelle de moyenne m € R et de variance 0 > 0 est la mesure
de probabilité sur R de densité

1 _le=m|?

e 2222 | xeR.
V2mo?

Dans le cas 0% = 0, il s’agit de la mesure de probabilité sur R donnée par la masse de Dirac
enm:

dm(B) =1p(m), BeB([R).
Définition A.4

On dit qu’une variable aléatoire a valeurs dans R? pour d > 1 est gaussienne si toute com-
binaison linéaire de ses coordonnées est une variable aléatoire gaussienne (uni-dimensionnelle).

Comme pour tout vecteur aléatoire & valeurs dans R? (dont la norme euclidienne admet un
moment d’ordre 2) on peut définir le vecteur moyenne m et la matrice de covariance ¥ d’une
v.a. gaussienne X

myg ‘= E[Xk] s E(k,g) = COV(Xk,Xg) .

On notera bien que m est un élément de R? alors que ¥ est une matrice symétrique positive
de taille d x d.
Proposition A.5

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire gaussienne X est donnée par

(t,>t)

t e RY.
2>’ <

D (t) = explift, m) -

En conséquence, la loi d’une variable aléatoire gaussienne est entierement déterminée par
son vecteur moyenne et sa matrice de covariance.

Soit Y = (Y1,...,Ys) un vecteur aléatoire dont les coordonnées sont des v.a. gaussiennes
uni-dimensionnelles, indépendantes centrées réduites. Il est facile de vérifier que Y est une
variable aléatoire gaussienne de moyenne le vecteur nul et de matrice de covariance la ma-
trice identité.
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Etant donné un vecteur m € R? et une matrice d x d symétrique positive 3, la variable
aléatoire X := m + 2/2Y est gaussienne de moyenne m et de matrice de covariance X.
(La matrice ¥'/2 peut étre définie comme suit. Soit P une matrice orthogonale telle que
D = PY P! est diagonale, on définit alors D'/? comme la matrice diagonale dont les entrées
sont les racines carrés des entrées de D (celles-ci sont positives car ¥ est positive). On pose
alors ¥1/2 := P!DY2P.) On note N'(m,¥) la loi correspondante.

Proposition A.6

Soit X ~ N (m,¥). X admet une densité sur R? si et seulement si ¥ est définie positive,
et dans ce cas celle-ci est donnée par

1 (X Nz —m),z—m)
0 Jdem) (- 2

), reRY,

3 Espérance conditionnelle

Dans cette partie, on manipule des variables aléatoires réelles.
Définition A.7 (Espérance conditionnelle dans L")
Soit (2, F,P) un espace de probabilité, B C F une sous-tribu et X € L'(Q, F,P). On

définit I'espérance conditionnelle de X sachant B, que I'on note E [ X | B], comme 'unique
variable aléatoire U € L'(Q), B,P) qui satisfait

E[XZ)=E[UZ],

pour toute variable aléatoire bornée Z qui est B-mesurable.

On définit alors l'espérance conditionnelle d’une variable aléatoire X sachant une autre
variable aléatoire Y comme ’espérance conditionnelle de X sachant o(Y’), que 'on notera
souvent E[X | Y.

Citons un cas particulier. Supposons que Y prenne ses valeurs dans un ensemble dénombrable,
c’est-a-dire, on suppose qu’il existe un ensemble dénombrble Y tel que P(Y = y) > 0 pour
tout y € Yet 3 o, P(Y =y) = 1. Alors

EX | Y] =Y EIX [{Y = y}lpy—y -
yeY

Proposition A.8 (Propriétés de l’espérance conditionnelle)

Soit (2, F,P) un espace de probabilité, B C F une sous-tribu et X € L'(Q, F,P). Les
propriétés suivantes sont vérifiées :

(a) Ya,b € R et pour toute v.a. Y € L*(Q, F,P), on a E[aX +bY | B] = aE[X |
B]+E[Y | B].
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(b) Si X >0, alors E[X | B] > 0.
(c) Sia est une constante, alors E [a | B] = a.
(d) SiB={0,Q}, alorsE[X | B]=E[X] et E[X | F] = X.

(e) Soit Z une variable B-mesurable telle que X Z € L'. AlorsE[XZ | B] = ZE[X | B].
En particulier si X est B-mesurable, E[X | B] = X.

(f) SiC C B, alors E[E[X | B] | C] =E[X | C]. En particulier, E [E [X | B]] = E[X].

(g) Si o(X) et B sont indépendantes, alors E[X | B] = E[X], et plus généralement,
pour toute Y B-mesurable

E(y(X.Y)| B8] = [ glo¥) Lx(do)

pour toute fonction mesurable g : R* — R telle que g(X,Y) est intégrable.
(h) (Jensen) Si ¢ : R — R, est convexe et X € L*(Q, F,P), alors

P(E[X | B]) <E[¢(X) | B].
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Annexe B

Uniforme intégrabilité

Commengons par rappeler que toute variable aléatoire intégrable Y sur (Q, F,P) satisfait
(de par le théoreme de convergence dominée)

lim E[]Y[Lyjsq] = 0. (B.1)

a—0o0

Plus généralement :

Lemme B.1 (Uniforme continuité de l’intégrale)

Pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout B € F

P(B) <6 =E[|Y|1p] <¢.

Démonstration Il suffit d’écrire
E[[Y 1] = E[[Y 151y + E[[Y[151)y|>]
< aP(B) + E[[Y [Lyjsa]
Il suffit alors de choisir a tel que E[|Y|1}y|s,] < €/2 puis 0 = £/2a. O
Nous allons généraliser ces idées a des collections de v.a.

Soit (X;,i € I) une collection (pas forcément dénombrable) de variables aléatoires a valeurs
dans R (ou R9).

Définition B.2

On dit que la famille (X;,i € I) est uniformément intégrable (u.i.) si

lim sup E[| Xi|1x,154] =0 .
1

a— o0 ic

La convergence (B.1) montre que toute variable aléatoire intégrable Y forme une famille (&
un élément) qui est u.i. Plus généralement, il est facile de vérifier que toute collection finie
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de v.a. intégrables est uniformément intégrable.

Donnons a présent une caractérisation de I'uniforme intégrabilité, qui se rapproche de la
continuité uniforme de l'intégrale.

Proposition B.3

La famille (X;,i € I) est uniformément intégrable si et seulement si
1. sup;e; E[[Xi[] < o0
2. pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout B € F
P(B) <6 = supE[|X;|15] < e.

iel

Démonstration Supposons que la famille est u.i. On a pour tout B € F
E[1X,[15] = BIXi 1oL o] + EIXi 151 x50] < aP(B) + E[Xi[1jx, o]
Si 'on prend B = €2, on trouve 1. Si l'on choisit a tel que
sup E[| Xi|1 x;5a] < €/2,
iel
ainsi que 6 = £/2a on trouve 2.

Réciproquement on suppose que 1. et 2. sont vérifiées. Soit £ > 0 fixé, on souhaite montrer
que pour tout a assez grand on a

sup E[| X;|1 x,5a] < €.
i€l

On pose M := sup,; E[|X;|], et @ = M /. Ainsi pour tout i € 1
P(|X;| >a) < M/a <6,

et 2. assure que
B[l Xi[1)x,5a] <€

Enoncons a présent deux criteres assurant I'uniforme intégrabilité.
Proposition B.4

S’il existe Y dans L' telle que pour tout i € I, p.s. | X;| < |Y| alors la famille (X;,i € I)
est uniformément intégrable.

Démonstration Il suffit de vérifier les points 1. et 2. de la proposition précédente. Le point
1. est clair. Concernant le point 2., on sait que

sup B[|X;[15] < E[[Y[15],

el

et 'on peut conclure en utilisant 'uniforme continuité de l'intégrale (de Y). a
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Proposition B.5

Soit g : R, — R, une fonction telle que

t
lim & =400
t—oo
Si sup,c; E[g(]X;])] < oo alors la famille (X;,1 € I) est uniformément intégrable. En par-
ticulier, si (X, € I) est bornée dans LP pour un certain p > 1 alors elle est uniformément

intégrable.

Démonstration On note C, := inf;>, g(t)/t. Par hypothese C, — 400 quand a — co. On
pose M := sup,c; E[g(]X;])] et Pon obtient pour tout a > 0

1 M
sup B[ Xi|1)x;5a] < sup Z-Elg(|Xi|)1x;5a] < =
il iel C’a Ca
Il suffit alors de passer a la limite a — oo. O

Théoréme B.6 (Théoréme de convergence dominée optimal)

Soit (X)), une suite de v.a. intégrables qui converge en probabilité vers une variable
aléatoire X. Il y a équivalence entre :

1. (X,,n > 1) est uniformément intégrable,

2. X,, converge vers X dans L.

Démonstration On commence par 'implication 1. = 2. La convergence en probabilité
assure qu’il existe une sous-suite ny, le long de laquelle X,,, converge p.s. vers X. Par Fatou,
on trouve

E[|X]] < ligninf]EHXnkH <supE[|X,]|] .
—00 n
Par la Proposition B.3, on sait que I'u.i. assure que (X,,),, est bornée dans L', et ainsi X € L.
On fixe € > 0. On écrit
Ell Xy — X[] = E[| X5 — X[1x,-x1<e}] + E[|[ X0 — X115, x152}]
< e + E[|Xa|1x,—x e + B[ X[L{x,—x5e)]

La convergence en probabilité assure que P(|X,, — X| > ¢) — 0. Par la Proposition B.3, on
sait alors que pour tout n assez grand

E[|Xn|1{\anX\>s}] <e.
Par ailleurs, 'uniforme continuité de I'intégrale assure que pour tout n assez grand
EHX‘]-{\anXbe}] S e .

Montrons a présent le sens réciproque, en utilisant la définition équivalente de I'u.i. fournie
par la Proposition B.3. Tout d’abord la convergence dans L' assure que

sup E[| X,|] < o0 .

n>1

29
Université Paris Cité



Probabilités

On fixe € > 0. Il existe nyg > 1 tel que pour tout n > ng E[|X,, — X|] < €/2. On écrit alors
pour tout événement B € F

E[|X,[15] < E[(|1X, — X| +|X|)15] < E[[X, — X[15] + E[|X[15] .

Par 'uniforme continuité de lintégrale, il existe 6; > 0 tel que pour tout B tel que si
P(B) < 4, alors E[|X|15] < €/2. Par ailleurs, la collection finie de v.a. X,, — X, n < ng est
u.i. Ainsi il existe dy > 0 tel que si P(B) < d; alors sup,,,,, E[|X;, — X|15] < €/2. Enfin pour
tout n > ny, E[| X, — X|15] < E[| X, — X|] <¢€/2. Ainsi si P(B) < §; A d2 on obtient

supE[| X, |15] < €.
n>1

O

On conclut avec un résultat d’uniforme intégrabilité qui sera utilisé a plusieurs reprises dans
le cours.
Proposition B.7

Soit X une variable aléatoire intégrable. Soit (F;);c; une collection de sous-tribus de F
et soit X; := E[X | F;| pour tout i € I. Alors la famille (X;,i € I) est uniformément
intégrable.

Démonstration Par I'inégalité de Jensen pour I'espérance conditionnelle
| Xi| <E[X][F],

et ainsi
sup E[| X;[] <supE[E[|X]| | Fi]] = E[|X]|] < oo .

Ainsi (X;,4 € I) est bornée dans L. Par ailleurs I'événement {|X;| > a} est JF; mesurable
et ainsi

E[|Xi|1qx,5a)] = E[|E[X | Fi][1(x,15a}]
|

[
= E[|E[X1{x,5a} | Fill]
<EE[|X[1yx,5a | Fill
< E[|X[1gx;5a}] -

Fixons € > 0. L’uniforme continuité de I'intégrale assure qu’il existe 0 > 0 tel que
P(A) <d=E[|X][14] <€

Comme ) .
supP(1X;] > a) < - sup E[|X;] < ~E[|X]] .
i a a

Il existe a > 0 tel que
sup P(|X;] > a) <4,
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et ainsi
sup E[| X;[1yx5a0] <€

On en déduit I'ui. de (X;,i € I).
O

Par exemple, soit X une variable aléatoire intégrable et (F;) une filtration. Alors, la famille
{E[X | Fr] : T est un temps d’arrét} est uniformément intégrable.
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Annexe C

Martingales a temps discret

Soit (€2, F, (Fn)nen, P) un espace de probabilité filtré, c’est-a-dire, un espace de probabilité
(Q, F,P) muni d'une collection (F,)nen de sous-tribus de F satisfaisant

FoCF L C....

Une telle collection est appelée filtration.
Définition C.1
Soit M = (M,,)nen une collection de variables aléatoires définies sur (€2, F,P) et a valeurs

réelles. On dit que M est une martingale (resp. sur-martingale, resp. sous-martingale)
sic:

1. M est adapté a la filtration (F,),, c’est-a-dire, pour tout n € N, M, est F,-
mesurable,

2. pour tout n € N, M,, est intégrable,

3. pour tout n € N, E[M,+, | F.] = M, p.s. (resp. E[M,+1 | F.] < M, p.s.,
resp. E[M, 11 | F] > M, p.s.).

Quelques exemples : la marche aléatoire simple est une martingale; la marche aléatoire
biaisée (proba p d’augmenter de 1 et 1 —p de diminuer de 1) est une sous-martingale lorsque
p > 1/2 et une sur-martingale lorsque p < 1/2; pour toute collection de variables aléatoires
indépendantes intégrables (Xj)r>o le processus M,, = Xy + ...+ X,, est une martingale dans
la filtration F,, := o(Xo, ..., X,) pour peu que les (X)r>o soient d’espérance nulle.

Exercice C.2

Soit X un processus adapté a (F,)n, et soit (H,),>1 un processus prévisible, c¢’est-a-dire,
pour tout n > 1, H, est F,_i-mesurable. On suppose également que chaque variable
aléatoire H,, est bornée. On pose

Yo:=0, Y= Hy(Xp—Xia).

k=1

— Montrer que si X est une martingale alors H est également une martingale.
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— Montrer que si X est une sous-martingale (resp. sur-martingale) et si H, > 0 pour
tout n > 1, alors Y est une sous-martingale (resp. sur-martingale).

Exercice C.3 (%)

Soit X une sous-martingale. Montrer qu’il existe une martingale M et un processus
A croissant, prévisible et vérifiant Aqg = 0 tel que X = M + A. Montrer que cette
décomposition est unique. (Indice : considérer E[ X, 11 — X, | F])

Commencons par rappeler quelques propriétés simples.

Lemme C.4

Soient M une martingale (resp. une sous-martingale) et f : R — R convexe (resp. convexe
croissante). On suppose que pour tout n € N, f(M,) est intégrable. Alors f(M) est une
sous-martingale.

Démonstration En appliquant 'inégalité de Jensen pour l'espérance conditionnelle, on
obtient que pour tout n > 0 presque stirement

JE[My | Fol) SE[f(Mnga) [ Fu ;-

Si M est une martingale alors le terme de gauche coincide avec f(M,) et 'on conclut. Si M
est une sous-martingale, la croissance de f assure que le terme de gauche est supérieur ou
égal a f(M,) et 'on conclut. O

On rappelle qu'une variable aléatoire T : 2 — N U {400} est un temps d’arrét si pour tout
n € N, {T < n} € F,. On notera que si T" est un temps d’arrét, alors {T' > n} = {T <
neFoet {T=nt={T<n}n{T<n-1}te F,.

Exercice C.5

Montrer que T est un temps d’arrét si et seulement si pour tout n € N, {T =n} € F,.

Exercice C.6

Soit X = (X, )nen un processus adapté et A un Borélien de R. Montrer que le premier

temps d’entrée dans A
Ty:=inf{neN: X, € A},

est un temps d’arrét.

Exercice C.7

Soit X = (X, )nen un processus adapté, A un Borélien de R et N > 1 un entier. Montrer
que le dernier temps avant N ou X est dans A

Ly:=sup{n < N:X, €A},

n’est pas un temps d’arrét en général.
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Lemme C.8

Soient M une martingale (resp. sous-martingale, resp. sur-martingale) et T un temps
d’arrét. On pose MI := My,, pour tout n € N. Alors M est une martingale (resp. sous-
martingale, resp. sur-martingale).

Démonstration Tout d’abord |MT| < |[My| + ...+ |M,]| et ainsi M est intégrable. Par
ailleurs, chaque variable M, 17—, est Fp-mesurable et ainsi la somme

M = Z Mylp—y + My1ps,, ,
k=0

est F,-mesurable. Enfin on observe que

My, = Z My + Mpi1lrsp
k=0

et 'on calcule

E[Mgﬂ | Fu] = ZE[Mlezk | Fol + E[My11psy | Fol

k=0

= Milr—y + 175nE[Myy | F)

k=0

= Z Mle:k + Mn1T>n
k=0

=M.
O

Les martingales apparaissent dans de nombreux contextes, il est donc utile d’établir des
résultats généraux les concernant. Nous allons aborder trois themes :

L. les théoremes d’arrét, qui permettent d’évaluer E[My] ou T est un temps d’arrét,

2. les inégalités maximales, qui fournissent des bornes sur la queue de probabilité du
supremum supg<y.<, M, d'une martingale (resp. sur-martingale, resp. sous-martingale),

3. les théoremes de convergence, qui fournissent des informations sur le comportement
asymptotique d’une martingale (resp. sur-martingale, resp. sous-martingale).

1 Théoreme d’arrét borné
Etant donné un temps d’arrét 7', on introduit la tribu du passé avant T :
Fr={AeF: An{T' <n}eF,, ¥YneN}.

35
Université Paris Cité



Probabilités

On peut vérifier que A € Fr si et seulement si A s’écrit
A:U(Bnﬂ{T:n}> ,

ou B, € F,. Cela justifie I'appellation “tribu du passé” car les événements ne peuvent pas
s’appuyer sur une information postérieure a T

Exercice C.9

Soit X un processus adapté et T' un temps d’arrét. On définit 1jp.y X7 comme la
variable aléatoire égale a Xrp(. lorsque T'(w) < oo et égale a 0 lorsque T'(w) = 4o00.
Montrer que 1{r«s} X7 est Fp-mesurable.

Théoréme C.10 (Théoréme d’arrét borné)

Soit M une martingale (resp. une sous-martingale, resp. une sur-martingale). Soient S <
T deux temps d’arrét bornés, c’est-a-dire, tels qu’il existe m > 0 tel que 0 < S <T <m
p.s. Alors Mg, My sont intégrables et presque surement

E[Mr | Fs] = Ms, resp. > Mg, resp. < Mg .

Démonstration On a |Myp| < |My|+ ...+ M| p.s., et ainsi Mr est intégrable. De méme
pour Mg. Par ailleurs pour tout A € Fg

m

E[My1a] = E[Mpamlal =Y E[Mramlangs—k] -
k=0

Or (Mrpn,n € N) est une martingale et AN {S = k} est F; mesurable de sorte que

E[Mramlanis=k}) = E[Mprarlanis—k}) -

Ainsi

m m

E[Mrla =Y E[Mradangs—iy] = > E[Mslangs—ry) = E[Mg1a] .
k=0 k=0

a

Nous verrons plus loin des conditions sur la martingale M assurant que cette égalité reste
vraie pour tous temps d’arret S < T'.

2 Inégalités maximales

Proposition C.11
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— Si M est une sous-martingale alors pour tout a > 0

aP( sup My > a) <E[M,1

0<k<n

o] < E[M]

SUPo<k<n

— Si M est une sur-martingale alors pour tout a > 0

alP( sup My, > a) < E[M] +E[M] .

0<k<n

Démonstration On fixe n € N et 'on note T := inf{k € N : M} > a} A n. On note que
Ion a {supy<p<, My < a} C{T =n} et {supycy<,, My > a} = {Mz > a}. On calcule alors

E[MT] = E[MTlsup0<k<n Mk>a]+E{MTlsup0<k<n nga} Z CL]P)( Sl;p Mk: > a>+E[Mn]-sup0<k<n nga] .
- - 0<k<n -

— Si M est une sous-martingale alors le théoreme d’arrét borné appliqué aux temps
d’arrét T' < n assure que

E[M,] > E[Mr| > alP( sup My > a)+ E[Mnlsupogkgn M,<al »

0<k<n

et ainsi
alP( sup My, > a) <E[M,1

0<k<n

My>a] < E[M,].

SUPo<k<n

— Si M est une sur-martingale alors le théoreme d’arrét borné appliqué aux temps d’arrét
0 < T assure que

E[My] > E[M7]| > alP( sup My > a) + E[Mnlsupogk@ M.<al 5

0<k<n

et ainsi

alP( sup My > a) < E[M,] — E[M,1

0<k<n

My<a] < E[Mo] + E[M,] .

SUPo<k<n

Proposition C.12 (Inégalité mazximale de Doob)

Soit M une martingale. Posons M, := supy<y<, |Mj| pour tout n € N. Pour tout p > 1

et tout n € N . p oy )
B[O < (25) Bl

Démonstration On va prouver une propriété plus générale. Soit X une sous-martingale
positive et soit X, := supy<;<, Xi. Pour tout p > 1 et tout n € N

E[(X.)7) < (2) BIXE.

37
Université Paris Cité



Probabilités

Une fois cette propriété établie, il suffit de prendre X,, = |M,,| pour déduire le résultat.

On peut supposer que E[XP] < oo car sinon il n’y a rien & montrer. Comme x — z? est
convexe croissante sur R, , X? est toujours une sous-martingale positive et on en déduit que
E[X}] < oo pour tout 0 < k < n, et ainsi

E(X,)] <EXP+XV+.. .+ X2 <E[XZ] +... +E[X!] < 00

L’inégalité maximale précédemment prouvée montre que

CLP( sup Xy > CL) < E[ansuP0<k<n Xk>“] )
0<k<n T

En multipliant chaque membre de cette inégalité par a2 et en intégrant par rapport a la
mesure de Lebesgue sur [0, oo on obtient

oo 1 ~
/ a”'P( sup X > a)da = ];E[(Xn)p] ,
0

0<k<n
ainsi que
0 —92 1 it —1 1 1/ <7 E
a" B[ X0 Loupyyc,, Xpmalda = —=E[X0 (X0)P ] < —E[(X0)PTPE[(X)"] 7
0 < p—1 p—1
Ainsi ) |
“E[(X,)) < ——E[(X 1 PE(X)5
p p—1
et I'inégalité voulue en découle. O

3 Convergence de martingales

La preuve du résultat suivant est assez longue, nous ne la rappellerons pas et nous renvoyons
vers [LG06, Th 12.3.3].

Théoreme C.13
Soit M une martingale (resp. sous-martingale, resp. sur-martingale) bornée dans L*,

c’est-a-dire, telle que sup,,cy E[|M,,|] < co. Alors M,, converge presque sirement vers une
variable aléatoire intégrable M.

On notera qu’il suffit de prouver le résultat pour une sous-martingale : en effet, si M est une
sur-martingale bornée dans L' alors —M est une sous-martingale bornée dans L!.

Il se trouve qu’en général cette convergence n'a pas lieu dans L'. Considérons l'exemple
suivant. Soit S la marche aléatoire simple issue de 1 et T':= inf{n € N : S, = 0} son premier
temps d’atteinte de 0. On notera que T' < oo presque stirement mais que 71" n’est pas borné.
Par un résultat précédent, le processus M,, = Sta, est une martingale et I'on a

E[M,] = E[M] = 1.
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Etant positive, la martingale arrétée M est alors bornée dans L!. On en déduit qu’elle
converge p.s. vers une variable aléatoire intégrable M.,. Or pour tout k£ € N et pour tout
n>k

Ainsi M, = 0 sur I"événement {T" = k}, et comme T' < oo p.s., on en déduit que M., = 0

p.s.
Si M, convergeait vers M, dans L' alors 1 = E[M,] — E[M,] = 0.

4 Martingales fermées

L’objectif de cette section est double. Tout d’abord, on souhaiterait trouver des conditions
sur une martingale sous lesquelles le théoreme d’arrét est encore vrai pour des temps d’arrét
quelconques (pas forcément bornés). Par ailleurs, on souhaiterait trouver des conditiones
sous lesquelles la convergence p.s. du théoreme précédent a également lieu dans L. Il se
trouve que dans les deux cas, la notion de martingale fermée joue un role prépondérant.
Définition C.14

On dit qu’une martingale M est fermée s’il existe une v.a. X € L' telle que pour tout
neN

M, =E[X | F].

On notera qu’une martingale M peut étre fermée par deux v.a. X et X’ distinctes.
Théoreme C.15

Il y a équivalence entre :
(i) M est fermée

(ii) M est uniformément intégrable.

(iii) M converge p.s. et dans L' vers une variable aléatoire M, intégrable.

Si I'une des trois conditions est vérifiée, alors nécessairement M est fermée par sa limite
M.

On notera que la condition de martingale fermée est nécessaire et suffisante pour que la
convergence p.s. du théoréme vu précédemment soit renforcée en une convergence L'!
Démonstration (i) = (ii). C’est une conséquence de la Proposition B.7.

(i) = (iii). Etant u.i., la suite (M,,n € N) est bornée dans L'. Comme c’est en outre une
martingale, elle converge p.s. vers une variable aléatoire intégrable M.,. Le théoreme de
convergence dominée optimal, Théoréme B.6, montre alors que M, converge aussi dans L*
vers M.

(iii) = (i). Pour tout A € F,,, on a

E[M,14] = E[M,x14] .
Or M, — My, dans L' quand k — co. Ainsi
E[Mn+k1,4] — E[MoolA] ,
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et I'on en déduit que
E[M,14] = E[My14] .

On a donc montré que E[My, | F,] = M, p.s., pour tout n € N. O

Soit. M une martingale fermée. On vient de voir qu’il existe alors une v.a. M, telle que p.s.
M, — M. Ainsi pour tout temps 7', on peut définir

Mr(w) = My ) (w) -

(En particulier, sur I'événement {T" = oo} cette définition fait bien sens).
Théoreme C.16

Soit M une martingale fermée. Pour tout temps d’arrét T' on a presque surement

My =E[M | Fr] .
Par ailleurs pour tous temps d’arrét S < T on a presque surement

Mg =E[M7y | Fs] .

Démonstration La deuxieme propriété est une conséquence de la premiere. En effet
E[Mr | Fs] =E[E[Mx | Fr] | Fs] =E[Mx | Fs] = Ms .
La premiere propriété se prouve comme suit. Supposons que pour tout n € NU {cco}
E[Mo | Frllir=ny = E[My | Fullir=ny - (C.1)
Alors p.s.
ElMe | Fr]lir=n} = E[Mw | Follir=ny = Mplir=ny = Mrlir—p} ,

et comme cela est vrai pour tout n € NU {oo}, on en déduit que My = E[M, | Frl.

Il nous faut donc prouver l'identité ci-dessus. Pour cela, on commence par prouver que le
produit d’une v.a. X Fr mesurable par 1;7—,) est F, mesurable. En effet pour tout Borélien
B ne contenant pas 0, du fait que {X € B} € Fr on a

{X1ip—ny e B} ={X e B}n{T'=n} € F,.
Par ailleurs pour tout Borélien B contenant 0 on a
{X1gr_n € B} = {T #n} U ({X e BYN{T = n}) ,

qui est également F,, mesurable.
Les deux membres de (C.1) sont donc F,, mesurables. Nous allons montrer que leurs espérances
contre 14 coincident, pour tout A € F,. Commengons par observer que A N {T = n}
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est Fr mesurable : en effet, si k < n alors AN{T =n}N{T < k} = 0 et si k > n,
AN{T =n} N{T <k} =An{T =n}. Ainsi

EE[My | Frllanir=n] = E[E[Mc1anir=n} | Frl]

[
[
[
[

Moo]-Aﬁ{Tzn}]
]E[MoolAﬂ{T:n} | Fn]]
E[Mso | Fullanir=ny] -

I
E &5 &
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