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Introduction

Il semble que la perfection soit atteinte
non quand il n’y a plus rien & ajouter,
mais quand il n’y a plus rien a retrancher.

A. de Saint-Exupéry (1900-1944)

Génese du livre

Ces notes sont issues d'un cours de Master que j’ai donné a 'université de Rennes 1
pendant la période 2005-2008. Il s’agissait d’un cours d’introduction a la théorie
ergodique et aux systemes dynamiques ; le but était de présenter quelques idées
générales qui sont a la base de ces deux théories, avant que les étudiants ne se
spécialisent en suivant des cours spécialisés.

Le cours était composé de douze séances de deux heures chacune ; il m’a paru
judicieux de focaliser chaque séance sur un concept particulier, et de faire en sorte
que les différentes séances soient largement indépendantes entre elles. De fait, le
matériel présenté est a l'intersection de théories mathématiques tres diverses, et
l’auditoire intéressé par le sujet est souvent composé d’étudiants et de chercheurs
d’horizons tres différents : probabilistes, dynamiciens, géometres, physiciens, etc.

Ce livre reflete 'organisation du cours, tel qu’il a été enseigné. Chaque chapitre
est congu de fagon a occuper deux heures de temps ; il commence par une présentation
informelle des concepts et des problemes qu’on cherche & résoudre. Viennent en-
suite les définitions rigoureuses et les démonstrations, qu’on a cherché a illustrer par
des exemples simples et pertinents. Les figures forgent I'intuition du lecteur tandis
que les exercices lui permettent de tester sa compréhension du sujet. J’ai rajouté
quelques commentaires a la fin de chaque chapitre, afin de remettre le matériel étudié
dans son contexte historique, présenter quelques problemes actuels, et orienter le
lecteur dans la littérature, en fonction de ses intéréts propres. Ces commentaires
sont plutot destinés a une seconde lecture et supposent une certaine maitrise des
concepts présentés dans ce livre.

Pour ce qui est du contenu, j’ai voulu insister sur les idées plus que sur la théorie,
sur les exemples plus que sur la technique. Il existe plusieurs livres présentant
les théories générales avec un grand luxe de détail, aussi bien dans le domaine
des systemes dynamiques que dans celui de la théorie ergodique. Ces notes n’ont
pas vocation & les remplacer. En particulier, j’ai donné pour quelques résultats
classiques des preuves nouvelles ou inhabituelles, afin d’illustrer certains aspects
méconnus du sujet. Ces preuves sont susceptibles d’intéresser méme les chercheurs
les plus aguerris. Le lecteur est bien str invité a consulter les ouvrages de référence
pour prendre connaissance des approches plus classiques, qui sont résumées dans
les commentaires.

Theémes abordés

Théorie ergodique et systemes dynamiques sont deux théories qui vont trés bien
ensemble. La premiere apporte a la seconde ses résultats quantitatifs les plus remar-
quables, tandis que la seconde est une pourvoyeuse infatigable d’exemples prompts
a infirmer les conjectures les plus cheres a la premiere. Toutes deux nées au début
du vingtieme siecle, au moins d’un point de vue mathématique et moderne, sous la
houlette d’un des géants du siecle, Henri Poincaré (1854-1912), elles ont connues un
développement soutenu jusqu’a aujourd’hui, et les ouvrages qui prétendent rendre
compte d’une part non négligeable de ces théories sont, de par leur taille et leur
style, prompts a effrayer méme les étudiants les plus motivés.

Ce livre s’intéresse aux rapports qu’entretiennent les concepts d’hyperbolicité
et de hasard. Il a été écrit dans le but d’étre accessible au plus grand nombre,



de susciter l'intérét pour un domaine tres actif des mathématiques, et peut servir
d’introduction a la littérature plus avancée. On espére avoir éviter I’écueil du dis-
cours ennuyeux et technique, et si le lecteur referme ce livre avec le désir d’en savoir
plus, alors il aura rempli son role.

N

Les grands problemes qu’on cherche a comprendre n’ont pas tellement évolué
en un siecle. Prenons ’exemple d’une application qui agit sur un certain espace de
configurations X. Les points de X représentent les différents états que peut prendre
le systeme au cours de son mouvement. Partant d’une configuration initiale donnée
par un point z de X, les itérés de = correspondent aux états successifs que visite le
systeme au cours de son évolution. Ce livre s’intéresse aux questions suivantes :

— Le systéme repasse-t-il proche de son état initial au cours de son évolution ?

C’est ce qu’essaient de formaliser les concepts de récurrence et de non-errance, aussi
bien sur le plan quantitatif (mesure) que sur le plan qualitatif (topologie).

— Est-il possible de construire une représentation du systeme, dans laquelle I’évolu-
tion prend une forme particulierement simple a décrire ?

Les notions de conjugaison locale ou globale, d’isomorphisme, de codage et de
modele symbolique, cherchent chacune a leur fagon, a mettre le systéme sous une
forme ou I’évolution peut étre effectivement calculée.

— Le systeme peut-il évoluer de maniére a se rapprocher d’un état donné a priori,
si on le perturbe au cours de son évolution ?

Ce théme est prépondérant en dynamique hyperbolique, ou I’existence d’instabilités
locales, modélisées par les variétés stables et instables, conduit & un comportement
uniforme du systeme, stable par perturbation.

— Dans quelle mesure [’évolution du systéme peut-elle étre prédite a long terme, ou
encore, quelle quantité de hasard le systeme est-il susceptible de simuler ?

Le concept d’entropie, introduit en 1958 par A. N. Kolmogorov en théorie des
systémes dynamiques, a permis de faire des progres décisifs sur cette question.

Les quatre premiers chapitres sont consacrés a des résultats de théorie ergodique
(récurrence, ergodicité, mélange), illustrés par des exemples de nature algébro-
mécano-probabiliste : flots hamiltoniens, décalages de Bernoulli, automorphismes
des tores, flots sur SLa(R) etc. On a cherché a4 mettre en valeur le rdle joué par
la topologie faible dans les questions d’ergodicité et de mélange ; les propriétés de
cette topologie sont rappelées en annexe. Le quatrieme chapitre présente ’argument
de Hopf, un des arguments fameux de la théorie hyperbolique des systemes dy-
namiques, et fait le lien avec les cing chapitres suivants, qui portent sur des questions
de dynamique topologique.

Les chapitres suivants portent sur la dynamique des transformations, d’un point
de vue topologique. On introduit les concepts de non-errance, de transitivité et de
conjugaison, qu’on illustre par la construction de quelques transformations de type
Morse-Smale, et par 1’étude de la dynamique de quelques polynémes (exemples de
Schroeder). Le théoréme de linéarisation de Hartman-Grobman permet d’analyser
le comportement du systeme au voisinage de ses points périodiques hyperboliques ;
on 'applique a I’étude d’un systeme obtenu par perturbation d’un automorphisme
du tore (dit dérivé d’Anosov), apres 'avoir démontré.

Trois chapitres sont consacrés a I'entropie. On démontre le théoreme de Kolmo-
gorov-Sinai sur les partitions génératrices, Comme application, on calcule I’entropie
des applications dilatantes (formule de Rokhlin) et de quelques applications de
Iintervalle. Un chapitre est consacré a l'interprétation de ’entropie en théorie de
Iinformation.



Les notions d’espace de Lebesgue et de décomposition ergodique sont étudiées
dans les deux derniers chapitres. Ces notions importantes sont rarement traitées
en détail dans la littérature. L’objectif avoué de ces chapitres est de présenter le
théoreme de décomposition de maniere claire, concise et complete. Pour ce faire,
on s’est inspiré de 'argument de Hopf, en construisant les composantes ergodiques
de maniere “géométrique”.

A qui s’adresse ce livre

La plus grande partie de ce livre peut étre abordée par un étudiant de mastere, qui
a suivi un cours de théorie de la mesure, et possede le vocabulaire de la théorie des
espaces de Hilbert. Certains exemples nécessitent une certaine familiarité avec les
notions de flots et de variétés différentielles.

Le chercheur qui désire se familiariser avec la problématique a l'interface des
systemes dynamiques et de la théorie ergodique peut aussi tirer profit de ce livre,
par le biais des commentaires situés en fin de chapitre. Ceux-ci donnent un bref
apercu des problemes et des méthodes qui ont marqué la théorie, et présentent
quelques questions ouvertes dans le domaine.

Ce livre comporte quatre annexes, qui résument quelques résultats qui ne font pas
forcément partie du cursus de licence ou de maitrise. On fait usage des le premier
chapitre de la topologie faible dans le cadre des espaces de Hilbert. Cette notion
est détaillée dans la premiere annexe. La seconde annexe présente le théoreme de
Liouville et sa preuve. Ce théoreme est utilisé dans ’exemple du premier chapitre
ayant trait a la mécanique classique.

Certains aspects de la théorie des espaces métriques et de la théorie de la mesure
ne sont pas forcément abordés en licence sous leur forme la plus générale : sépara-
bilité, support, régularité, densité des fonctions lipschitziennes dans les espaces LP.
Ils sont détaillés dans la troisieme annexe. Si le lecteur n’est pas familier avec
ces résultats, il est sans doute préférable de les admettre en premiere lecture. Ils
deviennent plus ou moins évidents des I'instant ot ’on travaille sur des ouverts de
R"™ avec des mesures du type f(x)dz ; c’est avec ce genre d’espace en téte que le
lecteur est invité a commencer sa lecture.

La derniére annexe sur les partitions et les o-algebres n’est pas utilisée dans le
texte. Elle traite d’'un résultat de théorie de la mesure destiné a éclairer les deux
derniers chapitres, et peut étre entierement omise.

Remerciements

Je tiens a remercier les personnes qui, par leurs commentaires et leurs relectures, ont
contribués a I’amélioration de ce manuscript. Il va sans dire que ce texte a beaucoup
bénéficié des remarques et des questions des étudiants du Master de Rennes 1.






Théoreme ergodique en moyenne

The most useful piece of advice I would give to a mathematics
student is always to suspect an impressive sounding theorem if it
does not have a special case which is both simple and non trivial.

M. F. Atiyah

La théorie ergodique est 1’étude du comportement a long terme des systemes préser-
vant une certaine forme d’énergie.

D’un point de vue mathématique, un systeme physique peut étre modélisé par la
donnée d’un espace X, d’une transformation 7' : X — X et d’'une mesure y définie
sur X, invariante par T : pour tout ensemble mesurable A C X, u(T~1(A)) = u(A).
Le quadruplet formé de l'espace X, de la mesure p, de la tribu des ensembles
mesurables relativement a p et de la transformation mesurable T qui préserve p
forme ce qu’on appelle un systéeme dynamique mesuré.

L’espace X est composé de I’ensemble de tous les états que peut prendre le
systeme au cours de son évolution. La transformation 7' décrit son évolution au
cours du temps ; T(z) est I’état dans lequel se trouve le systéeme au temps 1 s’il
se trouvait dans 1’état = au temps 0. Les itérés successifs T72%(x), T°(x),... donnent
I’état du systeme aux temps 2, 3, ... Enfin, la mesure p correspond a n’importe quelle
quantité extensive, définie sur I’espace X, et préservée au cours du mouvement.

L’exemple de base vient de la mécanique classique. Il est donné par un point
matériel se déplacant sous I'action d’un potentiel indépendant du temps. L’ensemble
X est Pespace (x,v) des positions-vitesses, aussi appelé espace des phases. La
transformation T associe & la condition initiale (z,v) les valeurs de position et de
vitesse apres un laps de temps donné, par exemple 1 seconde, 1 jour ou 1 année,
selon les échelles de temps étudiées. Enfin, la mesure p est le volume standard dxdv
défini sur 'espace X. Son invariance se déduit de la préservation de ’énergie.

On cherche a déterminer le comportement de la suite des itérés T™ = ToT o...oT.
La remarque suivante, due a B. O. Koopman (1931), est cruciale pour la suite. Si on
fait opérer par composition la transformation T sur l'espace L?(X, 1) des fonctions
de carré intégrable, I’application U obtenue est une isométrie linéaire : si f € L? et
Uf=foT,alors ||Uf|| =||f]|- Ceci découle de I'invariance de p par T. On peut
donc appliquer les techniques d’analyse hilbertienne pour étudier le comportement
“en moyenne” de la suite f o T™, c’est-a-dire son comportement en norme L2.

En passant & l’action sur I'espace L2, on a remplacé un probleme & priori non
linéaire, disons en dimension finie, par un probleme linéaire en dimension infinie.
A-t-on vraiment gagné au change 7 Il se trouve que les espaces de Hilbert possedent
un certain nombre de propriétés réminiscentes de la dimension finie. La plus utile
est la compacité faible de la boule unité. Montrer une convergence faible revient
donc a identifier la limite par le biais d’'une propriété qui la caractérise de maniere
unique, tache qui s’avere en général plus simple que celle de montrer la convergence.

Ces méthodes hilbertiennes permettent d’obtenir la convergence des moyennes
L5 U*, pour toute application linéaire U satisfaisant : V f, ||Uf|| < [|f]]. Ce
résultat, initialement obtenu par J. Von Neuman (1932) dans un contexte un peu
différent par des méthodes de calcul fonctionnel, illustre un fait fréquemment utilisé
en analyse, comme quoi “moyenner tend a régulariser”.

Voici une conséquence du théoréme ergodique : si I'espace X est de mesure
finie, alors presque toute trajectoire revient arbitrairement pres de son état initial.
C’est I'une des rares conclusions générales qu’on puisse faire sur le caractere du
mouvement en mécanique classique. Antérieur au théoreme ergodique, ce résultat,
démontré par H. Poincaré en 1899, est souvent considéré comme le premier résultat
mathématique de la théorie ergodique, et marque la naissance de cette discipline.



Théoréeme ergodique en moyenne

Théoréme ergodique de Von Neumann

Soit H un espace de Hilbert et U : H — H une application linéaire satisfaisant :
YfeH, [[Uf]| <|Ifll. Posons Sn(f) = Sp—gU*f, Inv = {f ¢ H | Uf = f}.
Notons P : H — H le projecteur orthogonal sur le sous-espace Inv des vecteurs
U-invariants. Alors :

=S.(f) — Pf en norme.
n

Preuve
Montrons que tout élément g € H invariant par U est invariant par 'adjoint U* :

lg = U*gl* = gl + U9l = 2(g,U"g) < 2[|g|]> —2(Ug,9) = 2(9—Ug,9)
De méme, tout g € H invariant par U* est invariant par U, par un calcul similaire.
Comme %Sn(f) = f si f € Inv, on veut montrer que %Sn(f) — 0 pour fe€lnvt.

On a Dégalité : |[LS,(f)|[* = (f,25;15,(f)). Il s’agit donc de vérifier, pour tout
f € Invt, que la suite %S,*l %Sn(f) converge faiblement vers 0, ou encore que les
valeurs d’adhérence de cette suite sont toutes nulles. Comme elles sont dans Inv*,
il suffit de montrer qu’elles sont invariantes par U ou par U*, ce qui découle de la

majoration suivante :

1 2
17 =U") 55 3SnAI < =T =T 5SaI < — NIfll 552 0

n—o0

Théoréme ergodique L>
Soit (X, T, p) un espace mesuré, T : X — X une application mesurable qui préserve
u, et f € L?(X). Alors,

n—1

1 2

E § fOTk nf;oo ? Pf
k=0

ou P est le projecteur orthogonal sur le sous-espace {f € L* | foT = f} ; cf fig.1.

Preuve
11 suffit d’appliquer le théoreme précédent & I'isométrie de L2 donnée par U f = foT.

Propriétés du projecteur P

-V feLl?VgeLl*telquegoT =g, [Pfgdu=[fgdu
—Vfel’VACX telque T7'A=Aet p(Ad) <oo, [,Pfdu=[,[du
-V feL?telque f >0, Pf>0.

De plus, si pu(X) < oo,

-V fel? [Pfdu=[fdu

—VfeLl?telque f>0, ppze X, f(x)>0implique Pf(z)> 0.

Preuve
On a légalité : [Pf g du = (Pf,g) = (f,Pg) = [ f g du. On applique cette

égalité a la fonction g = 14 et on prend A = X. Montrons maintenant les inégalités.
Pour tout N > 0, on alamajoration u({z | Pf(z) < —=1/N}) < N? [|Pf|? du < .
On a donc :

*% p({z | Pf(z) < —1/N}) > f{x | Pf(z)<7%}Pf dp > f{x | Pf(z)<—%} fdu>0
ce qui implique p({z | Pf(z) < —1/N}) =0, et donc u({z | Pf(z) <0})=0.
Enfin, f{x | Pra)=0y | A = f{x | P)=0y Pf dp = 0 si la mesure de I'ensemble
{z | Pf(x) =0} est finie. f est donc nulle sur {z | Pf(z) = 0} si elle est positive.



Théoréme de récurrence de Poincaré

Soit (X, T,u) un espace mesuré et T : X — X wune application mesurable qui
préserve . On suppose que u(X) < +oo. Soit B C X un ensemble mesurable.
Alors pour presque tout x € B, il existe une infinité de n € N tels que T"(x) € B.

Preuve
Si la trajectoire de x ne passe qu'un nombre fini de fois dans B, on a :

% Yis0 1s(TH (@) — 0.

Mais le théoreme ergodique montre qu’il existe une sous-suite n;, telle que pour pp
x € X, cette somme converge vers Plg(z), quantité qui est strictement positive
pour pp z € B. Le théoreme est illustré par la figure 2.

Application a la mécanique classique

Considérons un point matériel soumis a un champ de force indépendant du temps.
Si I'espace est clos, et si I’énergie est conservée au cours du mouvement, on peut
montrer qu’il existe une mesure finie invariante dans ’espace des positions-vitesse.
D’apres le théoreme de Poincaré, le systeme va stirement revenir dans un état proche
de son état initial.

Soit V' : R® — R une fonction C2. L’énergie associée au potentiel V est donnée
par :

Y(z,v) € R" x R", B(z,v) = tmv?® + V().
Supposons qu’il existe Fy € R tel que la surface d’énergie E~1(Ep) est compacte
et E7Y(Ep) N{(z,0) | VV(z) =0} = ¢. Alors :
— Pour tout (zg,v0) € E~Y(Ep), l'équation différentielle :

m i) = (o)

admet une unique solution pi(xo,vy) satisfaisant o(xo,vo) = (xo,v0), et définie
pour tout temps.

— L’énergie E est constante le long des trajectoires du flot ¢y.

— Notons vola,_1 le volume riemannien porté par la variété E’l(EO). La mesure
borélienne du = ||[VE||™! d volan—1 est une mesure finie, invariante par les trans-
formations (z,v) — pi(x,v), pour tout t € R. Son support est égal & E~1(Ey).

Preuve de l’invariance de p

Comme la divergence du vecteur () — (_gy(s,m) est nulle, la forme volume
dri A ... Ndxz, Advp A ... A dv, est invariante par ¢y ; cf fig. 3 et annexe. Notons
par w la forme volume sur E~!(Ej) associée au volume riemannien ; elle satisfait
la relation : ||[VE||"lw AdE = dx1 A ... Adzy, A dvp A ... A dv,. Pour établir
cette égalité, il suffit d evaluer chacun des deux termes sur une base de R™ x R"

de la forme (g—;/’l, . ,VE), ot ¥(y1...yn) est un systéme de coordonnées sur

’6y2n 1’
E~1(Ep). L’invariance de ||[VE||~!w se déduit alors du calcul suivant :

dE

ot () 7 = () i =i () = oy

Corollaire
Soit B C E’l(EO) un ensemble mesurable, relativement a vola,_1. Alors pour
presque tout point de B, la trajectoire associée repasse une infinité de fois dans B.

11 suffit d’appliquer le théoréme de récurrence a 'application (x,v) — ¢1(z,v). La
récurrence des trajectoires sera étudiée plus en détail dans le chapitre consacré a la
dynamique topologique.



figure 1 : Projection sur le sous-espace invariant

% =X

figure 2 : Récurrence

figure 3 : Conservation des aires

te

Pendule pesant : Imv 2+ cos(x) = C°



Exercices

exercice 1 :
Soit H un espace de Hilbert, U une isométrie inversible de H et f € H. Montrez
que la suite ﬁ S U kf converge en norme. A quoi est égale sa limite ?

exercice 2 :
Soit H un espace de Hilbert, U une isométrie de H et f € H. Montrez que la suite
U™f converge en norme si et seulement si Uf = f.

exercice 3 :
Soit H un espace de Hilbert, U une isométrie de H et f € H. Montrez l'identité :

f— JlSn(f) =gn —Ugn , avec g, = %Zz;ol Sk(f)

Un cobord est un élément de H de la forme g — Ug, avec g € H. Montrez que les
cobords sont denses dans 'orthogonal des fonctions U-invariantes.

exercice 4 :
Une contraction U définie sur un espace de Hilbert H est une application linéaire
continue de norme inférieure ou égale aun : ||U|| < 1. Soit Inv ={f € H|Uf = f}
et soit P le projecteur orthogonal sur Inv.
— Montrez que P = P> = P* = PU=UP = PU* = U*P.
— On pose L = (Id+ U). Montrez que L"f — Pf en norme.

(Indic : montrez linégalité  ||L™(1 —U)|| < 03/2/2”_1 )

exercice 5 :
Soit H un espace de Hilbert, U une isométrie de H, § € R et Pp : H — H le
projecteur orthogonal sur le sous-espace {f € H | Uf = € f}. Montrez que :

1n—1 » 12
ﬁze M UNf 5= Pof
k=0

exercice 6 :

Soit (X, T, p) un espace probabilisé, T : X — X une application mesurable qui
préserve la mesure u. Soit P le projecteur orthogonal de L?(X) sur le sous-espace
vectoriel des fonctions T-invariantes.

— Montrez que pour tout A C X mesurable, ona: ||[Plall2 > p(A).
— Que vaut la limite de la suite : %22;01 w(ANTkA)?
— En déduire I'inégalité : lim u(A N T"A) > p(A)%

exercice 7 :
Soit (X, T, p) un espace probabilisé, T : X — X une application mesurable qui
préserve la mesure p et A, B deux sous-ensembles mesurables de X. Que vaut la
limite :

ISR ANT™*B) < ?

n—00

Montrez Pégalité : (Ply, Plp) = p(A)u(B) + (P1g — pu(A), Pl — u(B)).

exercice 8 :

Soit (X, T, p) un espace mesuré tel que pu(X) < co et T : X — X une application
mesurable qui préserve la mesure pu. Soit A C X un sous-ensemble mesurable ;
montrez que T-'A C A implique u(A\T1A4) = 0.

exercice 9 :

Soit (X, T, p) un espace mesuré tel que pu(X) < co et T : X — X une application
mesurable qui préserve la mesure p. Soit f : X —]0, +00[ une fonction mesurable.
Montrez que > po, f(T*(z)) = co pour presque tout z € X.

10



Commentaires

La monographie de Krengel [Kr95] contient une présentation détaillée des théorémes ergodiques.

La preuve du théoreme ergodique en moyenne que nous avons présentée est due a R. Mané. Il existe
d’autres démonstrations :

— La preuve la plus populaire est due a F.Riesz [RN65] et date des années 40. Elle consiste & vérifier le
théoreme pour les cobords g — Ug, puis a montrer la densité des cobords par un calcul direct : supposons
U unitaire ; il faut montrer que tout vecteur f € H orthogonal aux cobords est U-invariant :

Vg€ H, (g—Ug, f) =0; (g, f) = (Ug, f) = (g, U~ f) ; par conséquent, U"'f = f.

— Dans son livre [RN65], F. Riesz donne une preuve du théoréme ergodique basée sur un argument
de convexité : soit C' un sous-ensemble convexe dans un espace de Hilbert, et p la borne inférieure
des normes des éléments de C. Alors toute suite de C' dont la norme converge vers p est en fait
convergente. Ceci se démontre a ’aide de I'inégalité du parallélogramme.

— La preuve originale de Von Neuman (1931) faisait appel au calcul fonctionnel pour les opérateurs
unitaires. cf p. ex. Riesz Nagy [RN65] ou Dunford Schwartz [DS88]. Cette preuve peut se résumer
comme suit :  Soit U € L(H) un opérateur unitaire. On peut construire un morphisme d’algébre
de l’ensemble des fonctions f : S* — C boréliennes bornées, dans L(H), qui envoie 1 sur l’identité,
et z — z sur U. L’%mage de g:S' — C est noté g(U). Ce morphisme vérifie de plus : si gn
est une suite uniformément borné, et si g, — g simplement, alors Vf € H, gn(U)f — g(U)f en
norme. Pour obtenir le théoréme ergodique, Il suffit de prendre g, (z) = % 22‘7 2" et de remarquer

=0
que Vz € S, gn(2) = 10y (2).

— Enfin, on peut donner une preuve valable dans n’importe quel Banach réflexif (par exemple dans L,
1 < p < oco) en utilisant la compacité faible et un lemme de convexité a la Banach-Saks (cf Krengel [Kr95]
ch 2). La limite P est identifiée au projecteur d’image Inv et de noyau I'm(id — T'). Curieusement, cette
généralisation est non triviale, méme en dimension finie :

Soit Q une matrice n X n stochastique (Vi,5, Q;,; > 0 et Vi, 3;Q; ; =1 ), qu’on identifie & une con-

traction de R" muni de la norme uniforme. Alors %E?Qk — P, P projecteur défini précédemment.

Voici une preuve directe de ce résultat, dans ’esprit de F.Riesz : ’espace des matrices stochastiques est
convexe compact, et contient les Qk 11 suffit donc de montrer que P est la seule valeur d’adhérence
possible pour %E?Qk Soit P; une telle valeur d’adhérence ; un calcul direct montre que Piz = z
six € ker(id — Q) et Prz = 0 si ¢ € Im(id — Q). Ceci montre que les sous-espaces ker(Q — id) et
Im(Q — id) sont en somme directe et que P; est le projecteur attendu. Le livre de J. G. Kemeny, J. L.
Snell et A. W. Knapp intitulé “Denumerable Markov chains” (ch 6.1) présente une preuve différente de

ce résultat.

Il existe un procédé pour généraliser un résultat portant sur des opérateurs unitaires a des contractions
arbitraires. Il repose sur le fait suivant (Halmos 1950 ; cf Riesz-Nagy App.§4) :

Soit T une application linéaire définie sur un espace de Hilbert H et satisfaisant ||T|| < 1. Alors
il existe un espace de Hilbert Hy contenant H et un opérateur unitaire U : Hy — Hp tels que
T"f=PU™f, T*™f = PU " f pour tout f € H; on a noté P la projection orthogonale de Hy sur H.

Le théoréeme ergodique énoncé plus haut est de peu d’utilité lorsque la mesure p est infinie et que la
transformation est ergodique, car dans ce cas il n’y a pas de fonction invariante L? non nulle. Lorsque la
transformation n’est pas ergodique, il peut arriver que les composantes ergodiques soient finies, auquel
cas la limite peut &tre non nulle ; c’est le cas par exemple pour une rotation définie sur R2.

Il n’est pas nécessaire que U soit linéaire pour obtenir la convergence faible dans le théoreme ergodique
en moyenne (théoréme ergodique non linéaire de Baillon).

La convergence L? de 1 Se % foT® est en fait uniforme en 6 (théoréme de Wiener-Wintner).
Des généralisations de ce résultat apparaissent dans les travaux de J. Bourgain (1990).

Il existe des versions topologiques du théoréme de récurrence de Poincaré. Si X est un espace métrique,
presque tout point appartenant au support de la mesure est topologiquement récurrent : non seulement
la trajectoire issue du point revient dans B, mais elle admet une sous-suite, dans B, qui converge vers
son point de départ. Ceci sera démontré plus loin. Dans son livre Measure and Category, ch.17, J.
Oxtoby donne une version abstraite du théoréme de récurrence qui unifie les deux aspects, topologique
et mesurable.

On peut généraliser le théoreme de récurrence de Poincaré dans plusieurs directions ; par exemple,
le théoréeme ergodique de Von Neuman montre que presque tout point de B revient dans B avec une
fréquence positive. Une autre généralisation, “proved in many books, never applied” (Krengel), est due
a Khintchine : Pour tout € > 0, on peut trouver L > 0 tel que tout intervalle de longueur L contient
un entier n satisfaisant : W(BNT™"B) > (1 — ) p?(B).
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Théoreme ergodique presque partout

Le second, de diwviser chacune des difficultés que
j’examinerois, en autant de parcelles qu’il se pour-
roit, et qu’il seroit requis pour les mieux résoudre.

R. Descartes (1596-1650)

Considérons un systeme dynamique, modélisé par la donnée d’un certain espace
d’états X, d’'une transformation T' : X — X décrivant I’évolution du systeme
au cours du temps, et d’'une mesure finie p représentant une quantité extensive
conservée au cours du mouvement. On cherche & étudier la suite {T"(x)}nen, qui
représente la succession des états que le systeme adopte au cours du temps. Cette
suite constitue la trajectoire du point x, ou encore son orbite.

Intéressons nous au comportement asymptotique de cette suite. Pour cela, con-
sidérons une certaine quantité observable f : X — R et étudions son évolution au
cours du temps. Les quantités : S, (f)(z) = ZZ;& (T*(z)) sont appelées sommes
de Birkhoff de la fonction f et les moyennes :

L3 Frt @)
k=0

sont les moyennes de Birkhoff de f. G. D. Birkhoff montre en 1932 que la suite des
moyennes %Sn( f)(x) converge pour presque tout z € X, dés que la fonction f est
intégrable. Lorsque f est la fonction indicatrice d’'un certain ensemble A C X, ces
moyennes correspondent aux fréquences de passage, entre les temps 0 et n — 1, des
itérés de x dans I’ensemble A. Ces fréquences convergent, et la limite est le temps
moyen passé par x dans A au cours de son déplacement.

Sans doute I'idée la plus naturelle pour attaquer un probléme, est de chercher a le
subdiviser en plusieurs sous-problemes, qui seront avec un peu de chance plus faciles
a traiter que le probleme initial. Pour étudier la dynamique d’une transformation,
on peut chercher a “casser” I'espace X en plusieurs morceaux disjoints, chacun de
mesure non nulle, afin de restreindre la transformation a chacun de ces morceaux ;
cf fig.2. Si cela n’est pas possible, le systeme est dit ergodique.

Lorsqu’un systeme est ergodique, il est possible de calculer explicitement la limite
des moyennes de Birkhoff %Sn (f). Cette limite ne dépend pas de x et s’obtient en
moyennant f sur X relativement a la mesure considérée. On peut donc dire que
pour un systeme ergodique,

“Les moyennes temporelles coincident avec les moyennes spatiales.”

Le théoreme ergodique de Birkhoff permet donc de passer d’une propriété de nature
qualitative : pas d’emsembles invariants non triviauz, a un énoncé quantitatif : la
fréquence de passage dans un ensemble quelconque est proportionnelle a la taille
de cet ensemble. En particulier, les trajectoires visitent tout I’espace au cours du
mouvement, si le systeme est ergodique ; cf fig.3.

Les exemples les plus simples de systemes ergodiques proviennent de la théorie
des probabilités. Considérons une épreuve aléatoire, comme le lancer d'un dé ou
le tirage d’une boule dans une urne. Soit {2 'ensemble des résultats pouvant étre
obtenus a 'issue de cette épreuve et P la mesure de probabilité sur {2 associée a ces
résultats. La répétition de cette épreuve, de maniere indépendante et un nombre
indéfini de fois, peut se modéliser en considérant ’espace des suites de résultats QN
muni de la probabilité produit P®N et de la transformation “décalage”, qui consiste
a supprimer le premier élément de la suite et a décaler les autres éléments d’un cran
vers la gauche. Dans ce contexte, le théoreme ergodique, couplé a l'ergodicité du
décalage, redonne la loi forte des grands nombres, dont la premiére démonstration
dans ce cadre général est due & A. N. Kolmogorov (1933).
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Théoréme ergodique de Birkhoff (1932)
Soit (X, T,u) un espace mesuré tel que u(X) < oo, T : X — X une application
mesurable qui préserve la mesure p et f : X — R une fonction intégrable. Notons

IT={ACX | A mesurable et T 1A= A}. Alors,

wreX, LY @) s BU D)
k=0

Preuve L

Posons  f(z) =Tim £ Y5370 f(T*(@)), f(w) =lim £ Y070 F(TH(x)).

Pour montrer le théoreéme, il suffit d’obtenir encadrement [ fdu < [ fdu < [ fdu
car alors f— [ est une fonction positive d’intégrale nulle, donc nulle presque partout.
On montre [ fdu < [ fdu, Pautre inégalité s’obtient en changeant le signe de f.

Supposons pour commencer f bornée par une constante M > 0. Il en va alors de

méme pour f. Rappelons que la limite supérieure d’une suite est sa plus grande

valeur d’adhérence. Pour tout € > 0, il existe donc une infinité de n € N* qui

satisfont I'inégalité 1 > f(T*(x)) > f(z)—e. Soit n(z) le plus petit de ces entiers :
n(z)—1

NSy 2 ) -

L’intersection des ensembles {z € X | n(z) > R}, R € N, est vide. Choisissons R
de telle sorte que A = {z € X | n(xz) > R} soit de mesure plus petite que .

Définissons par récurrence une suite n;, dépendant de x, comme suit ; cf fig.1 :

ny =0 n, n, n(Tni(x)) n

P — A — il

L et

x T (%) T (x) T *lx) T (%) T “x)

n, N n.,

e Si T"i(xz) € A, on pose n;+1 = n; +n(T™(x)) et on utilise la majoration
n(T" () f(Tw) < S0 7 (1)) + (T (@) e.

e Si T"(x) € A, on pose nj11 = n; + 1 et on utilise la majoration f(x) < M.

Soit f = flace+ M1,y Comme f est T-invariante, ces majorations impliquent
nip1—1
VeeX, (nip1—m) flz) < Y f(T(2) + (g1 —mi) e
Jj=ni
Soit N € N* et k lentier (dépendant de x) satisfaisant ny < N < ngi1. Remar-
quons que 0 < N — ng < R et sommons les inégalités précédentes :

k N
Nf(z) = (nigr —ni) f() + (N —ng) f(z) <Y f(T?(x)) + Ne + 2RM.

i=0 3=0

On peut alors intégrer : [ fdu < [ fdu+ (e +22M) (X)), [ fdu < [ fdu+2Me.
Il reste a faire tendre NV vers l'infini puis € vers 0 pour obtenir la majoration voulue.

Lorsque f n’est pas bornée, on procede comme suit. L’ ensemble {f = —o0} reste
négligeable car f est minorée par la fonction intégrable —lim L > |f o T%|. On fixe
une constante M > 0 et on choisit A tel que [, |f| + Mdu < &. On reprend le
calcul précédent avec f remplacé par min(f, M) et f par f+ (If|+M)14. Dela, on
obtient I'inégalité [min(f, M) du < [ f du. 1l suffit de faire tendre M vers linfini
pour conclure.
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Identification de la limite

Commengons par le cas f bornée et montrons que la limite presque partout, notée
f, vérifie les propriétés qui caractérisent I'espérance conditionnelle. En premier lieu,
f est invariante par 7' donc mesurable relativement & Z. Ensuite, par convergence
dominée, [f du = [ f du. Soit A un ensemble invariant mesurable. Comme
14=140T,onal'égalité 14f = 14f, ce qui entraine :

Lfdu:/mdu:/lAfdu:Afdu.

Pour f non bornée, on approche f par une fonction g bornée et on remarque que :

n—1

k
Il = Z( —g)oT" [ <|If —glli, NEW —g DL <IIf = glh-

" =0
Remarques
— La convergence a aussi lieu en norme L'. Pour f bornée, c’est une conséquence du
théoreme de convergence dominée ; pour f intégrable, on raisonne comme ci-dessus.
— L’ensemble {z € X | %ZZ;& f(T*(z)) CV } dépend de f mais pas de p.
— Une fonction f est Z-mesurable si et seulement si elle est invariante par 7' ; en effet,
les égalités f(T'(z)) = f(z) et THfF 2 ({f(x)}) = f~1({f(z)}) sont équivalentes.
Définition
Soit (X, T, p) un espace mesuré, T : X — X une application mesurable qui préserve
la mesure pu. La transformation T est dite ergodique relativement a la mesure p si

les seuls ensembles mesurables invariants sont de mesure nulle ou de complémentaire
de mesure nulle :

T7'A=A implique w(A) =0 ou p(A) =0

Proposition

Une transformation T est ergodique si et seulement si les fonctions mesurables in-
variantes par T sont constantes presque partout. Lorsque u(X) est fini non nul,
ceci implique Uégalité : Vfe L', E(f|I)= ﬁ Jx fdp.

Preuve

Soit g une fonction invariante. Posons C' = sup {t | u(g~'(] — o0, t[)) = 0}. Par
ergodicité, nous avons D'égalité : C = inf {t | u(g~*([t,o0[)) = 0}. La constante C
est finie dés que u(X) # 0, auquel cas les ensembles g~1(] — 0o, C[) et g=1(]C, o0|)
sont négligeables, et la fonction g est constante égale & C' pp. La fonction E(f | )
est donc constante et son intégrale vaut [ f du. Ceci donne I'égalité recherchée.

Exemple

Soit (2, T, 1) un espace probabilisé. On définit sur espace produit (QN, TEN ®N)
une transformation T en posant T ({x;}) = {xiy1}. Alors T est ergodique.
Preuve

Soit f une fonction intégrable invariante. Pour tout € > 0, on peut trouver g € L'
qui ne dépend que d’un nombre n fini de coordonnées, et telle que ||g — f||1 < &/4.
lg—goTlt <|lg—flh—=IIf = foT™i+|[foT™ —goT" <¢e/2

Calculons la norme de g — g o T™ explicitement :

lg—goT™h = [lg(xo,-an-1) = g(Tn, -T2n—1)|dp(w0)...dp(T2n-1)
= Jlg( £C07 : xn 1) = 9o, -Yn—1)|dp(xo)..dpp(zn—1)du(yo)..dp(yn—1)
= [lg(x) = g(y)| du®N(z) dp®N(y)

Puis, en utilisant & nouveau 1e fait que g et f sont proches en norme L1:

J1f (@) = f)ldp®N(2)du®N(y) < [1g(x) — 9(y)|du®N (2)dpN(y) +2||f —gl| < ¢

Ceci montre que f(z) = f(y) pour pp (x,y) € QN x QN f est donc constante pp.
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figure 1 : Preuve du théoréme ergodique

figure 2 : Un systéme qui n'est pas ergodique

figure 3 : Ergodicite

Le temps passé dans un ensemble est proportionnel
a la mesure de cet ensemble.
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Exercices

exercice 1 :
Vérifiez que I'application n(x) qui intervient dans la preuve du théoréme ergodique
est mesurable.

exercice 2 :
Soit (X, T, 1) un espace mesuré, u(X) < oo, T : X — X une application mesurable
qui préserve la mesure et f: X — R intégrable. Montrez que pour pu-pp = € X,
Li(T(2)) — 0.
exercice 3 :
Soit (X, T, pu) un espace probabilisé, T' : X — X une application mesurable qui
préserve la mesure u, et A un sous-ensemble mesurable de X. Montrez que :
1
ppr€X, — Card{ke{0,1,...,n—1}|T*=) e A} —— u(A).
n

n—00

exercice 4 :

Soit (X, T,p) un espace mesuré et T : X — X une application mesurable qui
préserve la mesure . Montrez que T est ergodique si et seulement si pour tous les
ensembles mesurables A, B C X de mesure positive, presque tout point de A a une
orbite qui passe une infinité de fois dans B.

exercice 5 :

Soit @ un nombre réel irrationnel ; montrez que la transformation 7' de R/Z dans
R/Z donnée par T(z) =  + a mod 1 préserve la mesure de Lebesgue et est er-
godique. Pour cela, on pourra regarder ce qu’implique l'invariance de f par T sur
ses coefficients de Fourier.

Quelle condition faut-il sur @ € R™ pour que la transformation de (R/Z)" donnée
par T'(z) = x + o mod 1 soit ergodique relativement & la mesure de Lebesgue ?

exercice 6 :

Soit a un nombre réel irrationnel ; montrez que la transformation 7' définie de
R/Z xR/Z dans R/Z x R/Z par la formule T(z,y)= (z+«a,z+y) préservela
mesure de Lebesgue et est ergodique. La encore, on pourra regarder ce qu’implique
Iinvariance de f par T sur ses coefficients de Fourier.

exercice 7 :

Démontrez la loi des grands nombres :

Soit (2, T, P) un espace probabilisé, X; : @ — R une suite de fonctions intégrables,
telles que pour tout i € N, X;, P = X, P, et qui sont indépendantes :

Vi > 0, Vfiefu bornées, [ fi(Xo(@))-fu(Xa(@)) dPw) =TT [ fi(Xo) dP.
Alors la suite %ZZ;S X; converge vers on dP presque partout.

On pourra considérer 'application ¢ : @ — RN donnée par ¢p(w) = {X;(w)}, et
étudier le décalage sur 'ensemble RN muni de la mesure ¢, P.

exercice 8 :
Donnez un exemple de transformation ergodique T telle que T o T n’est pas er-
godique.

exercice 9 :

Soit T une transformation ergodique sur un espace mesuré (X,7T,u). On note
P : L*(X) — L?*(X) le projecteur orthogonal sur les fonctions T-invariantes. On
suppose que p(X) = co. Montrez que : Vf € L2(X), Pf = 0.

exercice 10 * :
Construisez une transformation de la droite réelle qui préserve la mesure de Le-
besgue, et qui est ergodique.
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Commentaires

La preuve du théoréme ergodique présentée plus haut est due & Y. Katznelson et B. Weiss (1982). 11
existe d’autres démonstrations:

— La démonstration originale du théoréme ergodique presque partout, due & G. Birkhoff (1931), fait
appel & une inégalité mazimale. Cette inégalité a été ensuite généralisée et simplifiée par Wiener
(1939), Yosida, Kakutani (1939), Pitt (1942), Riesz (1945), Hopf (1954) ... La version suivante, di & A.
Garsia (1965), admet une preuve élémentaire :

Soit U: L' — L' linéaire tel que ||Uf|| < ||f||. Notons E, = {z | mazx Snf > 0}. Alors fE f>0.
0<m<n n

— E. Bishop donne en 1966 une preuve du théoréme ergodique inspirée de la théorie des martingales, et
qui repose sur des inégalités “upcrossing”.

— T. Kamae donne en 1982 une démonstration basée sur ’analyse non-standard. La preuve de Y.
Katznelson et B. Weiss présentée plus haut est inspirée de la démonstration de Kamae.

— P. Shields donne en 1987 une nouvelle preuve du théoréme ergodique, qui ne repose pas sur une inéga-
lité maximale. J. Bourgain propose en 1988 une démonstration basée sur des inégalités variationnelles.
Plus récemment, M. Keane et K. Petersen (2006) ont proposés des preuves ”élémentaires” du théoréme
ergodique, dans la lignée de Katznelson et Weiss.

1l existe des versions du théoréme ergodique pour les contractions de L'. L’énoncé le plus général
est sans doute di & Chacon ; cf Krengel[Kr95] Ch 4 Th 1.11. Il se démontre & l'aide d’un “schéma de
remplissage”.

Si pu(X) = oo, on a encore convergence presque partout dans le théoréme ergodique, mais la limite
n’est plus forcément donnée par une espérance conditionnelle. En particulier, cette limite est nulle si
T est ergodique. Lorsque la mesure est infinie, mais que la transformation 7' est récurrente, E. Hopf
donne une version “quotient” du théoréme ergodique : pour f,g € L' positives, le quotient Snf/Sng
converge vers f f/ fg. Cet énoncé est étendu aux contractions positives par R. Chacon et D. Ornstein
(1960). La encore, il peut étre démontré en passant par une inégalité maximale. Il peut aussi se déduire
du théoréme en mesure finie par des techniques d’induction (R. Zweimiiller 2004).

Pour démontrer le théoréeme ergodique, on peut se restreindre au cas d’un décalage sur RN, avec pour
observable la projection sur la premiere coordonnée. Le cas général s’en déduit en factorisant le systeme
par le biais du morphisme ¢ : X — RN donné par z — {f(T%(z))}ien. Cette remarque est utilisée
dans la preuve donnée par Kamae.

Le théoréme ergodique s’intéresse aux moyennes des puissances d’un opérateur. Il existe également
des résultats sur la convergence presque partout des puissances elles-mémes. Le théoréme suivant, du a
Rota (1962) et Stein (1961), s’applique par exemple & Popérateur auto-adjoint Tf = 1/2(foT + foT 1)
et donne une version pondérée du théoreme ergodique :

Soit T : L' — L' tel que ||T||1 <1, ||Tf|lco < ||f]loo pour f bornée, Tf > 0 pour f >0, T1 =1 et
T*1 =1. Alors T"T*" f converge presque partout si f € LP, 1 < p < oo.

La convergence n’a pas forcément lieu pour tout f € L' (D. Ornstein, 1968).

Le comportement des sommes ergodiques du point de vue topologique est différent de son comporte-
ment en mesure. L’ensemble {(z,) € {0, 1}N | %Ezi converge } est de mesure totale pour toute mesure

de probabilité définie sur {0, 1}, invariante par le décalage. Pourtant, ’ensemble des suites (z;)ien,
pour lesquelles tout réel de [0, 1] est valeur d’adhérence des moyennes < Sa;, est un Gs-dense de {0, 1N,

17



Mélange

Pour apprendre quelque chose aux gens, il faut mé-
langer ce qu’ils connaissent avec ce qu’ils ignorent.
P. Picasso (1881-1973)

Considérons un potentiel V défini sur R? et intéressons nous au mouvement d’un
point matériel sous 'action du champ de force engendré par ce potentiel. Soit
(z,v) € R® x R? la position et la vitesse initiale du point matériel. On note par
T'(z,v) la position du point au temps 1. L’énergie initiale du systéme est donnée
par la formule : E(z,v) = %va +V(z), elle est préservée au cours du mouvement.
Lorsque la surface d’énergie E(x,v) = Ey est bornée, on peut restreindre la mesure
de Lebesgue dxdv a cette surface de fagon a obtenir une mesure de probabilité,
qu’on note .

Cherchons a étudier la propagation d’'un gaz ou d’un liquide sous l'action du
potentiel V. La distribution initiale du gaz peut étre représentée par une mesure
de probabilité de la forme dv = hdu, avec h une fonction positive définie sur la
surface d’énergie considérée. Si A est un sous-ensemble de cette surface d’énergie,
v(A) représente la quantité de gaz ou de liquide présent dans A. On peut aussi
Pinterpréter comme la probabilité qu’une particule soit dans la région A a U'instant
initial.

Comment modéliser I’évolution du gaz ? Une premieére approche, tres naive,
consiste a négliger les interactions au sein du gaz et considérer que chaque molécule
se déplace conformément aux lois classiques du mouvement. La distribution du gaz
alinstant 1 est alors donné par la mesure T,v, qui est définie par Tyv(A) = v(T 1 A)
pour tout A C X mesurable.

La suite T]'v représente I’évolution du gaz au cours du temps. Si cette suite
converge vers la mesure g, on dit que la transformation est mélangeante relativement
a i : toute distribution initiale de gaz de la forme hdy finit par se répartir de maniere
uniforme sur la surface d’énergie, suivant la loi p.

La propriété de mélange est plus forte que I’ergodicité. Elle exclut un comporte-
ment limite périodique (e.g. T™ = id pour un certain n > 2), alors qu'un tel
comportement est possible pour une transformation ergodique. L’ergodicité de la
mesure p est en fait équivalente a la convergence des moyennes %ZTfU vers [,
pour toute mesure de probabilité v de la forme hdpu.

Les décalages sur les espaces produits sont mélangeants relativement aux mesures
produits. Pour ces systemes, il est d'usage de déduire ’ergodicité du mélange, car
les preuves sont du méme ordre de difficulté. Une deuxieme famille d’applications
mélangeantes est donnée par les automorphismes hyperboliques des tores. Ces appli-
cations sont obtenues en considérant des matrices de déterminant un, a coefficients
entiers, sans valeurs propres de module 1. L’action d’une telle matrice sur 1’espace
quotient T" = R"™/Z"™ préserve la mesure de Lebesgue, et donne une application
mélangeante relativement a cette mesure. Ce résultat peut se démontrer a l'aide
des séries de Fourier.
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Mélange
Définition
Soit (X, T, u) un espace probabilisé et T : X — X une application mesurable qui
préserve la mesure . La transformation T est mélangeante relativement a la mesure
w si elle vérifie :

V A, B C X mesurables, u(AN T7"B) ——— u(A) u(B). cf fig.l.

n—oo

Théoreme
Une transformation mélangeante est ergodique.

Preuve
Soit A C X un ensemble invariant ; comme T~ "A = A, on doit avoir ANT"A=A
et le mélange implique p(A) = pu(A)?, c’est-a-dire u(A) =0 ou 1.

Critéere
Soit D un sous-ensemble de L? qui engendre un sous-espace vectoriel dense dans
L?. La transformation T est mélangeante si et seulement si pour tout f,g € D,

JfoT" gdy == [fdu[gdp
Preuve
L’expression (f,g) — [ foT™ g du est bilinéaire ; la convergence a donc lieu pour
tout f,g € Vect(D). Soit f,g € L? et f’, g’ € Vect(D) proche de f et g.

JfoThgdu — [foT" g du=(foT" g)—(f oT"¢)

=((f=f)eT"g) = (foT",g-4¢)
<G =M gl + 1111 g — gl
La quantité [ f' oT™ ¢' du est proche de [ f'du [ ¢'dp lorsque n est grand, c’est
a dire proche de [ f du [ g dp. On a donc la convergence pour tout f,g € L?. On
termine en remarquant que [ foT™ gdu=pu(AN T7"B) si f=1pet g=1a4.

En particulier, T' est mélangeante si et seulement si la suite f o T™ converge
faiblement vers une constante, pour tout f € L2. Lorsque X est un espace métrique
et que T et p sont boréliennes, le mélange peut s’exprimer a l’aide de la convergence
étroite ; la transformation T' est mélangeante si et seulement si

pour tout g € L? tel que [gdu=1, TI(gdu) ———> dp étroitement.

n—oo

C’est une conséquence de la densité des fonctions continues bornées dans L2.

Exemple de la multiplication par 2
On considere la transformation de [0, 1] dans [0, 1[ donnée par :

T(x) = 2x si xel0, 3]
=2z-1 si zeli ]

Montrons qu’elle préserve la mesure de Lebesgue et qu’elle est mélangeante.

L’image réciproque d’un intervalle [a, b] par T est une union disjointe de 2 intervalles

de longueur (b;a ; ¢f fig.2. La transformation conserve donc la mesure de Lebesgue.

Pour démontrer le mélange, on peut se restreindre au cas ou A est de la forme
[k/2" k+1/2"[, n € N, 0 < k < 2™ — 1 car ces intervalles engendrent la tribu
des boréliens. L’ensemble T~ [k/2", (k +1)/2"[ est composé des 2V intervalles
suivants :

(k+i2%) k+1+42"
oan+N ’ oan+N

(i entier). Sin+N > n/, Iintersection de ces intervalles avec B = [k’ /2" | k' +1/2"[
est constituée de 2V~" intervalles de longueur 27", ce qui donne la relation
recherchée : (BN T7"A) = u(A) pu(B).
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Exemple du décalage de Bernoulli

L’exemple suivant vient de la théorie des probabilités. Il entraine l'ergodicité
du décalage et permet de retrouver la loi des grands nombres pour des variables
aléatoires indépendantes de méme loi.

Théoréeme

Soit (2, T, 1) un espace probabilisé. On définit sur l'espace produit (QN, TEN 1, ®N)
une transformation o en posant o({x;}) = {x;41}. Alors o est mélangeante rela-
tivement a p®N.

Preuve
Les fonctions de L?(X) qui ne dépendent que d’un nombre fini de coordonnées sont
denses dans L2. Soit donc f, g dépendant de j coordonnées et supposons n > j.

Jg foo™ du®N = [ g(wo,..xj) f(xn, Tjpn) du®N
= fg(xo, -T]) f(-rna --wj-i-n) d:u(wo)--d:u’(xj-i-n)
= fg(xo, -T]) d,u(wO)--d,U/(xj) ff(-rna --wj-i-n) dﬂ(xn)--dlu’(xj-i-n)
= [fdp®N [gdu®N

Ceci démontre le mélange du décalage o.

Lorsque €2 est fini, le systeme dynamique constitué par la transformation o sur
ON et la mesure u®N est appelé systéme de Bernoulli. Numérotons les éléments de
Q: Q={xy,..x} et posons p; = u({z;}). Le systéme est completement déterminé
par les parametres pi, ..., pk.

Exemple des endomorphismes des tores

Théoréeme

Soit A une matrice n X n a coefficients entiers de déterminant non nul. Cette
matrice induit une application sur le quotient T = (R/Z)"™ qui préserve la mesure
de Lebesgue. Cette application est mélangeante si A n’a aucune valeur propre qui
est racine de [’unité.

Les applications de T™ obtenues a partir de matrices de déterminant 1, sans valeurs
propres de module 1, sont appelées automorphismes hyperboliques de T™.

Preuve

On peut démontrer I'invariance de la mesure par le biais des séries de Fourier. Soit
k € Z" et k.x la quantité Y k;z;. Posons eg(x) = €% ; ces fonctions forment une
base hilbertienne de L?(T™). Soit f € L? et ¢, ses coefficients de Fourier.

f(Ax) dx = Z ck/ei kAT gy = Z ck/ei(tAk)'”” dx =co = f(z) dx.
T kezn kezn o

Soit k,l € Z™. Montrons a présent le mélange de la transformation :
/ erx(x) er(A"x) dx = / etk gl AT g — / et A DT g0 — 0 i A" #£ —k.

Si cette quantité ne tend pas vers 0 quand n tend vers l'infini, on peut trouver des
entiers distincts ny,ng tels que A" = —k = *A"[. On aurait donc A" "' = [.
Comme A n’a pas de valeur propre racine de I'unité, [ =0 et k£ = 0.

Remarque

L’application induite par la matrice (| ;) sur le tore T? est parfois appelée applica-
tion du chat d’Arnold, en référence a une figure qui se trouve dans le livre d’Arnold,
Avez [A67], qui montre Ueffet de cette transformation sur 'image d’un chat, cf fig.3.
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figure 1 : Mélange

figure 2 : Multiplication par 2

figure 3 : Automorphisme du tore

on applique la matrice Voici le résultat
11 modulo 1.
12

au carreé unité.

miaou
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Exercices

exercice 1 :
Montrez qu’une rotation sur le cercle S! n’est pas mélangeante relativement & la
mesure de Lebesgue ; on pourra se servir des exponentielles complexes.

exercice 2 :
Montrez que si T est une transformation mélangeante, T'o T est aussi mélangeante.

exercice 3 :

Soit (X, T,u) un espace probabilisé et T : X — X une application mesurable
qui préserve la mesure u. Montrez que T est mélangeante si et seulement si pour
tout A C X mesurable, pu(ANT™"A) converge vers u(A)%.  (Indic : On peut
s’intéresser au sous-espace engendré par les fonctions 14 0T™, n € N)

exercice 4 :
Montrez que 'application F : [0,1] — [0, 1] donnée par :

F(z) = 2z size|0,1/2]
= 22 sizell/21]

préserve la mesure de Lebesgue et est mélangeante.

exercice 5 :
Soit (X, T, 1) un espace probabilisé, T : X — X mesurable qui préserve p.

On suppose que T est mélangeante. Soit k; une suite d’entiers strictement crois-
sante ; montrez que pour tout f € L2,

1 . L?
EZfOTkI W/f dp
=1

Réciproquement, montrez que si cette convergence a lieu pour tout f € L? et toute
suite k; d’entiers strictement croissante, alors T' est mélangeante. On pourra utiliser
la caractérisation du mélange par le biais de la topologie faible ainsi que le lemme
de Banach-Saks.

exercice 6 :

Soit (X, T, 1) un espace probabilisé, T : X — X une transformation mesurable qui
préserve p. On suppose T' mélangeante. Montrez que pour tout A C X de mesure
non nulle, pour toute suite n; — oo, |J;eny 77" A = X mod 0.

exercice 7 :
Montrez qu'un homéomorphisme de [0, 1] n’est jamais topologiquement mélangeant.

exercice 8 :
Peut-on trouver un exemple de matrice 3 x 3 a coefficients entiers, de déterminant
1, qui n’est pas hyperbolique, mais dont ’action sur le tore T? est mélangeante ?

exercice 9 :
Donnez un exemple de matrice 4 x 4 a coefficients entiers, de déterminant un,
qui n’est pas hyperbolique, et telle que 'application induite sur le tore T* est
mélangeante.

exercice 10 :

Soit (X, T, ) un espace probabilisé, T : X — X mesurable qui préserve u. Montrez
que si T est mélangeante, il n’existe pas de fonction f : X — C mesurable non
constante et de nombre complexe A de module 1 qui satisfont,

pour presque tout € X, f(T(z)) = Af(z).
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Commentaires

Etant donné une mesure de probabilité arbitraire u, Il est possible que la suite % Z Tf(hdu) converge
pour toute fonction h positive bornée, vers une limite qui est singuliére relativement aux mesures hdu.
L’exemple le plus simple est donné par T'(z) = Sz sur [0,1] et u = A[g,1). On a alors T (hA[g,1]) — Jo.

Dans quelle mesure le mélange est-il une propriété typique des systémes dynamiques ? Pour répondre
a cette question, définissons une distance sur ’ensemble des transformations boréliennes inversibles de
[0, l]d ou T? préservant la mesure de Lebesgue. Soit I,, une suite de rectangles séparant les points.

AT, T) = 3= (,\(T(In)AT/(zn)) + )\(T’l(ln)AT/’l(In)))

Relativement & cette topologie, I’ensemble des transformations mélangeantes est maigre (i.e. union
dénombrable de fermés d’intérieur vide). Ce résultat est encore vrai pour la topologie C° sur I’espace
des homéomorphismes, mais faux si on considere I’espace des difféomorphismes C?, définis sur T? et
préservant la mesure de Lebesgue. En topologie C?, tout difféomorphisme proche d’un automorphisme
hyperbolique est mélangeant.

La notion de mélange est plus difficile & définir lorsque la mesure est infinie. U. Krengel et L. Sucheston
démontrent en 1969 que sur un espace mesuré o-fini, infini, il n’existe pas de transformation inversible
préservant la mesure et satisfaisant :

VgeL>®, VfeL telle que ffd,u:O, ffoT"’gd;L—>0.

n— oo

Le mélange des endomorphismes hyperboliques des tores peut se démontrer de plusieurs fagons.

— La preuve donnée plus haut, & ’aide des séries de Fourier, se généralise aux automorphismes transitifs
des groupes compacts abéliens. De maniére générale, les techniques issues de ’analyse harmonique
fonctionnent bien dans un cadre algébrique.

— Il est possible de coder ces applications a ’aide d’un systéme symbolique ; la preuve du mélange
proceéde alors comme avec un décalage. Le codage le plus simple est donné par la décomposition en
base dix. Cette décomposition conjugue la multiplication par dix sur R/Z au décalage sur 'alphabet
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

— Le mélange peut étre déduit de la densité, dans le tore, de la projection des sous-espaces stables de la
matrice, densité qui peut s’obtenir en utilisant I’ergodicité des translations irrationnelles sur le tore. Il
suffit ensuite de calculer explicitement I’image de rectangles dont les faces sont paralleles aux directions
propres de la matrice.

— Une autre méthode consiste & montrer qu’une valeur d’adhérence de la suite f o T" est constante le

long des sous-espaces stables et instables de la matrice. Cet argument se généralise & des systémes de
nature géométrique.

Une transformation préservant une mesure de probabilité est dite mélangeante d’ordre 3 si elle vérifie
la propriété suivante :

VY A, B,C C X mesurables, p(AN T™"IBAT ™""2C)— s ;(A) u(B) u(C).

ni,ng— o0

Existe-t-il des transformation mélangeantes qui ne sont pas mélangeantes d’ordre 3 7 Cette question,
posée par V. Rokhlin en 1949, est toujours ouverte & I’heure actuelle. B. Host (1991) démontre qu’une
transformation mélangeante dont le spectre est singulier est mélangeante de tout ordre.
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L’argument de Hopf

The author has had complaints about too much de-
tail missing in the presentation of the material in
the latter paper. This has been rectified in the
present paper.

E. Hopf (1902-1983)

Le théoréme ergodique est démontré par G. D. Birkhoff en 1932. A cette époque,
on connait déja des exemples de systemes ergodiques. Ils sont issus de la théorie des
probabilités et modélisent des phénomeénes aléatoires comme le lancer d’un dé ou le
tirage de boules dans une urne. On n’est donc pas étonné de voir surgir I’ergodicité
dans ce contexte.

La question qui se pose alors est de savoir si cette ergodicité se rencontre en
mécanique classique. L’attention se porte sur les flots géodésiques en courbure
négative. Jacques Hadamard avait en effet démontré des 1898 que ces flots sont
instables du point de vue topologique.

Expliquons brievement comment sont définis ces systémes dynamiques : con-
sidérons une surface, dont la forme est en “selle de cheval” au voisinage de chacun
de ses points. La variété d’équation {(x,y,z) € T?| cos(z) + cos(y) + cos(z) = 0}
est un exemple de surface plongée dans le tore T3 pour laquelle la courbure est
négative hormis en huit points ; c¢f fig.2. Cette surface intervient dans I’étude d’un
systéme physique composé de trois pendules doubles reliés par leurs extrémités. Le
flot géodésique agit sur 'ensemble des vecteurs de norme un tangents a la surface,
en translatant ces vecteurs le long des géodésiques. Il préserve le volume canonique
défini sur ’ensemble des vecteurs unitaires.

Gustav Hedlund est le premier a donner un exemple de surface a courbure
négative, pour laquelle le flot géodésique est ergodique relativement au volume.
Poursuivant les travaux de Jacques Hadamard, il montre en 1934 que, sur certaines
surfaces, le flot géodésique est semi-conjugué a un systéme symbolique, ce qui lui
permet de se ramener a une situation bien connue.

En 1936, Eberhard Hopf propose un argument de nature géométrique, qui lui
permet de démontrer ’ergodicité du flot géodésique sur toutes les surfaces de volume
fini et de courbure négative. Cet argument s’avere délicat & mettre en oeuvre en
dimension supérieure. Mais il semble s’appliquer a une classe plus large de systémes
dynamiques : s’il existe suffisamment de directions dilatées et contractées par la
transformation, alors il y a bon espoir de montrer I’ergodicité du systeme a 'aide
de 'argument de Hopf.

Le flot géodésique sur les surfaces de courbure négative constante peut se dé-
crire en termes algébriques. L’espace sur lequel est défini le systéme s’identifie a
PSLy(R), quotient de ’ensemble des matrices 2 x 2 de déterminant 1 par le sous-
groupe {id, —id}. Le flot est donné par la famille de transformations suivante :

VEeR, ¢i((t0)=(% %) 5)
Ces transformations préservent la mesure du = dadbde/|al. On peut démontrer
que toutes les surfaces orientables completes connexes de volume fini, a courbure
constante négative, s’identifient & un quotient de PSLy(R), par le biais d'un iso-
morphisme qui envoie le volume sur la mesure u et le flot géodésique sur le flot
{¢t}er.

Un flot {4t }+er est ergodique relativement & une mesure invariante p si les seuls
ensembles mesurables invariants par toutes les transformations ¢, t € R, sont de
mesure nulle ou de complémentaire de mesure nulle. On va démontrer que le flot
{©t}ter défini plus haut est ergodique sur tous les quotients de PSLo(R) de mesure
finie.
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L’argument de Hopf

Soit X un espace métrique, T': X — X une application et z € X. La feuille stable
de x associée a I'application T est définie par :
W (z) ={yeX | d(T"(2),T"(y) 5570}

n—oo

Les feuilles stables partitionnent I’espace X. Si T est bijective, on peut aussi définir
la feuille instable W**(x) de x : il s’agit de la feuille stable de z associée & T

Soit p une mesure invariante par 7. Une fonction mesurable f: X — R est dite
Wes-invariante si, aprés restriction & un ensemble X satisfaisant u(X§) = 0, elle
est constante sur les feuilles stables : V z,y € Xo, y € W*°(x) entraine f(z) = f(y).

Théoréme

Soit X un espace métrique, p une mesure borélienne finie sur X, T : X — X une
application mesurable qui préserve p. Soit f € L*(X) ; alors les valeurs d’adhérence
faibles de la suite foT™ sont W**-invariantes. Si de plus T est inversible, ces valeurs
d’adhérence sont aussi W*5"-invariantes.

Preuve
Soient n; et g tels que foT™ — g. Supposons d’abord f lipschitzienne bornée. Le
lemme de Banach-Saks (cf annexes) donne des sous-suites my, n;, telles que :

R _
Wy(z) := EZfOT"% () TS0 g(z) pp.
k=1

my
SiyeWs(z), [To(z)—Ve(y)| <CED d(Tm (), T (y)) ——— 0.
k=1

Par conséquent, la fonction g est W*°-invariante.

Soit f € L?. Pour tout € > 0, on peut trouver f’ lipschitzienne telle que || f—f'|| < €.
Quitte & extraire, on peut supposer que f’ o T™ converge faiblement vers une
fonction ¢’, qui est W**-invariante. On a donc : (f — f') o T™ — g — ¢’ ce qui
implique :

llg =gl < Lm [|(f = f)oT™|| < |If=fIl < e
On peut donc trouver une suite de fonctions W#*°-invariantes qui converge vers g en
norme L2 et, aprés extraction, presque partout. La fonction g est W*%-invariante.

Passons au cas T inversible. Soit I le sous-espace des fonctions W*"-invariantes.
Montrons que si f appartient & I+, alors f o T™ converge faiblement vers zéro. Soit
g une limite faible de f o T™. Appliquons ce qui précede & T~ ; on peut trouver
une sous-suite n;, et une fonction go € I telle que g o T~ " — go. On obtient :

kgToo<f7gOT Zk>:<fag()>:0'

(9,9) = lim (foT™r g)=

k——+oo
Toute fonction f € L? peut s’écrire comme une somme f = fi + fo avec f; € I et
fa € I't. Lasuite f20T™ tend faiblement vers 0. Les valeurs d’adhérence de f o T™

sont donc aussi des valeurs d’adhérence de la suite fi; o 7™, qui appartient a I.
Si f est une fonction invariante, f o T™ = f et on obtient le corollaire suivant :

L’argument de Hopf

Soit X un espace métrique, p une mesure borélienne finie, T : X — X une appli-
cation mesurable qui préserve p. Alors toute fonction f € L*(X) invariante par T
est W#%-invariante. Si de plus T est inversible, [ est aussi W*"-invariante.

En termes ensemblistes, cela revient a dire que tout ensemble mesurable invariant
par T coincide, a un ensemble négligeable pres, avec une union de feuilles stables.
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Appliquons cet argument aux automorphismes hyperboliques du tore T". Con-
sidérons une matrice sans valeurs propres de module un. Notons Es la projection
sur le tore du sous-espace vectoriel associé aux valeurs propres de module inférieur a
un. Soit E, la projection sur T™ du sous-espace associé aux valeurs propres de mo-
dule supérieur a un ; cf fig.1. Les feuilles stables et instables de ’application induite
par la matrice sur le tore sont données par W*5(x) = x + E;, W (2) =2 + E,, .

On se place dans un systeme de coordonnées dirigé selon E et E,, ce qui donne
une carte (z,y) € U définie dans un voisinage U d’un point quelconque du tore.
Dans cette carte, les feuilles stables sont horizontales, les feuilles instables verticales,
et la mesure de Lebesgue prend la forme dx dy. Soit f € L? une fonction invariante
par I'automorphisme. D’apres I'argument de Hopf, elle est invariante par W*® et
W#t. Dans le systeme de coordonnées (z,y), f ne dépend donc (presque) pas de z
et de y. Le lemme suivant montre qu’elle est constante presque partout sur U.

Lemme

Soit (X, T,p), (Y,S,v) deux espaces probabilisés et f : X x Y — R une fonction
L2. On suppose qu’il existe p1 : X — R et @3 : Y — R deux fonctions mesurables,
Z C X XY un sous-ensemble de p ® v-mesure totale, tels que :

V(z,y) € Z, [flz,y) =¢i(x), [lz,y) =¢2(y).
Alors f est constante presque partout.

Preuve du lemme

D’apres le théoreme de Fubini, il existe Yy C Y de mesure totale et ¢ € X tels que
{zo} x Yy C Z. Pour tout (z,y) € ZN (X x Yy), le point (zo,y) est dans Z, ce qui
implique : 1(xg) = p2(y) = f(x,y). Le lemme est démontré.

On en déduit que f est localement presque constante. Le lemme suivant (cf ez. 2)
montre que f est constante presque partout, i.e. 'automorphisme est ergodique.

Lemme
Soit X un espace métrique, p une mesure dont le support est connexre et f une
fonction localement presque constante. Alors f est constante pp sur supp p.

Le point clef dans cette preuve est I'existence d’un systéeme de coordonnées dans
lequel les feuilles stables et instables s’identifient aux horizontales et aux verticales,
et tel que la mesure invariante est équivalente & une mesure produit. La mesure est
dite absolument continue relativement aux feuilletages stables et instables.

Flots sur les quotients de PSL:(R)

Soit X = PSLs(R) I'ensemble des matrices 2 x 2 de déterminant 1, au signe pres.
Cet espace est homéomorphe & R? x S'. Soit d une distance sur X invariante & droi-
te ; par exemple, d(A, B)=log(||AB~!||||BA~!||), pour une norme ||.|| bien choisie.
On définit trois familles de transformations en posant, pourt € Ret M € X :

pe(M) = (5 %)M, hi*(M)=(; )M, hFM)=(, })M.

0 et
L’égalité op; o hy® = h35_,, o ¢y montre que pour tout s € R, les points hj*(M)
appartiennent a la feuille stable de ¢; passant par M. Un calcul similaire montre
que hi*(M) appartient a la feuille instable de ¢;. Soit u' = 2! u (1 — e*su)~! ;
dans les coordonnées (t, s, u) — hiYhip:(id), les variétés W** (M) sont des droites
verticales, et les W** (¢ (M)), t € R, sont des plans horizontaux ; cf ex. 8 et fig. 3.

On vérifie que la mesure du((* 5)) = _daﬁljdc

plication a gauche et a droite. L’espace X est de mesure infinie, mais admet des
quotients & droite, de volume fini. Considérons un de ces quotients X /T ; les flots,
la distance et la mesure passent au quotient. On peut donc appliquer 'argument
de Hopf sur X/T : toute fonction L? invariante par les transformations ¢y, t € R,
est constante presque partout. Le flot {¢:}ier est ergodique relativement a p.

sur X est invariante par multi-
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figure 1 : Feuilles stables et instables de I'automorphisme du tore (% })

Wss(x) |

wsu(x) ]

figure 2 : Une variété a courbure négative

Surface plongée dans le tore T
d'équation :

{ (x,y,2) | cos(x)+cos(y)+cos(z) = 0 }

La courbure s'annule en huit points.

figure 3 : Flot géodésique en courbure négative constante

Orbite du flot g, dans les
coordonnées (a,b,c) > (g g)

g he (10,0) = (e', 0, se™)
gi he (10,0) = (e',se",0)
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Exercices

Dans la suite, X est un espace métrique, u est une mesure borélienne finie définie
sur X et T est une transformation mesurable qui préserve p.

exercice 1 :

Montrez que toute fonction f mesurable invariante par 1" est W#**-invariante. Mon-
trez qu’une fonction mesurable f : X — R est W**-invariante si et seulement si elle
coincide presque partout avec une fonction constante sur toutes les feuilles stables.

exercice 2 :
Soit f une fonction presque localement constante (tout point admet un voisinage
sur lequel f est constante presque partout). On pose, pour tout = € supp(u),

_ ) 1
o) =l oty [

- Montrez que f est localement constante.

- Montrez que pp x € supp p, f(z) = f(x) (Rq : supp u est séparable, cf annezes).
- En déduire que f est constante pp sur le support de p si celui-ci est connexe.
exercice 3 :

L’enveloppe convexe d'un ensemble A C L?(X) est notée par Conv(A) ; il s’agit du

plus petit convexe contenant A. Soit f € L?(X). Montrez que tous les éléments du
convexe suivant sont W *°-invariants :

ﬂ Conv({foT™ |n> N})

NeN

exercice 4 :

Soit f1, fo € L?(X). Supposons qu’il y ait deux suites n1, nz tendant vers I'infini,
telles que le produit fioT™ fo0T™ T2 converge faiblement. Montrez que la limite
est W*-invariante. Généralisez au cas d’'un nombre fini de fonctions f.

exercice 5 :
Soient (X,7T,u) et (Y,S,v) deux espaces mesurés o-finis. Soit B C X x Y un
ensemble ;1 @ v-mesurable. Pour (z,y) € X XY, onpose B, ={y €Y | (z,y) € B}
et BY ={x € X | (x,y) € B}. Supposons que :

— pour p-presque tout x € X, v(B;)=0ouv(BS)=0;

— pour v-presque tout y € Y, u(BY) =0 ou u(B¥°) =0.
Montrez que g ® v(B) =0 ou p® v(B°) = 0.

exercice 6 :

Donnez un exemple de norme sur R? pour laquelle les seules isométries linéaires
préservant l'orientation sont +id. Soit ||.|| la norme induite sur I'ensemble des
matrices 2x2 par cette norme. Montrez que 1’expression :

d(A, B) =log(||[AB71|]) + log(|/[BA™|])

définit une distance sur PSLo(R), invariante par multiplication & droite.
Indic : prendre la norme L' dans le premier quadrant et la norme L? dans le second.

exercice 7 :
Posons u' = e?u(l — e?'su)~t, s’ = s(1 — €?'su), t' =t — In(1 — e?!su). Montrez
que :

o R o gi = B o g o hY!
Montrez que la transformation (s,t,u) — h¥ o h%° o g.(M) est un difféomorphisme
d’'un voisinage de I'origine de R3 sur un voisinage de M € PSLy(R). Soit M’ un
point de ce voisinage ; vérifiez que dans ce systeme de coordonnées, les variétés
instables W3*(M') correspondent aux droites verticales et que les variétés stables
téJRWSS (p+(M")) correspondent aux plans horizontaux.
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Commentaires

Le terme de feuilletage employé au sujet de la partition de X donnée par les feuilles W% (z), z € X,
est bien slr impropre ; en toute généralité, il ne faut pas s’attendre & ce que cette partition forme un
feuilletage au sens géométrique du terme. Le terme de “distributions stables” est parfois utilisé dans la
littérature mais il entre en conflit avec le concept de distribution qui provient de ’analyse.

¢

L’argument de Hopf est encore valide si on considére le feuilletage “moyen” :

Wby () = {y € X | +37_,d(T*(2), T"(y)) === 0}

moy n— oo

Les fonctions invariantes par T sont ijoy—invariantes Plus généralement, les fonctions propres de
f— foT sont Wf,foy—invariantes Par contre les valeurs d’adhérence de f o T™ ne sont en général pas

invariantes par ce feuilletage.

Les théoremes précédents se généralisent en partie au cas de la mesure infinie. Si on peut trouver une
famille dénombrable d’ouverts U; de mesure finie telle que u(X\ UU;) = 0, alors les valeurs d’adhérence
de foT™, f € L?, sont W**-invariantes. La preuve est inchangée, la condition sur la mesure assurant
la densité dans L?(X) des fonctions Lipschitziennes L? bornées.

Cependant, en mesure infinie, il ne suffit pas de montrer que les fonctions L2 invariantes par T sont
constantes presque partout, pour obtenir ’ergodicité. Par exemple, pour une translation sur R, il n’y a
pas d’ensembles invariants de mesure de Lebesgue finie non nulle, et donc pas de fonction L? invariantes ;
mais il y a de nombreux ensembles invariants de mesure infinie dont le complémentaire est de mesure
infinie, et beaucoup de fonctions invariantes bornées.

En mesure infinie, ’argument de Hopf reste vrai si on suppose la mesure conservative, c’est-a-dire si tout
ensemble de mesure non nulle a une intersection de mesure non nulle avec un de ses itérés. La preuve
est basé sur le théoréme ergodique “quotient”, démontré par E. Hopf en 1937 dans le but d’étendre
l’argument au cas de la mesure infinie.

L’argument original de E. Hopf faisait appel au théoréme ergodique de Birkhoff, plutét qu’au lemme
de Banach-Saks, et n’utilisait pas de topologie faible. De ce point de vue, il ne permettait pas d’attaquer
la question du mélange fort de la transformation.

Le mélange faible reste accessible par ’argument original, en utilisant les sommes pondérées 2 e“‘efoTk
en lieu et place des sommes de Birkhoff. A partir des années 60, la question du mélange est étudiée par des
techniques entropiques. La tribu des ensembles invariants est remplacée par la tribu de Pinsker, composée
des ensembles appartenant & une partition d’entropie nulle, et I’argument de Hopf est démontré par ordre
de généralisation croissante, dans une série de travaux qui débute avec D.V. Anosov et Y. Sinai en 1967
et se termine avec F. Ledrappier et L. S. Young en 1984. Sous leur forme la plus générale, ces résultats
montrent 1’équivalence entre la tribu de Pinsker et la tribu des ensembles mesurables union de feuilles
stables “rapides” W:7, (z) = {y € X | lim L logd(T™(x),T"(y)) < 0}, pour tout difféomorphisme C?
sur une variété compacte. Le lien avec le mélange se fait par le biais de la remarque suivante : les valeurs
d’adhérence des suites de la forme f o T™ sont mesurables par rapport a la tribu de Pinsker.

Il est en général difficile de démontrer que la mesure de Lebesgue est absolument continue relativement
au feuilletage stable. Pour un flot géodésique sur une variété compacte & courbure strictement négative,
I’absolue continuité du volume est démontrée par D. V. Anosov en 1963. Le cas de la courbure négative
ou nulle n’est pas si bien compris, la question de ’ergodicité du volume reste ouverte a ce jour.

Il existe quelques exemples de surfaces & courbure négative ou nulle pour lesquelles on sait démontrer
I’absolue continuité du volume relativement aux feuilletages stables et instables. Par exemple, s’il existe
un point de courbure négative sur chaque géodésique, alors le flot géodésique est Anosov (Eberlein,
1973) ce qui entraine ’absolue continuité, et donc ’ergodicité. C’est le cas pour la surface d’équation
{(z,y,2) € T?| cos(x)+cos(y)+cos(z) = 0} car sa courbure ne s’annule qu’en un nombre fini de points.

La surface {(z,y,2) € T?| cos(x) + cos(y) + cos(z) = 0} intervient dans les travaux de T. J. Hunt
et R. S. Mackay (2003), qui donnent un exemple de systéme mécanique qui se rameéne a 1’étude du
flot géodésique sur cette surface. Le principe de Maupertuis constitue une autre motivation physique a
I’étude des flots géodésiques. Ce principe affirme qu’a haute énergie, un systéme hamiltonien se comporte
comme un flot géodésique associé a une certaine métrique sur ’espace des phases. Cette métrique est
cependant rarement & courbure négative.

L’identification des surfaces orientables complétes connexes et de courbure —1 a des quotients de
PSL>(R) découle du théoréme de Hadamard : ce théoréme affirme que I’application exponentielle, définie
de 'espace tangent en un point de la surface sur la surface elle-méme, est un revétement ; la métrique
se calcule explicitement dans ces coordonnées exponentielles : ds®> = dr? + shZ(r) d#?. Ceci permet
d’identifier le revétement universel de la surface au demi-plan de Poincaré H = {z € C | Re(z) > 0} muni
de la métrique 4zl Pour cette métrique, les isométries préservant ’orientation sont les homographies

Re(z) "
z %IZ, a, b, ¢, d € R, ad — bc = 1. Enfin, deux vecteurs unitaires de TH se déduisent 'un

de 'autre par le biais d’une unique homographie. D’un point de vue algébrique, ’isomorphisme entre
(a Z) € PSL2(R) et (z + iy, 0) € T*H est donné par la décomposition d’Iwasawa de la matrice.

c

11 existe des méthodes algébriques pour construire des quotients de PSL2(R) de volume fini. On peut
par exemple quotienter par PSLy(K), ou K est une algebre de quaternions sur un corps de nombres.
Ces constructions sont décrites par S. Katok [Ka92]. Voici un exemple : soit a,b € N deux nombres
premiers avec a qui n’est pas un carré modulo b. Le quotient de PSLo(R) par le groupe suivant est
compact :

{(b&oztilg\\//é) zg ti?\‘/ﬁ%) | zo, 1, 2,23 € Z, a3 —azi —bai +abzxl = 1}4
Les constructions les plus générales sont de nature géométrique et passent par I'identification de PSL2(R)
au fibré unitaire du demi-plan de Poincaré H.
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Dynamique topologique

Toutes les pensées vraiment sages ont déja été pensées des milliers
de fois ; mais pour les faire vraiment nétres, nous devons les penser
encore, honnétement, jusqu’a ce qu’elles prennent racine dans notre
expérience personnelle.

J. W. von Goethe (1749-1832)

Un systeme dynamique topologique est donné par un espace topologique X et une
application T : X — X. On s’intéressera au cas ou X est un espace métrique, et
ou T vérifie certaines conditions de compatibilité avec la topologie, par exemple T
continue ou borélienne. La suite x, T'(z), T(T(z)), ... des itérés d’un point z € X
constitue la trajectoire, ou encore [’orbite du point x.

Voici plusieurs exemples de systemes dynamiques topologiques :

— les systémes issus de la physique : la mécanique du point matériel peut étre décrite
a laide de la transformation qui associe aux conditions initiales (zq,v9) € R* x R3
la position et la vitesse (z,v) du point au temps 1.

— les systemes issus de l’algorithmique : lorsqu’une équation ne peut pas étre
résolue de maniere explicite, on peut chercher a approcher ses solutions a 'aide
d’une suite définie par récurrence 1 = T (xy,).

— les systémes issus de la théorie des probabilités : la répétition d’un épreuve de
maniere indépendante se décrit a ’aide d’un décalage défini sur un espace produit.

— les systémes issus de la géométrie : 1'étude d’une équation d’évolution (flot
géodésique, flot de Ricci...) donne des informations sur la structure de l'espace
sous-jacent.

— les systémes issus de l’arithmétique : un des premiers exemples est donné par
Gauss, qui remarque que le calcul du développement en fractions continues peut se
faire a 'aide d’une transformation qui préserve une mesure naturelle.

— les systemes issus de la théorie des groupes : on peut regarder des actions linéaires
sur des quotients de groupes de matrices, ou méme faire agir un élément du groupe
par translation sur le quotient. Le systeme obtenu possede en général une dy-
namique non triviale.

Soit « un point de X. Que peut-on dire du comportement de la suite {T"(x) }nen
en général ? Il est possible que cette suite soit convergente. C’est le comportement
souhaité lorsque le systeme doit permettre de calculer les solutions d’une équation.
A T'opposé, la trajectoire peut étre dense dans ’espace X. C’est presque toujours
le cas lorsque la transformation est ergodique relativement & une mesure finie de
support total.

En général, ces deux comportements peuvent coexister au sein d’un méme sys-
teme. Afin de les distinguer, on introduit la notion d’ensemble non-errant. Les
points qui n’appartiennent pas a cet ensemble, sont ceux qui possedent un voisinage
distinct de tous ses itérés. Leur trajectoire ne peut pas étre dense ; elle ne peut pas
non plus revenir proche de son point de départ. La trajectoire d’un point arbitraire
ne peut pas s’accumuler sur un point errant. Elle doit donc partir a 'infini, ou
terminer dans I’ensemble non-errant.

On va faire usage dans ce chapitre du théoreme de Baire. Ce résultat joue un role
important en dynamique topologique. Il est valide dans tout espace topologique-
ment complet, c’est-a-dire dans tout espace topologique homéomorphe & un espace
métrique complet, et s’énonce comme suit : dans un tel espace, toute intersection
dénombrable d’ouverts denses est dense. Les espaces métriques complets ou lo-
calement compacts sont des exemples d’espaces topologiquement complets, et c’est
souvent dans ce cadre qu’est énoncé le théoreme de Baire.
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Dynamique topologique
Définition
Soit X un espace métrique et T : X — X une application. Cette application est
dite transitive si pour tout ouverts non vides U,V C X, on peut trouver une suite
n; — oo telle que T~ U NV est non vide ; cf fig.1.
T est topologiquement mélangeante si pour tout ouverts mon vides U,V C X, on
peut trouver N € N tel que pour tout n > N, T~"U NV est non vide.

Une application topologiquement mélangeante est transitive. Le lien avec l’ergo-
dicité et le mélange en mesure découle des définitions :

Théoreme

Soit X un espace métrique ; une transformation borélienne de X qui préserve une
mesure borélienne finie ergodique de support total est transitive. Si la mesure est
mélangeante, T est topologiquement mélangeante.

Si T est ergodique, on peut montrer l'existence d’un point dont 'orbite est dense :
Définition

Soit X un espace métrique et T : X — X une application. L’ensemble w-limite de
x est lensemble de toutes les valeurs d’adhérence de la suite {T"x}neN -

wx) = {yeX |3 ni—>o0, Thr -y} = ﬂ{Tkaon}
neN
Proposition
Soit X un espace métrique, p une mesure borélienne finie et T : X — X wune
application borélienne qui préserve . On suppose p ergodique. Alors, pour presque
tout x € X, supp p C w(x).

Preuve

Soit {z; }ien une partie dénombrable de supp u, dense dans supp p, et r € Q positif.
Les ensembles B(z;,r) sont de mesure positive. Par ergodicité, pour presque tout
x € X, pour tout ¢ € N et r € Q positif, on peut trouver une infinité de n tels que
T™(z) € B(x;,r). Pour ces x, on a x; € w(z), Vi € N, et donc supp p C w(z).

Corollaire

Soit X un espace métrique et T une transformation borélienne de X qui préserve
une mesure borélienne finie ergodique, de support total. Alors on peut trouver un
point x € X tel que w(x) = X ; cf fig.2.

Dans un espace topologique, un ensemble est dense si et seulement si il rencontre
tous les ouverts. L’existence d’un point z tel que w(z) = X implique donc la
transitivité. Pour établir une réciproque, considérons 1'égalité suivante :

freX|w@=x}= () () UrU

U ouvert NN n>N

On peut restreindre la premiere intersection aux ouverts appartenant a une base de
la topologie ; si X est & base dénombrable, Uensemble {z € X | w(z) = X} peut
donc s’écrire comme une intersection dénombrable d’ouverts.

Théoréeme
Soit X un espace séparable topologiquement complet, T : X — X wune application
continue. Alors T est transitive si et seulement s’il existe v € X tel que w(x) = X.

Preuve

Si T est transitive, les ensembles U,~ T ~"U sont denses car ils rencontrent tous
les ouverts. L’ensemble {z € X | w(xz) = X} est une intersection dénombrable
d’ouverts denses ; il est donc non vide par le théoreme de Baire.
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Définition de I’ensemble récurrent
Un point © € X est récurrent si © € w(x), c’est-a-dire si on peut trouver une suite
n; — oo telle que T™x — x. L’ensemble des points récurrents sera noté R.

On vient de voir que si T est continue, l'ensemble des x € X tels que w(z) = X
est une intersection d’ouverts. Il en va de méme pour les points récurrents. Ceci
provient de ’égalité suivante, valide dans tout espace métrique :

{reX|zcw@} = () () U {zeX|daTrz)<}}

kEN* NeN n>N

Le résultat suivant est a rapprocher du théoréme de récurrence de Poincaré.

Théoreme

Soit X un espace métrique, p une mesure borélienne finie et T : X — X wune
application borélienne qui préserve p. Alors, presque tout point du support de p est
récurrent.

Preuve

Soit {z;}ien une partie dénombrable de supp p, dense dans supp p (cf annexe) ;
soit D ’ensemble des boules centrées en les x; et dont le rayon est rationnel. Pour
tout U € D, I'ensemble {z € X | T*x € U pour une infinité de k si x € U} est de
mesure totale dans X, d’apres le théoreme de récurrence de Poincaré. L’ensemble
suivant est donc de mesure totale dans X :

{reX |VYUeD, zcU implique Tz € U pour une infinité de k}

On termine en remarquant que pour tout x € supp u, 'ensemble des U € D tels
que x € U forme une base de voisinages de x.

Définition de I’ensemble non-errant

Un point x est non-errant si pour tout ouvert U contenant x, on peut trouver une
sugte n; — oo telle que T~™(U)NU est non vide. L’ensemble des points non-errants
est noté €.

L’ensemble non-errant contient tous les ensembles w-limites : V x € X, w(x) C Q.
L’ensemble non-errant est fermé ; les points récurrents sont non-errants, on a donc :

Corollaire
Soit X un espace métrique, yi une mesure borélienne finie et T : X — X une
application borélienne qui préserve p. Alors supp p C R C Q.

Pour les transformations continues, on a le critere suivant :

Proposition

Soit T une application continue définie sur un espace métrique. Un point x est
errant (v & Q) si et seulement si on peut trouver un ouvert U contenant x tel que
T "UNU est vide pour tout n > 1 ; cf fig.3.

Preuve

Si x est périodique de période p>0, x est non errant car x € T-"*UNU, Vk > 0.
Soit x ¢ €. 1l existe un ouvert U contenant z et N > 1 tel que pour tout n> N,
T="UNU = ¢. Soit r = imin{d(T"z,z) | n < N} et V Dlintersection de U avec
tous les T~"B(T"z,r), 0 < n < N. L’ensemble T~V NV est vide pour tout i > 1,
car inclus dans T°UNU si i > N, et inclus dans T~ (B(z,r)NB(T'z,r)) sii < N.

Enfin, si T est une transformation inversible de X, ensemble non-errant de 7!

coincide avec celui de T. Qui plus est, T~! est transitif (resp. topologiquement
mélangeant) si et seulement si T est transitif (resp. topologiquement mélangeant).
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figure 1 : Transitivité

figure 2 : Transitivité des automorphismes hyperboliques du tore

On itére un point x du tore T pris au hasard & l'aide de la transformation (? i)

1000 itéres de x 10000 itérés de x 100000 itérés de x

figure 3 : Ensemble non-errant

U @ @
Supposons T inversible.

x est errant si et seulement si
on peut trouver un voisinage U de x disjoint de tous ses itérés.
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Exercices

exercice 1 :
Soit X un espace métrique, T' : X — X une application continue et z € X. Montrez
que T'(w(z)) C w(z). Montrez que T(R) C R. Montrez que T'(Q2) C €.

On suppose que X est compact. Montrez que T(w(z)) = w(x).

exercice 2 :
Soit X un espace métrique sans point isolé, T : X — X une application et z € X.
Montrez que si U T"z est dense dans X, alors w(z) = X et T est transitive.

neN
exercice 3 :

Soit X un espace métrique, T': X — X une application. Soit z,y € X. Montrez
que si d(T"z, T"y) ——— 0, alors w(x) = w(y). Montrez que w(Tx) = w(x).

n—o0

exercice 4 :
Donnez un exemple d’homéomorphisme de R? dont I’ensemble non-errant est vide.

exercice 5 :
Soit X un espace métrique, p une mesure borélienne finie sur X, 7' : X — X une
application borélienne. On suppose qu’il existe x € X et n; — oo tels que :

1 n;—1
— Z Orky——orp  étroitement
(3
k=0

Montrez que supp p C w(x).

exercice 6 :

Construire une application holomorphe bijective du disque unité fermé dans lui-
méme qui possede un unique point fixe. Est-elle transitive, topologiquement mélan-
geante 7 Quelles sont les probabilités boréliennes invariantes par cette application ?
Sont-elles ergodiques ?

exercice 7 :
Soit X un espace métrique compact et 7' : X — X une application continue sur-
jective. Soit U un ouvert de X, différent de X, tel que T(U) C U. Montrez que
Pensemble U T7™(U) n’est pas égal a X.

neN
exercice 8 :
On considere le décalage o({7;}ien) = {Zit1}ien défini sur I'espace X = {0, 1}N.
Cet espace est muni de la topologie produit. On considere ’ensemble suivant :
F = {{x;} | Vk € N, 2 = 1 implique z44; = 0}. Trouvez des points x € X tels
que w(x) = F. Méme question avec F' réduit au point {0};en-.

exercice 9 :

Soit X un espace métrique topologiquement complet, 7' : X — X une application
continue. Soit x un point dont I'orbite est fermée. Montrez que x est pré-périodique
ou w(x) est vide.

exercice 10 :

Soit X un espace métrique sans point isolé, T': X — X un homéomorphisme. On
suppose qu’il existe x € X tel que U T"x est dense dans X. Montrez que T est
transitive. nEZ

exercice 11 * :
Donnez un exemple de systeme dynamique continu transitif mais pas ergodique.

34



Commentaires

On vient de voir que pour une transformation préservant une mesure finie de support total, presque tous
les points sont récurrents. Stricto sensu, c’est ce résultat qui devrait s’appeler théoréeme de récurrence
de Poincaré. Voici comment il est énoncé dans le mémoire de 1890, “Sur le probléme des trois corps et
les équations de la dynamique” :

“Si on laisse de coté certaines trajectoires exceptionnelles, dont la réalisation est infiniment peu
probable, on peut démontrer que le systéme repassera une infinité de fois aussi prés que l’on voudra
de sa position initiale.”

L’usage réserve cependant le terme de Théoreme de Récurrence de Poincaré a I’énoncé purement mesu-
rable démontré précédemment.

Il existe d’autres concepts de récurrence. Un point x est dit récurrent par chaine si pour tout € > 0, on
peut trouver n € N et z1,x2,...x, avec 1 = x,, = x, tels que d(T(z;),xi4+1) < € pour tout ¢ < n. En
d’autres termes, quitte & s’autoriser une petite erreur & chaque itération, on peut revenir arbitrairement
pres du point de départ. Un point non-errant est récurrent par chaine, et I’ensemble des points récurrents
par chaine est fermé, invariant par T. Le résultat suivant, di & C. Conley (1978), est une premiere étape
dans la décomposition de X en ensembles invariants. Supposons X métrique compact, f continue. Il
existe une fonction continue v : X — R constante sur les orbites des points récurrents par chaine,
et strictement décroissante sur les autres orbites ; de plus P(R) est d’intérieur vide.

On peut caractériser la transitivité en terme de fonctions invariantes (Keynes Robertson, 1968) :  Soit
T : X — X un homéomorphisme défini sur un espace métrique sans point isolé. Alors T est transitive
st et seulement si toute fonction invariante par T, dont l’ensemble des points de continuité est dense,
est constante sur un Gg-dense.

On a utilisé le théoréeme de Baire, pour montrer que si tout ouvert invariant non vide est dense, alors
la transformation admet un Gs-dense de points qui ont tous une orbite dense. Ici, le théoréme de Baire
joue un réle analogue au théoréme ergodique dans le cadre mesurable : ’absence d’ensembles invariants
non-triviaux donne un “gros” ensemble de points dont ’orbite occupe beaucoup d’espace.

Le théoréme de Baire est valide dans tous les espaces topologiquement complets, c’est-a-dire dans
tout espace topologique homéomorphe & un espace métrique complet. Un sous-ensemble d’un es-
pace topologiquement complet est topologiquement complet si et seulement si c’est une intersection
dénombrable d’ouverts (Théoréme de Mazurkiewicz, Alexandrov). Les espaces métriques localement
complets (i.e. ceux dont chaque point admet un voisinage complet), a fortiori les espaces métriques
localement compacts, sont topologiquement complets ; pour le démontrer, il suffit de vérifier qu’un tel
espace est 'intersection de tous ses 1/k-voisinages dans sa complétion. La boule unité ouverte d’un
espace de Hilbert est un exemple d’espace topologiquement complet qui n’est ni localement compact, ni
complet pour sa métrique naturelle.

En lien avec la théorie de la mesure, il est intéressant de travailler avec des espaces séparables, c’est-
a-dire avec des espaces qui possédent une partie dénombrable dense. Un espace polonais est un espace
topologique homéomorphe & un espace métrique séparable complet. Un tel espace posséde une base
dénombrable d’ouverts, le théoreme de Baire est vérifié, et les mesures finies boréliennes sont automa-
tiquement intérieurement régulieéres (cf annexe). Les espaces polonais fournissent donc un cadre de
travail naturel pour les questions de dynamique topologique, si on souhaite sortir du cadre des espaces
métriques compacts.

Soit T' une application continue et 2 son ensemble non-errant. L’ensemble non-errant de la restric-
tion de T' & 2 n’est pas forcément égal & . Contrairement a la récurrence, il ne suffit pas d’examiner
la trajectoire d’un point x pour déterminer s’il est errant ou non. En effet, les trajectoires assur-
ant le retour au voisinage de x peuvent s’éloigner de 'orbite de z.

On a dessiné un exemple ci-contre. La transformation est définie sur

[0,7]2. Elle posséde cinq points fixes. Le point au centre du carré o—<——o

est attractif et tous les points & 'intérieur du carré convergent vers ce
point. Les points sur le bord du carré convergent vers 'un des quatre
sommets. L’ensemble non-errant de la transformation est constitué
de tous les points sur le bord du carré. Apres restriction au carré,
I’ensemble non-errant ne contient plus que les quatre sommets. Une
telle transformation peut étre construite a partir du flot d’équation : o—»——o
2’ = sin(z) (cos(y) + 1/10cos(z)), y" = sin(y) (1/10 cos(y) — cos(z)).

Une transformation transitive étant donnée, il est en général difficile de déterminer si un point parti-
culier a une orbite dense. Par exemple, la transformation de 'intervalle [0, 1] donnée par = — 4x(1 — x)
est transitive ; peut-on exhiber un nombre rationnel explicite dans [0, 1] qui admette une orbite dense
sous ’action de cette transformation ? Cette question revient & trouver un rationnel r tel que la suite

{%arcsin(r}}nzo est dense dans R/Z. La question est ouverte, méme si numériquement, il semble que
la plupart des rationnels ont effectivement une orbite dense.
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Non-errance

Et il s’efforgait, poussant ce rocher des mains et des pieds jusqu’au
faite d’une montagne. Et quand il était prés d’atteindre ce faite, alors
la force lui manquait, et l"immense rocher roulait jusqu’au bas. Et il
recommencgait de nouveau, et la sueur coulait de ses membres, et la
poussiére s’élevait au-dessus de sa téte.

Homere

Considérons un systeme dynamique donné par un espace métrique localement com-
pact X et par une application continue 7' : X — X. Un point est errant s’il admet
un voisinage disjoint de tous ses itérés.

Un point peut étre non-errant et pourtant avoir une trajectoire qui part a Uinfini.
Voici un exemple : considérons un systeme dynamique défini sur un ensemble com-
pact, préservant une mesure de probabilité et possédant un point fixe, par exemple
un automorphisme d'un tore plongé dans R3. Envoyons le point fixe & ’infini,
en s’arrangeant pour que l'aire de la surface obtenue reste finie. Tous les points
sont non-errants car le systeme préserve une mesure finie de support total, mais les
points qui convergeaient vers 'origine partent maintenant a l'infini.

Lorsque tous les points sont non-errants, ce comportement est cependant excep-
tionnel. On va montrer que dans cette situation, les points récurrents forment un
Gs-dense de points sur X : la plupart des trajectoires reviennent arbitrairement
proches de leur position initiale.

A Topposé, que peut-on dire si I’ensemble non-errant est fini ? Dans ce cas,
le systéme n’a qu’'un nombre fini de points périodiques et toutes les trajectoires
partent a l'infini ou convergent vers une de ces orbites périodiques. Cette situation
se rencontre en mécanique lorsqu’on prend en compte les forces de frottement.
L’énergie n’est pas conservée et le systeme finit par atteindre une position d’équilibre
stable. D’un certain point de vue, c’est le comportement asymptotique le plus simple
qu’on puisse observer pour un systeme dynamique.

Ce genre de dynamique existe sur toutes les variétés compactes. Voici comment
construire des exemples en dimension 2 : toute surface compacte orientable est
homéomorphe & une sphére, un tore ou un “beignet”. Elle peut donc étre découpée
en pantalons et en disques. Il suffit donc de construire des transformations sur
chacun des morceaux, de fagon a ce qu’elles se correspondent par le biais des rec-
ollements.

Lorsque ’ensemble non-errant est fini, on peut représenter la dynamique a ’aide
d’un graphe ; les sommets du graphe sont les points de I’ensemble non-errant et
deux sommets sont connectés s’il existe une trajectoire reliant les deux points. Une
telle représentation s’avere utile dans les problemes de classification.

On va utiliser le théoreme de Baire dans ce chapitre. Rappelons qu'un es-
pace topologiquement complet est un espace topologique homéomorphe & un espace
métrique complet ; pour saisir l'intérét de cette notion, on peut penser a l'intervalle
10, 1], qui n’est pas complet pour sa distance naturelle, mais qui est topologiquement
complet. Dans un tel espace, le théoreme de Baire est satisfait : toute intersection
dénombrable d’ouverts denses est dense.
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Non-errance

Soit X un espace métrique, 7' : X — X une application continue. On rappelle la
définition de ’ensemble non-errant :

QO ={z € X | YU ouvert contenant x, In; — oo tq T-UNU # ¢}

Cet ensemble est fermé, satisfait T'(2) C , et contient tous les ensembles limites
w(x) ={y | In; = cotq T™(x) — y}. La feuille stable d’un point € X est
définie par :

W*(z) ={ye X [d(T"(2),T"(y)) 555> 0}

n—oo

Les résultats qui suivent décrivent la dynamique de T dans les cas extrémes € fini
et Q= X.

Théoreme

Soit X un espace métrique localement compact, T : X — X wune application con-
tinue. On suppose que l’ensemble non-errant ) de T est fini. Soit P l’ensemble des
points périodiques de T. Alors tous les points de X ont une orbite qui est attirée
par un point périodique, ou qui part a linfini :

X= W@ U {2 w@) =0}
z€P
Preuve
Soit xp € X. Considérons un point dans w(xg) C Q ; comme son orbite est con-
tenue dans 2 qui est fini, un de ses itérés p est périodique. Notons [ sa période et
remplacons p par une de ses images de telle sorte qu’il appartienne a ’adhérence de
{T™(z0)}nen. Soit eg > 0 tel que {x € X | d(p,z) < g0} soit compact et disjoint de
Q\{p}. Pour tout § < g¢ suffisamment petit, on a I'inclusion 7*(B(p, §)) C B(p, o).
cf fig 1.

Comme la couronne {z | § < d(p,z) < g} est compacte, disjointe de €2, elle ne
contient qu’un nombre fini d’itérés de xy. Par conséquent, on peut trouver un
N € N tel que pour tout n > N, T™(z¢) est dans B(p,d) U B(p,&0)¢. Soit n > N ;
si T (zo) est dans B(p, ), T'(T™(z0)) est dans B(p,eo) et done T HD!(z) est
dans B(p,d). Par récurrence, T™ (z¢) est dans B(p,d) pour tout n suffisamment
grand. Ceci montre que 7™ (z) converge vers p et xg est dans W**(p).

Remarque
Plus généralement, si w(x) rencontre une partie compacte invariante K de Q qui
est isolée dans Q ( ie d(K,Q\K) > 0), alors w(z) est contenu dans K.

Théoréeme

Soit X un espace métrique topologiquement complet, T : X — X wune application
continue. On suppose que l’ensemble non-errant de T est égal a X. Alors les points
récurrents sont denses dans X .

Preuve
Posons
Uy = |J{z e X |d@Tr2) <} }.
n>N
L’ensemble des points récurrents coincide avec 'intersection des Uy ny pour tout
k,N € N*. SiQ = X, alors les ouverts Uy, ;v sont denses dans X ; il suffit d’appliquer
le théoreme de Baire pour conclure.

Remarque

En général, les points récurrents sont denses dans 'intérieur de  (si cet intérieur
est non vide), mais pas forcément dans 2. De plus I'ensemble non-errant de la
transformation T restreinte a €2 n’est pas toujours égal a €.
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Exemples

— Dynamique Nord-Sud
Soit z € R™ et A € R. On considere 'application x — Az. Cette application

peut étre étendue a la sphere S™ a ’aide de la projection stéréographique définie de
{(z,t) e R" x R | |z|> + t* = 1} sur R" et donnée par (z,t) — 2%. L’application
obtenue est un homéomorphisme de S™. Si |A\| # 1, son ensemble non-errant est
composé d’'un point fixe attractif et d’un point fixe répulsif. cf fig. 2.

— Un point-selle sur S?

On considere I'application de R? dans R? donnée par (z,y) — (32 + 7 ).
L’ensemble non-errant se compose des points (—1,0) et (1,0) qui sont attractifs, et
du point (0,0), qui est un “point-selle”. Leurs feuilles stables sont données par :

W= (£1,0) = {(z,y) | £2 >0}, W*(0,0) = {(z,y) | = = 0}

Cette application peut se relever & la sphére S? & ’aide de la projection stéréogra-
phique, auquel cas le pole nord devient un point fixe répulsif. cf fig. 3.
L’application (z,y) — (%(|z + %| — |z — %| + ), %y) a une dynamique similaire ;
elle est linéaire au voisinage des points fixes.

— Encore la sphere

Soit A une matrice n X n & coefficients réels qui possede n valeurs propres réelles dis-
tinctes, et soit f : S"~1 — S"~! Papplication donnée par f(z) = ﬁ. L’ensemble
non-errant est composé de n points qui peuvent étre fixes ou périodiques de période
deux, selon le signe des valeurs propres.

— Recollement au niveau des points attractifs

Considérons deux homéomorphismes fi, fo de la sphere S2. On suppose que fi
possede un point fixe p; attractif et qu’il existe une carte locale U; autour de ce
point dans laquelle f; est de la forme x +— %x On suppose également que fy possede
un point fixe répulsif de la forme z +— 22 dans une carte U, bien choisie.

On peut alors construire une nouvelle surface en supprimant des disques autour
de p1 et p2 et en raccordant les deux spheres a ’aide d’un cylindre joignant les
deux trous. Pour cela, on se place dans des systéme de coordonnées polaires (71, 61)
autour de py et (rq,02) autour de ps. On supprime les deux disques {|ri| < 1/4},
{|r2| < 1/4} et on raccorde les anneaux {1/4 < |r1| < 1}, {1/4 < |r2] < 1} & laide
de Vapplication (rz,02) = (4r7*,61). Les applications f; et fo se correspondent
par le biais de ce recollement et donnent un homéomorphisme f de notre nouvelle
surface. L’ensemble non-errant de f est égal a I'union des ensembles non-errants de
f1 et fo privés de py et pa. cf fig. 4.

On peut aussi recoller deux points fixes p1, p2 d’'un méme homéomorphisme fi.
Si le bassin d’attraction de p; est disjoint du bassin de répulsion de p2, ’ensemble
non-errant obtenu est égal a celui de fi, privé des deux points p; et ps.

Par contre, si les deux bassins ne sont pas disjoints, il peut arriver que I’ensemble
non-errant soit plus gros que celui de l'application initiale. C’est le cas par ex-
emple lorsqu’on recolle le péle Nord au pole Sud dans une dynamique Nord-Sud ;
I’application obtenue est une translation sur le tore, tous les points sont non-errants.

Graphe associé a la dynamique

Pour représenter la dynamique, on peut construire un graphe orienté comme suit :
Les sommets sont les points de €2. On relie deux sommets par une aréte orientée si
on peut trouver un point avec des itérés négatifs qui tendent vers le premier point,
et des itérés positifs qui tendent vers le second point. En d’autres termes, z,y € Q)
sont reliés si W*¥(x) NW**(y) # ¢. La présence de cycles dans ce diagramme peut
indiquer la présence de points récurrents pour la transformation. cf fig. 5.
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figure 1 : Ensemble non-errant fini

figure 2 : Dynamique Nord-Sud
N N
figure 3 : Un point Selle sur la sphére

N N
/ ;‘ Qs \
figure 4 : Recollement

figure 5 : Graphe associé a la dynamique
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Exercices

exercice 1 :
Soit v € R On considere une translation T'(x) = x + v définie sur le tore T4, A
quoi est égal son ensemble non-errant ?

exercice 2 :
Soit X un espace métrique et 7' : X — X un homéomorphisme dont ’ensemble
non-errant est fini. Montrez que cet ensemble est composé de points périodiques.

exercice 3 :
Soit T" un homéomorphisme défini sur un espace compact X. Soit x € X. On définit
la feuille instable de z par : W*"(z) = { y € X | d(T"(2), T~ "(y)) — == 0}.

n—00

Supposons que I’ensemble non-errant €2 de 7" est fini. Montrez que X = U W ().

€N
exercice 4 :

Soit X un espace localement compact, T : X — X continue et K C 2 un compact
isolé dans €2, tel que T'(K) C K. Soit W**(K) ={y € X | d(T"(y), K) ==~ 0}.
On consideére z € X ; montrez que si w(z) N K # ¢, alors x € W**(K).

exercice 5 :
Donnez un exemple d’application continue définie sur S, dont ’ensemble non errant
est réduit a un point. Que dire de la dynamique d’une telle application ?

exercice 6 :

Soit T une application continue définie sur un espace métrique X. Montrez que
I’ensemble non-errant de 72 est inclus dans celui de 7. Donnez un exemple ol
I’inclusion réciproque est fausse.

exercice 7 :
Etudiez la dynamique de 'application T : S' — S' donnée par la formule :

T(z) =z + 55 (1 — cos(4nx)).
Etudiez ensuite la dynamique de I’application de T? définie par (z,y) — (Tx, Ty).

exercice 8 :
On considere a,b € C satisfaisant |a|?> — [b|> = 1. Montrez que 'homographie
Z gzzig envoie le disque unité fermé {z € C | |z| < 1} dans lui-méme. Calculez

les points fixes de cette homographie et déterminez son ensemble non-errant.

exercice 9 :
Construisez des homéomorphismes de la sphere S? avec un ensemble non-errant qui
possede un, trois, sept éléments.

exercice 10 :
Donnez un exemple de difféomorphisme défini sur la surface de genre 2 (ie le beignet
& deux trous), dont I’ensemble non-errant est fini.

exercice 11 :

Soit F' un sous-ensemble fermé de [0, 1]. Construisez un homéomorphisme de [0, 1]
dont I'ensemble des points fixes est égal a F'. Construisez un homéomorphisme de
[0,1] dont Pensemble non-errant est égal a F.

exercice 12 * :
Soit X un espace métrique compact, T' : X — X une application continue. Soit
z € X tel que w(x) ne contienne que des points fixes de T. Montrez que

En déduire que w(x) est connexe. On suppose de plus que ’ensemble non-errant de

T est dénombrable. Montrez que la suite 7" (z) converge.
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Commentaires

Lorsqu’on perturbe un homéomorphisme en topologie C°, I’en-

semble non-errant peut rester proche de sa position initiale, ou

au contraire “exploser”. Considérons par exemple une homo-

graphie z — g:j:ab, la]? — |b|? = 1, du disque unité fermé dans

lui-méme. Si a + b = 2, ’ensemble non-errant est restreint au

point fixe qui se trouve sur le bord du disque. Si |a + b| < 2,

P’application est conjuguée a une rotation et tous les points du

disque sont non-errants. Dans le cas a + b = 2, le graphe as-

socié a la dynamique est composé d’un seul point, et d’une boucle en ce point. C’est ’exemple le plus
simple de graphe possédant un cycle. La présence de cycles est souvent révélateur d’une certaine forme
d’instabilité dans la dynamique. On peut étudier ces probléemes de stabilité & l’aide de filtrations ; cf
Shub [Sh78] ch 2 et 3.

Une variété compacte M étant donnée, on peut toujours construire sur M un homéomorphisme T
dont ’ensemble non-errant est fini. Par contre, il n’est pas toujours possible de construire un homéo-
morphisme T dont I’ensemble non-errant est fini, et dont les points périodiques sont prescrits. Supposons
par exemple qu’il existe au voisinage de chacun des points périodiques une carte locale dans laquelle T'
est linéaire, sans valeur propre de module 1. Soit n; le nombre de points périodiques pour lesquels
I’application linéarisée a un sous-espace instable de dimension i. On a la formule suivante due a Smale :

d(=1)ini =x
ou x est la caractéristique d’Euler de M. Pour une surface orientable M de genre g, cela donne :
no —ni + ng = 2 — 2g. On voit donc, par exemple, qu’on ne peut pas trouver d’homéomorphisme sur
M dont I’ensemble non-errant est composé d’un point attractif (no = 1), d’un point répulsif (n2 = 1) et
d’un point selle (n1 = 1).

Voici comment on démontre la formule donnée plus haut dans le cas des surfaces : on remarque que
les feuilles instables W*" des points selles forment les arétes d’une “triangulation” de la surface, dont les
sommets sont les points selles et les points répulsifs de T, et dont les faces sont les bassins d’attraction
W*? des points attractifs. La formule de Morse-Smale se déduit alors de la relation d’Euler, qui relie le
nombre de sommets, d’arétes et de faces d’une “triangulation” de la surface & sa caractéristique d’Euler.

Dans les exemples obtenus plus haut en recollant des demi-spheres et des “pantalons”, la caracté-
ristique d’Euler de la surface est égale a la différence du nombre de demi-sphéres et du nombre de
“pantalons”. Le nombre de demi-spheres est égal & ng 4+ n2 tandis que le nombre de pantalons est égal
a ny. On obtient bien la formule recherchée.

Un difféomorphisme de type Morse-Smale est un difféomorphisme défini sur une variété compacte con-
nexe, dont ’ensemble non-errant est fini et dont les points périodiques sont hyperboliques ; on demande
de plus que les variétés stables et instables des points périodiques s’intersectent de maniere transverse,
si elles s’intersectent. Les exemples construits plus haut sont des exemples de difféomorphismes Morse-
Smale. Ces transformations sont stables, au sens ou tout difféomorphisme proche d’une telle application
en topologie C! lui est CY-conjuguée.

Le calcul de I’ensemble non-errant peut s’avérer difficile en pratique : par exemple, on ne sait toujours
pas si tous les points sont non-errants pour un difféomorphisme Anosov défini sur une variété connexe.
De méme I’étude de la dynamique d’un polynéme quadratique z — z? + ¢ passe par une démonstration
sophistiquée d’un théoréme de non-errance.
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Conjugaison

The source of all great mathematics is the special
case, the concrete example. It is frequent in math-
ematics that every instance of a concept of seem-
ingly great generality is in essence the same as a
small and concrete special case.

P. R. Halmos (1916-2006)

Soit Y un espace métrique et T : Y — Y une application continue. Il n’est en
général pas possible de calculer explicitement les itérés T™(z), afin de décider de la
convergence ou de la divergence des orbites individuelles.

On peut par contre chercher un nouveau systeme de coordonnées dans lequel
la transformation a une expression plus simple, permettant le calcul effectif de ses
itérés. Soit X un autre espace métrique et S : X — X une application continue. On
dit que T est conjuguée a S, d’un point de vue topologique, si on peut trouver un
homéomorphisme ¢ : X — Y qui satisfait po.S =T o p. L’application ¢ représente
le changement de coordonnées et S est I'expression de T dans ce nouveau systeme
de coordonnées.

De la relation ¢ 0 S = T o ¢, on déduit I’égalité : T" = p o S™ o ¢! pour tout
entier n. La conjugaison ¢ met donc en bijection les orbites de S et celles de T'. Si
une trajectoire de S est convergente, alors son image par ¢ est aussi convergente ;
si elle est dense, son image est dense. Si un ensemble ou une mesure est invariant
par S, son image est également invariante par T, etc. Les dynamiques de S et T se
correspondent, et I’étude de T se ramene a celle de S.

Peut-on, par le biais d’une conjugaison, ramener 1’étude d’un systeme dynamique
général a celle d'un petit nombre d’exemples bien choisis 7 Voici deux familles de
systemes dynamiques pour lesquelles ce but a pu étre atteint :

— les systémes mécaniques completement intégrables : probléeme des deux corps,
mouvement géodésique sur un ellipsoide, oscillateurs harmoniques, déplacement
d’un solide dans un fluide idéal, toupie symétrique fixée par son extrémité. Ils
peuvent étre conjugués a des rotations sur des tores.

— les transformations des variétés riemanniennes compactes dilatant une métrique.
La encore, on peut les ramener a ’étude d’un systeme algébrique sur un espace
homogene. Ces transformations ont un comportement nettement plus désordonné
que les systemes intégrables ; par exemple, elles sont topologiquement mélangeantes,
ce qui n’est jamais le cas pour un systeme complétement intégrable.

Dans la suite, on étudie trois exemples : le premier est donné par une application
de lintervalle, qui s’avere dilatante apres un changement judicieux de coordonnées.
Le second provient de la physique ; il s’agit du pendule simple soumis & un champ
de forces constant. Le troisieme s’obtient en itérant une fraction rationnelle sur
le plan complexe étendu C U {oo}. Dans chacun de ces exemples, la conjugaison
repose sur une identité remarquable satisfaite par une fonction bien choisie. De ce
point de vue, ces systemes peuvent paraitre plutot exceptionnels.

Construire des conjugaisons est en général difficile, méme si on affaiblit les condi-
tions de régularité sur . Le probleme de la conjugaison topologique des décalages
de type fini est toujours ouvert.
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Conjugaison
Définition
Soient X et Y deux espaces métriques, S : X — X et T : Y — Y deuzr appli-

cations boréliennes (continues, C*). Une semi-conjugaison entre S et T est une
application borélienne (continue, C*) o : X — Y qui satisfait : po S = T o .

En d’autres termes, le diagramme ci- g

contre commute. On parle de conju- X r X
gaison lorsque ¢ est bijective, d’in- 4 r 4
verse borélien (continu, C*). Y ——Y
Exemples

— L’application z — 2x mod 1 est semi-conjuguée au décalage sur un alphabet a
deux symboles par le biais de ’application continue :

e {0, 1N = [0,1]
{aitien = X 5t
— Considérons 'application T": [0, 1[— [0, 1[ définie par :

T(y)=4y(1-y)
Posons p(z) = sin*(5z) ; élevons au carré la formule trigonométrique suivante :
sin(2 §x) = 2 sin(Fx) cos(5x). On obtient 'égalité : ¢(2x) = 4p(x)(1 — ¢(x)),
c’est-a-dire : p(22) = T(p(z)). L’application T est donc semi-conjuguée & ’appli-
cation S(z) = 2z définie de R dans R.
Théoreme
Soit S: X - X etT:Y — Y deux applications boréliennes semi-conjuguées par
le biais d’une application borélienne p. Soit u une mesure borélienne S-invariante.
Alors son image . est une mesure borélienne invariante par T. Si S est ergodique
relativement & p (resp. mélangeante) alors T est ergodique (resp. mélangeante)
relativement a @y i.

Preuve
— Montrons Uinvariance de p. i : Ti(@apt) = (To@)spt = (00S) st = ©u(Sift) = Quph.
— Soit A C Y un ensemble T-invariant. Montrons que ¢~ *(A) est S-invariant :

S~ (¢7H(A) = (po 8)7H(A) = (Top) ' (A) = ¢~ ' T~ (4) = ¢~ '(A).
Comme p est ergodique, ¢~ *(A) est négligeable, ou de complémentaire négligeable,
relativement & p. Il en va donc de méme pour A relativement & ¢, u.
— Pour le mélange, soit A, B C Y deux sous-ensembles boréliens.

pup(T""ANB) = p(p ' T "ANe ' B) = p(S "o " ANy~ 'B).

Cette quantité converge vers pu(p~1A) u(p~1B), ce qui est la valeur recherchée.
Exemple
Posons S(x) = 2z si ¢ € [0,1/2], S(z) = 2 — 2z si € [1/2,1] ; cest-a-dire
S(x)=1—1]2¢—1|siz € [0,1[; ¢f fig.-1. Un calcul direct montre que S est conjugué
aT(y) = 4y(1—y) sur [0, 1] par le biais de ’homéomorphisme y = ¢(z) = sin*(5x).

r—=1—|2zx—1|

[0,1] [0,1]

o] |«
O O

Comme S est mélangeante relativement a la mesure dx, T' est mélangeante relative-
ment & la mesure dy/(7w+/y(1 — y)) ; ¢f fig.2. En effet, cette mesure est 'image de la

mesure de Lebesgue par ¢ : d (sin?(2z)) = 2Z sin(Zz) cos(Zz)dx = m/y(1 — y) dz.
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A priori toute identité remarquable est susceptible de donner une conjugaison
intéressante. Fixons un parameétre k €]0, 1] et définissons la fonction elliptique de
Jacobi sn par le biais de sa fonction réciproque :

7 dt
" (z>/0 JI-B)1- e

Posons K = sn~1(1). La fonction sn dépend du parametre k et définit une bijection
continue de [—1, 1] sur [~ K, K]. Cette bijection est holomorphe au voisinage de 0.
La dérivée de sn se calcule par la formule de dérivation des fonctions réciproques ;
on obtient sn’(x)? = (1 —sn?(x))(1 —k?sn?(z)). La fonction sn satisfait I'identité :
sn(u) sn'(v) + sn'(u) sn(v)
1 — k2 sn?(u) sn?(v)

Pour établir cette relation, il suffit de dériver le second membre, d’abord par rapport
a u puis par rapport a v, et de constater que ces deux dérivées sont égales. Cela

montre que le second membre peut s’écrire comme une fonction de la somme u + v,
fonction qu’on calcule en prenant v = 0. On en déduit :

sn(u+v) =

2sn(u)sn’(u)
1 — k2snt(u)
Cette égalité permet d’étendre sn en une fonction méromorphe du plan complexe :
pour tout z, on peux trouver un entier n tel que sn(z/2™) soit bien défini ; on en
déduit la valeur de sn(z) en appliquant 'identité remarquable. Calculons & présent
quelques valeurs de sn a ’aide des formules précédentes :

sn(K) =1, sn/(K) =0, sn(2K) =0, |sn'(2K)| =1, |sn(u + 2K)| = |sn(u)|.

On en déduit : sn(u+4K) = sn(u) . La fonction sn est périodique, de période 4K.
Posons K’ = [F ——%— . D’apres la définition de sn, sn™'(£) = K + iK'

V(1) (1-k22)
sn(K +iK') = §, sn/(K +iK') =0, sn(2K + 2iK') = 0.
On en déduit comme plus haut :  sn(u+ 4iK’) = sn(u+ 4K + 4iK") = sn(u).
La fonction sn admet une seconde période 4i K’ ! Voici deux exemples d’application :

sn(2u)

Le pendule simple

Les fonctions elliptiques permettent d’intégrer explicitement certaines équations de
la mécanique classique. Considérons le cas d’un pendule simple soumis au champ
de gravitation terrestre. Notons par 6 I’angle que fait le pendule avec la verticale ;
cf fig.3. L’énergie est conservée au cours du mouvement, ce qui donne 1’équation :

0 — 2w?cosh = E = C**°
Posons ¢ = \/%sm(g) Cette fonction vérifie : ¢ = w?(1—9?)(1—(3+2%)1?)

Lorsque |E| < 2w?, cette équation admet comme solutions : ¥ (t) = sn(wt + C).
Dans Iespace des phases (¢, '), la dynamique est conjuguée & une rotation.

Les exemples de Schréder (1871)

La fonction z + sn?(z) posséde deux périodes. On peut donc passer au quotient et
obtenir une application définie sur le tore T? = C/(2KZ + 2iK'Z), & valeurs dans
C U{c}. Cette application holomorphe est surjective car sn?(T?) est un ensemble
a la fois ouvert et fermé. Elle donne une semi-conjugaison entre la transformation
mélangeante du tore z — 2x et la fraction rationnelle :

4z (1—2) (1 —k%2)
(1 — k222)2
Cette fraction rationnelle est donc transitive sur C U{co}, ergodique et mélangeante
relativement a une mesure absolument continue par rapport a Lebesgue.

Z =
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figure 1 : Conjugaison de T(x) = 4 x (1-x) a l'application "tente"

1 T(x) 1 X 1-]2x-11

figure 2 : Comportement statistique des orbites de T(x) = 4 x (1-x)

Cet histogramme comporte 100 batons
de largeur 1/100. Il a été obtenu a
partir du premier million d'itérés par T
du point 0,9 .

1

La distribution limite apparait
clairement sur ['histogramme.

figure 3 : Pendule pesant

sn(x)
k=1
1L
0.75 + k=0.95
05 | k=0.5
0.25 |
k=0.3 07
2 k=0.9
sn” (wt) I
1 2 3 4\ 5 X
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Exercices

exercice 1 :

Donnez une conjugaison C° explicite entre les applications fi, fo : R — R définies
par fi(x) = 2z et fo(x) = 3x. Montrez qu'on peut trouver une conjugaison C* sur
R — {0}. Peut-on trouver une conjugaison C'* sur R tout entier ?

exercice 2 :
Classez toutes les applications linéaires du plan & conjugaison C° pres. Meéme
question avec des conjugaisons C'.

exercice 3 :

Soit A une matrice n x n de norme inférieure stricte a 1 et de déterminant positif.
On suppose que toutes ses valeurs propres sont distinctes. Montrez que ’application
de R™ dans R™ donnée par z — Az est conjuguée C° & Papplication z %x On
pourra commencer par traiter le cas ou toutes les valeurs propres sont réelles.

exercice 4 :

Soit A une matrice n X n a coefficients entiers, et v un vecteur de R™. On suppose
que 1 n’est pas valeur propre de A. Montrez que les applications induites sur T"
par x — Az et x — Ax + v sont conjuguées par le biais d’une translation.

En déduire que ces deux transformations ont les mémes propriétés relativement a
la mesure de Lebesgue.

exercice 5 :

Soit ¢ : R — R une application continue 1-périodique ; posons f(z) = 2z + ¢(z).
— Montrez que la série Y - ;27" 1p(f"(z)) converge ; notons 1 sa limite.

— Montrez que 1) est continue et périodique de période 1.

— Montrez la relation : 2¢(x) = p(z) + ¥ (f(x)).

— Soit h(z) = x + ¢ (x). Montrez que h est surjective et que h(f(z)) = 2h(z).

— Montrez que si f est C! et f’ > 1, alors h est injective.

— Soit f : R/Z — R/Z V'application obtenue & partir de f en passant au quotient.
Montrez que f est transitive, et qu’elle admet une mesure finie invariante de support
total qui est mélangeante.

exercice 6 :

Montrez que la transformation de intervalle ]0,1/2[ donnée par z — 2z(1 — x)
est conjuguée & la multiplication par 2 sur | — oo, 0] par le biais de la conjugaison
z— 1(1—e").

exercice 7 :

Etudiez la dynamique de Iapplication 7T : [—1,1] — [-1,1] donnée par la formule :
T(z) = 42 — 3x. On pourra utiliser une formule trigonométrique concernant le
cosinus.

exercice 8 :

Soit a,b,c,d € R. Montrez qu'une homographie z +— Zzzidb est conjuguée, par le
biais d’une homographie, a une translation z — z + a, @ € R, & une homothétie
z— Az, A € R, ou & une rotation z — €z, 6 € R.

exercice 9 :

Le mouvement du pendule simple est périodique ; que vaut sa période ? Supposons
le pendule en position verticale au temps t = 0. Montrez que son altitude au temps
t est proportionnelle & sn?(wt).

exercice 10 :

Montrez que les exemples de Schroder admettent une infinité de points périodiques
et que ces points périodiques sont denses dans C U {oo}. Calculez explicitement la
mesure invariante absolument continue par rapport a Lebesgue.
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Commentaires
Les premieres formules de duplication pour les intégrales elliptiques apparaissent dés le XV III¢. La
formule suivante se trouve dans le traité de Giulio Fagnano, Produzioni Mathematische (1750) :

fT dt :pr dt 2 _ 4p2a-—ph)

0 1—t4 -

r
0 14’ (1+p%)2

Ces intégrales interviennent dans le probleme du découpage d’une ellipse en arcs de méme longueur.

Les fonctions sn peuvent étre construites & partir des fonctions 6 de Jacobi et sont reliées aux fonctions
p de Weierstrass par la formule : p(u) = —3(1 + k%) +

sn2(u)’

Voici quelques systémes physiques dont les équations du mouvement peuvent étre intégrées a ’aide de
fonctions elliptiques ; ¢f D.F. Lawden, Elliptic functions [La89] : corps soumis a une force en 1/7"4 ou
1/7‘57 effets relativistes dans le probleme des deux corps, chaine en rotation rapide, solide en rotation

libre autour d’un point fixe, flot électrique dans une plaque rectangulaire conductrice.

Les fractions rationnelles qui agissent transitivement sur C U {co} sont appelées exemples de Lattes,
méme si le travail de Lattés (1918) est postérieur a celui de Schroder. J. Milnor (2004) donne un apergu
historique sur ce probleme.

On peut obtenir d’autres familles de fractions rationnelles transitives sur C U oo en utilisant des
identités remarquables pour sn(mt), m € N. L’exemple de Schroder est la seule famille & un parameétre
de degré 4. Tl existe des familles de degré n? pour tout n > 1. On peut également construire des exemples
isolés qui s’obtiennent en utilisant les formules de transformation des fonctions elliptiques relativement
au parameétre k. Par exemple, la fonction sn(u; k), associée au parameétre k, s’exprime en fonction de
sn(usl), | = ?T\/E, par la formule :

sn((L+k)usk) = (14 k) o
(1+k)z

L’équation I = k admet pour solutions k = +£1(1 + i1/7). Pour ces valeurs, I’application z — (1k22)

est donc transitive.

Les résultats de classification & homéomorphisme prés conjuguent en général & un modeéle de nature
algébrique. Il faut ensuite classer ces modeles. Par exemple, deux automorphismes d’un tore ou d’une
nilvariété sont topologiquement conjugués si et seulement s’ils sont algébriquement conjugués (J. P.
Conze, J. C. Marcuard 1970).

On sait classer & conjugaison topologique prés les applications C! des variétés différentiables com-
pactes connexes, qui dilatent une métrique riemannienne (Shub 1969, Gromov 1981). La variété doit
étre difféomorphe au quotient d’un groupe de Lie G nilpotent simplement connexe par un groupe de
transformations affines opérant proprement discontiniiment sans point fixe ; une telle variété est dite
“infra-nilpotente”. La transformation est conjuguée au quotient d’un automorphisme de G dont les
valeurs propres sont strictement supérieures a 1.

On sait aussi montrer que les difféomorphismes Anosov sur les variétés infra-nilpotentes sont topo-
logiquement conjugués a des automorphismes sans valeurs propres de module 1 (Manning 1974). Les
variétés infra-nilpotentes portant un difféomorphisme Anosov sont classifiées en dimension inférieure a
9 (J. Lauret, C. E. Will 2004).

11 existe des exemples de variétés homéomorphes & des tores ou & des variétés infranilpotentes, mais
pas difféomorphes a de telles variétés, qui admettent des difféomorphismes Anosov (Farrell Jones 1978,
Farrell Gogolev 2010). On ignore cependant si une variété qui porte un difféomorphisme Anosov est
nécessairement homéomorphe a une variété infra-nilpotente.
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Linéarisation

1 specifically remember discussions among ourselves and
with visitors about what is now known as nonlinear math-
ematics — truly a strange expression, for it is like saying
“I will discuss nonelephant animals”

S. Ulam (1909-1984)

Pour étudier la dynamique d’une transformation f définie sur un espace X, on
peut chercher & conjuguer f & un modele plus simple A : Y — Y par le biais d’'un
homéomorphisme ¢ : X — Y satisfaisant Ao p = ¢ o f. Lorsque le modele A est
linéaire, on parle de linéarisation.

La dynamique d’une application linéaire est suffisamment simple pour qu’on
puisse décrire completement le comportement asymptotique de ses orbites, et en
déduire celui de ses conjugués. On a représenté dans la figure 2 le portrait de phase
des applications linéaires de R? diagonalisables sur C.

Quelles sont les applications qui peuvent étre linéarisées ? Cette question peut
étre abordée par des méthodes perturbatives : une transformation proche d’une
application linéaire A lui est-elle conjuguée 7 C’est vrai des que A n’a pas de
valeurs propres de module 1 ; c¢f fig. 1. Une telle application est dite hyperbolique.

Ce résultat se généralise en dimension infinie, dés I'instant ou l’espace peut se
décomposer en deux sous-espaces respectivement contractés et dilatés par 'applica-
tion linéaire. Pour construire la conjugaison, il faut résoudre I’équation Aop = @o f,
c’est-a-dire construire un point fixe pour I'application ¢ — Ao @ o f~1. Pour cela,
on applique un théoreme du point fixe hyperbolique, qui se déduit du théoréeme du
point fixe pour une application Lipschitzienne contractante.

On peut aussi aborder le probleme de la conjugaison de maniere locale. Supposons
que la transformation f est différentiable et possede un point fixe p. Au voisinage
de ce point fixe, la transformation f est proche de sa différentielle D, f. P. Hartman
et D. M. Grobman (1960) montrent qu’on peut conjuguer f a sa différentielle dans
un petit voisinage du point fixe, si cette différentielle est hyperbolique.

Lorsque f est inversible et que toutes les valeurs propres de D,, f sont de module
plus petit que 1, la conjugaison peut méme s’étendre a I’ensemble des points dont
Porbite tend vers p, ce qui montre, a posteriori, que cet ensemble est un ouvert
homéomorphe & R? ; ¢f fig. 3. Cet ensemble est appelé bassin d’attraction du point
fixe p. De maniere générale, pour un difféomorphisme f, le théoréeme de Hartman-
Grobman montre qu’il existe une bijection continue d’un certain espace euclidien
RF sur la feuille stable du point p :

W (p) = {x € X | d(f"(2), f"(p)) 555~ O}
Cette bijection n’est en général pas un homéomorphisme, la feuille stable pouvant
s’accumuler sur elle-méme, et revenir arbitrairement proche de p.

Enfin, ces considérations s’étendent au cas d’un point périodique de période n en
considérant la transformation f™ au lieu de f.
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Linéarisation
Définition
Soit E un Banach. Une application linéaire continue T : E — E est dite hyperbolique
st on peut trouver deux sous-espaces fermés FEs, F, de E tels que E = E;® E, et :

T(E,) C Es, |Tie, |l <1
T(Ey) = By, Tg,est inversible, (Tig,) "t < 1

Théoreme du point fixe hyperbolique

Soit E un Banach, T : E — E une application linéaire hyperbolique et F : E — E
une application continue. On suppose que F' — T est lipschitzienne, de constante de
Lipschitz suffisamment petite. Alors F a un unique point fize.

Preuve
Considérons les deux identités :

(id—T)(id+T+..+T") = id—T""" et (T—id)(T"*+T *+.. 4T ") =id-T""

La premiere de ces deux identités montre que id — T : Fs — F est inversible, la
deuxieme que id—T : E, — F, est inversible. L’application linéaire id—T : E — F
est donc inversible.

Un point z est point fixe de F' si et seulement si (F —T')(z) = —T(x), ¢’est-a-dire si
et seulement s’il est point fixe de 'application (id —T)~1(F —T'). Cette application
est contractante des que la constante de Lipschitz de F'—T est strictement inférieure
a ||(id — T)~ |7t Elle posséde donc un unique point fixe.

Théoréme de Hartman-Grobman, cas lipschitzien

Soit B un Banach, A : B — B wune application linéaire continue hyperbolique
inversible et f : B — B une application continue inversible. On suppose que f — A
est bornée, lipschitzienne, de constante de Lipschitz suffisamment petite. Alors f et
A sont conjuguées.

Preuve

Soit g : B — B une application satisfaisant les mémes hypotheses que f. Montrons
qu’il existe ¢ continue telle que gop = o f. Une telle application ¢ doit étre point
fixe de la transformation donnée par ¢ — go o f~1. On cherche ¢ sous la forme
@ =1id+ 1, avec ¥ : B — B continue bornée.

go(id+¢)of= =(g—A)o (id+¢)o f~ + Ao (id+1)o
=(g—A)o(id+y)oft+Aof I+ Aodpof!
Posons T'(¢)) = Aovpo f~l et F(¢) =T () + (9— A)o(id+1)o f~1+ Ao f~1—id.
Ces deux applications sont définies de E dans E, avec E = Cy(B, B) 'espace de
Banach des fonctions continues bornées de B dans B. On cherche a montrer que F

a un point fixe. Pour cela, montrons que 7" est hyperbolique et que la constante de
Lipschitz de F' — T est petite.

Soient By et B, les sous-espaces stables et instables de A. Posons E; = Cy(B, Bs)
et £, = Cp(B, B,). Ces deux espaces sont les espaces stables et instables de T :

Siv € By, |ITW)|I=1Aovof o= [Aollec < I[|AB,I] [[¥]l-

Siv € Eu, (Tip,)™ = (Ap,) " tovof et [[(Tig,) " ()l < [I(A15,) 7 I ¥ ]loo
La constante de Lipschitz de F'—T est inférieure a celle de g — A, qui est notée K :
(F=T)(¥)—=(F=T)(%")l|oc = |I(g—A)o(id+1))—(g—A)o(id+1)||oc < K|[th—1'[|0o
Il reste & montrer que ¢ est inversible. Pour cela, intervertissons le role de g et f.
On obtient une fonction ¢’ qui satisfait fop' = ¢’og. Ceci donne gopoy’ = poy'og
et foyp op=¢ opo f. Par unicité de la conjugaison, ¢ o ¢’ = ¢’ o = id.
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Remarque
Dans le théoreme précédent, il n’est pas nécessaire de supposer f inversible. Soit K
la constante de Lipschitz de f — A. Montrons que si K < [|[A71]|7L, f est inversible.

Pour cela, posons A, (z) = A(z) — y ; cette application est lipschitzienne, d’inverse
Al = A7'e + A71y. L’application A;'(A — f) est contractante, donc possede
un point fixe, qui vérifie y = f(x). La relation x = A71(A — f)(x) + A~ 'y donne
||z —2'|| < ||[A7Y| K ||z —2'|| + [|A7Y| ||y — ¥'|| ; £~ est donc lipschitzienne.

Définition

Soit M une variété différentiable, f : M — M une application C'. Un point pé-
riodique p de f de période n est dit hyperbolique si D, f™ est inversible et n’a pas
de valeur propre de module 1. On parle de point attractif (resp. répulsif) lorsque
toutes les valeurs propres ont un module strictement inférieur a 1 (resp. > 1).

Montrons que cette notion d’hyperbolicité coincide avec celle introduite précédem-
ment. Soit A une matrice n X n sans valeurs propres de module 1. Soit A I’ensemble
des valeurs propres de A de module inférieur & 1, et Ey = @xep ker(A— Aid)™. Sur
le sous-espace invariant ker(A — \id)™, on a :

A™ = (Nid + (A — Xid))™ = 72y CF AR (A = Nid)F < mF (A

Soit Ao, A1 € R tels que mazyea A < Mg < 1et Ag < Ay < 1. Comme |[A™]| < AP
des que m est assez grand, on a convergence de la série ||z|[s = >~ AT ||A" x|
pour tout x € E;. Cette norme satisfait ||Az||s = A1 (||z]|s — ||z]]) < A1]|z||s. Pour
les valeurs propres de module supérieur & 1, on procede de méme en considérant A=!
La matrice A est alors hyperbolique relativement aux max des normes construites.
Remarquons que si A n’a pas de valeur propres de module supérieur & 1, la boule
B(0,r), relativement a la norme || ||, satisfait A(B(0,7)) C B(0, A7) C B(0,7).

Théoreme de linéarisation de Hartman-Grobman
Soit M une variété différentielle de dimension n, f : M — M wune application
différentiable C' avec un point fixe hyperbolique p. Alors on peut trouver des
votsinages U1, Us C M de p, et V1,Vo C R™ de 0, ainsi qu’un homéomorphisme
@: Ui UU; = Vi UVy qui conjugue f et Dpf :

U, —f—) U,

VaeelU, o(f(z))=Dyf(e(x)) ”l l v

Vi — W
P
Preuve

On se place dans une carte centrée en p. Montrons que f — D, f s’étend en une
application de R™ dont la constante de Lipschitz est petite.

Soit g : R™ — [0, 1] une application C*, nulle pour |z| > 2, égale & 1 pour |z| < 1.
Posons g,(x) = g(x/r). L’extension de f est donnée par f = g.f + (1 — g.)D,f,
pour 7 bien choisi. Afin d’obtenir la majoration sur la constante de Lipschitz de
= D, f, majorons la norme de la différentielle de g, (f — D,f) pour |z| < 2r:

1D (gr (f = Dpf))II < 2lIDgllse [1f(x) = Dpf @)l + lgrllool|Daf — Dpfl|

< HIDgllse (supjei<zrl|Daf — Dpfll) |2 + [|Daf — Dy fll
11 suffit de prendre r tel que sup|q|<2r|| Dz f =Dy f|| < €/(1+42]|Dgl|s0), € petit, pour
pouvoir appliquer le théoreme de conjugaison linéaire. On obtient une conjugaison
globale ¢ : R™ — R™ entre f et D,f. Sur B(0,7), on a I'égalité f = f. On prend
pour Uy louvert de M correspondant & B(0,7) et Uy = f~(Uz) N Us.

Remarque o o
Lorsque p est attractif, on peut prendre Uy C Uy, Vo C Vi. Si f est inversible, la
conjugaison s’étend de |J f~%(U1) A R™ en posant ¢ = (D, f) *opo f* sur f=5(Uy).
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figure 1 : Perturbation d'une application linéaire hyperbolique

perturbation

S
S

figure2 : Dynamique des applications linéaires de R’ dont les valeurs propres valent A et A
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Exercices

exercice 1 :
Soit X un espace métrique compact et T : X — X une application qui vérifie, pour
tout couple de points distincts z,y € X :  d(T(x),T(y)) < d(z,y).

Montrez que T a un unique point fixe zg et que Vo € X, T"(x) —— xo.

n— oo
exercice 2 :
Soit M une variété et T : M — M une application différentiable qui admet un
point fixe hyperbolique p qui n’est pas attractif. Montrez que I’ensemble des points
attirés par p est d’intérieur vide. (Indic : Utiliser le théoréme de Baire)

exercice 3 :

On considere un difféomorphisme 7" défini sur une variété compacte M. On suppose
que son ensemble non-errant est fini, composé de points périodiques hyperboliques.
Montrez que 'union des bassins des points périodiques attractifs est un ouvert dense.

exercice 4 :

Soit f une application différentiable définie sur une variété compacte M. Soit p un
point périodique hyperbolique. Montrez qu’il existe un voisinage de p tel que tous
les points périodiques dans ce voisinage sont de période plus grande que celle de p.

Supposons que tous les points périodiques de T" sont hyperboliques. Soit n € N* ;
montrez que ’ensemble des points périodiques de T de période n est fini.

exercice 5 :

Soit M une variété compacte connexe, f : M — M un difféomorphisme qui admet
un point fixe attractif. Montrez que le complémentaire de son bassin d’attraction
est compact connexe non vide. Contre-exemple lorsque M n’est pas compacte ?

exercice 6 :

Soit T un difféomorphisme défini sur une variété compacte M. Soit p un point fixe
hyperbolique. On suppose qu'il existe un point = # p tel que x € W*3(p) N Ws*(p).
Montrez que x n’est pas récurrent. Montrez qu’il appartient a I’ensemble non-errant.
En déduire que ’ensemble non-errant de 7" est infini.

exercice 7 :

On considere un difféomorphisme 7' défini sur une variété M et p un point fixe
hyperbolique. Soit E le sous-espace stable de D,f. Montrez qu’'on a une semi-
conjugaison bijective ¢ : E; — W**(p) qui satisfait :

D
s L Es

E
Vae B, f(e) =p(Dyf(x)) o] L e
W) —— W)

exercice 8 * :

Soit T' un difféomorphisme d’une variété compacte connexe M (# S'). Supposons
que ’ensemble non-errant 2 est fini, composé de points périodiques hyperboliques.
Montrez que si Card(Q2) = 2, M est homéomorphe a une sphere. Si Card(f2) > 2,
alors 2 contient une orbite périodique qui n’est ni attractive ni répulsive.

exercice 9 * :
Montrez qu’il n’existe pas de difféomorphisme 7', défini sur une variété compacte
connexe, dont ’ensemble non-errant est composé de trois points fixes hyperboliques.

exercice 10 :

On se place sous les hypotheses du théoreme de linéarisation lipschitzien. Soit
Pu, Ps : B — B les projecteurs sur B, et B;. Montrez que la conjugaison ¢ entre
A et f est donnée par les formules : o =id+ (1 —-T)"'((A—f) f7),

= id+ Y AT A= )fF 4 p ANA— ) = T pu AT 4 p AT
k>0
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Commentaires

Il existe différentes méthodes pour obtenir une conjugaison entre deux systémes dynamiques :

— appliquer un théoréme de point fixe ;

— appliquer un théoréme d’inversion locale ;

— chercher & obtenir cette conjugaison sous la forme d’une série ;
— construire la conjugaison de fagon géométrique.

La preuve du théoreme de linéarisation donnée plus haut suit Irwin [Irw01] et repose sur un théoréme
de point fixe. On aurait pu faire appel au théoréme d’inversion locale suivant :

Soient U, V deux ouverts dans des espaces de Banach E et F', f : U — V un homéomorphi-
sme dont l'inverse est lipschitzien. Soit g : U — F tel que la constante de Lipschitz de f —g
est strictement inférieure & linverse de celle de f~'. Alors g est un homéomorphisme de
U sur g(U) et son inverse est lipschitzien.

La démonstration de ce résultat, qui fait appel au théoreme du point fixe contractant, se trouve dans Shub
[Sh78] App 5.1. Pour une preuve qui repose sur la géométrie des feuilles stables et instables, cf Palis-De
Melo [PJ82]. Si on cherche a étudier la régularité de ¢, il vaut mieux se servir d’un développement en
série, par exemple celui proposé dans les exercices. Lorsque f est C° et qu’il n’y a pas de résonances

entre les valeurs propres (A1, ..., A\p) de Dy f :

Vi, Vi, .., kn € N tels que ki > 1, Ay £ AFAS2 2kn |

S. Sternberg (1959) montre que la conjugaison est en fait C°°. cf par exemple Katok-Hasselblatt [HK95]
Th 6.6.6. Un exemple de résonance est donné par un difféomorphisme de R™ ou T™ préservant la mesure
de Lebesgue (IIX\; = 1). Dans ce cas, on peut montrer que deux telles applications C°° qui coincident &
tous les ordres en p sont conjuguées par le biais d’une conjugaison préservant le volume ; cf par exemple
Banyaga, DeLaLlave, Wayne (1996).

A Dopposé, si on ne fait pas d’hypotheses sur la constante de Lipschitz de f — A, on a tout de méme
une semi-conjugaison continue ¢ telle que Ao ¢ = ¢ o f (prendre g = A dans la démonstration). Si
la constante de Lipschitz de f — A est petite, ¢ satisfait la condition de régularité suivante : on peut
trouver C,D € R, 0 < C < 1, tels que Vn € N*, ||z —y|| < D"||p(z) — ¢(y)|| + C™.

Une application lipschitzienne définie sur un sous-ensemble d’un espace métrique, a valeurs réelles,
admet toujours une extension lipschitzienne avec méme constante de Lipschitz ; c¢f Dudley [Du02] th
6.1.1. Pour toute application lipschitzienne f d’un sous-ensemble de R" dans R"™, R" étant muni de
la métrique euclidienne, on peut trouver une extension lipschitzienne avec méme constante de Lipschitz
(théoréme de Kirszbraun, cf Federer [Fe69]).

Voici un théoreme de conjugaison globale qui peut se déduire du théoréeme de Hartman-Grobman, cas
Lipschitzien : toute application C' du tore T™, C*-proche d’un automorphisme hyperbolique, est en fait

topologiquement conjuguée a cet automorphisme. Par conséquent, une telle application est transitive,
topologiquement mélangeante, etc.

La situation est trés différente lorsqu’on perturbe un automorphisme dont les valeurs propres sont de
module 1. La famille standard fx : T2 — T? est définie par : fy(z,y) = (x +y,y + Asin(2w(z + y))).
Les applications f) préservent la mesure de Lebesgue, tous les points sont donc non-errants. Pour A = 0,
le systéme est intégrable ; les trajectoires de fo sont contenues dans les cercles {y = CSte} et il n’existe
aucune orbite asymptotique aux points périodiques : W?*%(p) = {p}, V p périodique. A l'opposé, pour
A > 0, on peut trouver un point périodique qui est hyperbolique ; sa feuille stable est donc non triviale.
On ignore s’il existe une orbite dont I’adhérence est d’intérieur non vide. De méme, on ne sait pas s’il
peut exister un ouvert invariant en restriction duquel la mesure de Lebesgue est ergodique.
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Un attracteur étrange

Le grand carré n’a pas d’angles.

Le grand vase est lent a parfaire.

La grande musique n’a guére de sons.

La grande image n’a pas de forme.
Lao Tseu

On peut montrer, a 'aide du théoreme de Hartman-Grobman, qu'une petite per-
turbation f d’un automorphisme hyperbolique du tore est conjuguée a cet auto-
morphisme. Pour une telle transformation, tous les points sont donc non-errants et
il existe un ensemble dense de points récurrents.

Placons nous sur T? et considérons I’automorphisme hyperbolique donné par
la matrice A = (3 1). Que se passe-t-il si on fait une perturbation localisée au
voisinage de Porigine (0,0), mais qui transforme ce point fixe en point attractif ?
D’apres le théoreme d’Hartman-Grobman, il existe un ouvert U de points qui vont
étre attirés par (0,0) ; cf fig.1. Que peut-on dire de cet ouvert ?

On va voir qu’il existe un point fixe hyperbolique p sur le bord de cet ouvert. Ses
feuilles stables et instables :

W*(p) = {z € T [ d(f"(x), " () 55> 0} = {2z [ d(f"(2),p) 5520}

n—oo n—oo

W (p) = {z € T? | d(f"(2), f7"(p)) 5555 0} = {z | d(fT"(2),p) 55557 0}

n—oo n—o0

forment deux sous-variétés immergées de dimension 1. La feuille stable de p ne peut
bien siir appartenir & Pouvert U des points attirés par (0,0). Nous allons montrer
que son adhérence K est d’intérieur vide, et coincide avec le complémentaire de U.
Par conséquent, la plupart des orbites convergent vers l'origine.

Que peut-on dire de la dynamique de f~! ? L’origine est maintenant point
répulsif, et tous les autres points convergent vers le compact invariant K. De
plus, la transformation est transitive en restriction a K. La structure de K est
intéressante : il est d’intérieur vide dans T? mais contient une sous-variété de
dimension 1 immergée qui est a la fois dense dans K et d’intérieur vide dans K.
Il s’agit donc d’un objet géométrique intermédiaire entre une droite et un plan. Il
apparailt en noir sur la figure 1, tandis que son complémentaire, en blanc, correspond
a l'ouvert U.

Les démonstrations sont basées sur le théoreme de linéarisation de Hartman-
Grobman, et sur 'existence d’une direction invariante définie sur K et dilatée par
la différentielle de f . De fait, la transformation A possede une valeur propre
strictement supérieure a 1 et la dilatation associée survit a la perturbation, lorsqu’on
est loin de l'origine.

Sur le plan historique, le compact K est le premier exemple d’attracteur uni-
formément hyperbolique, qui n’est pas une sous-variété. Il est construit par S.
Smale en 1972. Comme la transformation f~! s’obtient & partir d’ un automor-
phisme du tore, qui est 'exemple le plus simple de difféomorphisme Anosov, elle
est qualifiée de difféomorphisme dérivé d’Anosov. On peut réaliser ce genre de
construction sur toute transformation possédant un point fixe hyperbolique.
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Perturbation d’un automorphisme du tore

On part de la matrice A = (7 1). Le nombre d’or est noté A\ = %g ~ 1.618.

Cette matrice admet deux valeurs propres A2 et A=2 ; les vecteurs propres associés
A
1

sont e, = ﬁ (7) et es = ﬁ (1), et on a la relation :
2 1\ 1 A—1 A0 1 Al
1 1) i+ \1l A 0 2?2) Vi+tx \-1 A
Perturbons A de fagon a rendre le point 0 attractif. Pour (z,y) € [f%, %} 2, posons :
f (z) - 1 <)\ 1) <A2+p1k(r/a) 0 ) 1 ( A 1> <:c)
Y VIitaz \1l A 0 A7) virae \ -1 A ) \y

(DG et D0

avec 1 = /a2 +y? et k(r) = (1 —r?)? 1j_y 4j(r) utilisé comme “bosse” C'. Le
parametre a controle I'étendue de la perturbation, le parametre p; son amplitude.
Lorsque a € [0,1/2], f passe au quotient et définit une application de T? dans T2.

Propriétés

— Pour tout (x,y) € T?, f ((z,y) + Re,) C f (x,9) + Re,.

— Pour p1 €] —X2,0] eta €[0,1/2], f est un difféomorphisme du tore T2.

— Pour p; €]—A2%,1—)?], 0 est un point five attractif. Soit U son bassin d’attraction.
— Pour py €] — X2,1— X2, f admet un point five p €10, ale, tel que [0,p[C U.
- B(0, |p|) est inclus dans U.

— Pour tout (x,y) € U°, |df -€u| > 1.

Preuve
Pour tout (z,y) € T2, f (x,y) — A(z,y) appartient & Re,. Par conséquent,
f ((z,y) +tew) — A((z,y) + teu)) € Rey et done f ((z,y) +teu) — f (z,y) € Re,.

Calculons le jacobien de f dans la base orthonormale (e,,e;) :
det(df ) = %(er)\’Qplzk(r/a)) = 1+)\72p1k(7’/a)+)\’2p1% K'(r/a) >14+X"2p;

L’application f est donc un difféomorphisme local ; comme 0 a une seule pré-image
dans T2, f est bijective. Le point fixe 0 est attractif pour les valeurs données plus
haut car la différentielle Do f admet comme valeurs propres A~2 et A% + py.

L’application h(t) = A\®t + pit k(t/a) admet un point fixe dans I'intervalle ]0, a] car
h(0) = 0, h'(0) € ]0,1] et h(a) > a. Soit to le premier point fixe de h dans ]0,al.
On pose p = tpe, et on remarque que \? + p1k(|p|/a) = 1.

Montrons que |f (z,y)| < |(z,y)| si |(z,y)| < |p|- On se place dans la base (e,, ey).

If (2,9)]> = X4y2+ (Na+pizk(r/a))® < X4y2+ (Na+pizk(|p|/a))? = X4y?+2

On a utilisé la décroissance stricte de k sur |0, a[ et Pégalité p1k(|p|/a) = 1 —A2. La

f (zy)
[(=,y)]
f est donc contractante sur cette couronne. Tout point de B(0, |p|) a une orbite

qui finit par entrer dans B(0,¢). L’orbite du point converge donc vers 0.

fonction (z,y) — atteint son maximum sur la couronne {& < |m| < |p| —e}.

Calculons la différentielle dans la direction e, en se plagant dans la base (e, es).

A € = N+ pik(r/a) +pu gk (r/a) = 1= pi (K(lpl/a) = K(r/a)) + prigk (r/a)
Ceci est supérieur & 1 si r > |p| et égal a 1 si (z,y) = (0,|p|). Ce point est dans U.

Dans la suite, on prend p; = —2.236 et a = 0.5. Le bassin d’attraction de 0 est
noté U, le complémentaire de U est noté K. Enfin, on fixe une linéarisation ¢ d’un
voisinage V' de p sur ]0, 1[2.
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Théoréme Soit x € K. Alors pour tout e > 0, x — [0,¢] e, rencontre U. L’ouvert
U est donc dense dans T? et K est d’intérieur vide.

Preuve

Si z — [0,¢] e, ne rencontre pas U, il en va de méme pour tous ses itérés. Comme

Dyf .e, > 1siy € K, ces itérés sont de la forme f"(x)—[0, cpe] €y, avec ¢, > ¢ > 1.
Comme I’ensemble R | e, est dense dans T2, on peut trouver n € N tel que tout

point de T? soit & distance inférieure a |p| de [0, c"¢] e,. Le point 0 est & distance

inférieure & |p| de f"(z) — [0, ¢"¢] ey, d’olt une contradiction.

Théoréme L ’ensemble p+R e, est inclus dans W**(p), qui est dense dans T?.

Preuve
Soit t1 = inf{t € Ry | p+te, &€ W% (p)}. D’apres lallure de t — f (p + te,), t1
est strictement positif. L’'image de p + [0,¢1[e, par f est de la forme p + [0, s]e,,.
Comme W*%(p) est invariant par f , s = ¢1 et p’ = p+t1 e, est un point fixe de f .
Vérifions que p’ # 0 : comme p € Rye,, on aurait 0 € R*e,, ce qui contredit
lirrationalité de A. On en déduit que p’ € U ; la pente de la courbe ¢t — f (p+te,)
en t1 est donc supérieure a 1. Par conséquent, on devrait avoir des points dont les
itérés négatifs approchent a la fois p et p’, ce qui est absurde.

Théoréme Soit m € U et t tel que m+[0,tle, CU, m+te, € U. Alors m+te,
appartient ¢ W*5(p). De plus, l’ensemble W*5(p) N W*%(p) est dense dans K.

Preuve
Soit ¢ : V' —] — 1,1[% un ouvert de linéarisation autour de p. Comme W*%(p) N U
contient ]0,p[, on peut trouver 2’ € ]0,p[NV tel que [2/, f (2’)] soit dans UNV. 1
existe donc dans ¢(V') un rectangle [—6, 8] x [z, f (2")] contenu dans ¢(U). Ses itérés
positifs sous I'action de D, f~! sont aussi dans ¢(U) et recouvrent [—6, 4] x [2/,p[ ;
¢f fig 2. Considérons une courbe dans ouvert [—d, 0] X [/, —2/[ issue du demi-plan
inférieur, qui n’est pas tout entiere contenue dans p(U). Le premier point de la cour-
be qui n’est pas dans ¢(U) doit se situer sur Paxe des x, c’est-a-dire sur o(W**(p)).
Pour n grand, 'itéré f™(m + [0,t] e,) est une droite issue d’un petit voisinage de
0 et dirigée selon e,. Le premier point de la courbe qui appartient a K doit donc
se trouver dans V' et appartient & W*%(p).

Soit m’ € K et e > 0 tel que m = m’ —e e, soit dans U. On peut trouver a > 0 tel
que p+ a e, soit arbitrairement proche de m. Reprenant le raisonnement précédent,
nous voyouns que 'itéré f™(p+[a, a+2t] e,) est proche de f*(m+[0,2t] e, ). Il coupe
donc W**(p) en un point x tel que f~"(x) soit aussi proche qu’on veut de m +te,,.

Corollaire L’application f est transitive en restriction a K.

Preuve

Soit Uy un ouvert intersectant K, z1 € W*(p) NW**(p) NU; et ny tel que f~"(z1)
est dans V' pour tout n > n;. Posons ) = f~™ (z1). Montrons que tout segment
orienté selon e,,, passant pres de 2, coupe W*¥(z]) au voisinage de 2. Soit RC V
un petit rectangle centré en z et orienté selon e; et e,. On peut trouver N tel que
pour tout n > N, f™(x}) est dans V. L’ensemble fV(R) contient un petit rectangle
R’ centré sur fN(x}) et quitte 4 augmenter N, on peut supposer que R’ traverse
de bas en haut 'ouvert V. Comme f¥(z}) est dans ¢(] — 1,1[x{0}), les verticales
de R’ coupent ¢(] —1,1[x{0}) C W**(fN(z})) au voisinage de fV(2}). cf fig.5.

Soit Us un autre ouvert intersectant K. Il suffit de construire un point 2’ € K
possédant un itéré négatif dans U, et un itéré positif dans U; pour obtenir la
transitivité. Soit 22 € UsNW*(p) et € > 0 tel que x2 4 [—¢, €] e, est dans Us. Pour
n grand, f"(x2 + [—¢,¢]e,) est un segment dirigé par e, proche de p qui traverse
V de bas en haut. Il coupe donc W**(a}) N f™ (Uy) en un point 2’ qui est dans K.

56



figure 1 : Bassin d'attraction de |'origine

O est point fixe attractif Un segment dirigé selon e,
p est point fixe hyperbolique qui joint U a K, doit couper
la variéteé stable de p.

figure 2 : Etude de la variété stable de p
r T
linéarisation x'+
_—
/’—U
i =SS
T 1 T
[ I ]
l [
\
N A

figure 3 : Preuve de la transitivité
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Exercices

Les exercices 1 a 9 font référence au difféomorphisme f qui vient d’étre étudié.

exercice 1 :
Montrez que K est compact connexe non dénombrable.

exercice 2 :
Montrez que pour tout m € T?, f (—m) = —f (m). En déduire qu’il existe un
point fixe hyperbolique p’ € [—a, 0] e, et que W**(p') est dense dans K.

exercice 3 :
Montrez que W**(p) est d’intérieur vide dans K. On pourra remarquer qu’aucun
point de W*%(p) ne possede d’orbite dense.

exercice 4 :
Soit e > 0. Montrez que (p+0, €] e,) NK est compact, sans point isolé, et d’intérieur
vide dans p + [0, €] e,,. En déduire qu’il est non dénombrable.

exercice 5 :

Montrez que les points de W*%(p) sont accessibles & partir de U au sens suivant :
pour tout x € W*%(p), on peut trouver une application continue v : [0,1] — T2
telle que v([0,1[) C U et y(1) = =.

exercice 6 :
Montrez que K n’est pas localement connexe. On pourra remarquer que tout voisi-
nage de p contient un point de U sur W5%(p), et itérer un voisinage de ce point.

exercice 7 :

Soit «y : [0,1] — K une application continue qui part de p : v(0) = p. On se place
dans un ouvert de linéarisation V autour de p et on considere une portion d’arc
~([0, ]) contenue dans V. Montrez que ([0, d]) C W*3(p).

Pouvez-vous en déduire que v([0,1]) C W*5(p) ?

exercice 8 :

Soit v : [0,1] — T? une application continue qui satisfait ([0, 1[) € W**(p). Mon-
trez que y(1) € W#°(p). On pourra raisonner par l’absurde et montrer que y(1) est
un point fixe hyperbolique.

exercice 9 * :
Montrez que K n’est pas connexe par arc. On pourra montrer que p et —p ne
peuvent pas étre reliés par un arc qui reste dans K.

exercice 10 :

Soit M une variété différentielle, f : M — M un difféomorphisme C'* qui possede un
point fixe hyperbolique p. On suppose que D, f possede une unique valeur propre
de module inférieur a un, et que cette valeur propre est réelle positive. Montrez que
W#s(p)\{p} possede deux composantes connexes.

exercice 11 :

Montrez qu’on peut recoller deux systémes dérivé d’Anosov de maniere a obtenir
un difféomorphisme f défini sur une surface de genre deux, et dont I’ensemble non-
errant est union de deux compacts connexes non dénombrables K1, K5 en restriction
auxquels f est transitive.

exercice 12 :

Soit M une variété différentielle, f : M — M un difféomorphisme C'! qui possede
un point fixe hyperbolique p. Montrez que si W*%(p) et W3%(p) sont denses dans
M, alors f est transitive.
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Commentaires

La perturbation f étudiée dans ce chapitre est C! avec dérivée Lipschitzienne. On aurait pu construire
une application C*° en prenant une fonction “bosse” du type k(r) = exp(— 1jT2 )1(—1,1)(r). Du point
de vue numérique, une “bosse” polynomiale semble préférable.

Voici trois algorithmes qui permettent de visualiser le compact K :

— On choisit un point z au hasard et on I’itere un million de fois & I’aide de I’application f~'. Si le point
est différent de origine, sa trajectoire va venir s’accumuler sur lattracteur K. La transformation f !
est transitive en restriction & K. Pour la plupart des z, la trajectoire devrait donc venir s’approcher de
tous les points de l'attracteur. C’est ce qui est observé en pratique. Cette méthode est la plus rapide
du point de vue numérique.

— L’origine est point fixe attractif pour l'application f et K est le complémentaire de son bassin
d’attraction. Pour visualiser ce bassin, on fixe une petit disque centré a l’origine, puis on colore les
points du plan en fonction du nombre d’itérations nécessaire pour rejoindre ce petit disque. En pra-
tique, la plupart des points atteignent le disque en moins de soixante dix étapes. On pourra par exemple
colorer en noir tous les points nécessitant plus de vingt itérations, ce qui permet de représenter un petit
voisinage de K.

— On peut montrer que les points périodiques de f sont denses dans K. L’ensemble des points
périodiques de période inférieure a n, pour n suffisamment grand, constitue donc une bonne approx-
imation de K. Le calcul des points périodiques s’avere particuliérement cotiteux sur le plan numérique,
cette méthode est donc peu recommandée.

On peut décrire la dynamique de f en restriction & K de maniére plus précise. Sur K, la transfor-
mation f est semi-conjuguée & un décalage de type fini topologiquement mélangeant. R. F. Williams
(1974) montre qu’elle est conjuguée a un décalage sur un solénoide généralisé. La dynamique est donc
fortement “stochastique”.

Le compact K est localement homéomorphe au produit d’un segment avec un ensemble de Cantor.
On le vérifie au voisinage de p en montrant que 'intersection de K avec la feuille instable locale de p
est d’intérieur vide dans K. Pour le démontrer au voisinage de tout point x de K, il faut étudier plus
en détail la structure des feuilles stables W®(z), et montrer que ce sont des sous-variétés immergées de
dimension 1.

Les points de W?®?(p) et de W*°(—p) constituent le bord accessible de U. Ce sont les seuls points de
AU qui sont extrémités d’une courbe ~ : [0,1] — T? contenue dans U pour t € [0,1[. Cette notion de
bord accessible correspond sans doute mieux & 1’idée intuitive qu’on peut se faire du bord d’un ensemble.

Le difféomorphisme dérivé d’Anosov est un exemple de difféomorphisme Axiom A : ses points périodi-
ques forment un sous-ensemble dense de I’ensemble non-errant {0}UK ; en restriction & cet ensemble non-
errant, ’espace tangent peut-étre décomposé en la somme de deux sous-fibrés invariants, respectivement
contractés et dilatés par la différentielle de ’application.

L’ensemble non-errant d’un difféomorphisme Axiom A se décompose en un nombre fini de compacts
invariants, en restriction desquels la transformation est transitive. Ceci se démontre en étudiant les
feuilles stables et instables des points périodiques, comme pour le dérivé d’Anosov.
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Entropie

The sun comes up just about as often as it goes
down, in the long run, but this doesn’t make its
motion random.

D. Knuth

Intéressons nous au probleme de la conjugaison sur le plan mesurable. Considérons
deux systemes mesurés donnés par une application 77 : X; — X7 préservant une
mesure p1, et une application T : X9 — Xs préservant une mesure po. Ces deux
systemes sont isomorphes si on peut trouver deux sous-ensembles de X7 et Xo
chacun de complémentaire négligeable, et une bijection mesurable ¢ entre ces deux
ensembles, d’inverse mesurable, qui satisfait ¢ o Th7 = T o ¢ et qui envoie pq sur
M2 P Pl = p2.

Quelles sont les propriétés préservées par isomorphisme ? Si 77 est ergodique ou
mélangeante, il en va de méme pour 75. La masse de la mesure, le nombre moyen
de pré-images, sont des quantités invariantes par isomorphisme. On peut construire
d’autres invariants en faisant opérer les applications T et Th sur Iespace L? par
composition : on pose, pour tout f € L2, Ui f = foTy, Usf = foTs. SiTy et Ty
sont isomorphes, les applications U, Us sont conjugués par le biais d’'un opérateur
unitaire. Elles ont donc méme valeurs propres, ce qui donne de nouveaux invariants
numériques.

On peut, al’aide de ces invariants, classer les rotations du cercle ou les translations
ergodiques des tores & isomorphisme preés. Deux tels systéemes sont isomorphes
des que les applications induites sur L? sont conjuguées, et ceci se produit si et
seulement si elles ont mémes valeurs propres. La situation est plus complexe pour
les automorphismes hyperboliques des tores ou les décalages de Bernoulli sur un
alphabet fini. On peut montrer que les applications linéaires induites sur L? sont
toutes conjuguées entre elles, mais cette conjugaison n’est pas obtenue a ’aide d’un
isomorphisme. La question de la classification de ces systémes a isomorphisme pres,
qui est entreprise des les années 30, ne sera finalement résolue qu’en 1970 par D.
Ornstein.

Une étape importante dans cette résolution, est la construction par A. N. Kol-
mogorov en 1958 d’un nouvel invariant d’isomorphisme, appelé entropie. Cet in-
variant numérique mesure la quantité de “hasard” contenue dans le systéme. Voici
comment il est défini. On commence par partitionner ’espace en un nombre fini
de morceaux, puis on itere chacun des morceaux, de maniere a découper 'espace
en morceaux de taille de plus en plus petite. Si la partition initiale a été bien
choisie, la mesure des morceaux tend vers 0 et ’entropie s’obtient a partir du taux
de décroissance moyen observé ; cf fig.2 et 3. Ce taux est polynomial pour les
rotations mais exponentiel pour les décalages de Bernoulli, et c’est I’exposant qui
permet de les différencier.

Le taux de décroissance dépend & priori de la partition choisie initialement. Ceci
induit un certain nombre de complications techniques, et fait de I’entropie un con-
cept délicat a définir et a calculer.

60



Entropie

Soit (X, T, 1) un espace probabilisé. Une partition (finie, dénombrable) £ de X est
la donnée d’un ensemble (fini, dénombrable) de parties mesurables de X disjointes
deux & deux, et dont 'union recouvre presque tout X. On notera &(x) I’élément de
la partition contenant le point z € X.

Soit T': X — X une application mesurable et & = {4,;};=1..., une partition. On
pose T71& = {T71(A;)}iz1. n- Soit &, &2,..,&n des partitions de X. La partition
engendrée par les &; est définie par la relation : i\—/l &i(x) = ﬂ fz( ) ; of fig.1.
Définition
Soit (X, T, 1) un espace probabilisé, & une partition dénombrable de X. L’informa-
tion et I’entropie de & sont définies par :

1(€)(x) = —log (u(&(x))) =D —log(u(A)) La(x)

Aeg
H(E) = /X 1€) du = 3 —p(A) log(u(A)
Aeg

L’information I(£) est une fonction mesurable positive ; I'entropie H () est un
réel positif, qui peut étre infini si la partition n’est pas finie. Pour calculer ces
quantités, on introduit une version conditionnelle de I’entropie.

Soit A C T une tribu. L’entropie conditionnelle de £ relativement a A est donnée

par :
HENA) == [ Bi1a ] A) log(Eu(La | A) du

Aeg
Soit n une partition dénombrable ; on note H(¢ | ) entropie conditionnelle de &
relativement a la tribu engendrée par les éléments de 7.
Propriétés
Soit &, &1, &2, i des partitions dénombrables, T' : X — X une application mesurable
qui préserve la mesure p et A, B des sous-tribus de 7.
—H([T)=0, H [ {X}) = H().
—SiACB,alors H(&)>H(E|A >HE|B)>0.
—H(& V& |n) = H(& | &Vn)+H (& | n) ; en particulier, H (6, VE) < H(&1)+H (62).
Preuve
— C’est une conséquence des égalités : E(14 | {X}) = pu(A) et E(14 | T) = 14.
— La fonction f(x) = xzlogz est strictement convexe. L’inégalité de Jensen donne :

F(EQ4|A) < E(f(E(1a | B)) | A)
Par conséquent, E (f(E(1a | A))) < E(E(f(E(1a | B))|A)) = E(f(E(14 | B)).

11 suffit de sommer sur tous les éléments A de £ pour obtenir I'inégalité recherchée.

—Posons § =& V& = {A;} et n = {B;}. Montrons que H(¢ | n) = H((Vn)—H(n).

H(EVn) - H(SIU)*Z” n(AiNB;) log((AiNB))) = 32, ; w(Ain By) log (“754)
Z”H(A NB;)log(u(A) = — 32, u(Ai) log(u(Ai)) = H(E).

H(& | €2V77)+H(€2 | m) = H(&VEVn)—H (§Vn)+H (§Vvn)—H (n) = H(&1VE | n).

Définition

Soit (X, T,pn) un espace probabilisé, T : X — X wune application mesurable qui

préserve la mesure u et & une partition dénombrable de X. L’entropie de T rela-
tivement a la partition &, et l’entropie de T, sont définies par :

hu(T,€) = lim %H(J\.[\/lT g)

=0

hy(T) = sup{ h (T, &) | € partition finie de X }
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~1
La suite %H (:\/0 T—%¢) converge car elle est décroissante. On le démontre plus loin.

Propriétés
Soit &, n deux partitions dénombrables, T': X — X une application mesurable qui
préserve la mesure u, et A, B des sous-tribus de 7.

—HE|A)=H(T'¢|T71A).

= hu(T,m) < hu(T, ) + H(n | £).

~ hu(T.6) = lim H(¢ | VT¢).

— Pour tout n € N, on a: h,(T,&) = h,(T, .\_/OT_Z'«E).

Preuve

— Ceci découle de la relation E, (T 1A [T 'A)=E,(A|A)oT.

~Ona: HYT ) < HYT g Y176 = HY T + HY T | VT)
HYT™'p [ YT < 3 H(T™ I [ YT7E) < 35, H(T ' | T7'¢) = (n+1)H(n|€)
L’inégalité recherchée s’en déduit en divisant par n + 1 et en passant a la limite.
~Ona: H(\/T ) = (\/T Z§)+H(§|\/T ) = (VTZ€)+H(§|\/T ’€)
Ceci nnphque D H( \/OT k&) H(¢ )+ZJ LH(E \/ T- k&) Comme la sulte

H(¢| \/ T—F¢) est décroissante, il en va de méme de sa moyenne - H( \/ T-F¢)
et ces deux suites ont méme limite.
~ (T, Y T =tm k(v U T )= tim g (N T k) = (T g).
" i=0 - N7\ j=0 i=0 N+n

Théoréme (Kolmogorov-Sinai 1958)

Soit (X, T,pn) un espace probabilisé, T : X — X wune application mesurable qui
préserve la mesure et & une partition finie de X . La partition £ est dite génératrice
unilatere si la tribu engendrée par les éléments des partitions T, i € N, et les
ensembles négligeables est égale a T. Dans ce cas :

hu(T) = hu(Ta ‘f) = H(‘E | T_LT)
Preuve
Soit &, une suite de partitions dénombrables satisfaisant &,11(z) C &,(x) pour tout

n € N et tout z € X. Soit A la tribu engendrée par les éléments de tous les &,.
Soit enfin 7 une partition finie de X. Montrons que H(n | &,) — H(n | A).

Soit A un élément de 7. Par le théoréme de convergence L? des Martingales, on a :
E,(1a | &) — Eu(1a | A). Quitte & extraire, on peut trouver une sous-suite n;
qui converge presque partout. Ceci implique :

Eu(1a] &) 10g(Eu(1a | &) = Eu(1a | A)log(Eu(1a | A))  pp.

Le terme de gauche est borné par e~ L. Le théoréme de convergence dominée entraine:
fEu(lA | fniﬂog(Eu(lA | gm)) dy — fEu(lA | A) 1Og(Eu(1A | A)) o

Sommons sur tous les éléments A de n ; on obtient : H(n | &,,) — H(n | A).
Comme la suite H(n | &,) est décroissante, on a la relation recherchée.

Si on prend : &, = .\_71 T~ , on obtient : h,(T,&) =lim H({ | &,) = H(E | T7T).
Si on prend : &, = '\:}0 T~ , on obtient : im H(n | &,) = H(n|T) =0, et donc :
hM(T’ 77) S hM(Ta E’n) + H(77 | E’n) = hM(Ta 5) + H(U | gn) — hM(Ta 5)

Remarque : Lorsque T est inversible, on montre de méme que h,(T) = h, (T, &)
des que l'ensemble de tous les éléments des partitions 7%, i € Z, engendrent 7.
On dit dans ce cas que £ est une partition génératrice bilatére.

62



figure 1 : Partition engendréee

£ = [~ A E,= {8,.82} , g Ve,

\NB, A,NB,

figure 2 : Itération d'une partition du tore

ALNB, A,NB,

On considére la partition
€={ [0.1/2% [0.1/2[x[1/2[ , [1/2,[x[0,1/2[ [1/2,1[2}

n
.. -k
et ses itérés k\_/o T€

par les applications suivantes :

() = (&) ()~

(1 e)C)

n=1

n=3

n=5

A l'étape n, on obtient (2n+2) z morceaux sensiblement de méme taille pour la translation,
tandis que pour l'automorphisme du tore, on obtient 2 ™2 morceaux.

figure 3 : Itération de la partition § par |'automorphisme (: (1))
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Exercices
Dans la suite, (X, 7, 1) est un espace probabilisé.

exercice 1 :
On considere Papplication T : [0,1[— [0,1] donnée par T(x) = 2z mod 1. Cette
application préserve la mesure de Lebesgue. Soit £ = {[0,1/2[,[1/2,1[}.

— Calculez T, puis £ VT,

— Calculez H(£), puis H(¢V TLE).

— Montrez par rélcurrence la formule : n\ng_’f ={[52, L[ |1e{1.2"}}
— Calculez H(n\g T=) et h(T,¢&).

— Montrez que la partition £ est génératrice. En déduire h(T).

exercice 2 :
Soit ¢ une partition finie de X. Montrez I'inégalité H(§) < In(Card()). Montrez
qu’on a égalité si et seulement si tous les éléments de & ont la méme mesure.

exercice 3 :
Soit ¢ et 1 deux partitions dénombrables de X. Montrez que H(§ | n) = 0 si et
seulement si pour presque tout z € X, n(x) C &(z).

Supposons H (&) < oo et H(n) < oo Montrez que I'égalité H({V n) = H(E) + H(n)
est satisfaite si et seulement si les partitions £ et 1 sont indépendantes :

VAcE VBen, u(ANB)=u(Au(B).

exercice 4 :
Soit (X, T, p) un espace probabilisé, T : X — X une application mesurable qui
préserve la mesure p et £ une partition dénombrable de X. Soit k un entier positif.

k— .
Montrez les égalités : hy,(T*, ngﬂg) — khy, (T, €) et h(T*) = kh,(T).

exercice 5 :
Soient £ et 1 deux partitions finies de X. On pose d(§,n) = H(& | n) + H(n | §).
Soient &1, &, &3 trois partitions finies de X. Montrez I'inégalité triangulaire :

d(§1,83) < d(&1,&) + d(&2,&3)

exercice 6 :

Soit (X, T, u) et (Y, S,v) deux espaces probabiliséset T: X — X, S:Y — Y deux
applications mesurables préservant la mesure. On suppose que ces deux systemes
dynamiques mesurés sont isomorphes. Montrez qu’ils ont méme entropie.

exercice 7 :

Soit (X, T, 1) un espace probabilisé non atomique (u({z}) =0, Va € X). Montrez
que l'application identité n’admet pas de partition génératrice. Généralisez au cas
d’une transformation pour laquelle tous les points sont périodiques.

exercice 8 :

Considérons T : X — X une application mesurable qui préserve la mesure u. Soit
& une partition finie de X telle que les éléments de T, i € N, engendrent 7. On
suppose T inversible. Montrez que h,(T") = 0.

exercice 9 :

Dans la preuve du théoreme de Kolmogorov-Sinai, on a vu que si une suite de
partitions croissantes &, engendrent T, alors H(n | &,) converge vers 0 pour toute
partition finie . Montrez la réciproque.

Indic : montrez que H({A, A} |< &, >) =0 pour tout A€ T.
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Commentaires

La suite a, = H(\/Z:()Tfkg) vérifie I'inégalité an4m < am + an. On dit qu’elle est sous-additive. La
convergence de la suite aT" aurait donc pu étre déduite du lemme élémentaire suivant : soit a, € R une
sutte satisfaisant an4m < @m + an. Alors la suite HT" admet une limite dans [—oo, 0o et cette limite

coincide avec inf aT" .

On aurait pu définir ’entropie en prenant la borne supérieure sur toutes les partitions dénombrables
d’entropie finie. On aurait obtenu la méme valeur pour h, (7). Le théoreme de Kolmogorov-Sinai est
encore vrai pour les partitions génératrices dénombrables, mais il faut justifier ’emploi du théoréeme
de convergence dominée. Pour cela, on peut employer le lemme suivant, di a K. L. Chung (1961) :
Soit & une partition dénombrable et {&, }nen une suite croissante de partitions dénombrables. Alors

J supnl(€lén) du < H(E) + 1.

Supposons que l’espace sur lequel est défini la transformation est un espace de Lebesgue. Une partition
finie ou dénombrable £ est génératrice unilatére si et seulement si on peut trouver un ensemble de mesure
totale en restriction duquel ’application suivante est injective :

N

X = ¢
z = {&(T"(=)}en

Une partition génératrice donne lieu a un codage qui permet de distinguer presque tous les points
entre eux. Ce résultat peut se démontrer en employant une version mesurable du théoréme de Stone-
Weierstrass : une sous-algébre dénombrable de fonctions bornées de L? engendre tout L? si et seule-
ment si, aprés restriction a un ensemble de mesure totale, cette algébre sépare les points. Il suffit
d’appliquer ce théoréme a l’algébre engendrée par les fonctions indicatrices des éléments des Tfkf,
k € N. On peut énoncer un théoréeme analogue pour les partitions génératrices bilateres des transfor-
mations inversibles, en codant & 1’aide de £Z.

Dans quelle mesure un systéme d’entropie positive peut-il étre qualifié d’aléatoire ? Les décalages
de Bernoulli, qui modélisent le lancer d’un dé ou d’une piéce de monnaie, tombent certainement dans
cette catégorie. Y. G. Sinal montre en 1964 que tout systéme dynamique mesuré ergodique d’entropie
positive admet un quotient isomorphe & un décalage de Bernoulli de méme entropie. Ce résultat per-
met d’interpréter ’entropie en termes probabilistes : un systéme est d’entropie supérieure ou égale a
— X p; log p; si et seulement si on peut trouver une partition de ’espace { A1, ..., A, } satisfaisant u(A;) =
pi, et telle que les X, () = X414, (T"(z)) forment une suite de variables aléatoires indépendantes iden-
tiquement distribuées. Par exemple, un systéme est d’entropie plus grande que log(6) si et seulement
s’il permet de simuler le lancer d’un dé & six faces.

Les premiers systémes réguliers & avoir été classifiés par le biais de ’entropie sont les automorphismes
ergodiques du tore T2 (R. L. Adler et B. Weiss, 1967). Deux tels systémes sont isomorphes si et seulement
si ils ont méme entropie. En particulier, il existe des automorphismes de T2 qui sont isomorphes sans

étre conjugués algébriquement, par exemple (2 ?) et (? ?) L’isomorphisme est construit a ’aide
d’une partition de Markov.

D. Ornstein montre en 1970 que deux systémes de Bernoulli bilatéres sont isomorphes si et seulement
s’ils ont méme entropie. Ce résultat s’étend aux décalages de type fini mélangeants. Y. G. Sinal, R.
Bowen, M. Ratner montrent ensuite, en utilisant des partitions markoviennes, que la plupart des systéemes
uniformément hyperboliques sont isomorphes a des systémes de Bernoulli : difféomorphismes Anosov
C? préservant la mesure de Lebesgue, difféomorphismes Axiom A C' préservant une mesure de Gibbs
mélangeante, etc. La théorie de Pesin permet d’étendre ces résultats a certaines classes de systémes non
uniformément hyperboliques. La dynamique de ces systémes est donc, sur le plan mesurable, fortement
stochastique.

Classer les transformations non inversibles & isomorphisme preés est plus délicat. Les seuls isomor-
phismes entre deux décalages de Bernoulli unilatéres sont obtenus par permutation des symboles. B.
Marcus et S. Tuncel donnent en 2001 une classification des décalages de type fini unilatéres. Une trans-
formation rationnelle de la sphére de Riemann posséde une unique mesure de probabilité d’entropie
maximale ; D. Heicklen et C. Hoffman démontre en 2002 que ce systéme est isomorphe & un décalage de
Bernoulli.

Un systéme dynamique mesuré peut étre d’entropie infinie ; considérons une suite p; de réels dans
[0, 1] satisfaisant ¥ p; = 1 et —X p; logp; = co. La suite des p; définit une mesure de probabilité p sur
I’ensemble des entiers N, et le décalage sur ’espace produit NZ | relativement & la mesure produit ,u®z,
est d’entropie infinie. On peut cependant montrer qu’un homéomorphisme Lipschitzien de constante
de Lipschitz K, défini sur un espace métrique compact de dimension finie et préservant une mesure de
probabilité borélienne, est d’entropie finie, majorée par dim(X) logt K (Kouchnirenko, 1965). En parti-
culier, un difféomorphisme C! définie sur une variété compacte, et préservant une mesure de probabilité
borélienne, est d’entropie finie.

W. Krieger démontre en 1970 que toute transformation inversible ergodique définie sur un espace de
Lebesgue, qui préserve la mesure et dont ’entropie est finie, admet une partition génératrice bilatere
avec au plus e"n(T) 4 1 ¢léments. Les transformations inversibles ergodiques d’entropie strictement
positive n’ont pas de partitions génératrices unilateres.

D. A. Lind et J. P. Thouvenot montrent en 1977 que toute transformation ergodique d’entropie finie
d’un espace de Lebesgue est isomorphe & un homéomorphisme du tore préservant la mesure de Lebesgue.
L’existence de réalisations C'* pour les transformations d’entropie finie reste ouverte.
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Entropie et théorie de 'information

Von Neumann told me, ’You should call it entropy, for two
reasons. In the first place your uncertainty function has been
used in statistical mechanics under that name, so it already
has a name. In the second place, and more important, no
one really knows what entropy really is, so in a debate you
will always have the advantage.’

C. E. Shannon (1916-2001)

Le terme d’entropie est utilisé pour la premiere fois par R. Clausius en 1865, dans le
cadre de ses recherches sur la chaleur. Le concept sous-jacent va jouer un role crucial
dans le développement de la thermodynamique et de la mécanique statistique, avec
les travaux de J. W. Gibbs et L. Boltzmann, a la fin du XIX® siecle. Ce ne sont
cependant pas ces deux théories qui inspirent A. N. Kolmogorov lorsqu’il introduit
un nouvel invariant appelé “entropie” pour ’étude des systémes dynamiques, mais
bien les travaux de C. E. Shannon en théorie de I'information.

Dans un article fameux publié en 1948, et marquant la naissance de la théorie de
I'information, C. E. Shannon introduit une quantité destinée a quantifier 'informa-
tion perdue dans les transmissions téléphoniques, lorsque le signal est bruité.

L’expérience suivante montre comment appréhender I’entropie, du point de vue
de cette théorie de I'information. Considérons une source dont le résultat appartient
a un ensemble de n symboles 1, ..., z, de probabilités respectives p1, ..., p,. Nous
cherchons a déterminer quel est le résultat produit par la source en posant des
questions de type oui/non : “le résultat est-il égal & x1 7”7, “appartient-il a tel
sous-ensemble” etc. Posons H = — Y p; log p;, en utilisant le logarithme en base
deux. C. E. Shannon montre que le nombre moyen de questions qu’il faut poser
est compris entre H et H 4 1, des l'instant o1 on a fait un choix optimal pour ces
questions.

On a introduit au chapitre précédent le concept de partition et d’information as-
sociée. Quel lien y a-t-il avec le probleme qui vient d’étre exposé ? Remarquons tout
d’abord qu’une question partitionne ’espace des résultats en deux sous-ensembles.
Une suite de questions donne donc une suite de partitions de notre espace. Si cette
suite de questions est en mesure de distinguer entre tous les résultats possibles, cela
signifie que la partition engendrée est la partition en points, £(z) = {«} pour tout
x. L’entropie de cette partition est précisément égale & H.

La valeur de H apparalt comme la quantité moyenne d’information nécessaire
pour déterminer le résultat produit par la source. On va expliquer dans la suite
comment quantifier ce concept d’information et traiter quelques exemples concrets.
On calculera explicitement ’entropie H lorsque la source produit une suite de sym-
boles indépendants entre eux, ou lorsque la probabilité d’un symbole ne dépend que
du symbole qui le précede (cas markovien).
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Entropie et théorie de I’'information
La notion d’information

Azxelle prend connaissance du résultat obtenu a [lissu d’une certaine expérience
aléatoire. Francois cherche a déterminer ce résultat et demande a Axelle si elle
peut lui fournir des informations. Azelle autorise Francois a lui poser une ques-
tion, a laquelle elle répondra par oui ou par non.

Frangois pose sa question et Axelle répond par Uaffirmative. Quelle est la quantité
d’information que Francois a obtenue ?

Cherchons a comprendre ce que peut valoir cette quantité d’information. Remar-
quons tout d’abord que la question de Frangois partitionne ’ensemble des résultats
) en deux sous-ensembles : d’un coté les résultats qui vont entrainer une réponse
positive de la part d’Axelle, et de 'autre ceux qui donneront une réponse négative.

La quantité d’information recue par Francois dépend de la probabilité p d’obtenir
une réponse positive & sa question ; notons cette quantité I(p). Supposons main-
tenant qu’Axelle répete deux fois I'expérience et que la réponse & la question initiale
est positive dans les deux cas, et faisons le postulat suivant :

La valeur de l'information fournie par deuz résultats obtenus de maniére indé-
pendante est égale a la somme des quantités d’information associées a chacun
des résultats.

La quantité d’information obtenue par Francois est donc égale au double de I’infor-
mation qui aurait résulté d’une réponse positive a une seule réalisation de I'expé-
rience. D’un autre co6té, la probabilité d’obtenir deux fois une réponse positive est
égale & p2. On a donc I(p?) = 2I(p). On en déduit que I(p™) = mI(p), en répétant
m fois Pexpérience. Un petit calcul montre alors que I(p™) = mlI(p) pour tout
nombre rationnel positif m. Si la fonction p — I(p) est continue sur 0, 1], cela
entraine I'égalité I(p”) = xI(p) pour tout réel z. Par convention, on pose I(1) = 1,
ce qui donne I(y) = —logy(y).

Calculons I'information moyenne que donne la réponse d’Axelle : avec probabilité
p la réponse est positive et la quantité d’information regue est égale a log, p ; avec
probabilité 1 — p la réponse est négative et I'information regue vaut log, (1 — p).

H(p) = —plogyp — (1 —p)logy(1 — p)

Notons ¢ = {oui,non} la partition de  associée a la question d’Axelle, z le résultat
de I’épreuve aléatoire et u la mesure de probabilité définie sur 2. Par définition de
p, p = P(oui) = p(&(z)), et on retrouve la formule usuelle pour 'entropie d’une
partition a deux éléments. Traitons maintenant un exemple concret.

Le jeu des questions et des réponses

Azxelle lance deux dés a siz faces et fait la somme des chiffres obtenus. Francois
essaie de deviner le résultat en posant des questions auzxquelles Axelle répond par
ous ou par non.

Frangois demande par exemple si le résultat est supérieur ou égal a 7, puis s’il est
pair. Il recoit les réponses “non” puis “oui” a ces questions. Il demande ensuite
si le résultat obtenu est égal a 6 et, apres avoir recu une réponse négative, s’il est
égal a 2. Ceci est récapitulé dans le tableau 2. On peut calculer explicitement
I'information que lui donnent les réponses d’Axelle. Notons z le résultat obtenu par
Axelle et &1, ..., &, les partitions associées aux questions successives de Francois.
L’information qu’apportent a Francois les réponses aux questions 1 a n est égale a
I(& V& V... VE,)(x) ; elle figure dans avant-derniére colonne du tableau.
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Le gain d’information apporté par la réponse n vaut I(&, | £&1V...VE&,—1)(x), c’est-
a~dire —logy p1(&n () | £1V...V&n—1(x)). Cest la différence entre I(§1VEV...VE, ) (x)
et I(& V& V... VE_1)(z), elle figure dans la derniere colonne du tableau.

Pour deviner le résultat =, Frangois doit totaliser un gain d’information égal a
—logy (P({z})). On peut suivre sa progression dans le tableau. Par exemple, la
réponse & la question 3 : “le résultat est-il égal a 6”7 lui est plutot favorable (in-
formation supérieure & 1) méme si en moyenne, une telle question apporte peu
d’information dans ce contexte (information relative moyenne égale & 0.25). Apres
avoir posé la question 4 : “le résultat est-il égal a 2”, Francgois dispose de suff-
isamment d’informations pour deviner le nombre recherché. En effet, 4 est le seul
résultat qui induit la série de réponses non-oui-non-non & ses questions. Et de fait,
Frangois a bien atteint la quantité d’information nécessaire : logs(12) ~ 3.58.

Information et chaines de Markov

Voici un autre exemple issu de la théorie des probabilités. Soit X, Xi, ..., Xn...
une suite de variables aléatoires stationnaires définies sur un espace probabilisé
(Q,T,P), a valeurs dans 'ensemble fini 4 = {1,..., N}. Supposons connues les
valeurs des X;, i > 1. De quelle quantité d’information a-t-on besoin en moyenne,
pour connaitre la valeur de Xy ?

On peut supposer que l'espace Q sur lequel sont définis les X; est égal a AN,
la variable aléatoire X; correspondant a la projection sur la coordonnée i. On
note o : Q — ) le décalage vers la gauche. Considérons les partitions &, de 2
définies par &, = {(X, = a) | a € A} et remarquons que &, = o "&. Soit
H(Xy | X1,...,X,) la quantité d’information moyenne nécessaire pour connaitre la
valeur de Xy connaissant celle des X;, i =1 a n. On a I’égalité :

H(Xo | X1,.. Xn)=H(& | & VEV ... VE)=H (& | i\ZlUﬂfo)

Cette quantité converge vers l’entropie du décalagenh(a, &). Lorsque Q = AN,
la partition &y est génératrice car les éléments de Vo~ *&y sont les cylindres de
longueur n 4+ 1. L’entropie du décalage s’interprete donc comme l'information
moyenne nécessaire pour connaitre la valeur “présente” X, connaissant les valeurs
“passées” X;, i > 1, du processus. Faisons le calcul quand les X; forment une chaine
de Markov.

Théoréeme
Soit A un ensemble fini ; le décalage o : AN — AN est défini par la formule
o({z:}ien) = {Tit1}ien. Pour i,j € A, on se donne des éléments p;, p;; de
[0,1] vérifiant : >, pi =1, 37, pij =1 et 32, pipij = pj. Notons P la probabilité
satisfaisant :

P({{zi}ieN | ©0 = i0,..; Tn = in}) = DigPio,irPir,iz--Pin—1,in

L’entropie de o par rapport a P est donnée par :

hP(O') = — Zi,j pipiyj Ingiﬁj.
Preuve
En vertu des égalités P(Xy, = j | Xp41 = @) = pij, pi = P(X1 = i) et de la
propriété de Markov, on a :
H(XO | le 7Xn> = H(XO | Xl)
= =i P(Xo=j, X1 =i)log P(Xo = j | X1 =)
— i Pibijlogpi;.

Comme corollaire, on en déduit qu’un systeme de Bernoulli, sur un alphabet a n
symboles de probabilités p1, ...p,, a pour entropie — > p; log p;.
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Tableau 1 : Loi suivie par la somme de deux lancers d’un dé a six faces

résultat =« 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
probabilité p | 55 | 55 | 55 | 3 | 36 | 36 | 35 | 3 | 36 | 3 | 3
information |5.17|4.17]3.58|3.17(2.85|2.58 2.85|3.17|3.584.17|5.17
Tableau 2 : liste de questions/réponses (z = 4)
i | Question Un élément Entropie | Gain | Réponse | Information | Gain
de &; cumulée cumulée
1 >77 {7,8,9,10,11,12 0.98 0.98 non 1.26 1.26
2 | pair? [{2,4,6,8,10,12} 1.96 0.98 oui 2 0.74
3| =67 {6} 2.21 0.25 non 3.17 1.17
4 | =27 {2} 2.3 0.09 non 3.58 0.41
5 ®
4
: ®
Tableau 3 : liste de questions/réponses (z = 12)
i Question Un élément | Entropie | Gain | Réponse | Information | Gain
de &; cumulée cumulée
1(6,7,8,10 ou 11{6,7,8,10,11}{ 0.98 0.98 non 1.26 1.26
2 14,79,10 ou 11 {4,7,9,10,11}{ 1.98 1 non 2.16 0.9
3 5,7,8 ou 9 {5,7,8,9} 2.97 0.99 non 3.18 1.02
4 2,10 ou 12 {2,10,12} 3.22 0.25 oui 4.17 0.99
5 27 {2} 3.28 0.06 non 5.17 1
S

GT
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Exercices

exercice 1 :

Axelle lance deux dés a six faces et fait la somme des deux chiffres obtenus. Elle
accepte de répondre par oui ou par non aux questions de Francois portant sur la
valeur de la somme.

Francois peut-il deviner le résultat a coup str, en trois questions seulement ? Quel

est le nombre minimal de questions qu’il doit poser, de fagon a pouvoir conclure
quel que soit le résultat du lancer 7 Méme probleme pour le lancer de trois et quatre
dés.
exercice 2 :
On considére une expérience aléatoire admettant n résultats possibles, de proba-
bilités respectives pi,...pn. Francois cherche a deviner le résultat de I'expérience en
posant des questions de type oui/non. Montrez que le nombre minimal de questions
qu’il doit poser, de facon a pouvoir conclure quel que soit le résultat de ’épreuve, est
toujours supérieur & l'entropie — Y p; log, p;. Montrez qu’on ne peut avoir égalité
que si tous les résultats de I’épreuve sont équiprobables. Le nombre de résultats
possible doit alors étre une puissance de 2.

exercice 3 :

Axelle lance deux dés & six faces et Francois cherche & deviner la somme des deux
chiffres obtenus par Axelle. Pour cela, il peut poser quatre questions.

Les trois premieres réponses d’Axelle lui ont apporté une quantité d’information
égale a 3.17, et il ne lui reste plus qu’une question a poser.

— Le résultat peut-il étre égal & 6 7

— Le résultat peut-il étre égal a 4 7

— Si c’est le cas, quelle question suggéreriez vous a Francois 7

On rappelle que log2(3) = 1.58 et loga(5) = 2.32

exercice 4 :
Soit Xy, X1,...Xp,... une suite de variables aléatoires stationnaire markovienne.
Montrez l'inégalité : H(X,, | Xo) < H(Xn+1 | Xo)-

exercice 5 :

On lance deux dés a n faces et on fait la somme des deux résultats obtenus. Calculez
I’entropie du systeme obtenu en répétant de maniere indépendante une telle épreuve.
Comparez avec ’entropie associée a la répétition, de maniere indépendante, d’une
épreuve obéissant a la loi uniforme sur un ensemble & 2n — 1 éléments.

exercice 6 :
Soit p, ¢ € [0,1] tels que p + ¢ = 1. Calculez 'entropie des chaines de Markov
suivantes :

q q
Co D Co oD
~__ ~___~
P q
matrice de transition : (p q) matrice de transition : (p q)

p q q P

exercice 7 :

Montrez que le systéme de Bernoulli sur un alphabet a trois symboles de probabilités
respectives 1/3, 1/3 et 1/3, n’est pas isomorphe au systéme de Bernoulli sur un
alphabet & deux symboles de probabilités respectives 1/2, 1/2.

70



Commentaires

Revenons au cas du lancer des dés a six faces. Considérons un ensemble de questions £;...£, qui permet de
conclure quelque soit le résultat : &1 V...VE&,(z) = {z}, c’est-a-dire H(&1V...VE,) = — X p; logp;, = 3.27
Pour certains résultats, il n’est pas nécessaire de poser les n questions pour étre en mesure de conclure.
Par exemple, pour les questions du tableau 3, il suffit de poser les trois premiéres questions pour trouver
le résultat si celui-ci vaut 4,5,6,7,8 ou 9.

En moyenne, quel est le nombre de questions effectivement posées pour trouver le résultat ? Dans son
papier fondateur de 1948, C. E. Shannon montre que ce nombre moyen est toujours supérieur a ’entropie.
D. Huffman propose en 1952 un algorithme pour construire une suite de questions minimisant le nombre
moyen de questions a poser. Pour le cas du lancer de deux dés, le tableau 3 a été obtenu & l’aide de
cet algorithme. Le nombre moyen de questions effectivement posées vaut 3.306 ; il est optimal. Les
méthodes de compression jpeg, mp3 et pkzip utilisent cet algorithme de Huffman.

Remarquons qu’il faut poser au moins quatre questions pour étre en mesure de distinguer tous les
résultats entre eux. En effet, trois questions partitionnent ’ensemble des résultats en au plus 2% = 8
parties, alors qu’il y a 11 résultats différents.

On peut chercher a déterminer un ensemble de quatre questions, qui minimise le nombre moyen de
questions a poser, parmi les ensembles de quatre questions. Ceci s’obtient par un algorithme “numisma-
tique”, et donne : 6,7,8 ou 97 4,5,7,8 ou 10 ? 3,5,6,7 ou 11 ? 2,3 ou 4 ? pour un nombre moyen de
questions égal a 3.333.

L’entropie associée au lancer de deux dés a n faces est donnée par :
H = —Xp;logp; = 2logn — H—IQ(E?;II 2ilog i+ nlogn) ~ log(n) + % + o(1/n)
On peut vouloir comparer cela avec ’entropie de la loi uniforme sur un ensemble & 2n — 1 éléments :
H =log(2n — 1) ~ log(n) + log(2) + o(1).
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Calculs d’entropie

L’entropie est une loi générale de l'univers :
la tendance naturelle des choses a passer de
l’ordre au désordre sous leffet d’un hasard
calculable.

F. Jacob

Calculer I'entropie d’une transformation préservant une mesure est en général un
probleme délicat. On va s’intéresser a une classe d’applications non inversibles pour
lesquelles on peut mener le calcul sans trop de difficulté.

Une application T' définie sur un espace métrique X est dite uniformément dila-
tante si on peut trouver une partition {X;} de X telle que, en restriction & chacun
des X;, T dilate la métrique au sens suivant : on peut trouver une constante K > 1
telle que, pour tout 4,

Vz,y e X, d(T(z),T(y)) > K d(z,y).

Nous avons déja rencontré plusieurs exemples d’applications dilatantes : les auto-
morphismes des tores dont toutes les valeurs propres sont de module strictement
supérieur & un, les applications C'' par morceau de l'intervalle dont la dérivée est
plus grande qu'une certaine constante K > 1 (c¢f fig.8), satisfont la propriété ci-
dessus.

Pour ces applications, il est possible de donner une expression explicite pour
Pentropie des mesures de probabilité invariantes. Cette expression fait intervenir le
taux de dilatation de la mesure sous ’action de la transformation. D’un point de
vue informel, on peut dire que le désordre inhérent au systeme est proportionnel a
ce facteur de dilatation.

Ce facteur se calcule aisément quand la transformation est réguliere et préserve
une mesure invariante absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
Il s’obtient par un simple changement de variables. L’entropie est alors égale a
Iintégrale du logarithme du jacobien de la transformation. On relie donc une
quantité mesurable, définie de maniere globale, et mesurant 'incertitude en ce qui
concerne ’évolution du systéme au cours du temps, a une quantité obtenue en
moyennant la dilatation infinitésimale observée au voisinage de chacun des points
de ’espace.

Les systemes de Bernoulli définis sur un alphabet fini I peuvent s’interpréter en
terme d’application dilatante. Il suffit pour cela de munir I'espace compact IN de
la distance suivante :

d({i}, {y:}) = 27 UEN T o)

Le décalage o défini sur cet espace est alors dilatant en restriction aux cylindres
[a] = { {z;} € IN | 29 = a}, pour tout a € I :

Y,y € [a], d(a(z),a(y)) >2d(x,y).

On peut raisonner de méme pour une chaine de Markov a espace d’état fini et
obtenir une expression pour l'entropie du décalage en fonction des probabilités de
transition. Cette méthode de calcul n’est pas la plus élémentaire, mais elle permet
d’illustrer le concept d’application dilatante.
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Calculs d’entropie

Soit (X, T, ) un espace probabilisé, T' : X — X une application mesurable qui
préserve la mesure p. Supposons que 7' soit injective en restriction & un ensemble
mesurable A C X. On définit 'inverse du jacobien de T" sur A par la formule :

= (L) o T

de facon & avoir le changement de variable habituel : [ 4 90T du = fT A IT’\# du.
Iz |A

Formule de Rokhlin

Soit (X, T, p) un espace probabilisé, T : X — X une application mesurable qui
préserve la mesure p. Supposons qu’il existe une partition finie X;, ¢ allant de 1
a k, telle que les TX; soient mesurables et T : X; — TX; soit bijective d’inverse
mesurable. Alors :

ppro€X, E(f|T7'T)(w0) = Z %
Tx=Txo H

H({Xi}izl..k | T_lT) = / lOg |T;L| d,u
X

Preuve

Notons T[l : TX; — X; lUinverse de T sur les domaines considérés ; on prolonge

cette fonction a X de maniere arbitraire. Remarquons que pour tous les xg € X;,
{x | Tz =Taxo} = {T; (Txo) | i tel que T(z0) € T(X;)}.

Pour calculer I'espérance conditionnelle, on écrit : f =3 1x, fo Ti—1 oT, ce qui

donne :

E(f|T7'T) =32, E(
11 suffit donc de démontrer I'égalité : E(1x, | T-1T) =

T7IT) foT; ' oT

1rx,oT
| T, |oT; o
1 T goT
ngT E(lx, | T~ 1T ) dp = fX goT dp= f‘T/T|XTgl H= f|;’x\ooT 5 dp.

11 reste & calculer I'entropie relative de la partition {X;} :

H{X} [ TT'T) = X, —1xlog B(lx, [ T7'T) dp
= Zifxilog|T[L|oTiflonu

2 fxi log | T;; | du

= Jylog |T)| du

Corollaire

hu(T) > [y log | T | du  avec égalité si la partition {X;} est génératrice unilatére.
Remarques

— Supposons X C R™, u est la mesure de Lebesgue, T est C! sur I'intérieur des X;
(Lipschitz suffit) et ©(9.X;) = 0. Alors | T}, | = | det(DT) | presque partout.

— La quantité E( T—1T)(x) s'interpréte comme la probabilité que x soit dans
X, sachant la valeur de T'(x).

—Si T possede un générateur unilatere, h(T') s'interprete comme la quantité moyenne
d’information nécessaire pour connaitre x sachant que Tz est connu.

— L’opérateur L, f(y) = ZTI:y % est lopérateur de transfert associé a T ;
I

c’est I'adjoint de I'isométrie f +— f o T défini sur L?(X, p).
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Entropie des décalages

Calculons I'entropie du décalage défini sur une chaine de Markov. Soit I un alphabet
fini. On se place sur X = IN et on considere le décalage T'({z;}ien) = {Tis1 }ien.
Pour chaque indice i, j € I, on se donne des nombres réels p;; € [0, 1], p; € [0,1] qui
satisfont Ezpl = 1, ijij =1let Zzplpw =Pj-

Soit ay, ..., a, des éléments de I. Rappelons que le cylindre [ay,...,a,] C X est
composé des éléments de X qui commencent par la suite ag,..., a,. D’apres le
théoreme d’extension de Kolmogorov, il existe une mesure de probabilité p sur X
qui satisfait p([a1, ag, ...an]) = PayParas---Pan_1a,- Cette mesure est T-invariante.

Théoréme
h(T) = — Z Di Dij 1og pij
i,j

Preuve

Soit N le cardinal de I. Chaque point de X a exactement N pré-images et T est
bijective de [i] dans X. On prend donc X; = [i]. La partition {[i] | ¢ € I} est
génératrice car la partition engendrée par ses k premieres images réciproques est
composée de tous les cylindres de longueur k. Calculons le jacobien de T : [i] — X.

w(Tay, ..,a,]) N [i]) = p([i, a1, ..., an)) = pipp% p([ar, ..., an))

Ceci montre que |T}| est constant sur le cylindre [4, j] et vaut p?;-- . Au final,
iPi

hu(T) = =32, 5 pipijlog(piy) — X2 pilog(pi) (3, pij) + 22 log(ps) (X2, pipij)
Et les deux derniers termes se compensent.

Entropie des applications dilatantes par morceaux

Montrons que la partition {X;} est génératrice des que T est dilatante en restriction
& chacun des morceaux de la partition (c¢f fig.1).

Proposition
Soit X un espace métrique, p une mesure de probabilité borélienne et T : X — X
une application borélienne qui préserve la mesure p. Soit & une partition finie, dont
le diametre des éléments est majoré ; on suppose que pour un certain K > 1 et pour
tout A € &,

Ve, ye A, d(Tz,Ty) > Kd(z,y)
Alors £ est une partition génératrice.

Preuve n
Montrons que le diametre des ensembles (\O/ Tﬂ&) (z) tend vers 0 quand n — oo.

Si ce n’es;ul pas le cas, on peut trouver § > 0 et, pour tout entier n € N, des points
xn dans VT 76 (x) tels que d(z,,x) > 0. Pour tout ¢ € {0..n}, Le point T x,
appartien% a &(T'z), ce qui donne :

ATz, T '2) > K d(T'zxy, T'x)
par conséquent :  diam £(T"z) > d(T"x,, T™x) > K"d(x,,x) > K"J.
Le diametre des £(T"x) ne serait donc pas majoré. On conclut & 'aide du lemme :
Lemme
Soit X un espace métrique et &, une suite de partitions dénombrables qui satisfait

pour tout x € X, diam &,(x) — 0. Alors les éléments des &,, n € N, engendrent
la tribu des boréliens de X ; cf fig.2.

Preuve
Soit U un ouvert de X. Pour tout z € U, on peut trouver n € N tel que &,(z) C U.

Onadonc: U = |J U A. L’ouvert U est dans la tribu engendrée par les &,.

neN A€gn
et Acu
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figure 1 : Dilatation et partition génératrice

figure 2 : Suite de partitions de diamétre arbitrairement petit

figure 3 : Quelques applications dilatantes de l'intervalle
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Exercices

exercice 1 :
On considere 'application T : [0, 1] — [0, 1] donnée par :

T(x) = { V2 sur  [0,1/v/2]
222 — 1 sur  [1/v/2,1]
Montrez que T préserve la mesure 2z dz et calculez son entropie.

exercice 2 :

Soit A une matrice n X n inversible dont les valeurs propres sont toutes de module
strictement supérieur a un. Cette matrice induit une application du tore T™ par
passage au quotient. Montrez que cette application préserve la mesure de Lebesgue,
puis qu’elle est injective et dilatante sur tout ensemble de diametre suffisamment
petit. Calculez son entropie.

exercice 3 :

Soit U un ouvert de R™ et T : U — R™ une application C'! injective préservant une

mesure finie de la forme du = hdz, avec h mesurable. Calculez [T},|.

On suppose que la fonction log(h) est p-intégrable. Montrez la formule suivante :
S log T} | dp = [, log |det D, T dp.

exercice 4 :

Soit T': [0,1] — [0, 1] 'application définie par :

T(z) = 2¢ + % sur [0, %]
-3z+2 sur [3, 3]
20 — % sur [2,1]

Montrez que T préserve une mesure de probabilité absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue. Calculez 'entropie de T par rapport a cette mesure. Peut-
on trouver une partition génératrice ayant deux éléments 7

exercice 5 :

Soit X un espace métrique compact, T' : X — X une application continue et p
une mesure de probabilité borélienne invariante par T'. Soit £ une partition finie
satisfaisant la propriété suivante :

VAc¢ Va,ye A distincts ,  d(Tx, Ty) > d(z,y).
Montrez que la partition ¢ est génératrice.

exercice 6 :
Montrez que 'application T : [0, 1] — [0, 1] suivante préserve la mesure de Lebesgue :

T(z) = /22 —1] siz € [0,1/2]
= 1-Pz—1 size]1/21]

Calculez son entropie.

exercice 7 :

Soit (X, T, p) un espace probabilisé, T' : X — X une application mesurable qui
préserve p. On suppose qu'il existe une partition finie {X;} telle que les T'X;
soient mesurables et telle que la restriction de T' a chacun des X; soit bijective, bi-
mesurable, de X; sur T'X;. Montrez 'égalité : [y [T}, du = [ Card(T~'(y)) du(y).

exercice 8 * :

Soit p, g € [0, 1] tels que p+¢ = 1. Calculez le jacobien du décalage unilatere associé
a la chaine de Markov de matrice de transition (2 ). Méme question lorsque la
matrice de transition vaut (? ). En déduire que les systémes dynamiques mesurés

associés ne sont pas isomorphes.
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Commentaires

Pour une application mesurable T': X — X injective en restriction aux éléments d’une partition finie
X, le jacobien |T"L| tel qu’il a été défini plus haut dépend & priori de la partition X; choisie. Cependant,
si {Y;} est une autre partition telle que T soit injective en restriction & chacun de ses éléments, les
jacobiens T"X_ et T,,/L\Y~ coincident presque partout en restriction & X; N'Y;. La fonction |T},| peut
donc étre considéré comfme bien défini, & un ensemble de mesure nulle prés, sans faire référence & une
partition spécifique.

L’inverse du jacobien admet une interprétation probabiliste. La quantité 1/\Tl;(:n)\ correspond a la
probabilité d’obtenir la valeur & parmi toutes les valeurs de T~ !(T(z)), connaissant la valeur de T'(z).

On s’est restreint au cas d’une partition {X;} de cardinal fini car c’est dans ce contexte que le concept
d’entropie a été défini. Les résultats démontrés plus haut sont encore vrais si la partition {X;} est
dénombrable, les preuves restent inchangées.

Un espace de Lebesgue X sur lequel est défini une application mesurable T': X — X qui préserve la
mesure, et dont le cardinal des fibres T~ ! (x) est dénombrable pour tout z € X, posséde automatiquement
une partition dénombrable {X; };en, telle que T soit injective en restriction & chacun des X;. Ce résultat
est démontré dans le livre de W. Parry, entropy and generators in ergodic theory [Pa69].

On peut relaxer les hypotheses de dilatation uniforme, dans la proposition montrant que la partition
{X;} est génératrice. D’abord, il suffit qu'une puissance de la transformation soit dilatante. Lorsque
I’espace X est compact, il suffit d’avoir une estimée de la forme d(Tz,Ty) > d(z,y) sur les éléments
de la partition. Lorsque la transformation est ergodique, on peut se contenter d’une dilatation uniforme
sur un seul élément, et d’une estimée de la forme d(Txz,Ty) > d(z,y) sur les autres éléments. Presque
tout élément a une orbite qui passe une infinité de fois dans 1’élément sur lequel on a la dilatation, et
c’est suffisant pour conclure.

Soit X une variété compacte et T une application différentiable C' définie sur X. La condition
det D,T > 1 en tout point assure le caractére uniformément dilatant de la transformation en restriction
a tout ensemble de diametre suffisamment petit. Toutes les variétés différentielles n’admettent pas une
telle transformation. Seules les variétés qui peuvent s’écrire comme quotient d’un groupe de Lie nilpotent
par un sous-groupe discret sont susceptibles de porter de telles applications.

Le jacobien est un invariant de conjugaison mesurable. Il peut étre utilisé pour distinguer entre les
décalages unilateres. Par exemple le décalage unilatére associé a la chaine de Markov de matrice de
transition (Z 3) et celui associé a la chalne de matrice de transition (f; Z) ont méme entropie. Mais
les partitions données par les lignes de niveau du jacobien ne peuvent pas étre isomorphes : dans le
premier cas, cette partition engendre les boréliens sous ’action du décalage, tandis que dans le second
cas, la partition engendrée est invariante par permutation des deux symboles.
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Espaces de Lebesgue et isomorphisme

Nous avons la chance unique d’avoir a notre dis-
position une langue universelle, la numérotation
décimale écrite, utilisons la.

H. Lebesgue (1875-1941)

Intéressons nous aux espaces sur lesquels sont définis les systemes dynamiques
mesurés. Nous dirons que deux espaces probabilisés sont isomorphes si apres avoir
écarté un ensemble négligeable de points dans ces deux espaces, on peut trouver
une bijection mesurable qui préserve la mesure, et dont ’application réciproque est
elle aussi mesurable. Si deux systemes dynamiques sont isomorphes, les espaces
sous-jacents sont eux aussi isomorphes.

Peut-on classer les espaces probabilisés a isomorphisme pres 7 Remarquons tout
d’abord qu’un isomorphisme envoie les points de mesure strictement positive (les
atomes de la mesure) sur des points qui sont eux aussi de mesure strictement posi-
tive. Le nombre et la masse de ces atomes est donc un invariant d’isomorphisme.

De maniere surprenante, la plupart des espaces probabilisés sans atomes sont
isomorphes & [0, 1], muni de la mesure de Lebesgue. Seul un manque de mesurabilité
ou de séparabilité peut mettre en défaut un tel isomorphisme.

Expliquons pourquoi il en est ainsi, en considérant le cas d’un borélien X dans un
espace métrique séparable complet. Du fait de la séparabilité de X, il est possible
de coder les points de X par des suites de 0 et de 1, de la méme fagon que I'on
peut représenter un nombre réel par la suite de ses chiffres en base deux. On peut
donc trouver une injection mesurable de X dans {0,1}N. Le seul probleme est de
montrer que cette application envoie les ensembles mesurables sur des ensembles
mesurables.

Cette question apparait tres tot dans I'histoire de la théorie de la mesure. Déja
H. Lebesgue se demandait a quelle condition une application borélienne transforme
un borélien en borélien. L’injectivité de la transformation s’avere étre une condition
suffisante. Pour démontrer cela, il a fallu introduire une nouvelle classe d’ensembles,
les ensembles sousliniens (ou analytiques), et mener une étude poussée de la struc-
ture de ces ensembles.

Il est possible de contourner les difficultés que posent ces notions, en se contentant
de montrer que I'image d’un borélien par une application borélienne injective est
juste mesurable. C’est un résultat relativement aisé a établir, car la mesurabilité
fait référence a une mesure. On peut donc l’obtenir par un calcul direct.

Rappelons la différence entre ensemble borélien et ensemble mesurable. Soit X
un espace topologique, B(X) la tribu des boréliens de X et p une mesure sur cette
tribu. Nous dirons qu’un sous-ensemble de X est p-mesurable s’il appartient a la
complétion B(X) de la tribu des boréliens relativement a p.

B(X)={AcC X |3B',B" € B(X) tels que B' C BC B" et u(B"\B') =0}

La tribu B(X) est compléte au sens suivant : les sous-ensembles des ensembles
négligeables appartiennent tous a la tribu.

Rappelons également qu’une fonction f : X — R définie sur un espace mesuré
(X, T, ) est dite mesurable si 'image réciproque de tout borélien de R est dans 7.
Si la tribu T est complete, cela implique que f est une application mesurable de
(X, T,u) vers (R, B(R), f«u) i.e. 'image réciproque des ensembles f,u-mesurables
sont dans 7. Pour cette raison, il est préférable de travailler avec des tribus
completes, des 'instant o1 'on considere des espaces mesurés, afin de ne pas avoir
a distinguer entre fonctions et applications mesurables.
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Espaces de Lebesgue et isomorphisme

Définition d’un isomorphisme

Deuz espaces mesurés (X, T,p) et (Y,S,v) sont dits isomorphes si on peut trouver
deuz ensembles mesurables Xo C X, Yo C Y tels que u(X§) = 0, v(Yy) = 0,
ainst qu’une application mesurable bijective ¢ : Xo — Yy, dont la réciproque est
mesurable, et qui véTifie : Y. u = V.

Exemple

Soit p une mesure de probabilité borélienne non-atomique, définie sur [0,1]. Mon-
trons que ([0, 1], B([0, 1]), i) est isomorphe & ([0, 1], B(]0, 1]), A). L’application ¢ est
donnée par la fonction de répartition de p :

p(x) = p([0,z[).

Comme g est sans atome, Papplication ¢ est continue croissante surjective (fig.1).
— Montrons que @.pu = A. Soit y € [0,1] et = min{z’ € [0,1] | p(2’) = y}. On a
o(@) =y, punl[0,y]) = ule™1 ([0, 0(@)) = ([0, z]) = ¢(z) =y = A([0, ]

— Construisons un borélien X, C [0,1] en restriction duquel Iapplication ¢ est
injective. Pour cela, remarquons que tout ouvert de ]0,1[ est union dénombrable
disjointe d’intervalles ouverts. On peut donc trouver des a;, b; €]0,1], a; < b, tels
que

1 = 1 Ja;,b;] .
10,10\ supp p=_ 1L Jai, bi

Posons Xo =10,1[ \ (U[ai,bi]) = supp p \ U{ai,bi} U{0,1} et Yy = p(Xo) =
10,11\ U{w(a;)}. La fonction ¢ est alors une bijection strictement croissante entre
X et Yy. Comme ¢ : Xg — Yy et o~ ! : Yy — X, sont strictement croissantes, elles
sont boréliennes ; comme @, = A, elles sont mesurables.

Lemme de mesurabilité (version borélienne)

Soit X un espace topologique séparé, p une mesure borélienne finie définie sur X,
intérieurement réguliére. Soit Y un espace métrique séparable, ¢ : X — 'Y une ap-
plication borélienne. Soit A C X un ensemble borélien ou u-mesurable satisfaisant
o(A) N (A®) = ¢. Alors p(A) est un ensemble mesurable relativement ¢ pq .

En particulier, si ¢ est injective, c’est un isomorphisme mesurable :

@ (X,B(X),n) — (Y,B(Y),pup)

Preuve
Pour tout € > 0, on peut trouver K C A compact tel que u(A \ K) < e. D’apres le
théoreme de Lusin, on peut trouver K’ C K compact tel que u(K \ K') < ¢ et g
est continue. En particulier, ¢(K) est compact donc borélien, @, pu—mesurable.
On construit alors par récurrence des compacts K; disjoints deux & deux, en re-
striction desquels ¢ est continue et dont I'union donne presque tout A : il existe
N C A, u(N) =0, tel que :

A= ]_[ K;TIN.

On peut appliquer le méme raisonnement & A€ et écrire : A° =[] K,II N'.

Calculons la mesure de ¢(UKj;), qui est borélien :

put(p(UE:)) = ple™ (p(UKy))) = p(UE:) = p(A).

Le méme raisonnement montre que : ¢, u(p(UK])) > pu(A°).

Comme ¢(UK;) C ¢(A) et o(UK]) C p(A°), ces deux ensembles sont disjoints.

@upt(P(UK;) L p(UKT)) = pupa(0(UK;)) + @upp((UK])) > pu(A)+ p(A°) = gup(Y)

Par conséquent, p(UK;) U p(UK]) est de mesure totale. Son complémentaire est
négligeable, il contient I’ensemble p(A4) \ ¢(UK;), qui est donc mesurable. On en
déduit que p(A) est mesurable (cf fig.2).
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Remarques

— On a bien siir p(X) Ne(X€¢) = ¢. Ceci montre que ¢ est presque surjective :

¢(X) est mesurable, ., u(p(X)¢) = 0.

— La condition ¢(A) N ¢(A°) = ¢ équivaut & I'égalité p~1(p(A)) = A, ou encore a

A= U © ' ({y}). Ceci revient & dire que A est union de lignes de niveau de ¢.
yEp(A)

Définition d’un espace de Lebesgue
Un espace de Lebesgue (X, T, 1) est un espace mesuré muni d’une mesure de proba-

bilité p définie sur une tribu complete 7, qui est isomorphe & ([0, 1], B([0, 1]), A).

Théoreme d’isomorphisme

Soit X un sous-ensemble borélien d’un espace métrique séparable complet,  une
mesure de probabilité borélienne non atomique définie sur X. Alors (X,B(X), )
est un espace de Lebesgue.

Preuve

D’apres le théoreme d’Oxtoby-Ulam, p est une mesure intérieurement réguliere sur
X. Tout sous-ensemble d’un espace métrique séparable étant métrique séparable,
on peut trouver une base dénombrable d’ouverts {U; };en pour la topologie de X.

P11t X — {07 1}N P2 {05 1}N — [05 1]
z — {1y, (®)}ien ai — Y ¢

L’injection borélienne g o ¢1 établit un isomorphisme entre l'espace (X, B(X), 1)

et ([0,1],B([0,1]), p2 0 p1.(1)) ; cf fig.3. On est ramené & 'exemple précédent.

Lemme de mesurabilité (version mesurable)

Soit ¢ une application mesurable entre deux espaces de Lebesgue qui préserve la
mesure et A un sous-ensemble mesurable satisfaisant o(A) N p(A°) = ¢. Alors
©(A) est mesurable. En particulier, si ¢ est injective, ¢ est un isomorphisme.

Preuve
On se ramene & ([0, 1], B(]0, 1]), A) par isomorphisme et on procéde comme plus haut.

Voici une application de ces résultats :

Théoréme de Stone-Weierstrafl mesurable
Soit (X, T,p) un espace de Lebesque, p € [1,00[, et fr, : X — R une suite de
fonctions mesurables bornées qui sépare les points :

Ve,ye X, v#y, 3neN tel que fu(z)# fn(y).

Alors lalgébre engendrée par les fonctions f, et les constantes, est dense dans
LP(X, T p).

Preuve
L’hypothese de séparation montre que ’application suivante est injective :

p: X — RN
r = {fi()}ien

Elle réalise donc un isomorphisme de (X, 7, ) sur (RN, B(RN), ¢, ). L'ensemble
©(X) est un sous-ensemble du compact K = [[,cn[=II/fill, [|fill] ; la mesure p.pu
est supportée par K. L’application ¢ induit donc une isométrie inversible de
LP(X,T,u) sur LP(K,B(K), p.u), qui fait correspondre aux fonctions f; les pro-
jections sur les coordonnées. Ces projections sont des fonctions continues sur K qui
séparent les points de K. Par le théoreme de Stone-Weierstrafl usuel, ’algebre en-
gendrée par ces projections est uniformément dense dans C(K), et C(K) est dense
dans LP(K,B(K), p«u), cf annexes.
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figure 1 : Isomorphisme entre [0,1] et [0,1/3]u[2/3,1],
munis de la mesure de Lebesgue renormalisée

[ | o(x)
1 A

1/2

' ' ' ' 0] /3  2/3 1 X

figure 2 : Image d'un ensemble borélien

figure 3 : Construction de l'isomorphisme
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Exercices

exercice 1 :
Soit A, B deux sous-ensembles boréliens de [0,1], ¢ : A — B une application
croissante de A dans B. Montrez que ¢ est borélienne.

exercice 2 :

Soit (X, T, u) et (Y, S,v) deux espaces de Lebesgue, ¢ : X — Y une application
mesurable et A € T.

—Montrez qu’on peut trouver un ensemble A’ C A tel que u(A\A’) = 0et p(4') € S.
— L’ensemble p(A\A’) est-il nécessairement mesurable ?

exercice 3 :

— Donnez un exemple d’ensemble N C [0, 1] négligeable pour la mesure de Lebesgue,
qui peut étre mis en bijection avec R. Construisez un sous-ensemble M de [0, 1] qui
n’est pas mesurable pour la mesure de Lebesgue, et qui est en bijection avec R.

— On définit une fonction ¢ comme suit : ¢ est égale a l'identité sur [0, 1]\ N, et ¢
est une bijection de N sur M. Montrez que ¢ : [0,1] — [0,1] est une application
mesurable qui préserve la mesure de Lebesgue.

— Montrez que I'image d’un ensemble négligeable, par une application mesurable en-
tre deux espaces de Lebesgue qui préserve la mesure, n’est pas forcément négligeable.

exercice 4 :

Soit X un espace topologique séparé, a base dénombrable d’ouverts, y une mesure
de probabilité borélienne non atomique intérieurement réguliere. Montrez que
(X,B(X), 1) est un espace de Lebesgue.

exercice 5 :

Soit (X, T, 1) un espace de Lebesgue, {B; }ien une famille dénombrable d’éléments
de 7. Supposons que pour tout x, y dans X, x # y, on peut trouver ¢ € N tel que
x € By, y € B;. Montrez que les B; et les ensembles négligeables engendrent 7.

exercice 6 :

Soit f :[0,1] — R et A la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Calculez f.\ quand :

— Papplication f est constante,

— lapplication f est C! injective,

— Papplication f est affine par morceaux.

exercice 7 :

Soit B un borélien dans un espace métrique complet, muni d’une mesure borélienne
finie sans atome. Montrez que pour tout ¢ € [0, u(B)], on peut trouver un ensemble
borélien A C B tel que u(A) =t.

exercice 8 :

Soit ¢ une mesure borélienne finie définie sur un espace métrique séparable X. Soit
A un borélien de X satisfaisant la propriété suivante : pour tout B C A mesurable,
u(B) =0 ou pu(A\B) = 0. Montrez qu’on peut trouver x € A tel que u(A\{z}) = 0.
exercice 9 :

Les espaces de Lebesgue que nous avons considérés dans cette partie sont des espaces
probabilisés sans atomes. On peut aussi définir des espaces de Lebesgue de mesure
finie avec atomes : ce sont les espaces mesurés isomorphes & [0,a] UN muni de la
mesure Ao q + Y ;e @idi; avec a,a; € Ry et a+ ) a; < +00.

- Classez ces espaces a isomorphisme pres.

- Montrez que le lemme de mesurabilité reste vrai pour ces espaces.

- Montrez que le théoreme de Stone-Weierstrafl est encore vrai pour ces espaces.

- Montrez que tout borélien dans un espace métrique séparable complet, muni d’une
mesure borélienne finie, est isomorphe a un tel espace.
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Commentaires

Les espaces de Lebesgue présentés ci-dessus sont des espaces probabilisés sans atomes. On peut aussi
définir des espaces de Lebesgue o-fini avec atomes : un tel espace est isomorphe a I'union d’un intervalle
de la forme [0, a[, a € [0, +o0], muni de sa mesure de Lebesgue, et d’un nombre au plus dénombrable de
points de mesure strictement positive. Un tel espace est déterminé & isomorphisme prés par la suite des
masses des atomes et par a. Le théoréme d’isomorphisme s’étend sans difficulté : Tout borélien d’un
espace métrique séparable complet, muni d’une mesure borélienne o-finie, est un espace de Lebesgue
o-fini avec atomes.

Un espace métrique séparable peut toujours étre plongé dans un espace métrique séparable complet ;
par exemple sa complétion. Mais rien ne garantit qu’il soit un sous-espace borélien de sa complétion. Si
c’est le cas, on dit que cet espace topologique est un espace borélien standard. Un tel espace devient
un espace de Lebesgue si on le munit d’une mesure de probabilité borelienne.

On peut donner une version plus forte du lemme de mesurabilité : [“image d’un borélien par une
application borélienne injective, définie entre deux espaces boréliens standards, est un borélien. Ce
résultat est plus délicat a établir que les lemmes donnés plus haut ; la preuve transite en général par la
théorie des ensembles analytiques. Des preuves raisonnables se trouvent par exemple dans Cohn [Co93]
ch7, ou Dudley [Du02] ch 13. Sans hypothése d’injectivité, on a le résultat suivant : considérons une
application borélienne définie entre deux espaces boréliens standards ; alors 'image d’un borélien est
universellement mesurable, c’est-a-dire mesurable relativement & toute mesure borélienne finie définie
sur ’espace d’arrivée.

Le théoréme de Lusin admet une version purement topologique : soit X un espace métrique séparable
et f : X — R une fonction borélienne ; alors on peut trouver un sous-ensemble G5 dense en restriction
duquel f est continue.

Les compacts donnés par le théoreme de Lusin ne sont pas connexes en général, contrairement & ce
que pourrait laisser croire la figure 2. On peut montrer que pour un ensemble G5 dense d’applications
boréliennes f : [0,1] — R (dans L? par exemple, p € [0, o0[), il n’existe pas d’ouvert sur lequel f est
continue.

Soit f : [0,1] — [0,1] une application borélienne. En général I’'image réciproque d’un ensemble
Lebesgue mesurable n’a pas de raison d’étre Lebesgue mesurable. On a vu dans les exercices que c’est
le cas si la mesure f. )\ est égale & A\. Plus généralement, c’est le cas si f satisfait la propriété suivante :
un borélien de [0, 1] est négligeable si et seulement si son image réciproque par f est négligeable. On dit
alors que f est non singuliére.

Voici deux types d’espaces probabilisés qui ne sont pas des espaces de Lebesgue :
— les espaces trop gros ; par exemple un produit non dénombrable de cercles, muni de sa mesure de Haar.
— les espaces trop petits ; par exemple la restriction de la mesure de Lebesgue & un sous-ensemble non
mesurable de [0, 1].

Il existe d’autres notions d’espaces probabilisés “sympathiques” : espaces standards, classes compactes
de Marczewski,espaces parfaits de Gnedenko et Kolmogorov, espaces lusiniens etc. cf par exemple M.
M. Rao[Ra05]. Toutes ces notions se raménent & supposer peu ou prou que toute sous-tribu séparable
est une tribu de boréliens, pour une topologie ad hoc relativement & laquelle X est presque o-compact.
Ces notions sont équivalentes entre elles ; leur but est de récupérer le théoreme de désintégration énoncé
dans la suite. La terminologie “espace de Lebesgue” est introduite par V. A. Rokhlin [Rok52]. Le lemme
de mesurabilité apparait dans un article de J. Haezendonck (1973).

Il existe des versions du théoréme de Stone-Weierstrafl mesurable pour les mesures de Baire sur les
espaces localement compacts ; cf R. H. Farrell , S. Cater ou R. J. Nagel.

Soit (X, T, u) un espace de Lebesgue. Notons L°(X) I’ensemble des fonctions mesurables & valeurs
réelles, muni de la topologie de la convergence en probabilité. Cette topologie correspond a la distance :

d(f,9) = infeso{e+ plw | d(f(w),g(w)) > ) }.
Le théoréme de Stone-Weierstrass mesurable est encore vrai dans cet espace, et il n’est pas nécessaire
de supposer les fonctions bornées dans I’énoncé du théoréme. La preuve est inchangée.

Les espaces de Lebesgue jouissent d’un certain nombre de propriétés, qui ne sont pas vraies pour tous
les espaces probabilisés. Le théoréme de Stone-Weierstrafl est un exemple. Un autre exemple est donné
par le résultat suivant : soit (X, 7, u) un espace de Lebesgue ; tout morphisme de o-algébre de 7 dans
T est de la forme A — F71A ot F: X — X est une application mesurable.

On peut chercher des équivalents de nature topologique au théoréme d’isomorphisme. Il est par
exemple possible d’associer une représentation symbolique & chacun des points d’un espace métrique
compact K : on peut toujours construire une surjection continue ¢ : {0, 1}N — K, si bien que ’espace
K est homéomorphe au quotient de {0, l}N par la relation d’équivalence  ~ y <> p(xz) = @(y).

Dans certains cas spécifiques, on peut construire des isomorphismes entre espaces mesurés qui sont
continus. Par exemple, deux mesures de probabilité sans atomes, de support total, définies sur le cube
[0,1]™, ne chargeant pas le bord du cube, se déduisent I’'une de ’autre par le biais d’un homéomorphisme
(Oxtoby-Ulam, 1941). Ce résultat est faux sur {0, 1} ; sur cet espace, le sous-ensemble de R donné par
les mesures associées aux ouverts fermés (i.e. aux cylindres) est un invariant non trivial d’homéomor-
phisme. Le probléme de la classification des mesures sur {0, l}N a4 homéomorphisme pres reste ouvert a
ce jour.
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Spectre des systemes dynamiques

His way had therefore come full circle, or rather had taken
the form of an ellipse or a spiral, following as ever no straight
unbroken line, for the rectilinear belongs only to Geometry
and not to Nature and Life.

Hermann Hesse

Pour classer les systemes dynamiques mesurés a isomorphisme pres, on peut re-
garder leur action sur ’espace des fonctions de carré intégrable a valeurs complexes.
Cet espace est un espace de Hilbert et I’action obtenue est une isométrie. Si deux
systémes sont isomorphes, les isométries de L? associées sont conjuguées.

Soit (X,7T,u) un espace probabilisé et T : X — X une transformation qui
préserve la mesure p. On consideére opérateur U(f) = f o T défini sur l'espace
L?(X, C) des classes de fonctions de carré intégrable & valeurs complexes, muni du
produit hilbertien

)= [ fadn

Les invariants de conjugaison de cet opérateur sont des invariants d’isomorphisme
pour T'. Ils sont appelés invariants spectrauzr du systeme. L’invariant de conjugaison
le plus simple de U est donné par ses valeurs propres et leurs multiplicités. Les
vecteurs propres associés sont appelés fonctions propres du systeme dynamique, ce
sont les fonctions qui satisfont ’égalité foT = A f presque partout pour une certaine
valeur propre A € C, cf fig.1 et 2.

Les vecteurs propres d’une isométrie définie sur un espace de Hilbert de dimen-
sion finie forment toujours une base hilbertienne de 1’espace et on peut diagonaliser
lopérateur dans cette base, ce qui permet d’identifier cet opérateur a conjugai-
son pres. Il n’en va pas de méme en dimension infinie. Nous allons voir que les
opérateurs associés aux systemes dynamiques mélangeants n’ont pas de vecteurs
propres, a part les fonctions constantes. L’approche spectrale ne donne donc pas
d’information sur ces systemes du point de vue de la conjugaison.

A l'opposé, les translations du tore préservant le volume possedent une base
hilbertienne de fonctions propres, on dit qu’elles sont a spectre discret. On va
montrer qu’une transformation ergodique a spectre discret est caractérisée a iso-
morphisme pres par I’ensemble de ses valeurs propres, et qu’elle est conjuguée a une
translation sur un groupe abélien compact, muni de sa mesure de Haar.

Rappelons que tout groupe topologique compact admet une unique mesure de
probabilité invariante par translation, appelée mesure de Haar. Une preuve courte
de T'unicité est proposée en exercice pour les groupes abéliens compacts qui sont
considérés dans ce chapitre.

Voici quelques exemples de groupes abéliens compacts : Z/nZ, le cercle unité
St ~ R/27Z, I'anneau des entiers p-adiques Z,, les produits de tels espaces comme
les tores de dimension finie (S!)" ou infinie (S)N. Ces exemples sont métrisables,
la topologie produit sur (S')N est induite par la distance

d({zi}ien, {yitien) = Z %dsl(xivyi)

qui est invariante par translation. De maniere générale, les groupes abéliens com-
pacts sont métrisables si et seulement si ils sont séparables. Un exemple de groupe
compact non séparable est donné par un produit infini non dénombrable de cer-
cles. On va se limiter au cas séparable dans ce chapitre. On peut montrer que
ces groupes s’identifient aux sous-groupes fermés de I’ensemble (S*)N. Une facon
simple de construire de tels sous-groupes est d’imposer des relations linéaires entre
les coordonnées des éléments de (S*)N.
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Valeurs propres des systemes dynamiques

Définition

Soit (X,T,u) un espace mesuré fini, T : X — X une application mesurable qui
préserve p. Le nombre complexe A € C est valeur propre de T s’il existe une
fonction f : X — C de carré intégrable non nulle satisfaisant l’égalité f o T = Af
presque partout. La fonction f est une fonction propre associée a A.

Proposition

— Les valeurs propres sont de module égal a un.

— Si la transformation est ergodique, le module des fonctions propres est constant
et les valeurs propres sont de multiplicité un.

— Deuzx fonctions propres associées a des valeurs propres différentes sont orthogo-
nales entre elles.

Preuve
Soient f et A tels que foT = Af. Prenons le module et intégrons cette égalité.

[istdu=[1soid=n [ 171n

Ceci implique |A| = 1. La fonction |f| est donc invariante par T, constante presque
partout si 1" est ergodique.

Soient fi et fo deux fonctions propres associées a la valeur propre A. Le quo-
tient % est une fonction propre associée a la valeur propre 1, il est constant si la
transformation est ergodique. L’espace propre associé a A est alors de dimension un.

Enfin, si f; et fo sont deux fonctions propres associées a des valeurs propres
distinctes A1 et Ag,

[#Tdu= [ froT BoT du=x% [ 57z d

Le nombre complexe A = A\ /A2 est différent de un, les fonctions fi et fo sont
orthogonales. Ceci termine la preuve.

Les fonctions constantes sont toujours fonctions propres associées a la valeur
propre 1. La transformation 7" est ergodique s’il n’y a pas d’autres fonctions propres
associées a la valeur propre 1 c¢’est-a-dire si 1 est valeur propre simple de 'opérateur
f— foT. Il est possible qu’il n’y ait pas d’autres valeurs propres.

Définition

Une transformation T : X — X définie sur un espace mesuré fini (X,T,u) et
préservant la mesure, est dite faiblement mélangeante relativement a p si toutes
ses fonctions propres sont constantes.

Proposition
Une transformation mélangeante relativement d une mesure de probabilité p est
faiblement mélangeante relativement a cette mesure.

Preuve
Soit f et A tels que foT = Af et g € L? une fonction d’intégrale nulle. D’apres la
propriété de mélange,

La fonction f est orthogonale & toutes les fonctions d’intégrale nulle, elle est donc
constante. Ceci termine la preuve.
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La multiplication = — 2z, définie sur R/Z, est mélangeante relativement a la
mesure de Lebesgue, elle ne possede pas d’autres valeurs propres que 1. A l'opposé,
la translation x — x + « sur R/Z admet comme valeurs propres les nombres com-
plexes €2k L ¢ Z, associés aux fonctions propres z +— e*7%*_  Ces fonctions
forment une base de L2, on dit que le spectre est discret.

Définition
Un systéme est & spectre discret s’il existe une base hilbertienne de L? constituée de
fonctions propres de la transformation.

Il est possible de classer & isomorphisme pres les systemes a spectre discret. On
va se restreindre aux systemes définis sur des espaces de Lebesgue.

Théoréme (Halmos, Von Neumann)

Un systeme dynamique probabilisé, défini sur un espace de Lebesque sans atome
(X, T,u), ergodique et a spectre discret, est isomorphe & une translation sur un
groupe métrique abélien compact.

Preuve

On note (Ax)ken les valeurs propres de T, et fi les fonctions propres associées,
normalisées de fagon a étre de module un. Définissons une application ¢, a valeurs
dans l'espace (S')N des suites de nombres complexes de module un, comme suit :

f: X - (SHN
xr = (fk(x))keN

Vérifions que I'application f est presque injective, c’est-a-dire injective apres re-
striction & un sous-ensemble de mesure totale. Soit ¢ : X — [0,1] un isomor-
phisme provenant de la structure d’espace de Lebesgue. Il est presque injectif.
Décomposons ¢ sur la base orthonormée des fj. Quitte a extraire, la série obtenue
converge presque partout vers ¢, si bien que deux points de X pour lesquels tous
les fi coincident, ont méme image par ¢. Le résultat s’ensuit.

La multiplication coordonnées par coordonnées munit I'espace (S*)N d’une struc-
ture de groupe métrique abélien compact. Posons A = (A;)k>0. D’apres le lemme de
mesurabilité, 'application f réalise un isomorphisme entre X et (S)N qui conjugue
Papplication T' & la translation Sy(z) = Az :

foT = (frkoT)k>0 = (Mfi)kz0 = Af = Sxo f

L’application S est ergodique relativement a la mesure image v = f,u. Soit y un
point du support de v dont l'orbite est dense dans ce support :

supp v = {y \ € (SN |k € Z} =y \Z

La translation S,-1 commute avec Sy. L’application S,-1 o f réalise un isomor-
phisme de X sur le groupe G = AZ et conjugue T' a la restriction de Sy a G, cf
fig. 3. La mesure image de v par S,-1, notée Ag, est invariante par Sy, donc par
l'action du groupe A% et par densité, par I'action du groupe G. On a obtenu un
isomorphisme de (X, T, u) sur (G, B(G), A\g) qui conjugue T & S).

Remarque

Un groupe métrique compact possede une unique mesure de probabilité invariante
par translation, appelée mesure de Haar. Une preuve est proposée dans les exercices.
Un systeme ergodique a spectre discret est donc déterminé a isomorphisme pres par
I’ensemble de ses valeurs propres.
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Figure 1 : fonction propre

Fl lf
NG

() F(T(x) = e ()

Figure 2 : l'angle donné par une fonction propre augmente de la méme quantité a chaque itération

Figure 3 : construction de la conjugaison
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Exercices

exercice 1 :
Montrer que les valeurs propres d’une transformation forment un sous-groupe de

St

exercice 2 :
Calculer les valeurs propres et les fonctions propres d’une translation sur le tore
T¢ = RY/Z% donnée par Tp : v+ x + 0, § € T

exercice 3 :

Montrer que deux systéemes dynamiques mesurés isomorphes ont les mémes valeurs
propres. En déduire que deux translations irrationnelles Ty et Ty, sur R/Z, 6,60’ ¢
Q, sont isomorphes si et seulement si § = +6’ mod Z.

exercice 4 :
Montrer que si 1" est une transformation faiblement mélangeante, il en va de méme
de ses itérés T™, n > 0.

exercice 5 :

Montrer que tous les itérés positifs 7%, k > 0, d'une transformation 7" sont er-
godiques si et seulement si 1 est la seule valeur propre de T racine de 'unité et
elle est de multiplicité un. Une telle transformation est parfois dite totalement
ergodique.

exercice 6 :
Montrer qu’un systeme a spectre discret est inversible. Montrer qu’il est conjugué
a son inverse.

exercice 7 :
Soit A € (SN ; montrer qu'il existe une suite nj, — +oo telle que A" — 1.
Indication : considérer la suite \™ et extraire, ou utiliser un théoreme de récurrence.

En déduire que AN = \Z,

Etant donné une isométrie agissant sur un espace métrique compact, montrer que
Porbite positive d’un point quelconque est dense dans ’orbite totale du point et que
I'isométrie est surjective.

exercice 8 :
Soit G un groupe métrique abélien compact muni d’une mesure de probabilité in-
variante par les translations de G et f : G — C une fonction intégrable.

— Montrer que 'ensemble {g € G | f(gx) = f(x) pour presque tout 2 € G} est un
sous-groupe fermé de G.
Indication : approcher f par une fonction continue.

~ Soit A € (SHN et G = AZ ¢ (SY)N. Montrer que Sy : x — Az est ergodique
relativement a toute mesure de probabilité sur G invariante par translation.

— En déduire qu’il existe une unique mesure de probabilité sur G invariante par
translation (cas particulier du théoréme d’unicité de la mesure de Haar).

— Soit G un groupe métrique abélien compact et 17" une translation sur G. Montrer
que si T est transitive, elle est ergodique relativement a la mesure de Haar de G.
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Commentaires

Le théoréme de classification des systémes a spectre discret est di a P. Halmos et J. Von Neumann
(1942). Si I’espace sous-jacent n’est pas un espace de Lebesgue, on peut démontrer que le systéme est
isomorphe a une translation sur un groupe abélien compact, mais la topologie du groupe n’est plus
métrisable. La preuve générale fait appel a la théorie des caractéres sur les groupes abéliens compacts,
théorie qui généralise les séries de Fourier sur R/Z.

Le mélange faible admet les caractérisations suivantes : T' est faiblement mélangeante si et seulement
si pour tout f,g € L2, |f fo Tkg dp — f fdufgdu‘ converge vers 0 le long d’une suite d’entiers k de

densité un, ou de manieére équivalente si
1 N-1 k
WZk:o ‘foT gd,ufffd,ufgd,u’—)o.

Cette derniére propriété est souvent prise comme définition du mélange faible. L’équivalence avec la
définition que nous avons donnée en terme de fonctions propres est habituellement démontrée en utilisant
le théoréme spectral. Le mélange faible est aussi équivalent & la propriété suivante, appelée ergodicité
double : pour tout A, B de mesure non nulle, on peut trouver n > 0 tel que u(ANT""A) > 0 et
p(ANT™"B) > 0 ; voir le livre de Furstenberg “Recurrence in Ergodic Theory and Combinatorial
Number Theory”.

Le mélange faible est aussi défini pour les flots : une fonction f € L? est fonction propre associée a
la valeur propre e’ pour un flot {p+} si pour tout t € R, on a I’égalité f o ¢, = €%t pp. Un flot est
faiblement mélangeant si toutes ses fonctions propres sont constantes presque partout. On caractérise
cette propriété en terme de moyenne comme suit : pour tout f,g € L?,

+ [ [fovigdu— [ fau [gdu|dt—o0

De maniere remarquable, un flot {¢:} est faiblement mélangeant si et seulement si pour tout ¢t # 0, les
transformations z +— ¢ (z) sont ergodiques. Ce résultat n’a pas d’analogue pour les transformations :
une rotation irrationnelle sur le cercle est a spectre discret mais tous ses itérés sont ergodiques.

La notion de mélange faible pour les flots dépend du paramétrage. Tout flot ergodique, dont ’ensemble
des points périodiques est négligeable, peut étre reparamétré de fagon & ce qu’il devienne faiblement
mélangeant (Chacon 1966) et méme mélangeant (Kocergin 1973).

Il existe un analogue topologique a la notion de mélange faible. Une transformation est topologique-
ment faiblement mélangeante si toutes ses fonctions propres continues sont constantes. Un systéme
faiblement mélangeant relativement & une mesure de support total est topologiquement faiblement
mélangeant, mais on peut produire des exemples de transformations topologiquement faiblement mélan-
geantes qui sont a spectre discret.

Pour les transformations continues définies sur un espace compact X, il existe aussi une notion de spectre
topologique discret : le sous-espace des fonctions propres continues est dense dans ’ensemble des fonc-
tions continues. On montre alors qu’on peut trouver une distance sur X pour laquelle la transformation
est une isométrie si elle est transitive. Ceci est détaillé dans le livre de P. Walters (“An introduction to
ergodic theory”, 5.5).

Tous les exemples de transformations dans ces notes qui sont faiblement mélangeantes sont fortement
mélangeantes. Pour obtenir des exemples de transformations non mélangeantes qui sont faiblement
mélangeantes, on peut se placer du point de vue catégorique : étant donnée une transformation, on se
demande si le mélange faible est une propriété typique au sens de Baire, dans ’espace de toutes les
mesures de probabilité invariantes, muni de la topologie faible. C’est le cas pour les transformations

. . . . s . 2 1
uniformément hyperboliques comme par exemple I’automorphisme du tore associé a la matrice (1 1)

(K. Sigmund 1972). Pour ces systémes, les mesures faiblement mélangeantes forment un sous-ensemble
Gs-dense tandis que celles qui sont fortement mélangeantes sont contenues dans le complémentaire
d’un ensemble Gs-dense. Il existe donc beaucoup de mesures invariantes, singuliéres relativement a la
mesure de Lebesgue, pour lesquelles la transformation est faiblement mélangeante sans étre fortement
mélangeante.

Pour des exemples explicites de transformations faiblement mélangeantes relativement & une mesure
absolument continue par rapport & Lebesgue, mais pas fortement mélangeantes, on peut se référer a
une construction décrite dans le livre de W. Parry (" Topics in ergodic theory”, chapitre 5.7.) due a S.
Kakutani et J. Von Neuman, et obtenue par une méthode de “cut and stack”.

Les échanges d’intervalles forment une autre classe de transformations qui préservent une mesure absol-
ument continue et qui ne sont jamais fortement mélangeantes relativement & cette mesure (A. Katok,
1980). A. Avila et G. Forni montrent en 2007 que la plupart de ces transformations sont faiblement
mélangeantes.

89



Décomposition ergodique

The title of Rokhlin’s paper [On the fundamental ideas of
measure theory] seems to suggest that measurable partitions
are the main object of measure theory. But probably this
would seem very doubtful to most analysts ("all my life I
have worked with the Lebesgue integral, and this is the first
time I have heard about measurable partitions”)

D. V. Anosov

Lorsqu’un systeme n’est pas ergodique, il est possible de décomposer I'espace am-
biant en plusieurs morceaux, de fagon a ce que la transformation soit ergodique
en restriction a chacun des morceaux. On parle alors de partition en composantes
ergodiques. Ces composantes peuvent étre en nombre non dénombrable, mais la
partition obtenue satisfait tout de méme une certaine propriété de régularité : il est

possible de 'approcher par des partitions ayant un nombre fini de morceaux.

Stricto sensu, construire la partition en composantes ergodiques n’est pas difficile.
De maniere générale, a toute o-algebre on peut associer une partition, de telle sorte
que les fonctions mesurables relativement a cette o-algebre sont exactement les
fonctions constantes sur les éléments de la partition (cf annexe). Il suffit donc
de considérer la partition associée a la o-algebre des fonctions invariantes par la
transformation ; un ensemble mesurable est invariant mod 0 si et seulement si c’est
une union d’éléments de cette partition, a un ensemble négligeable pres.

Pour étre en mesure de parler de ergodicité de la transformation en restriction
a chacune de ses composantes ergodiques, il ne suffit pas de partitionner I’espace
en ces composantes, il faut aussi obtenir une mesure invariante sur chacune des
composantes, a partir de la mesure définie sur I'espace tout entier (cf fig. 1).

Ces mesures sont obtenues par désintégration. Une telle désintégration est possi-
ble des l'instant ou on travaille avec une partition £ mesurable au sens suivant : il
existe une suite de partitions &, dont les éléments sont mesurables, en nombre fini,
et qui engendre ¢ de la fagon suivante : £(z) = [),cn &n(7), pp x. On peut sans
perte de généralité supposer dans cette définition que les partitions &,, ont chacune
deux éléments B,, et Bf, auquel cas la condition de mesurabilité peut s’exprimer

en terme de la suite {B,,} seulement (cf fig.2) :

{(z) = ﬂ B, m By

neN neN
t.q. xEBp t.q. t€BY

La notion de décomposition ergodique est une notion purement mesurable. Lors-
qu’on travaille avec des mesures définies sur des espaces topologiques ou des espaces
métriques, il est intéressant d’avoir une définition géométrique des composantes er-
godiques. Pour cela, on peut s’inspirer de 'argument de Hopf. Plutot que d’apparier
les points dont les trajectoires sont asymptotiques, on peut apparier les points dont
les sommes de Birkhoff, associées & n’importe quelle fonction continue (ou lipschitzi-
enne) bornée, sont asymptotiques. Ce faisant on obtient une réalisation borélienne
des composantes ergodiques, qui ne dépend que de la topologie de l'espace. La
mesure sélectionne alors les composantes des points qui sont typiques, du point
de vue du théoreme ergodique de Birkhoff. Et lorsqu’on définit les composantes
a l'aide des fonctions lipschitziennes, 'argument de Hopf devient une conséquence
immédiate du théoreme de décomposition ergodique.

Pour exprimer les composantes ergodiques de maniere topologique, on va se placer
sur des espaces Borel standard : on dira qu’un espace topologique X est Borel
standard s’il est homéomorphe & un sous-ensemble borélien d’'un espace métrique
complet. Un espace Borel standard muni d’une mesure de probabilité borélienne
est bien str un espace de Lebesgue, et tout espace de Lebesgue est isomorphe a un
espace Borel standard muni d’une mesure de probabilité (apres complétion).
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Désintégration
Une partition {{(x)} est dite mesurable si on peut trouver des ensembles mesurables
B, chacun union d’éléments de la partition, tels que, pp z, (z) = ﬂ By, ﬂ By
B3z B>z

Théoréme :

Soit (X, T,p) un espace de Lebesgue et & une partition mesurable. Alors il existe
une unique famille de mesures de probabilité pe) portées par les éléments de la
partition, et satisfaisant, pour tout A€ T :

— l'ensemble A est pig(,y-mesurable pour p-presque tout x ;
= la fonction x — pe()(A) est p-intégrable et son intégrale vaut p(A) :

n(A) = /Mg(x)(A) dp(x).

Preuve :

On peut supposer que X est de la forme {0, 1}N. Notons par C I’algebre des unions
finies de cylindres de {0, 1} et par B la tribu engendrée par C. L’algebre C satisfait
le critere de Kolmogorov : toute suite décroissante d’éléments de cette famille, dont
I'intersection est vide, est vide a partir d'un certain rang ; elle est donc de mesure
nulle relativement a toute mesure finiment additive définie sur C. Par conséquent
toute mesure finiment additive définie sur C admet une unique extension o-additive
a B. Il suffit donc de définir les pe(,) sur I'algebre engendrée par les cylindres.

Soit é C T la tribu des ensembles qui sont unions d’éléments de la partition.
Supposons la relation intégrale vérifiée. Considérons C € C et A € é . Comme A est
constante sur les éléments de &, on doit avoir u(ANC) = [, pe(2)(C) dp. D’apres
les propriétés de ’espérance conditionnelle, ceci est équivalent a 1’égalité :

VCeC, p—ppx, pea)(C)=E(1c] é)(ac)

La fonction E(1¢] é) n’est & priori définie que presque partout. Choisissons un
représentant qui est constant sur les éléments de la partition. Les éléments de C
étant en nombre dénombrable, on peut trouver un ensemble Q, u(2¢) = 0, pour
lequel les quantités E(1¢| €)(z) sont définies pour tout C' € C et pour tout = € Q.
Quitte & restreindre & nouveau £, on peut supposer que la fonction C' — E(1¢| €)(x)
est finiment additive, ce qui donne la mesure ji¢(,) recherchée.

La relation intégrale est satisfaite pour A € C. Montrons que c’est encore vrai si
A € T. Comme tout ouvert est union croissante d’élément de C, elle est encore vraie
pour les ouverts, et par passage au complémentaire, pour les fermés. Soit A € B,
pour tout € > 0, on peut trouver un fermé F' et un ouvert U tels que u(U\F) < ¢
et FCACU. On adonc :

(A) =& < p(F) = [ pe()(F) dp(z) < [ peay(U) du(z) = p(U) < p(A) + ¢
Ceci démontre la relation recherchée pour A € B. 1l reste a la vérifier pour A € T
p-négligeable. Un tel ensemble est contenu dans un B € B négligeable. La relation
montre que B est pg(,)-négligeable pour u-presque tout z. Il en va donc de méme
pour A. Ceci implique [ fig()(A) dp = 0.

Il reste & montrer que jig(,) est supporté par {(x). Soit B, la suite d’ensembles
intervenant dans la définition de £&. On a, pour p-presque tout z, et pour tout
n € N, pg)(Bn) = E(1,] £)(z) = 1p, (). Par conséquent, les B, et BS qui
contiennent = sont de mesure totale pour jg(,), et il en va de méme pour (), qui
est une intersection dénombrable de tels ensembles.

Remarque : Si B C 7T est une tribu engendrée par un nombre dénombrable
d’élements, alors pour presque tout x, les éléments de B sont pc(,)-mesurables.
Cependant, en général, les ¢ (,) ne sont pas définis sur toute la tribu 7.
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Décomposition ergodique

Soit X un espace métrique et x € X. La composante ergodique de x est définie par :
Cla) = {y € X | ¥f € Gy(X), 28,(N@) = 18, (F)w) — 0}

Les ensembles C(x) sont T-invariants et partitionnent espace X (cf exemple fig.3).

Proposition

Soit X un espace métrique, T : X — X wune application borélienne et © € X.
1l existe au plus une mesure de probabilité borélienne invariante portée par C(z),
c’est-a-dire telle que C(x) est mesurable et de complémentaire négligeable. Cette
mesure est notée v, lorsqu’elle existe. Dans ce cas, v, est ergodique et on a :

Yy € C(x), ¥V f € Cp(X), %Sn(f)(y) — /fdum.

Preuve

Soit f € Cp(X) et n; € N une suite telle que %Sm(f)(x) converge ; on note [ sa
limite. Comme n%Sn (f)(y) converge aussi vers [ pour tout y € C(z), on a pour
toute probabilité p invariante, supportée par C(z) :

1

[ran=[ fiu=[ —5.(D) dulw) = Lu(Cla) =1
C(x) C(a) Wi

Deux probabilités invariantes portées par C'(z) donnent méme valeur a 'intégrale de

f, elles sont donc égales. Si de plus une telle probabilité v, existe, alors f fdv, estla

seule valeur d’adhérence possible pour la suite 15, (f)(y), qui est donc convergente.

Théoreme

Soit X un espace Borel standard, T : X — X une application borélienne et u
une probabilité invariante par T. Alors la partition {C(x)}rex est mesurable.
L’ensemble des x pour lesquels C(x) porte une probabilité invariante est de p-mesure
totale et on a, pour toute fonction f borélienne positive, et g p-intégrable invari-

ante :
/Xf gdu = /X( C(z)f de) g9(z) du(z)

Preuve

Soit {fx} une famille dénombrable de fonctions continues, qui permet d’approcher
de maniére croissante les fonctions indicatrices d’ouverts. Le théoréme ergodique
de Birkhoff donne un ensemble Q2 de mesure totale pour lequel %Sn( fr)(x) converge
vers P fi(x) pour tout k& € N. On pose, pour ces z :

Cx) = {yeQ|VkeN, L5,(fi)(@) — £8.(fi)(y) — 0}
= {y€Q|Vk€N, Pfk(x):Pfk(y }

La partition C est mesurable car ses éléments sont intersection d’ensembles de la
forme {x | Pfr(z) € [r1,72] }, m € N, r1,r2 € Q. Elle est T-invariante. Il en va
donc de méme pour les mesures Héi(z), PAr unicité de la désintégration. Comme

L8n(fx)(y) converge vers P fi.(x) pour tout y € C(z), on a [ fi ducw) = Pfe(x).
Soit Q = {z € Q| Yk, LS (fi) (@) = [ fr Ay }- La formule de désintégration
montre que Q¢ est ué(z)—négligeable pour u-pp z, et le théoreme du portemanteau

montre que C(z) N Q est égal & C(z) N Q. La partition C' est donc mesurable et
pour u-pp z, C(x) porte une mesure de probabilité invariante : v, = 6 (z) = HC(x)-

Enfin, de la relation [ fj dpc(zy = Pfr(x), pour pp x € X, on en déduit la
relation intégrale recherchée pour les fi, puis, par approximation, pour tous les f.
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figure 1 : Désintégration

(A

- — G
&(x)

figure 2 : Désintégration de f(x,y)dxdy sur [0,1]2 le long des horizontales

X =[0,1] 2 reQ@nilol], du(x,y) = f(x,y)dxdy

E(x,y) = [0,1] x {y} B, = [01] x [0,r] dig,) = ”F((L))d
X X,y) dx

£ 1 l'lE(x‘y)

figure 3 : Décomposition ergodique d'une rotation R d'angle 2r0 sur le disque

0=0 6E€Q 6=p/q 06&0Q

C(x) = {x} c(x)=§{R"x | n=l..q } c(x) = S(0,lIxIl)

.
v=25 v,= 1/q 26, Vo= Asoin

X X X
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Exercices

exercice 1 :

Soit (X, T, u) un espace de Lebesgue et & une partition mesurable. Vérifiez que,
pour tout f mesurable, et pour presque tout © € X, E(f | é)(m) =[f dite (a)-
Exprimez les propriétés usuelles de I'espérance conditionnelle a I'aide des g (y)-

exercice 2 :

Soit (X, T, u) un espace de Lebesgue, T : X — X une application mesurable qui
préserve p et £ une partition mesurable qui satisfait £(T'(x)) = T'(£(x)) pour presque
tout z. Montrez que pour presque tout z, Tifig(z) = He(T(z))-

exercice 3 :
Donnez un exemple d’espace de Lebesgue (X, T, i) et de partition mesurable ¢ tels
que 4 soit non-atomique, mais les fi¢(,) sont toutes atomiques.

exercice 4 :

Soit (X, 7, ) un espace de Lebesgue et £ une partition mesurable. Vérifiez que
pour presque tout x, les espaces X et £(x), munis de la mesure jig(,) et de la tribu
des ensembles fi¢(,)-mesurables, sont des espaces de Lebesgue (avec atomes).

exercice 5 :

Soit X un espace Borel standard et d une métrique sur X qui engendre la topolo-
gie. Soit BL(X) 'ensemble des fonctions lipschitziennes bornées. Montrez que les
composantes ergodiques coincident a un ensemble négligeable pres avec la partition :

C'(z) ={y € X | Vf € BL(X), 3:8n(f)(x) = 35 (f)(y) — 0}

Montrez que c’est encore vrai si on remplace BL(X) par un sous-ensemble de Cj,(X)
contenant une famille dénombrable D déterminante pour la topologie étroite.

exercice 6 :

Soit X un espace Borel standard, T': X — X une application borélienne et p une
mesure borélienne finie T-invariante. Montrez que pour p-presque tout x, C'(x) est
un espace Borel standard.

exercice 7 :
Soit X un espace Borel standard, T': X — X une application borélienne. Montrez
que ’ensemble :

{x eX ‘ Ly 1 Ok, converge étroitement vers une mesure portée par C(x) }

est de mesure totale pour toute mesure borélienne finie invariante. Est-il de mesure
totale pour toute mesure borélienne invariante 7 Cet ensemble peut-il étre vide ?

Remarque : les points de cet ensemble sont souvent appelés points génériques.

exercice 8 :

Soit X un espace métrique, T': X — X une application borélienne. On consideére
un ensemble borélien ) C X tel que pour tout = € Q, C(x) porte une probabilité
invariante v,. Montrez que pour toute mesure borélienne invariante finie p et toute

fonction f borélienne positive, [, fdu = [, ([ f dvg) du(z).

exercice 9 :

Soit X un espace métrique séparable, T': X — X une application borélienne. Mon-
trez que toute mesure finie invariante ergodique est supportée par une composante
ergodique.

exercice 10 :

Soit X un espace métrique, 7' : X — X une application borélienne et ¢ une mesure
finie T-invariante. Montrez que tout ensemble mesurable T-invariant coincide,
presque partout, avec un ensemble qui est union de composantes ergodiques.
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Commentaires

La construction des mesures conditionnelles ji¢(;) repose sur le critere de Kolmogorov. Si X est locale-
ment compact, on peut aussi se baser sur le théoreme de représentation de Riesz et donner une preuve
qui ne fait pas appel & un modéle symbolique ; cf par exemple le livre de Furstenberg, “recurrence in
ergodic theory and combinatorial number theory” [Fu8l].

Lorsque p est une mesure produit définie sur un espace produit, et £ est la partition en horizontales
ou verticales, le théoréme de désintégration se réduit au théoréeme de Fubini. On retrouve donc la
pathologie associée a ce genre de situation. Par exemple, la mesurabilité d’un ensemble A relativement
a une probabilité p ne peut se déduire de la mesurabilité de A relativement & toutes les désintégrations
He(z)- Un contre-exemple fameux est donné par Sierpinski en 1920 : modulo 'axiome du continu,
Sierpinski construit un sous-ensemble de [0, 1] x [0, 1] qui intersecte toute droite en au plus deux points,
mais dont la mesure extérieure, au sens de Lebesgue, est égale & un.

Les ensembles C(x) ne sont en général pas boréliens. Si X est métrique compact, ou si X est métrique
précompact et que ’on demande & ce que la convergence dans la définition des C(x) ait lieu pour les
fonctions uniformément continues uniquement, alors les C'(x) sont des ensembles boréliens. La partition
C(x) est méme borélienne, en restriction a 'ensemble Q = {z | V f, £S,(f)(z) converge.} : on peut
trouver des boréliens B,, tels que pour tout z € Q, C(x) N Q coincide avec l'intersection de tous les
B, et Bj;, qui contiennent x. Ceci découle de I’existence d’un sous-ensemble dénombrable dense pour la
topologie uniforme, dans ’ensemble des fonctions uniformément continues.

L’usage est de désigner sous le terme de “composantes ergodiques” la classe mod 0 de la partition
{C(x)} qui a été construite plus haut, ce qui fait dépendre les composantes de la mesure p considérée.
Dans les applications, il est parfois préférable de disposer d’une version borélienne de ces composantes,
indépendante de la mesure. La version présentée plus haut est inspirée de I’argument de Hopf. On
aurait pu prendre: C(z) = {y € X | Vf € Cp,3 nstel que 72 Sn, (f)(x) — 2 Sn, (f)(y) — 0}, ce qui
autorise Pemploi du théoréme ergodique L? plutét que le théoréme ergodique presque partout. Ou
encore : C(z) = {y € X | Vf € BL(X), 18,(f)() — 25, (f)(y) —> 0 }, ot BL(X) est Iespace
des fonctions bornées Lipschitziennes, relativement & une distance compatible avec la topologie de X.
Ce choix fait dépendre les composantes de la distance choisie. Une autre possibilité est donnée par :
Cx)={yeX | p(ESp ) pk, =57, Spk,) — 0}, olt p est la distance de Prokhorov. Dans ce cas,
toutes les composantes ergodiques sont des espaces Borel standard.

Il existe plusieurs approches au théoréeme de décomposition ergodique. On peut utiliser un théo-
réeme abstrait de Choquet : tout point dans un convexe compact, contenu dans un espace vectoriel
topologique localement convexe, est barycentre d’une mesure portée par les points extrémaux du com-
pact. La décomposition ergodique est obtenue en appliquant ce résultat a MI(X). Cette approche
ne donne pas de description explicite des composantes ergodiques. Une autre approche, diie a Krylov,
Bogolyoubov, se base sur le concept de point générique. Ces points z € X sont ceux pour lesquels
%22:1 f(Tkz) converge, pour tout f € Cy(X). Lorsque X est localement compact, le théoréme de
Riesz permet d’associer a chacun de ces points une mesure conditionnelle v,, ce qui permet de définir
la composante ergodique comme I’ensemble des y tels que v, = vy,.

Le théoréeme de décomposition ergodique est encore vrai pour les actions de groupes dénombrables
sur des espaces Borel standard. Cette extension est due & V. S. Varadarajan (1963), une preuve se
trouve dans le livre de E. Glasner, “ergodic theory via joinings” [Gl03]. Il existe aussi des théorémes de
décomposition ergodique pour des actions quasi-invariantes, ou dans le cadre de la mesure infinie. On
peut consulter le livre de K. Schmidt, “Cocycles on ergodic transformation groups”, a ce sujet.
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Convergence faible dans un espace de Hilbert

Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire tel que
la norme associée au produit scalaire est compléte. On prend comme notation (, )

pour le produit scalaire et ||f|| = v/( [, f) pour la norme.
On peut munir H de deux topologies :
— la topologie forte : une suite f,, d’éléments de H converge fortement vers f € H

sillfn—fll =—=0

n—oo
— la topologie faible : une suite f,, d’éléments de H converge faiblement vers f € H
si (fn9) === (f,g) pour tout g € H.

Théoréme
Une suite fortement convergente est faiblement convergente.

C’est une conséquence de 'inégalité suivante :
Inégalité de Cauchy-Schwarz

VigeH, |(fg)l<IfIlgl
preuve

C’est une conséquence du théoreme de Pythagore :
112 = 11CF. iy by I 1 = i b 112

Remarquons qu’on a égalité ssi f est proportionnel a g.

<fg> g g

ligl®
Théoréme

Une suite faiblement convergente est bornée.

Preuve
Il suffit de montrer qu’il existe g € H et € > 0 tel que :

sup {(fn,h) | n €N, h € B(g,e)} < o

car alors 1’égalité suivante montre que || f|| est majorée indépendamment de n :
fall = 2 ({fur g +eqfn) = (fnn9)

Supposons qu’on ne puisse pas trouver g et £ comme plus haut. On construit
par récurrence une suite croissante d’entiers ny et une suite de boules fermées By,
décroissante pour 'inclusion, dont le diametre tend vers 0, et telles que pour tout
h € By, (fn.,h) >2F

Soit goo I'unique point appartenant & tous les By. La majoration ( f,, ,geo) > 2*
contredit la convergence faible de la suite f,.

La convergence faible correspond a la convergence “coordonnées par coordonnées” :

Théoreme

soit D une famille d’éléments de H qui engendre un sous-espace vectoriel dense
de H ; pour montrer que f, converge faiblement vers f, il suffit de vérifier la
convergence ( fn,9) ——==— ([f,9) pour g € D.

Preuve
Soit € > 0, g € H, g € Vect(D) tel que ||gr — g|| === 0. On a la majoration :

(= fo901 < 1Cfn = Frogid)l =+ 11 = Fll lgr — gl

Comme la suite ||f, — f|| est bornée, on peut trouver un k € N tel que le dernier
terme de cette inégalité soit inférieur a ¢ pour tout n. Pour cette valeur de k, la
suite ( f,, — f, gr ) tend vers 0 ; on peut donc majorer |{ f,, — f,g)| par 2¢ deés que
n est assez grand.
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Voici deux autres résultats relatifs a la topologie faible.

Théoréme de Banach-Alaoglu
Soit H un espace de Hilbert, { fn}nen une suite bornée d’éléments de H. Alors on
peut trouver f € H et une sous-suite fp,, .., fn,.. telle que :

foe =~ f quand k — +oo.

Preuve

Soit F' le sous-espace vectoriel fermé engendré par les f,, et {v,,} une base hilber-
tienne de F'. Comme (v, f,, ) est une suite bornée, on peut trouver une sous-suite
fn; telle que (v, fn; ) soit convergente. De cette sous-suite, on peut extraire une
sous-suite telle que (va, fur ) converge, et ainsi de suite. En prenant le k%™ terme
de la k™€ sous-suite, on construit une suite f,, telle que, pour tout m € N, la
suite (v, fn, ) est convergente. Notons ¢, sa limite. Soit N € N.

N

1facll? = ) W om, )P G55 Icml2
Jr

m=0

un élément de H bien défini en posant f = > ¢;v;. Cet élément vérifie : V m € N,
(Vm, oy ) e (Um, f). On a donc (h, fn, ) — (h,f),sih € F. Sihe F+

ona (h, fn, ) =0et (h,f)=0. Ceci démontre le théoréme.

Théoréme de Banach-Saks
Soit H un espace de Hilbert, { fn}nen une suite d’éléments de H telle que f, — f
faiblement. Alors il existe une sous-suite fy,,.., fn,.. telle que :

1 m
o ank e f fortement.
k=1

Preuve
On peut supposer f = 0. Construisons une sous-suite f,, satisfaisant :

S U fnis f,) | < 400

1<J

Supposons construits fu, - f,, telles que sii < j, [{ fa,, fn, )] < 35

Pour tout ¢ < k, on sait que ( fu,, fn) 7 =7s 0. On peut donc trouver nyy tel

QHGViSk’ |<fnmfnk+1>|<2k+1 AU-ﬁna“l Z'(fmafnj>|<2é7] <2

1<J

m m
1 1 4
1 2 2 2
D Il = ,; Il 4 Do) < swp il +

i<j
Cette quantité tend bien vers 0.

Remarques

— On en déduit que tout ensemble convexe fortement fermé est faiblement fermé.
— Soit (X, T, u) un espace mesuré. Toute suite de L? qui converge en norme L2
admet une sous-suite qui converge presque partout. Si H est de la forme L?(X), on

peut donc trouver m; tel que : Z T e f presque partout.
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Calcul différentiel

Considérons un flot défini sur un ouvert de R™ ou sur une variété M. A quelle
condition ce flot préserve-t-il la mesure de Lebesgue 7 Le théoréme suivant montre
qu’il suffit que la divergence du champ de vecteur X (x) = %cpt(z)nzo soit nulle.

Théoreme
Soit ¢, un flot C? défini sur un ouvert U de R?*, X le champ de vecteur associé et
f:U — R une application intégrable, nulle hors d’un compact de U. Alors :

G [ sy dey = [ fen@) divX@) do

Preuve

En utilisant un raisonnement de densité, on peut se restreindre au cas ou f est C*
a support compact, localisé dans un rectangle R. Quitte a remplacer f par f oy,
on peut supposer de plus to = 0. Dérivons sous le signe somme :

d
E/Rf(@t(x)) dx = /R<Vf(x)’X(x)> de

Puis effectuons une intégration par partie :

/g“””fi Xidx/R 5% /faxz
/ // )dxl -dn */ /fX i day..dz, =0

en tenant compte du falt que la fonction f s’annule sur le bord de R.

Corollaire (Liouville)

Soit p; un flot Ct un flot défini sur une variété différentielle, et X le champ de
vecteur associé. Si la divergence de X est identiquement nulle, alors le flot préserve
la mesure de Lebesgue.

Montrer quune transformation C! sur une variété compacte est bijective n’est
pas toujours évident. Le résultat suivant permet de simplifier les calculs. On peut
par exemple 'utiliser pour montrer I'inversibilité de ’application dérivée d’Anosov
étudiée au chapitre “Un attracteur étrange”.

Théoréme

Soit M une variété différentielle compacte connexe et f: M — M une application
Ct dont le jacobien |det d,f| ne s’annule pas sur M. Alors le cardinal des fibres
Card(f=1(y)) est fini, indépendant de y.

Preuve

Soit y € M. Appliquons le théoreme d’inversion locale : pour tout = € f~1(y), on
peut trouver un ouvert U, tel que f soit un difféomorphisme de U, sur son image.
En particulier f~1(y) intersecte U, en z seulement, ce qui montre que f~1(y) est
un ensemble isolé. Comme il est compact, il est de cardinal fini.

Fixons yg € M et choisissons les ouverts U, * € f~(yo), de facon & ce qu'ils
aient tous la méme image V et qu’ils soient disjoints deux-a-deux. L’application
y — Card(f~'(y)) est alors constante sur Pouvert V \ f((U, Uz)®).

Ceci montre que I'application y +— Card(f~'(y)) est localement constante, donc
continue. Comme M est connexe, elle est constante.

Remarque : On a démontré un peu plus ; le cardinal des fibres est localement
constant sur ’'ensemble des valeurs y qui satisfont det d, f # 0 pour tout x € f~1(y).
Ces valeurs sont dites régulieres.
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Topologie et mesure

Séparabilité

Définition

Un espace métrique X est séparable s’il contient une partie dénombrable dense.
Un espace topologique est a base dénombrable si on peut trouver un ensemble dé-

nombrable d’ouverts tel que tout ouvert puisse s’écrire comme union d’éléments de
cet ensemble.

Remarquons que dans ce cas tout ouvert peut s’écrire comme union dénombrable
d’éléments de la base ; en I'occurence comme 'union de tous les éléments de la base
qu’il contient.

Théoréeme
Un espace métrique est séparable si et seulement s’il est a base dénombrable.

Ceci implique que tout sous-ensemble d’un espace métrique séparable est séparable.
En effet, ce sous-ensemble admet une base dénombrable d’ouverts, qui est obtenue
en restreignant la base de X au sous-ensemble.

Preuve

Si X est a base dénombrable, il suffit de prendre un point dans chaque élément de
la base. L’ensemble obtenu rencontre tous les ouverts, il est donc dense.
Supposons X séparable ; soit D une partie dénombrable dense. Montrons que
Pensemble {B(y,r) | y € D, r € Q} est une base d’ouverts. Soit U un ouvert et
2 € U. On peut trouver un point y € D tel que d(y,z) < d(y,U®). Soit r € Q
tel que d(y,x) < r < d(y,U°). La relation z € B(y,r) C U montre que U est bien
union de boules ouvertes, a rayon rationnel, centrées en D.

Support d’une mesure
Définition
Soit X un espace métrique, p une mesure borélienne. Un point x € X appartient

au support de la mesure p si tout voisinage de x est de mesure strictement positive.
Le support est dénoté par supp .

Théoréeme

— Le support est un ensemble fermé.

— 8i X est séparable, alors p((supp p)¢) = 0.

— Soit A C X tel que u(A°) =0. Alors supp pu C A.

— Si la mesure p est finie, son support est séparable : on peut trouver un sous-
ensemble dénombrable du support, qui est dense dans le support.

Preuve
On a 'égalité : (supp )¢ = U U

U ouvert
tq p(U)=0

L’union peut étre restreinte a une base d’ouverts ; ceci démontre les deux premiers
points. Soit « € supp p et U un ouvert contenant . Comme p(U) > 0 et u(A°) =0,

w(U N A) > 0. L'ouvert U rencontre A, ce qui montre que x € A ; i.e. supp u C A.

Pour tout k,n € N*, on considére les ensembles A qui satisfont les deux conditions :
—Vax,y€ A, x#y implique d(z,y) >2/k;

-VazeA, uBz1/k)) > 1/n.

Ces ensembles ont un cardinal fini, majoré par nu(X). Pour chaque k,n, on choisit
un tel ensemble Ay, de cardinal maximal. L’union de tous ces ensembles, pour
k,n € N*, forme une partie dénombrable dense de supp p.

En effet, si z € supp p et k > 0, on peut trouver n € N* tel que u(B(z,1/k)) > 1/n.
Par maximalité de Ay ,, d(z,y) < % pour un certain y € Ay, ou alors x € Ay .
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Densité dans les espaces L”

Soit X un espace topologique, on note B(X) sa tribu des boréliens. Soit p une
mesure borélienne définie sur X. La complétion de B(X) relativement & p sera
notée B(X), ses éléments sont les ensembles p-mesurables.

B(X)={AcC X |3B',B" € B(X) tels que B'C B C B" et u(B"\B') =0}

Théoreme de régularité extérieure
Soit X un espace métrique, p une mesure borélienne finie et A C X un ensemble
u-mesurable. Alors pour tout € > 0, on peut trouver un ouvert U contenant A tel

que pf(U\A) < e.

On dit que la mesure est extérieurement réguliere. Ceci implique que tout ensemble
p-mesurable peut s’écrire sous la forme (NU;)\N, avec U; suite d’ouverts de X et
N ensemble négligeable.

Preuve
Posons T = {A mesurable | Ye >0, U ouvert tel que A C U et p(U\A) < ¢
Ve >0, 3V ouvert tel que A° C V et u(V\A®) < e}

Les ouverts sont dans 7 : le complémentaire de tout ouvert U peut s’écrire comme
intersection des ouverts V,, = {x € X | d(x,U°) < ¢}, la mesure des V;, tend donc
vers celle de U¢. Les ensembles négligeables sont aussi dans 7. il suffit maintenant
de montrer que T est une tribu. L’invariance par passage au complémentaire est
évidente. Soit A; des ensembles mesurables dans T et U; des ouverts tels que
A; C U et u(U;\A;) < /2%, L'union des U; approche bien 1'union des A; :

UA; CUU;, ,U,(U Ul\ U Az) <X ,u(UZ\Al) <e

Pour les complémentaires, on peut trouver n tel que u( r’iAz\ Orﬁ Ai) <e/2 eton

utilise l'inclusion :
n n n

A vi\ )4 c w4

1 1 1

Théoréme de densité

Soit X un espace métrique, p une mesure borélienne finie et 1 < p < oco. Alors
toute fonction f € LP(X,u) peut étre approchée, en norme LP, par une suite de
fonctions lipschitziennes bornées appartenant a LP.

Preuve

Comme les fonctions qui sont combinaisons linéaires de fonctions indicatrices sont
denses dans les LP, on peut se restreindre au cas ou f est une fonction indicatrice,
f =14. Soit U un ouvert contenant A tel que pu(U\A) < €.

11 — Lallp = w(U\A)V/P < /P

Il suffit maintenant d’approcher 1y par une suite de fonctions lipschitziennes bor-
nées. Posons f, = min(1, kd(z,U¢)). Ces fonctions sont lipschitziennes :

Va,y € X, |fk(‘r)_fk(y)| Skd(m,y)

La suite fi converge vers 1y simplement, et les fonctions |1y — fi| sont majorées
uniformément par 1. Ceci assure la convergence des fi vers 1y en norme LP.

Remarque
Ce théoreme est encore vrai si X est métrique séparable et u est localement finie.
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Régularité intérieure

On s’intéresse maintenant a une propriété plus forte que la régularité extérieure.
Définition
Une mesure borélienne p définie sur X est dite intérieurement réguliére si pour tout

borélien A C X de mesure finie, et tout £ > 0, on peut trouver un compact K C A
tel que (A \ K) <e.

Théoreme d’Oxtoby-Ulam
Toute mesure borélienne finie, définie sur un espace métrique séparable complet, est
intérieurement réqulicre.

Preuve —
Soit {z;} une suite dense dans X et n € N*. La famille de boules fermées B(z;,1/n),
i € N, recouvre X si bien qu’on peut trouver N € N, dépendant de n, tel que

(X\ U (x,1/n) ) < eg/2".

Posons

ﬂ U (x5,1/n)

neN* =0

Cet ensemble est fermé et précompact, il est donc compact. On a de plus I'inégalité :
u(K€) < e. Soit maintenant A C X un borélien. Par régularité extérieure, on peut
trouver F' C A fermé tel que u(A\ F) < e. Posons K = K'NF C A. Cet ensemble
est compact et u(A\ K) < 2e. Le théoreme est démontré.

Théoréme de Lusin

Soit X un espace topologique séparé, i une mesure finie intérieurement réguliere, ¥
un espace métrique séparable. Soit f : X — Y une fonction mesurable (i.e. image
réciproque de tout borélien est p-mesurable). Alors pour tout A C X p-mesurable,
pour tout € > 0, on peut trouver un compact K C A tel que p(A\ K) < ¢ et fix est
continue.

Preuve

Fixons n € N*. Soit F; une famille dénombrable disjointe de boréliens de diametre
plus petit que 2/n qui recouvre Y. On peut construire les F; par récurrence & partir
d’une suite {y;}icn- dense dans Y en posant : E; = B(y;,1/n) \ Nj<; E;.

Par régularité, pour chaque i, on peut trouver un borélien A et un compact K; tel
que : _
KiCALCANSNE), p(Anf(EB)\Ki) < /2.

On a alors u(A\ UK;) < /2™ si bien qu'’il existe N € N, dépendant de n, tel que :

M(A\ GK) <e/om.
1=0

Définissons une fonction f,, sur K/, = UY K; en posant f(z) = y; pour tout = € K.
Les compacts K; sont disjoints, la fonction f,, est donc continue. Elle vérifie de plus
d(fn(x), f(z)) < 1/nsur K/,. La suite f,, converge vers f uniformément sur N, K/,
ce qui montre que f est continue sur ce compact. Ceci termine la preuve.
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Exercices

exercice 1 :
Donner un exemple d’espace métrique localement compact qui n’est pas séparable.

exercice 2 :
Soit X un espace métrique séparable. Montrer qu’il existe une suite de fonctions
continues f, : X — R qui sépare les points : pour tous z,y € X distincts, il existe
n tel que fn(x) # fn(y). En déduire qu’on peut trouver une injection continue de
X dans RN,

exercice 3 :
Donner une suite explicite de compacts K,, C [0,1]\ Q telle que A(K,) tend vers 1
quand n tend vers +o0.

exercice 4 :

Soit X un espace topologique séparé, muni d’une mesure borélienne finie. On
dit que X est presque o-compact, s’il existe une suite de compacts K; telles que
M(X \ Uien Kl) = 0. Montrer ’équivalence entre les propriétés suivantes :

— ’espace X est presque o-compact,
— la mesure p est intérieurement réguliere,

— tout borélien de X est presque o-compact.

Le terme utilisé pour cette propriété dans la littérature de langue anglaise est
"tight”.

exercice 5 :

Montrez que tout espace métrique muni d’une probabilité borélienne intérieurement

réguliere est presque séparable : il admet un sous-ensemble séparable de mesure
totale.

exercice 6 :
Montrez que RN n’est pas o-compact, mais qu’il est presque o-compact, relative-
ment a toute mesure finie borélienne.

exercice 7 :
Montrez que le théoreme de Oxtoby-Ulam est encore vrai si au lieu de supposer la
mesure finie, on la suppose o-finie : il existe une suite de boréliens B; de mesure
finie tels que X = U B;.

ieN
exercice 8 :
Une tribu 7 est dite complete si on a la propriété suivante : pour tout B € T tel
que p(B) = 0 et pour tout A C B, A appartient & 7. Soit X un espace topologique.
Montrez que B(X) est compleéte.

exercice 9 :

Soit (X, T,u) un espace mesuré avec T complete, Y un espace topologique, et
f : X — Y une fonction telle que I'image réciproque de tout borélien est dans 7.
Montrez que I'image réciproque de tout ensemble f,u-mesurable est dans 7.

Soient X, Y deux espaces topologiques, i, ¥ deux mesures boréliennes définies sur
XetY,et p: X — Y une application borélienne telle que ¢, = v. Montrez que
 est mesurable : 'image réciproque d’un ensemble v-mesurable est py-mesurable.

exercice 10 :

Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] une application mesurable au sens suivant : 'image réciproque
d’un ensemble borélien est Lebesgue-mesurable. Montrez qu’on peut trouver un
sous-ensemble borélien Xy C [0,1] tel que ¢(X) est borélien et ¢ : Xo — ¢(Xo)
est borélienne. Indic: utiliser le théoreme de Lusin.
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Partitions mesurables et o-algebres

Définition d’une partition mesurable

Soit (X, T,p) un espace probabilisé. Une partition £ de X est la donnée d’un en-
semble de parties de X, disjointes deux a deux, recouvrant X. L’élément de la
partition qui contient le point © € X est noté £(x).

La partition est dite mesurable s’il existe une famille dénombrable d’ensembles
mesurables { By}, chacun des By, étant union d’éléments de la partition, et tel que :
V C1,C5 € € tels que Cy # Co, 3 n € N satisfaisant :

01CBn€tCQCBTCL ou 01CBTCL etCQCBn.

On convient d’identifier deux partitions £ et n s’il existe un ensemble mesurable
0 C X, de mesure pleine, tel que &(z) NQ =n(x) N, Vo € X.

Les éléments d’une partition mesurable sont parfois appelés les atomes de la par-
tition. Ce sont des ensembles mesurables ; il suffit de remarquer que les ensembles
B,, qui interviennent dans la définition de la partition déterminent complétement
cette partition : &(z) = ﬂ B, ﬂ Be.

B,>z Bg>x

On dira qu’une sous o-algebre A de T est compléte si elle contient les ensembles
p-mesurables négligeables relativement a la mesure p. Il s’agit d’'une complétion
relative. Toute sous o-algebre A C T admet une complétion unique A : c’est la
o-algebre engendrée par A et les ensembles p-négligeables. De maniere équivalente,
c’est I'ensemble des parties A € T pour lesquelles il existe un ensemble Q € T de
mesure totale, et un ensemble A € A satisfaisant : ANQ = AN Q.

On va maintenant associer a chaque partition une o-algebre, et réciproquement.
o-algeébre associée a une partition

A la partition &, on associe la complétion de la o-algebre engendrée par les ensembles
mesurables saturés par & :

§={AcT | A=Upeal(a)}

Remarquons qu’une fonction mesurable est é—mesurable si et seulement si elle coin-
cide presque partout avec une fonction constante sur les atomes de la partition ; il
suffit d’approcher la fonction par des combinaisons linéaires d’indicatrices pour s’en
convaincre.

Le lemme suivant va permettre de mettre en bijection partitions et o-algebres.

Lemme

Soit (X, T, p) un espace de Lebesgue, & une partition mesurable de X et B, les
ensembles qui interviennent dans sa définition. Alors la o-algébre é est engendrée
par les B, et les ensembles négligeables.

Preuve :

Soit ¢ : X — {0,1}N la fonction définie par ¢(x) = {15, (x)}. Remarquons que
I'image réciproque d’un borélien par ¢ est mesurable. De plus, 'image réciproque de
la o-algebre des ensembles @, py-mesurables est contenue dans la o-algebre engendrée
par les B,, et les ensembles négligeables. Il s’agit donc de montrer qu’elle contient
la o-algebre {A € T | A = Uzeal(x)}.

Considérons un ensemble A € T ; on a I'égalité o~ tp(A) = Upeaé(w). Par consé-
quent, si A = Uzeaé(x), on obtient : ¢ 1p(A) = A. Le lemme de mesurabilité
montre que ¢(A) est g, pu-mesurable, ce qui termine la démonstration.
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Partition associée a une c-algebre

On dira qu'une o-algebre complete A C T est séparable si c’est la complétion d’une
o-algebre engendrée par une famille dénombrable de parties.

Lemme
Soit (X, T, p) un espace de Lebesgue. Toute o-algébre compléte A C T est séparable.

Preuve :

L’espace L'(X,T,u) est séparable. Toute partie d'un espace métrique séparable
étant séparable, 'ensemble {14 | A € A} est séparable pour la norme L!. Soit
{14, } une partie dénombrable dense ; montrons que les A,, engendrent .A. Pour
tout A € A, on peut trouver une suite ny telle que 1 A,, converge presque partout
vers 14. La différence symétrique de A et de lim A,,, est donc de mesure nulle.
I’ensemble A est dans la complétion de la o-algebre engendrée par les A,,.

Soit A une sous o-algebre complete de T, et {B,} un ensemble dénombrable de
parties tels que A soit engendré par les B, et les ensembles négligeables. On associe
a A la partition £ 4 dont les atomes sont donnés par la formule :

Cette partition est mesurable ; les B,, séparent bien les éléments de la partition.

Lemme
La définition de la partition €4 ne dépend pas du choix des B,,.

Preuve :
Soit B,, un ensemble de parties et < B,, > la o-algebre engendrée. On a 1’égalité :

B (1B = [) A
B,>x BEsx A€A<9§ -
Pour voir cela, on remarque que < B,, >, , ={A €< B, > |r € A< yc A} est
une o-algebre qui contient les ensembles B,,, si x € B, <>y € B, Vn.

Soit B, et B!, deux familles dénombrables dont A est la complétion.Pour chaque n,
il existe des ensembles AL, A2 €< B, > tel que AL C Bl, C A2 et u(A2—-AlL) =0.
De la méme fagon, il existe des ensembles A’}, A”? €< B! > tel que A} C B,, C A”?
et u(A?2 — All) = 0. Les partitions associées aux B, et aux B!, coincident sur
Q=(UAZ-A)N(UAZ- Al

Facteurs et partitions

Définition d’un facteur
Soit (X, T,p) un espace de Lebesgue. Un facteur de (X, T, u) est la donnée d’un
espace de Lebesque (Y, S,v) et d’une application mesurable p : X —'Y satisfaisant :

Prp = .

Le lemme de mesurabilité montre que ’application ¢ est presque surjective. On
dira que ¢ est la projection associée au facteur.

A tout facteur de (X, T, u), on peut associer une partition de X par la formule
¢E={p1({y}) | y € Y}. Cette partition est mesurable ; il suffit de prendre pour
ensembles B,, les images réciproques d’une famille dénombrable de parties de Y
séparant les points.
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Réciproquement, & toute partition mesurable de (X,7,u), on peut associer un
facteur en quotientant X par la relation d’équivalence x ~ y ssi y € £(z). L’espace
quotient est noté X/¢ et la projection canonique 7 : X — X /€. Cet espace est muni
de la tribu 7,7 = {A C X/¢ | 77 tA € T} et de la mesure 7, /.

Lemme
Lespace (X/&, T, mep) est un espace de Lebesgue.

Preuve

On vérifie immédiatement que 7,7 est compléte relativement & m,u. Notons par
B,, les ensembles intervenant dans la définition de la partition &. L’application
¢+ X — {0,1}N définie par p(z) = {1, (x)} passe au quotient et donne une ap-
plication mesurable injective @ : (X/&, 7. T, mep) — {0, 1}N. Le lemme de mesura-
bilité montre que 'image des éléments de 7,7 sont des ensembles ¢, u-mesurables.
L’application ¢ est donc un isomorphisme :

o+ (X6 m T, mp) = ({0,137, BH{0, 1}N), pup0).

On dira que deux facteurs sont isomorphes s’il existe un isomorphisme entre les
facteurs qui commute aux deux projections.

Considérons un facteur ¢ : (X, 7T,u) — (Y,S,v) et notons £ la partition as-
sociée. Remarquons que l'application ¢ passe au quotient pour donner une in-
jection mesurable de (X /&, 7, T, m.p) dans (Y, S,v). Comme ces deux espaces sont
des espaces de Lebesgue, cette injection est un isomorphisme.

On en déduit qu’il y a une bijection entre les facteurs et les partitions mesurables.
o-algebres et algebres de fonctions

Soit (X, T, ) un espace probabilisé ; on note L°(X, T, u) I'algebre des fonctions
mesurables a valeurs réelles. La convergence en probabilité fait de cet espace un
espace métrique complet.

1l existe une bijection entre sous o-algebres completes de T et sous-algebres fermées
de L°(X, T, u) Cette bijection est donnée par :

A - LO(X,A,‘U,)
{A€T|1A€AO} — A°

Légalité : A = {A € T | 14 € L°(X,A,u)} se démontre en approchant les
fonctions A-mesurables par des combinaisons linéaires de fonctions indicatrices
d’éléments de A.

Légalité : AY = LO(X,{A |14 € A%}, 1) revient & montrer que si f € A, alors
1y € A® pour tout intervalle ouvert I C R. Ceci provient du fait suivant, laissé
en exercice : on peut trouver une suite de polynémes P,, définis sur R qui converge
simplement vers 1;.

Correspondance de Rokhlin

On déduit des lemmes précédents :

Théoréeme

Soit (X, T, u) un espace de Lebesque. Il existe une bijection entre :
— les partitions mesurables de X ;

— les sous o-algébres complétes de T ;

— les sous-algébres fermées de L°(X, T, ) ;

— les facteurs de (X, T, i), & isomorphisme pres.
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