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Introduction

Mes travaux se situent a I'interface de la théorie des systémes dynamiques
hyperboliques et de la théorie ergodique en mesure infinie. Les méthodes
que j'ai employées ont été tour a tour de nature probabiliste, dynamique,
géométrique ou bien issues de la théorie des groupes.

La théorie des systémes uniformément hyperboliques est considérée comme
bien comprise aujourd’hui, méme si certaines des questions les plus élémen-
taires (récurrence des diffeomorphismes Anosov, ou mélange topologique en
courbure négative par exemple) sont toujours ouvertes a I’heure actuelle.
On cherche aujourd’hui a généraliser les résultats de cette théorie dans deux
directions différentes.

La premiére consiste a relaxer les hypothéses d’uniformité. Celles-ci sont
rarement satisfaites en pratique, dés l'instant ot 1’on s’intéresse a des sys-
témes issus des sciences expérimentales. Aprés la mise en place d'un cadre
général dans les années soixante-dix et quatre-vingts, ’attention s’est por-
tée sur un petit nombre d’exemples qui concentrent les difficultés essentielles
provenant de la perte d'uniformité, mais pour lesquels on espére malgré tout
récupérer les résultats bien connus de la théorie des systémes uniformément
hyperboliques. Parmi ces systémes, les flots géodésiques en courbure néga-
tive ou nulle, ou encore les systémes partiellement hyperboliques, sont des
exemples sur lesquels des progrés notables ont étés obtenus ces derniéres
années, mais qui sont encore loin d’étre compris.

La seconde cherche a relaxer les hypothéses de compacité sur I’'espace des
phases ou les conditions de finitude sur les mesures étudiées. En 1’absence
de ces hypothéses, on n’est plus garanti d’obtenir de la récurrence et les
propriétés du systéme peuvent étre assez éloignées de ce qui est observé en
mesure finie. [.’exemple du flot géodésique sur les variétés a courbure négative
de volume infini est sans doute un des premiers exemples a avoir été étudié



en détail.

Aujourd’hui, ’étude des systémes non-uniformément hyperboliques a pris
un tour résolument technique, reposant sur des méthodes d’analyse fonction-
nelle couplées a des modeéles symboliques sophistiqués. La théorie ergodique
en mesure infinie se concentre, pour sa part, sur des systémes de nature
abstraite, aussi proches que possible du cadre probabiliste.

J’ai cherché ici & mettre en valeur les méthodes de nature géométrique,
lorsqu’elles survivent a une perte de compacité ou d'uniformité. Ces méthodes
permettent de généraliser plusieurs aspects qualitatifs de la théorie.

Quelques propriétés générales du mouvement

Il est d’usage de faire remonter les débuts de la théorie ergodique au théo-
réme de récurrence de Poincaré (1899). Ce résultat a la fois élégant et utile est
“une des rares conclusions générales que I'on puisse faire sur le caractére du
mouvement” [Ar76]. Il existe une autre conclusion valide pour un mouvement
général : E. Hopf démontre en 1936 dans le cadre de la courbure négative,
qu'une fonction invariante par le flot géodésique est en fait constante le long
des feuilles stables et instables du flot. Ce résultat a connu de nombreuses gé-
néralisations : systémes hyperboliques [AnSi67|, partiellement hyperboliques
[HPS77|, non-uniformément hyperboliques, billards, etc. On sait a présent
qu’il est en fait valide pour tous les systémes, dés I'instant ou ils satisfont les
conclusions du théoréme de récurrence de Poincaré |CO7bis|.

Feuilletages stables

Dans une autre direction, on a cherché s’il n’y aurait pas d’autres quantités
associées au systéme, non nécessairement invariantes, qui seraient constantes
le long des feuilles stables et instables. En connexion avec la propriété de
mélange, je me suis intéressé aux valeurs d’adhérence faibles de suites de la
forme foT™. J'ai pu montrer qu’elles étaient invariantes par les feuilletages,
sans hypothése sur le systéme autre que la finitude de la mesure [C07|. Ce
résultat était auparavant connu pour les systémes non-uniformément hyper-
boliques [LY85].

Recollement d’orbites

Il existe diverses fagons de caractériser I’hyperbolicité d'un systéme régulier
défini sur un espace compact. Parmi ces caractérisations, quelles sont celles



susceptibles de former la base d’une théorie en mesure infinie 7 La notion de
structure de produit local est certainement un bon candidat. Introduite par
S. Smale dans son article fondateur [Sm67|, cette notion permet de recoller
deux trajectoires suffisamment proches. Elle ne nécessite ni uniformité ni
compacité ; elle s’obtient aisément par des considérations géométriques pour
un flot géodésique en courbure négative, passe sans difficulté aux revétements,
et intervient en plusieurs points clefs de la théorie.

Il faut dans un premier temps déterminer quelles sont les propriétés topo-
logiques des systémes hyperboliques qui découlent de ce produit local. J'ai
étudié la question de la transitivité du flot et de la densité du feuilletage
stable associé [C04| [CO05]. Les résultats que j’ai obtenus généralisent la mini-
malité de ce feuilletage pour un flot d’Anosov topologiquement mélangeant,
ou encore la densité des feuilles associées aux points horosphériques, bien
connue en courbure négative [Hed36] [Da00].

Pour aller plus loin, il faut introduire une autre propriété : J. Hadamard
démontre un lemme de fermeture des trajectoires dans un des tout premiers
articles consacrés aux propriétés dynamiques du flot géodésique en courbure
négative [Had98]. Ce résultat est a I'origine des techniques de codage utilisées
en théorie des systémes hyperboliques. Il est maintenant connu sous le nom
de “closing lemma” d’Anosov, suite a 'utilisation qui en a été faite par un
des fondateurs de la théorie. Dans un travail en collaboration avec B. Scha-
pira, je démontre, a partir de ce lemme, qu’il existe toujours des mesures de
probabilité ergodiques de support total, invariantes par le flot, sans aucune
hypothése de compacité sur I’espace ambiant [CS08bis|. Ce résultat est éton-
nant ; méme l'existence d’une mesure localement finie ergodique de support
total a paru, a une époque, peu claire. La preuve repose sur des résultats
de généricité, et généralise un théoréme de K. Sigmund [Si72] pour les flots
d’Anosov.

Exemples

Cette section est consacrée a I’étude de plusieurs exemples pour lesquels les
deux “axiomes” de la partie précédente, produit local et lemme de fermeture,
peuvent étre vérifiés. Le premier est le flot géodésique en courbure négative
ou nulle. Il existe peu d’études sur ce systéme en dehors du cas des variétés
compactes. Nous démontrons dans [CS08bis| qu'il existe un sous-ensemble de
I’ensemble non-errant, contenant les géodésiques périodiques hyperboliques,
sur lequel nos deux axiomes sont satisfaits.



Le deuxiéme exemple s’obtient en relevant des flots hyperboliques a des re-
vétements. La question de la transitivité sur les revétements était jusqu'ici
mal comprise. Elle apparait de maniére déguisée dans une série de travaux
cherchant & compter les orbites périodiques qui existent sur le revétement
[AS87| |BL98| |[PS00]. Quant & la question de la densité du feuilletage stable,
il n’existait aucun résultat, hors du cadre de la courbure négative.

Enfin, une troisiéme série d’exemples est donnée par les produits gauches au-
dessus des chaines de Markov. Les résultats sur le plan mesurable pouvaient
laisser penser que la récurrence ou la transitivité avaient un caractére excep-
tionnel. Y. Guivarch montre que I'ergodicité n’est possible que si le groupe
est virtuellement Z ou Z?* [Gu89|. J’ai pu construire des extensions transitives
pour tous les groupes abéliens [C04|. La situation est donc trés différente sur
le plan topologique, comparé au comportement du point de vue mesurable.

Ergodicité dans le cadre non compact

La derniére partie est consacrée aux propriétés ergodiques des systémes pré-
cédents. On a vu que le flot géodésique en courbure négative admettait tou-
jours des mesures de probabilité ergodiques de support total dans I’ensemble
non-errant. Peut-on construire des mesures mélangeantes? Les techniques
génériques ne sont ici d’aucune aide. J’ai généralisé le concept de mesure de
Gibbs bien connu des probabilistes, au cas des variétés non compactes a cour-
bure négative, en employant des méthodes issues de la théorie des groupes,
méthodes initiées par S. J. Patterson [Pa76]. Pour les variétés géométrique-
ment finies, M. Peigné, F. Dal’bo et J. P. Otal ont donné des critéres de
finitude concernant la mesure induite sur le fibré unitaire par la mesure de
Patterson-Sullivan [DOPO00|. Ces critéres s’adaptent au cas des mesures de
Gibbs et permettent de montrer qu’il y a toujours une mesure de probabilité
mélangeante invariante par le flot géodésique, si la variété est géométrique-
ment finie [C03|.

Pour ce qui est du feuilletage stable, il est uniquement ergodique lorsque
I'espace est compact. Ce résultat est di & H. Furstenberg [F73] pour un flot
géodésique en courbure négative constante, et a été ensuite étendu aux flots
d’Anosov par B. Marcus et R. Bowen [M75| [BM77|. 1l existe également des
extensions dans le cadre algébrique par G. Dani [D78|, Veech [Ve77|, Ratner
[R91], qui ne nécessitent pas d’hypothéses de compacité. J'ai pu sortir du
cadre algébrique et donner un équivalent purement dynamique de 'unique
ergodicité des actions horosphériques, dés 'instant ol subsiste suffisamment



de récurrence dans le systéme.

Mais la vraie surprise, dans le cas non compact, est 'existence de flots to-
talement dissipatifs pour lesquels le feuilletage stable posséde des propriétés
ergodiques non triviales. Les exemples les plus simples s’obtiennent en re-
levant une suspension de difféomorphisme Anosov & un Z-revétement bien
choisi. Il est possible d’étudier en détail I'ergodicité du feuilletage stable des
systéme obtenus par relévement d’un flot hyperbolique & un revétement abé-
lien. Suite aux travaux de M. Babillot, F. Ledrappier [BL98| et M. Pollicott
[P098], j’ai pu donner des conditions nécessaires et suffisantes pour cette ergo-
dicité, relativement aux relevés des mesures de Gibbs [CO1|. J’ai également
obtenu certains résultats dans le cas nilpotent |C03bis|. Ces résultats ont
montré qu’il n’était pas du tout nécessaire qu’il y ait des orbites périodiques
pour que le feuilletage ait un comportement non trivial a long terme.

Ce texte apporte quelques améliorations a certains résultats que j’ai pu-
bliés, parmi lesquels :

— la preuve de I'implication point horosphérique = feuille dense en II1.1.2
met mieux en valeur la connexion avec le mélange topologique ; elle ne repose
que sur la structure de produit local. La preuve originale [C05| nécessitait
une hypothése de régularité sur le feuilletage, qui devait définir une relation
ouverte ;

la preuve du caractére suffisant de la condition sur les orbites périodiques
en II1.2.1, & base de lemme de fermeture, ne passe pas par le mélange faible
et évite ainsi certaines hypothéses de régularité sur I'espace ambiant (polo-
nais...) faites dans [C04]|;

la construction de I'exemple dissipatif en V.3.1, qui vient de [C03bis|, met
mieux en valeur le lien avec les produits semi-directs au dessus des trans-
lations du tore; on donne une expression explicite pour le paramétrage du
feuilletage stable ;

pour ce qui est de 'unique ergodicité en V.2, le cas d'un feuilletage stable
multidimensionnel est détaillé. La publication |CO8| se restreignait au cas
unidimensionnel ;

le théoréme de Stone-Weierstrass mesurable (appendice 2) est replacé dans

le contexte des espaces de Lebesgue, ce qui permet d’en donner une preuve
plus courte que celle publiée dans [C02|;



les considérations sur la décomposition en composantes ergodiques en 11.1.2
n’ont pas fait 'objet d’une publication spécifique. La présentation du lien
entre partitions mesurables et og-algebres a 'appendice 3 est plus détaillée
qu’en [C02].
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Chapitre 1

Quelques propriétés générales du
mouvement

1. Conservativité

1.1 Le théoréme de récurrence de Poincaré

[’usage est de faire remonter les débuts de la théorie ergodique, du point de
vue mathématique, & un théoréme de Henri Poincaré concernant la récurrence
des trajectoires observées dans certains problémes de mécanique céleste. Voici
comment Henri Poincaré énonce ce théoréme dans le mémoire : “Sur le
probléme des trois corps et les équations de la dynamique”.

Supposons que le point P reste a distance finie, et que le volume
[ dxy dxo dxs soit un invariant intégral; si [’on considére une région
ro quelconque, quelque petite que soit cette région, il y aura des tra-
jectoires qui la traverseront une infinité de fois.

Il donne ensuite un énoncé plus précis.

1l résulte de ce qui précede qu’il existe une infinité de trajectoires qui
traversent une infinité de fois la région ro; mais il peut en exister
d’autres qui ne traversent cette région qu’un nombre fini de fois. Je
me propose maintenant d’expliquer pourquoi ces derniéres trajectoires
peuvent étre reqardées comme exceptionnelles.

Les outils modernes de I'intégration ne sont pas encore disponibles. Il faut
donc préciser ce qu’on entend par “trajectoires exceptionnelles”. H. Poincaré
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montre que les trajectoires qui traversent la région ry au plus k fois sont
contenues dans un ouvert de volume arbitrairement proche de zéro, ceci pour
tout entier k positif. Ceci correspond bien & la notion usuelle d’ensemble
négligeable au sens de la mesure de Lebesgue. Un peu plus loin, H. Poincaré
fait la remarque suivante :

Mais il y a plus. Supposons que x1, xs, ..., x, ne soient plus assujetties
a rester finies, mais que linvariant intégral positif [ M dxy dxs ...dx,
étendu a l'espace a n dimensions tout entier ait une valeur finie. Le
théoréeme sera encore vrai.

On donne aujourd’hui le nom de théoréme de récurrence de Poincaré a un
énoncé purement mesurable :

Théoréme de récurrence de Poincaré

Soit (X, T, 1) un espace mesuré, T : X — X une application mesurable qui
préserve la mesure . Supposons que p(X) est fini. Alors, pour tout ensemble
mesurable B C X, presque tout point x € B a une trajectoire qui repasse une
infinité de fois dans B.

1.2 Deux exemples en mesure infinie

Il est bien stir possible que les conclusions du théoréme de Poincaré soient
satisfaites sans que la mesure soit finie.

Un premier exemple est donné par une rotation du plan, qui préserve la
mesure de Lebesgue. Dans ce cas particulier, les composantes ergodiques de
la mesure sont finies, si bien que la récurrence se déduit du théoréme de
Poincareé.

Un second exemple est donné par un produit semi-direct au-dessus d’une
rotation :
T : S'xR — S xR
(,t) = (z+0,t+ f(2))

avec f nombre réel irrationnel et f : S' — R une fonction continue. La
transformation 7' préserve la mesure de Lebesgue, qui est de masse totale
infinie. Les conclusions du théoréme de récurrence de Poincaré sont satisfaites
dés que [ fdr = 0. Pour un choix judicieux d’angle 6 et de fonction f,
il n’existe aucun ensemble mesurable invariant par 7" dont la mesure est
comprise strictement entre 0 et +o0.
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Définition
Une transformation qui satisfait les conclusions du théoréme de récurrence :

Pour tout ensemble mesurable B C X, presque tout point x € B a
une trajectoire qui repasse une infinité de fois dans B.

est dite récurrente, ou encore conservative relativement a la mesure .

1.3 Ensembles invariants o-finis

La proposition suivante montre que les deux exemples donnés plus haut ap-
partiennent a des classes bien distinctes de systémes préservant une mesure
infinie.

Proposition
Soit (X, T, 1) un espace mesuré o-fini, T : X — X une application mesurable
préservant la mesure p. Alors on peut trouver deux ensembles mesurables dis-
joints Xo, X1 invariants par T, tels que :
- X - XO U Xl;
- Xq est union dénombrable d’ensembles invariants de mesure finie,

X, ne contient aucun sous-ensemble mesurable invariant de mesure stric-
tement comprise entre 0 et +00.

La restriction de 7" & X, est bien siir conservative. Pour une rotation de R?,
I’ensemble X est vide. A 'opposé, dans le cas du produit semi-direct décrit
plus haut, ¢’est X qui est trivial. Plus généralement, pour une transformation
ergodique relativement & une mesure infinie, on est toujours dans le cas X
vide.

Les ensembles X et X; peuvent s’interpréter a l'aide du théoréme ergo-
dique; soit P le projecteur L? sur l'espace des fonctions L? invariantes. En
restriction & X, la projection sur les fonctions L? invariantes n’occasionne
aucune déperdition de masse :

vf e *(Xow),  [Prau= [ fan.
Par contre, le projecteur P est nul en restriction a X; :

VfeLXX.,p), Pf=0.
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Les moyennes ergodiques convergent donc vers zéro sur cet ensemble. [’en-
semble X, peut aussi s’interpréter comme l'union de toutes les composantes
ergodiques associées a des conditionnelles finies.

Preuve de la proposition

Soit v une mesure finie équivalente a u. On note Z la tribu des ensembles
mesurables invariants par 7' et on travaille avec I'ensemble mesuré (X, Z, v).
Posons :

H={AecZ|pA) <o}

Cette famille est héréditaire : si A appartient a H, tous les sous-ensembles
mesurables de A appartiennent également & H. On peut donc associer a ‘H
une union mesurable X, c’est-a-dire un ensemble mesurable X tel que :

— pour tout A € H, u(Xo\A) =0,
il existe une suite A; € ‘H, ¢ € N, telle que Xy = UA; mod 0.
Il existe un unique ensemble mesurable X, satisfaisant ces deux propriétés,

modulo 0; cf par exemple |[Aa96| th. 1.0.7 . Il suffit maintenant de poser
Xl == Xg

[’étude du systéme en restriction a X, procéde comme dans le cas de la
mesure finie et les outils disponibles dans ce cadre s’emploient sans difficulté.
Sur Xy, la situation est plus complexe et le comportement de la transfor-
mation est en général trés différent de ce qui peut étre observé en mesure
finie :

les moyennes de Birkhoff tendent vers zéro, et il n’existe pas de normali-
sation pour les sommes ¥ f oT", qui permette d’obtenir de la convergence
presque partout [Aa96]|;

le mélange, au sens de la convergence des suites [ foT"g, f intégrable et g
borné, n’a jamais lieu si la transformation est ergodique inversible [KrSu69|.

On est donc amené & adopter un nouveau point de vue.

2. L’argument de E. Hopf

2.1 Retour sur I’énoncé du théoréme de Poincaré

On peut donner des versions du théoréme de Poincaré de nature plus topo-
logique. Soit X un espace métrique, T : X — X une application borélienne.
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Un point x € X est dit récurrent relativement a la transformation 7" si on
peut trouver une suite d’entiers n; tendant vers +oo pour laquelle la suite
T™(z) converge vers x.

Théoréme

Soit X un espace métrique, p une mesure borélienne finie et T : X — X une
application borélienne qui préserve . Alors presque tout point du support de
L est récurrent.

Le résultat de H. Poincaré est “une des rares conclusions générales que 'on
puisse faire sur le caractére du mouvement” (Arnol’d [Ar76]).

2.2 Feuilletage stable d’une transformation

Il existe cependant un autre résultat, qui, tout comme le théoréme de ré-
currence de Poincaré, s’applique a un mouvement général. Démontré par E.
Hopf en 1936 [Ho36], il est d’abord énoncé dans un cadre géométrique, pour
des flots géodésiques définis sur des espaces a courbure négative.

Définition
Soit X un espace métrique, T : X — X une application, et x un point de X.
La feuille stable du point x est définie par :

W(x)={ye X | d(T"z,T"y) — 0 quand n — +oo}

Une fonction mesurable g : X — R est dite W**-invariante si il existe un
ensemble 2 C X de complémentaire négligeable, tel que pour tout x,y € €,

y € W*(x) implique g(y) = g(z).

Dire qu’une fonction g est W#-invariante revient a dire qu’elle coincide
presque partout avec une fonction qui est constante sur les ensembles de la
forme W**(z), pour tout x € X. De fait, si g est W**-invariante, on obtient
une fonction constante sur toutes les feuilles stables en posant :

g(x) = g(y) sl existe y € W*(z) N,
— g(x) = 0 sinon.
La fonction g coincide avec g sur €.

La partition de X par les ensembles W**(z) est appelée distribution stable
de T, ou par abus de langage, et pour des raisons historiques, feuilletage
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stable de la transformation 7T'. Lorsque I'application 7" est inversible, on peut
également définir un feuilletage instable. La feuille instable W*“(z) est la
feuille stable de z relativement & la transformation 7.

On peut maintenant donner une version générale de ’argument de E. Hopf :

Théoréme |CO7|

Soit X un espace métrique,  une mesure borélienne finie, T : X — X
une application mesurable qui préserve u. Alors toute fonction f € L*(X)
invariante par T est W -invariante. Si de plus T est inversible, [ est aussi
W*%invariante.

En termes ensemblistes, cela revient & dire que tout ensemble mesurable
invariant par 7' coincide, a un ensemble négligeable prés, avec une union de
feuilles stables.

2.3 Preuve de 'argument de Hopf
Premiére preuve

Soit Z la tribu des ensembles mesurables invariants par T. Appliquons le
théoréme ergodique L? : pour toute fonction f : X — R Lipschitzienne
bornée, de constante de Lipschitz C, on peut trouver un ensemble € de
mesure totale, et une suite n;, — oo tels que :

VeeQy, — Zf (T*(z)) ——— E(f] T)(=)
i =1

Soit y € Qy N W*¥(x). Nous avons :

| T~ S <

=1
Ceci implique : E(f| Z)(z) = E(f| Z)(y).

Soit maintenant f un fonction L? invariante. On peut trouver une suite de
fonctions Lipschitziennes bornées f,, qui convergent en norme L? vers f. Il en
va alors de méme pour les conditionnelles E(f,| Z). Quitte a considérer une
sous-suite ny, on peut supposer qu’on a convergence pour tout x appartenant

3|Q

> d(T*z, T) === 0

1
n k=1
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a un ensemble )y de mesure totale. Pour tout point x € {2y N Qy, et tout
y € W*(x),

f(x) = lim E(fy,| T)(x) = lim E(fo,| Z)(y) = f(y)-

D’ou le résultat.

Deuxiéme preuve

Etant donné un ensemble mesurable A C X, on note 74() le temps moyen
passé par x dans A, ou encore la fréquence de passage de z dans A. Cette
quantité satisfait : |74 — 75|12 < p(AAB).

ra(e) = Jim % Card {i <k | T'x € A} = E(1a] T)(x)

Soit C' un sous-ensemble fermé de X | z,y € X, y € W*(x). Montrons
'égalité 7o (z) = 7¢(y) dés 'instant ot ces deux quantités sont bien définies.

Pour cela, posons Vy/,(C) = {2’ | d(a/,C) < 1/k}, pour k € N. Alors la
fréquence de passage de y dans V;/,(C) est supérieure a la fréquence de
passage de x dans C' @ 1y, ,(0)(y) > 7c(z). En effet, a partir d’'un certain
rang, d(T"z,T"y) < 1/k; par conséquent, 7"y appartient a V;,,(C) dés que
T"z appartient a C. Comme C' = N V;,,(C), on obtient 7¢(y) > 7¢(x), d’onn
To(x) = 7¢(y) en permutant = et y.

Soit I un ensemble mesurable T-invariant, et F, une suite croissante de
fermés inclus dans I, tels que p(I\F,) — 0. Ceci implique : 7, () — 77(x).
Par conséquent, si y € W**(x), alors 7;(y) = 7;(z).

Soit = un élément de I et y € W*¥(z); tous les itérés de x sont dans [ et
77(z) = 1. Si y n’est pas dans I, aucun de ses itérés n’est dans I et 77(y) = 0.
Ceci montre I'inclusion W (x) N Q C I, avec :

Q=A{z|Vn, 1p,(z) cvvers 7(x) ; V n, k, v, 5, (z) cv vers 7, (z)}

Par conséquent, I’ensemble invariant I coincide, & un ensemble négligeable
prées, avec une union de feuilles stables.

Remarques :
— Tout comme dans le théoréme de récurrence de Poincaré, aucune hypothése
de continuité sur 7' ou de séparabilité sur X n’est nécessaire.

Ce résultat est encore vrai pour un flot, il suffit de 'appliquer au temps 1
du flot.
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3. Le cas de la mesure infinie

L’argument de Hopf est-il encore vrai en mesure infinie? Peut-on affirmer
qu’une fonction mesurable bornée invariante par une transformation conser-
vative, qui préserve une mesure infinie, est encore invariante par le feuilletage
stable de la transformation ?

3.1 Le théoréme ratio de Hopf

Cette question conduit E. Hopf a chercher un analogue du théoréme er-
godique lorsque la mesure n’est pas finie. Il y parviendra dans le cas ot la
transformation est inversible et conservative. Son résultat sera ensuite géné-
ralisé dans plusieurs directions. La version due & R. Chacon et D. Ornstein
est sans doute la plus connue. Le livre de U. Krengel [Kr95| contient une dis-
cussion détaillée de ces généralisations. Voici un énoncé proche du théoréme
initial de E. Hopf :

Théoréme ratio de Hopf

Soit (X, 7T, 1) un espace mesuré o-fini, T : X — X une application mesurable
qui préserve la mesure i et qui est conservative. On considere deuzx fonctions
intégrables f,p: X — R, avec p > 0. Alors les quotients de Hopf :

Yp— o "
Sp—poT*
convergent pour presque tout x € X wers une limite T-invariante, qui peut

s’exprimer en terme d’espérances conditionnelles.

A T'aide de ce théoréeme, E. Hopf démontre ’ergodicité du flot géodésique sur
les surfaces 4 courbure —1, relativement au volume canonique défini sur le
fibré unitaire tangent, dés l'instant ot le flot est conservatif.

Il existe plusieurs démonstrations du théoréme quotient de Hopf. Il peut
par exemple se déduire du théoréme ergodique de Birkhoff par des techniques
d’induction [Z04].

3.2 Le dénominateur dans le théoréme quotient

Le théoréme quotient de Hopf n’est pas le seul ingrédient dans la preuve
de l'ergodicité du flot géodésique en courbure négative. Il faut également
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construire un bon dénominateur p, qui permette de controler les constantes
de Lipschitz intervenant dans la preuve. Par un raisonnement de nature
géométrique, E. Hopf montre l'existence d’'une certaine fonction intégrable
p: X — R qui satisfait la propriété suivante :

p(z) = ply)
p(y)

A T'aide de cette estimée, il est possible de répéter le raisonnement qui fonc-
tionnait en mesure finie, et d’obtenir le résultat recherché.

0

d(z,y)—0

Il parait peu probable qu’'un tel dénominateur puisse exister en dehors du
cadre de la géométrie hyperbolique, si bien que peu de généralisations ont
été proposées jusqu’a présent.

3.3 La version générale de ’argument de Hopf
Malgré tout, 'argument de Hopf est vrai en toute généralité :

Théoréme |CO7bis|

Soit X un espace métrique, i une mesure borélienne sur X et T : X — X
une application mesurable qui préserve p et qui est conservative. Supposons
qu’il existe une famille dénombrable d’ouverts, chacun de mesure finie, dont
l'union recouvre presque tout X. Alors toute fonction mesurable bornée T'-
imvariante est W3 -invariante.

De maniére remarquable, il n’est pas nécessaire de faire appel au théoréme
quotient de Hopf pour démontrer ce résultat. On peut se contenter d’interpré-
ter localement les quotients de Hopf comme des moyennes de Birkhoff d’une
certaine application induite, et d’appliquer le théoréme ergodique presque
siir & cette application. Il ne semble par contre pas possible de se baser sur
le théoréme ergodique L? pour mener a bien la preuve.

Preuve

Il n’est pas difficile de voir que X peut (presque) s’écrire comme une union
dénombrable croissante de fermés F;, chacun de bord négligeable, et chacun
admettant un voisinage Us, = {y | d(y, F;) < 0;} de mesure finie. On travaille
en restriction a chacun des Fj.

Pour alléger les notations, oublions pour I'instant I'indice ¢. Soit f : X —
R, une fonction Lipschitzienne positive bornée qui est nulle sur F°, et soit
U un voisinage de F' comme considéré au-dessus.
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Induction

Considérons la transformation T induite par T sur F.
Tp(z) =T @ (), en posant np(xr) =min{n e N —{0} | T"(z) € F}

Appliquons le théoréme ergodique de Birkhoff a la transformation T :

F LS TH@) — By (F | T F)@)

Voyons quel est le rapport entre ces moyennes et les quotients de Hopf. Posons
pour k € N :

k-1
b(x) =Y np(Ti(x))
i=0
Si bien que pour tout N € N tel que n*(z) < N < n**1(x), on a :

Th(z) = T @ (z) et > 1p(T(x)) = k.

Si T9(z) n’est pas dans F', f(T7(z)) est nul car la fonction f est nulle sur F°.

On a donc : s @)
l 7 J=1 ’ x
B2 T = S )

Cette relation va nous permettre de montrer que si y appartient a W**(z),

By (f 1 ITNF)(x) = By (f | Z20U)(y)

Monotonie

Soit z € F et y € W*(x). On peut trouver Ny tel que pour tout N > Ny,
TN (y) est dans U dés que TV (z) est dans F. Ceci montre I'inégalité :

ZlFTﬂ <Z1UTJ (v))

Jj=No J=No
Si T9(z) et T(y) ne sont pas dans F, f(T/(z)) = f(T?(y)) = 0. Soit C
la constante de Lipschit7 de f et e > 0. Si Ny est assez grand, on a la

majoration : sup;>n,d(T7(x),T7(y)) < &. Ceci implique :

ST (@) = (T () | < 2¢ 3 Lu(T7(y))

J=No J=No
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Considérons 1'égalité :

DT X W) | X fTw) X f(T@) - f(T(y)
J;No _ J:]VNO j;No + Jj=No -
Y)Y W) | Y ) 3 1)

Le premier terme converge vers E, .(f | ZN F)(x). Le terme en facteur est
plus grand que 1 tandis qu'on voit apparaitre la limite £, (f | Z N U)(y)
dans le second terme. On obtient en passant a la limite :

Eue(f I TOF)(2) 2 By (f | TOU)(Y) — 2¢

Ceci est vrai pour tout € > 0. On a donc l'inégalité recherchée.

W#s-invariance en restriction & F

Considérons a présent, des voisinages Us de F' de plus en plus petit. Fixons
un dg tel que p(Us,) soit fini. D’aprés le théoréme de convergence croissante
pour les martingales,

By, (F | T0Us) — By, (f | INF) dans L*(F)

Quitte a passer a des sous-suites, on obtient finalement :
By (f I INF)(z) = By (f | TN F)(y)

Il suffit d’inverser le role de x et y pour obtenir une égalité dans l'expres-
sion précédente. Enfin, comme le bord de F est négligeable, il est possible
d’approcher toute fonction f dans L?(F, i) par des fonctions Lipschitziennes
sur X nulles hors de F. Si f est la restriction d’une fonction mesurable bor-
née T-invariante, on obtient 1’égalité f(x) = f(y) pour x,y appartenant a
un sous-ensemble de mesure pleine de F, sous la condition y € W**(z). Le
théoréme s’en déduit.

Remarque
Un raisonnement similaire s’applique aux fonctions propres du systéme [C07bis|.

21



22



Chapitre 11

Feuilletages stables

Dans ce chapitre, on s’intéresse au cas d’une transformation définie sur un
espace métrique, et préservant une mesure finie. On a vu dans le chapitre
précédent qu’il existe un rapport entre fonctions invariantes par une trans-
formation et fonctions constantes le long du feuilletage stable. L’étude des
feuilles stables et instables constitue une premiére étape dans la détermina-
tion des propriétés ergodiques de la transformation.

Le feuilletage stable est dit ergodique si les seules fonctions W#*-invariantes
sont constantes presque partout. D’aprés ce qui précéde, ceci implique l'er-
godicité de notre application. On peut donc chercher a relier les propriétés
du feuilletage et celles de la transformation.

De maniére générale, on peut chercher a affaiblir ou renforcer les exigences
dans la définition du feuilletage stable, dans le but d’atteindre certaines pro-
priétés de la transformation. Voici plusieurs alternatives au feuilletage consi-
déré au chapitre précédent :

Feuilletage moyen dual :

S f(Ta Tk)?:&?U}

k=1

S|+

Wdual( )= {?JGXWfGCb

Feuilletage moyen dual absolu :

> [0 - £ =0 |

_ 1
W (z) = {yeX\era, )=
k=1
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Feuilletage moyen :
1 n
Wity = {e X | 1 3 drta ) <0
k=1

Feuilletage standard :
We(z) = {y € X y d(T*z, Thy)—— 0}

k—oo

Feuilletage exponentiel :

exp

— 1
W2 (z) = {y e X ‘ lim Eln d(T*z, T*y) < 0}
Feuilletage uniforme (A < 0) :

— 1
Wis(z) = {y e X ’ lim Elnd(Tkx,Tky) < )\}

1. Décomposition ergodique et feuilletage dual

On peut se demander §’il existe une propriété du feuilletage qui soit équiva-
lente a l'ergodicité de la transformation. Pour cela, nous allons affaiblir la
notion de feuilletage stable, ce qui va permettre de donner une réalisation
géométrique des composantes ergodiques de la transformation.

Définition

Soit X un espace topologique, T : X — X wune application borélienne. On
pose :

3|H

n
k
Wdual() { GX’vfecb Z T ) n—o00 0}
L’ensemble des fonctions continues bornées définies sur X a valeurs réelles a
été noté Cp(X). Les ensembles W2 (x) mesurent une contraction moyenne
pour l'action duale de T" sur les fonctions.

Soit p une mesure de probabilité invariante par 7. On va montrer que la
partition {W?**(z)},cx coincide avec la partition en composantes ergodiques
associée a f1, & un ensemble p-négligeable prés. La partition {W*(z)},ex est
donc une réalisation géométrique simultanée des décompositions ergodiques
de toutes les probabilités invariantes par 7.
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1.1 Quelques notations

Commencons par rappeler quelques définitions.

Un espace mesuré (X, 7, u) est un espace de Lebesgue s'il est isomorphe,
sur le plan mesurable, & un intervalle de R muni de la mesure de Lebesgue,
auquel on a éventuellement ajouté un nombre au plus dénombrable de me-
sures de Dirac ponctuelles. On ne considére dans la suite de ce chapitre que
des espaces de Lebesgue probabilisés. De plus, la tribu 7 sera toujours com-
pléte relativement & la mesure pu.

Un espace topologique est Borel standard s’il est homéomorphe a un sous-
ensemble borélien d’un espace métrique séparable complet. On obtient un
espace de Lebesgue si on munit un tel espace d’'une mesure de probabilité
borélienne, et qu’on compléte la tribu des boréliens relativement a cette me-
sure.

Une partition {£(x)},ex d'un espace mesuré X est dite mesurable si on
peut trouver des ensembles mesurables B,,, chacun union d’éléments de la
partition, tels que, pour presque tout x € X, on ait 1'égalité :

{(w) = ﬂ B, ﬂ B

Bn3x B¢ox

On convient d’identifier deux partitions mesurable &, £’ si elles coincident
presque partout au sens suivant : il existe Q@ C X tel que p(Q°) = 0 et
E(z)NQ = ¢ (x)NQ pour tout .

Les partitions mesurables des espaces de Lebesgue possédent des propriétés
remarquables qui sont rappelées dans 'appendice. Ces propriétés ne sont pas
utilisées dans la suite de ce chapitre.

1.2 Désintégration

Le théoréme suivant montre comment désintégrer une mesure de probabilité
le long d’une partition mesurable. Sous cette forme, il est dii & Rokhlin [Ro52].

Théoréme

Soit (X, 7T, ) un espace de Lebesque et & une partition mesurable. Alors
il existe une unique famille de mesures de probabilité pe) portées par les
éléments de la partition, et satisfaisant, pour tout A € T :

lensemble A est pigy-mesurable pour p-presque tout x ;
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la fonction x — pigp)(A) est p-intégrable et son intégrale vaut p1(A) :

#(A) = [ pe(A) du(z).

Preuve

On peut supposer que X est de la forme {0,1}N. Notons par C 'algébre
des unions finies de cylindres de {0,1}N et par B la tribu engendrée par
C. L’algébre C satisfait le critére de Kolmogorov : toute suite décroissante
d’éléments de cette famille, dont l'intersection est vide, est vide a partir
d’un certain rang; elle est donc de mesure nulle relativement a toute mesure
finiment additive définie sur C. Par conséquent toute mesure finiment additive
définie sur C admet une unique extension o-additive a B. Il suffit donc de
définir les p¢(,) sur 'algeébre engendrée par les cylindres.

Soit é C 7 la tribu des ensembles qui sont unions d’éléments de la partition.
Supposons la relation intégrale vérifiée. Considérons C' € C et A € é Comme
A est constante sur les éléments de &, on doit avoir u(ANC) = [4 pe@) (C) dp.
D’aprés les propriétés de I’espérance conditionnelle, ceci est équivalent a I'éga-
lité :

VOEC, p—ppa, jew(C) = E(le] €)(x)

La fonction E(1¢| é) n’est a priori définie que presque partout. Choisissons un
représentant qui est constant sur les éléments de la partition. Les éléments de
C étant en nombre dénombrable, on peut trouver un ensemble Q, u(2°) = 0,
pour lequel les quantités E(1¢| €)(x) sont définies pour tout C' € C et pour
tout x € €. Quitte & restreindre & nouveau €2, on peut supposer que la
fonction C' — E(1¢| €)(x) est finiment additive, ce qui donne la mesure Lhe ()
recherchée.

La relation intégrale est satisfaite pour A € C. Montrons que c’est encore

vrai si A € 7. Comme tout ouvert est union croissante d’élément de C, elle
est encore vrai pour les ouverts, et par passage au complémentaire, pour les
fermés. Soit A € B, pour tout € > 0, on peut trouver un fermé F' et un ouvert
U tels que p(U\F) <eet FC ACU. On a donc :
1(A) — e < u(F) = [ pe) (F) dp(z) < [ pea)(U) du(z) = p(U) < p(A) +
Ceci démontre la relation recherchée pour A € B. Il reste a la vérifier pour
A € T p-négligeable. Un tel ensemble est contenu dans un B € B négligeable.
La relation montre que B est jig(,)-négligeable pour p-presque tout z. Il en
va donc de méme pour A. Ceci implique [ jig(z)(A) dp = 0.
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Il reste & montrer que jig(,) est supporté par &(z). Soit B, la suite d’en-
sembles intervenant dans la définition de £&. On a, pour p-presque tout x, et
pour tout n € N, piez)(Bn) = E(1g,| €)(z) = 1p, (). Par conséquent, les
By, et By qui contiennent x sont de mesure totale pour (), et il en va de
méme pour £(z), qui est une intersection dénombrable de tels ensembles.

Remarques :

Si B C 7 est une tribu engendrée par un nombre dénombrable d’éléments,
alors pour presque tout x, les éléments de B sont pi(,)-mesurables. Cepen-
dant, en général, les fi¢(,) ne sont pas définis sur toute la tribu 7.

— Aprés complétion de B, I'espace X muni de jig(,) est bien sir un espace de
Lebesgue.

1.3 Décomposition ergodique

Proposition

Soit X un espace métrique, T : X — X une application borélienne et x € X.
1l existe au plus une mesure de probabilité borélienne invariante v, satisfai-
sant Vx(X\ Wss (x)) = 0. Lorsque cette mesure existe, elle est ergodique et
on a :

1
vy € Wdual( ) vf S Cb(X)> ESn(f)(y) - /fdyx
Preuve
Soit f € Cy(X) et n; € N une suite telle que -=S,,(f)(z) converge; on note
[ sa limite. Comme 1S, (f)(y) converge aussi vers [ pour tout y € W3, (z),
on a pour toute probabilité ;4 invariante, supportée par Wjjal(x) :

i

1
Jran= [ o Tdn= [ o wSulD) duy) = L) =1

Deux probabilités invariantes portées par W32 (x) donnent méme valeur
I'intégrale de f, elles sont donc égales. Si de plus une telle probabilité v,
existe, alors [ fdv, est la seule valeur d’adhérence possible pour la suite
%Sn(f)(y), qui est donc convergente.

Théoréme

Soit X un espace Borel standard, T : X — X une application borélienne et
 une probabilité invariante par T. Alors la partition W32 ,(x) est mesurable.
L’ensemble des x pour lesquels W3S, (x) porte une probabilité invariante est
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de p-mesure totale et on a, pour toute fonction [ borélienne positive, et g
u-intégrable invariante :

/ngdu = /X(/W )de:v) g(x) dp(x)

(ijal (CE

Preuve

Soit {fx} une famille dénombrable de fonctions continues, qui permet d’ap-
procher de maniére croissante les fonctions indicatrices d’ouverts. Le théo-
réme ergodique de Birkhoff donne un ensemble Q de mesure totale pour lequel
25, (fi)(z) converge vers P f,(x) pour tout m € N. On pose, pour ces x :

Clz) = {yeQ|VkeN, 1S.(fi)(@) = 5Su(fi)(y) — 0}

La partition C' est mesurable car ses éléments sont intersection d’ensembles
de la forme {z | Pfi(x) € [r1,72] }, m € N, r1, 75 € Q. Elle est T-invariante.
Il en va donc de méme pour les mesures (), PAr unicité de la désinté-

gration. Comme %Sn(fk)(y) converge vers P fy(z) pour tout y € C'(:B), on a
[ fr dpéy = Pfi(x).

Soit Q = {z € Q| VE, LS (fe)(x) = [ fr Ay - La formule de désinté-
gration montre que ) est pe(, -négligeable pour p-pp z, et le théoréme du

portemanteau montre que C'(z) N est égal a W32 (z) N Q. La partition
Wz . est donc mesurable et pour p-pp x, W35 (x) porte une mesure de

probabilite invariante : vy = fig,) = s (2)-

Enfin, de la relation [ fj dpvyirss (m) = P fi.(x), pour pp z € X, on en déduit
la relation intégrale recherchée pour les f, puis, par convergence croissante,
pour les fonctions indicatrices d’ouverts, et enfin pour tous les f. Ceci dé-
montre le théoréme.

Ces deux derniers résultats montrent que la partition donnée par les Wi ,
est égale a la décomposition ergodique de la mesure g, & un ensemble pu-
négligeable prés, et ceci est valide pour toute mesure de probabilité p inva-
riante par 1. En particulier, cette partition est ergodique si et seulement si
la transformation 7T est ergodique.

Il existe diverses méthodes pour construire la décomposition ergodique
associée a une mesure invariante. [.’approche qu’on vient de présenter est
similaire a celle adoptée par V. S. Varadarajan [Va63].
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2. Feuilletage moyen

Rappelons qu’une fonction f : X — C est une fonction propre de la trans-
formation T si elle satisfait une équation de la forme :

foT=e“f pupp.

pour un certain a € R. Si les seules fonctions propres sont les constantes,
la transformation est dite faiblement mélangeante. Si on s’intéresse au mé-
lange faible plutot qu’a l'ergodicité, il vaut mieux considérer un des deux
feuilletages suivants :

W*(z) = {y €X \ Ve Cy(X),

1 n
W (@) = {y €X ] - S d(Tre, Thy) —— 0}
k=1

D’aprés un lemme classique sur la convergence des séries a termes positifs
au sens des moyennes de Césaro, cela revient & demander la convergence
des suites | f(T%z) — f(T*y)| ou d(T*z, T*y) pour k appartenant & un sous-
ensemble de IN de densité 1.

Théoréme

Soit X un espace métrique, j1 une mesure borélienne finie sur X, T : X — X
une application mesurable qui préserve . Alors les fonctions propres sont
Wss-invariantes. Si la transformation T est inversible, elles sont également

Wt anvariantes.

Preuve
Soit P, le projecteur sur le sous-espace des fonctions propres associée au réel
a. Le théoréme ergodique L? appliqué a I'isométrie U f = e~ f o T donne la

convergence :
n

n—oo

1 )
- efzka f o Tk Paf
k=1

Il suffit de reprendre la preuve de I'argument de Hopf donnée au chapitre
précédent, en remplacant les sommes de Birkhoff par les sommes ci-dessus.

Remarques :

Le théoréme reste vrai avec W** remplacé par W5 .

29



Dans la définition du feuilletage ¥W*°, on aurait pu considérer des fonc-
tions Lipschitziennes bornées plutot que I'ensemble de toutes les fonctions
continues bornées. Cela ne change rien au théoréme. Qui plus est, les deux
partitions sont égales, modulo un ensemble négligeable.

Pour une rotation irrationnelle sur le cercle, le feuilletage Wyi,, est ergo-
dique tandis que W**(z) = W22 (z) = {z} pour tout z.

moy

Questions

— Peut-on raisonner comme dans le cas de la décomposition ergodique et
montrer que la partition {W**(x)},ex correspond a la partition associée a
I’algeébre engendrée par toutes les fonctions propres de la transformation ?

— Peut-on donner des exemples non triviaux de transformations pour les-
quelles les partitions W** et Wi, sont différentes ?

3. Feuilletage stable standard

Le feuilletage le plus étudié est le suivant :

W (z) = {y € X y d(Tz, Thy)—— 0}
k—o00
On a vu au chapitre précédent que toute fonction invariante par la transfor-
mation 7T est en fait invariante par ce feuilletage stable. L’ergodicité de ce
feuilletage est en fait plus forte que 'ergodicité de la transformation. Nous
allons voir qu’il implique son mélange.

3.1 Feuilletage et mélange

Pour mener a bien cette étude, nous avons besoin de quelques outils qui
proviennent de la théorie des espaces de Hilbert. Soit H un espace de Hil-
bert, muni d’un produit scalaire noté (f, g). Rappelons qu'une suite f,, de H
converge faiblement vers f si, pour tout g dans H, on a :

(fn9) ——= (f,9)

n—oo

La convergence faible est parfois notée comme suit : f, — f. Elle satisfait
les deux propriétés suivantes :

(Banach-Alaoglu) Ta boule unité d'un espace de Hilbert est faiblement
séquentiellement, compact.
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(Banach-Saks) si f, — f faiblement, alors il existe une sous-suite ny telle
que %22:1 fn, — [ en norme.

On peut trouver des preuves élémentaires de ces deux résultats classiques
dans le livre de F. Riesz [RN90]. Rappelons enfin qu'une transformation 7'
préservant une mesure de probabilité p est mélangeante relativement a p
si pour tout f € L*(X,pu), la suite f o T™ converge faiblement vers une
constante.

Théoréme [CO7|

Soit X un espace métrique, j1 une mesure borélienne finie sur X, T : X — X
une application mesurable qui préserve u. Soit f € L*(X); alors les valeurs
d’adhérence faibles de la suite f oT™ sont W -invariantes. St de plus T est
inversible, ces valeurs d’adhérence sont aussi W*"-invariantes.

Preuve

Soient n; et g tels que f o T™ — g. Supposons tout d’abord que f est lip-
schitzienne bornée. Le lemme de Banach-Saks donne des sous-suites my, n;,
telles que :

Wilw) = 3" fo T (a)

me i {— 0

g(x) pp.

! — o0

my

Siye W (x), |Wy(z)—TUy(y)| < Cm%z > d(Tw(x), T (y)) —— 0.
k=1

Par conséquent, g est W*-invariante.

Soit f € L?. Pour tout & > 0, on peut trouver f’ lipschitzienne telle que || f —
f'l| < e. Quitte & extraire, on peut supposer que f'oT"™ converge faiblement
vers une fonction ¢’, qui est W**-invariante. On a donc : (f — f")oT™ — g—¢'
ce qui implique :

lg =4Il < Lm [[(f = f)oT™ < |If=fIl <&

On peut donc trouver une suite de fonctions W**-invariantes qui converge
Vvers g en norme L? et, aprés extraction, presque partout. Ceci montre que g
est W **-invariante.

Traitons le cas T inversible. Soit [ le sous-espace des fonctions W*"-
invariantes. Montrons que si f appartient & I+, alors f o T™ converge fai-
blement vers zéro. Soit g une limite faible de f o T™i. Appliquons ce qui
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précéde a T~!; on peut trouver une sous-suite n;, et une fonction go € I telle
que g o T ™k — go. On obtient :

<g7g> :kETw<fOTnik’g> :k]irfoo<f7goT*nik>: <f790> = 0.

Toute fonction f € L? peut s’écrire comme une somme f = f1+ fy avec f; € [
et fo € I+, La suite fy o T" tend faiblement vers 0. Les valeurs d’adhérence
de f o T™ sont donc aussi des valeurs d’adhérence de la suite f; o T™, qui
appartient a I. Le théoréme est donc démontré.

Corollaire

Soit X un espace métrique, j1 une mesure borélienne finie sur X, T : X — X
une application mesurable qui préserve u. Alors [’ergodicité du feuilletage
stable W*° implique le mélange de la transformation T

Il ne faut pas s’attendre a ce qu’on ait équivalence entre le mélange de la
transformation et l'ergodicité de W*°. Un contre-exemple est donné par le
temps 1 du flot horocyclique sur une surface hyperbolique compacte. Cette
transformation est mélangeante, mais d’entropie nulle. Un petit calcul montre
que les feuilles stables associées sont réduites a des points. Ceci n’exclut pas,
du reste, l'existence d'une distance différente de celle issue de la métrique
riemannienne, pour laquelle cette transformation a un feuilletage stable er-
godique.

On peut chercher & modifier un peu la définition du feuilletage, dans le
but d’obtenir une équivalence. L’étude des ensembles suivants est susceptible
d’apporter des informations :

Wisa(@) = {y € X |V f € Cy(X), f(T*2) - f(T*y) —— 0}

k—o0

Enfin, voila deux résultats en lien avec le théoréme précédent. Le premier
est une caractérisation du mélange due a Blum et Hanson [BH60| : Une trans-
formation T est mélangeante si et seulement si pour toute suite strictement
croissante k;, et tout f € L?,

1 n
=Y foTh —— [ f
n “ 1—00
=1
On renvoie au livre de U. Krengel |[Kr95| pour la preuve. Ce résultat permet de

démontrer le corollaire en remplacant les sommes de Birkhoff par les sommes
le long des suites k; dans 'argument de Hopf.
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Le second résultat est da a R. Ellis et W. Perizzo [EP78| et concerne le
mélange faible : Soit P4 le projecteur orthogonal sur le sous-espace engendré
par les fonctions propres de la transformation. Alors on peut trouver une suite
n; telle que pour tout f € L? :

foTniAPeigf

Ce résultat peut se déduire des théorémes 4.4 et 4.5, §2.4 de |[Kr95]|. Il permet
d’obtenir I'unique ergodicité des actions horosphériques a partir du mélange
faible de la transformation associée.

3.2 Un exemple élémentaire

Illustrons ces principes abstraits sur un des exemples les plus élémentaires
de la théorie des systémes dynamiques hyperboliques. Considérons 'action
de la matrice (7 1) sur le tore T? Les feuilletages stables et instables sont
les projections sur le tore des droites du plan dirigées selon les deux vecteurs

propres de la matrice.

Plagons-nous dans le systéme de coordonnées donné par ces deux vec-
teurs propres. Etre invariant par les feuilletages stables et instables de la
transformation, c’est ne pas dépendre des deux coordonnées, a un ensemble
négligeable prés. Comme la mesure de Lebesgue est une mesure produit dans
ces coordonnées, c¢’est étre en fait constant presque partout. Les suites de la
forme f o T™ convergent faiblement vers des constantes et la transformation
est mélangeante.

3.3 Meélange d’ordre multiple

L’enveloppe convexe d'un ensemble A C L?(X) est notée Conv(A); il
s’agit du plus petit convexe contenant A. Soit f € L?(X). On démontre de la
méme facon que tous les éléments du convexe suivant sont WW*-invariants :

() Conv({foT™|n>N})

NeN

Ce résultat est sans doute plus satisfaisant du point de vue de I'analyse
convexe, mais il n’apporte rien du point de vue du mélange. En effet, on vérifie
sans difficulté que si T"f — g, alors Nyen Conv({foT™ | n > N}) ={g}.
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On peut également s’intéresser au mélange d’ordre k. La encore, les valeurs
d’adhérence faibles des suites de la forme f; 0 T™ fooT™ "2 fi o T+ -+
sont invariantes par le feuilletage stable.

Théoréme

Soit X un espace métrique, j1 une mesure borélienne finie sur X, T : X — X
une application mesurable qui préserve . On se donne des fonctions f1, fa,...
fr mesurables bornées. Alors I’ensemble suivant est composé de fonctions qui
sont W**-invariantes :

ﬂ Conv({fioT™ fyoTmtn2 . fioTmt—Fn | ny ny, ..np > N})
NeN

Preuve

Commencons par le cas ot les fonctions f; sont Lipschitziennes bornées. Po-
sons m; = nq +ny + ... +n,;. Rappelons que 'adhérence faible d’un ensemble
convexe coincide avec son adhérence forte. Soit g un élément de 1’adhérence
convexe des {[] f; o T™}. Prenons N € N; on peut trouver des p; v € [0, 1]
tels que 3°;p; v = 1 et des n; ;v > N tels que

k

o 1

1Y pin [ fioTmN —g || < N
] i=1

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la convergence a lieu
presque partout. Soit x,y deux points pour lesquels on a cette convergence.
A Taide de I'identité remarquable :

Mz =Tlw=> @i—w) [T [z

Jj<i J>i

et du caractére borné et Lipschitzien des f;, on obtient les majorations :

k k
9(@) =gl < Tm > pin | [L LT (@) = ] LT (y))
J i=1 i=1
< lij{fn zj: pin C sup,>y d(T"x, T"y)
<

@ C supp>y d(T"z, T"y)

Siy € W#(x), on a donc g(z) = g(y).
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Lorsque les f; sont des fonctions bornées arbitraires, on les approche en norme
L? par des fonctions f/ Lipschitziennes bornées. On a alors :

k

k
1> piw (L] fioTmoy = J] fioT™ o ) || < C Yl fi— fi ]
j i=1 i

=1

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que les fonctions suivantes :

k
Y pin [[fioTmeen
J i—1

convergent faiblement vers une certaine fonction, qui est W#®-invariante,
d’aprés ce qui précéde. La fonction ¢ est limite faible de fonctions W#**-
invariantes, elle est donc elle-méme W **-invariante.

Question
Lorsque T est inversible, peut-on affirmer que les valeurs d’adhérence faibles
des suites de la forme f10T™ fooT™ 72 | fLoT™ Tt gont W5 -invariantes ?

4. Feuilletage uniforme et exponentiel

Afin d’étudier des propriétés plus fortes que le mélange, on peut vouloir forcer
une certaine vitesse de contraction le long des feuilles stables du systéme. Ceci
ameéne a considérer les ensembles suivants :
— 1
W (x) = {y e X } lim Z Ind(T*z, T*y) < O}
Ce feuilletage joue un role important dans I'étude des systémes non-unifor-
mément hyperboliques. Ces propriétés ont été étudiées par F. Ledrappier

et L. S. Young, a la suite des travaux de Y. Sinai et D. V. Anosov sur les
diffeomorphismes uniformément hyperboliques.

Rappelons que la tribu de Pinsker est la tribu engendrée par les ensembles
mesurables A d’entropie nulle : h, (T, {A, A°}) = 0. Cette tribu est triviale
(c.-a-d. coincide avec la complétion de la tribu {0, X'}) si et seulement si
toutes les partitions finies non triviales (c.-a-d. non réduites a un élément) ont
une entropie strictement positive. On dit dans ce cas que la transformation
satisfait la propriété K. Cette propriété entraine le mélange de tout ordre.
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Théoréme [LYS85]

Soit X une variété différentielle compacte, T : X — X un difféomorphisme
C? qui préserve une mesure de probabilité borélienne. Alors une fonction est
mesurable par rapport a la tribu de Pinsker si el seulement si elle est W77 -
mvariante.

Ceci montre que I'ergodicité de W77 est équivalente a la propriété K pour
T. Ce résultat remarquable, couplé avec le fait que la tribu de Pinsker d’une

application coincide avec celle de son inverse, implique la symétrie suivante.

Corollaire
Soit X une variété difféerentielle compacte, T : X — X un difféomorphisme
C? qui préserve une mesure de probabilité borélienne. Alors une fonction

mesurable est W2, -invariante si et seulement si elle est W2, -invariante.

Ce corollaire n’est pas connu pour le feuilletage W?*°. La question pour les
diffeomorphismes C! est elle aussi ouverte.

Dans le cadre des systémes hyperboliques, il existe une autre relation entre
entropie et feuilletage stable : la mesure d’entropie maximale est la seule
mesure invariante par le feuilletage stable. Existe-t-il un principe général qui
relie I'invariance par le feuilletage et la valeur de I'entropie pour la mesure ?

On peut aussi s’'intéresser au caractére Bernoulli de la transformation, ou
encore au mélange exponentiel. Ces deux propriétés sont satisfaites par les
systémes uniformément hyperboliques. Pour ces systémes, on a une contrac-
tion uniforme sur les feuilles stables et instables, et on peut trouver un A < 0
tel que le feuilletage suivant soit ergodique.

1
Ws(z) = {y €X \ lim —1In d(T*z, T"y) < )\}

Quelle propriétés de T peuvent se déduire de 'ergodicité de ce feuilletage ?
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5. Résumeé

En résumé, voila quelques-unes des implications connues a ’heure actuelle :

— 1 n
Witale) — {neX |VFeGX), L 32 17 - f(T*) =0}
k=1
1 & k. ok
moy ﬁkz::ld(T x, T y)mO}

{

Wes (x) = {yeX
{
{

we(z) — {yeX|dT"z,T) ——0}
W) — {yeX | nd(T"z,T") < 0}
X T ergodicité de propriété de T
Borel standard | mesurable Wiss ergodicité
métrique mesurable Wooy mélange faible
métrique mesurable Wes mélange
variété difféo C? we, propriété K
Questions

Pour une transformation inversible, & quelle condition I'invariance par W?**
implique-t-elle I'invariance par W**?
— Y a-t-il un feuilletage dont ’ergodicité soit équivalente a la propriété de
Bernoulli pour la transformation ? Méme question pour le mélange exponen-
tiel.
— Peut-on donner des exemples de systémes réguliers pour lesquels W77 est
trivial (c.-a-d. W22 (z) = {«} pour pp x ) mais W** est ergodique ?

erp
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Chapitre 111

Recollement d’orbites

1. Structure de produit local

La notion de produit local est introduite par S. Smale [Sm67| dans le contexte
des systémes uniformément hyperbolique. Cette notion permet de recoller les
orbites, en se servant du fait que les feuilles stables et instables forment un
systéme de coordonnées au voisinage de tous les points.

Soit X un espace métrique, ¢, : X — X un flot continu. Rappelons que
les feuilles stables et instables d’un point x € X sont définies par :

W) = {y e X | lm_d(o(2). ou(y) =0 }
W) = {y € X | lim_d(én(a),6(y)) =0 }

On définit également les feuilles stables et instables locales en posant :
W2 (x) = {y € W»(x) | d(¢(x), ¢e(y)) < € pour tout £ >0}
W2i(x) = {y e W (z) | d(¢(x), ¢1(y)) < & pour tout ¢ <0}

Définition

Le flot ¢; admet une structure de produit local au voisinage d’un point xoq €
X si on peut trouver un voisinage V de xy avec la propriété suivante :

pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout x,y € V satisfaisant
d(z,y) <6, il existe un point [x,y] € X et un réel t € | —¢,¢] tels que :

[z, y] € W2(du(x)) NWZ(y).
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Un flot admet une structure de produit local s’il admet une telle structure au
voisinage de tous les points. Cette propriété est résumée par le diagramme
suivant :

X

\/ [XIY]

Y
On dit qu’on a recollé I'orbite de x avec l'orbite de y au niveau du point z.

Dans le contexte des flots uniformément hyperboliques, on montre que
si 'adhérence de I'ensemble des points périodiques est hyperbolique, alors
il existe une structure de produit local pour le flot en restriction a cette
adhérence ; cf par exemple [Shu87|. Le produit local est ensuite utilisé dans
la preuve du théoréme de décomposition spectrale, qui donne les premiéres
informations concernant la dynamique topologique du flot.

On s’intéresse dans la suite & des systémes définis sur des espaces non
compacts, et dont les propriétés de dilatation et contraction ne sont plus
forcément uniformes, mais pour lesquels on peut encore démontrer I’existence
d’une structure de produit local. On est donc amené & se poser la question
suivante :

Quelles sont les propriétés topologiques d’un systéme dynamique qui peuvent
se déduire de Dexistence d’une structure de produit local ?

1.1 Transitivité et connexité

Rappelons quelques définitions. Soit ¢; un flot défini sur un espace topolo-
gique X, et x € X. Les ensembles « et w-limite du point z sont définis comme
suit :

a(z) ={y € X | 3t; —» —oo tel que ¢y, (z)—— y}

1—00

w(z) ={y € X | 3t; — +oo tel que ¢y, (z)—— y}

71— 00
Le point est w-récurrent, ou encore positivement récurrent, si x € w(x) Les
points a-récurrents sont définis de maniére similaire. D’aprés le théoréme de
récurrence de Poincaré, les points qui sont a la fois a et w-récurrents sont
denses dans le support de toute mesure finie invariante par le flot.
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Le flot ¢, est dit transitif si pour tout ouverts non vides U et V C X, on
peut trouver une suite t; — 400 telle que ¢, (U) NV # (. Remarquons que
si un flot est transitif, I'espace sous-jacent est nécessairement connexe.

Le théoréme suivant est une version topologique de I'argument de Hopf.

Théoréme [C04|
Soit X un espace métrique, ¢, : X — X un flot continu. On suppose que :
— Pespace X est connere,

le flot admet une structure de produit local,
— les points w-récurrents sont denses dans X, les points a-récurrents aussi.
Alors le flot est transitif.

Preuve
Soit z € X ; il s’agit de montrer que le fermé suivant :

F={yeX|Ve>0, 3t; > 400, ¢,(B(y,e)) N B(x,e) #0 }

est aussi ouvert.

Fixons y € F' et on montrons que tout
point r a-récurrent qui se trouve dans
un ouvert de produit local autour de y
est aussi dans F.

Considérons une trajectoire partant d’un
e-voisinage de y et aboutissant dans un
e-voisinage de x, ainsi qu'un point rq
w-récurrent dans le e-voisinage de x.

Recollons ces trois orbites : d’abord la
trajectoire de r pour les temps néga-
tifs, puis la trajectoire allant de y a =z,
et enfin I'orbite de r; pour les temps
positifs.

La trajectoire obtenu est négativement
asymptotique a celle de r et positive-
ment asymptotique a celle de r;. Elle
traverse donc les e-voisinages de r et
de x, comme désiré.
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1.2 Points de type horosphérique

La notion de point horosphérique est introduite par G. A. Hedlund |Hed36|
en 1936 afin de caractériser les horocycles denses dans le contexte des flots
géodésiques définis sur des surfaces a courbure négative.

Rappelons comment cette notion est définie : une surface connexe dont la
courbure est égale a —1 peut s’identifier & un quotient du disque de Poincaré
D par un sous-groupe discret I' du groupe d’isométrie de D. Le flot géodé-
sique, défini sur le fibré unitaire tangent & D, posséde des variétés stables
et instables. La projection de ces variétés sur le disque sont les horosphéres
positives et négatives. Elles s’identifient aux cercles tangents au bord de D.
Fixons une origine o € D. Un point du bord 9D est dit horosphérique si
les images de 1'origine sous I’action du groupe I' pénétre dans tous les horo-
sphéres tangentes au bord de D au point considéré.

G. A. Hedlund démontre qu'une horosphére dans D posséde une projection
dense dans la surface si et seulement si son point de tangence avec le bord de
D est horosphérique. Ce résultat a ensuite été généralisé par Francoise Dal’bo
pour des variétés a courbure négative variable, de dimension finie arbitraire
[Da0o].

On va montrer que le résultat de G. A. Hedlund est vrai pour tous les flots
admettant une structure de produit local. Pour cela, il nous faut donner une
définition dynamique de la notion de point horosphérique.

Définition
Soit X un espace métrique, ¢y : X — X un flot continu. Un point x € X est
dit de type horosphérique si on peut trouver une suite de points x; € W**(x)
et une suite de réels t; € R tendant vers linfini, tels que la suite ¢y, (x;) soit
convergente.

Cette définition peut se reformuler comme suit : soit z € X ; considérons
'ensemble des points d’accumulation de sa feuille stable W**(z) sous 'action
du flot ¢4, pour les temps positifs :

wW*(x))={z€ X | 3t; = o0, Ja; € W*(x), tels que ¢y, (x;) — z}

Le point x € X est de type horosphérique si I’ensemble w(W**(z)) est non
vide.
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Donnons quelques exemples de points horosphériques. Pour commencer,
observons que l'ensemble w-limite de x est inclus dans I’ensemble limite de
la feuille :

w(z) C w(W*(x))

Les points récurrents, plus généralement les points dont la trajectoire admet
un point d’accumulation, sont donc des points de type horosphérique. Il en
va de méme pour les points admettant une feuille stable dense, si le flot est
continu. Ceci découle de I'égalité :

w(W*(2)) = ] dpteel(W* ().

t>0

Théoréme |CO5|
Soit X un espace métrique, ¢, : X — X un flot continu. On suppose que :

— le flot admet une structure de produit local,
le flot est transitif,
les périodes des orbites périodiques engendrent un groupe dense dans R.

Alors tout point de type horosphérique admet une feuille stable dense.

Lorsque X est localement compact, la conclusion du théoréme peut se refor-
muler comme suit : pour tout point x € X,

ou bien la feuille stable de x est dense dans X,

ou bien elle part a I'infini sous I'action du flot ¢.
(c.-a-d. elle quitte tout compact aprés un certain temps).

Remarquons que si I’espace ambiant est compact, tous les points sont ho-
rosphériques. Le théoréme précédent montre alors que toutes les feuilles sont
denses. On dit que le feuilletage stable est minimal. Pour un flot géodésique
topologiquement mélangeant défini sur une variété a courbure négative, on
a méme équivalence entre la minimalité du feuilletage stable et la compacité
de la variété; ceci découle par exemple de la caractérisation des points horo-
sphériques en terme de trajectoires quasi-minimisantes (P. Eberlein [Eb73]).

Preuve

La preuve se décompose en deux étapes. Commencons par montrer que le
flot est topologiquement mélangeant : pour toute paire d’ouverts non vide
U,V C X, il existe t5 € R tel que pour tout ¢ > to, 'ensemble ¢,(U) NV
est non vide.
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Le sous-groupe engendré par les pé-
riodes est dense, on peut donc trou-
ver pour tout € > 0, une constante
C > 0 et deux points périodiques py,
po tels que le semi-groupe engendré par
les périodes (p;) et I(p2) soit e-dense
dans [C, +00[ (cf appendice).

Soit Uy et U, deux petits ouverts de
produit local en p; et py. Par transi-
tivité, on peut trouver des trajectoires
allant de U; a Uy et de Uy a Uy, en
temps s; et Ss.

Il existe aussi une trajectoire allant
de U; a U en temps sy et une trajec-
toire allant de V' a U; en temps ss.

Soit k1, ko deux entiers positifs. Re-
collons la trajectoire allant de V' a Uy
avec l'orbite périodique p; parcourue
kq fois. On peut ensuite recoller le ré-
sultat obtenu avec la trajectoire allant
de py & po, puis avec 1'orbite de py par-
courue ko fois, et enfin avec la trajec-
toire allant de Uy a U.

Remarquons que les erreurs faites lors
des recollements ne dépendent pas de
k1 et ko. Les trajectoires obtenues vont
de V a U en un temps a peu prés égal
a so+ 51+ 52+ 83+ kil(pr) + kal(p2),
¢’est-a-dire en un temps C' + ke pour
un certain C' et pour tout entier k. Si ¢
est assez petit, on peut trouver un ou-
vert V' tel que ¢jo (V') C V. 1l suffit
de remplacer V dans cette construc-
tion par V' pour relier V a U comme
désiré.
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Considérons maintenant un flot topologiquement mélangeant admettant une
structure de produit local. Soit z € X un point de type horosphérique.
Montrons que sa feuille stable intersecte tous les ouverts.

Soit U un petit ouvert de produit local
autour d'un point z € w(W**(x)), et V
un ouvert quelconque de X. Pour tout
t supérieur a un certain £y, on peut
trouver une trajectoire reliant V' a U.

Soit y un point de W*(z) dont la
trajectoire atteint U aprés un temps
donné t > tg. On peut recoller une
trajectoire reliant V' a U en un temps ¢
avec celle-ci, au niveau du point z, afin
obtenir un point sur la feuille stable de
y qui est dans V.

Ceci termine la preuve du théoréme. On a montré au passage I'implication :

produit local + mélange topologique

4

les points horosphériques ont une feuille stable dense.

De cette implication découle, par exemple, la minimalité du feuilletage stable
des flots d’Anosov topologiquement mélangeants.

Il faut que le flot admette au moins deux orbites périodiques pour qu’on
puisse obtenir le mélange topologique et la densité des feuilles associées aux
points horosphériques. On peut se demander si cela est vraiment nécessaire.

Question :

Considérons un flot admettant une structure de produit local ; supposons qu’il
existe un point dont la feuille stable est dense, et dont I'orbite est dense, aussi
bien pour les temps positifs que pour les temps négatifs. Peut-on en déduire
que les points horosphériques ont une feuille stable dense ?
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1.3 Le cas des transformations

Les deux théorémes précédents se généralisent au cas des transformations
inversibles. Les notions de points récurrents et horosphériques se définissent
comme pour les flots.

Théoréme |CO4|
Soit X un espace métrique, T : X — X une transformation continue inver-
sible. On suppose que :

— Pespace X est connere,
— la transformation admet une structure de produit local,
les points w-récurrents sont denses dans X, les points a-récurrents aussi.

Alors la transformation est transitive.

Contrairement au cas des flots, il n’est pas nécessaire que 'espace ambiant
soit connexe pour que la transformation soit transitive.

Théoréme
Soit X un espace métrique, T : X — X une transformation continue inver-
sible. On suppose que :

la transformation admet une structure de produit local,
— la transformation est transitive,
les périodes des points périodiques engendrent 7.

Alors tout point de type horosphérique admet une feuille stable dense.

Ces théorémes présentent un intérét, méme lorsque I'espace ambiant est com-
pact. On retrouve alors des résultats bien connus dans le cadre des systémes
dynamiques hyperboliques. Le corollaire suivant se déduit immédiatement
des considérations précédentes.

Corollaire

Soit X un espace métrique compact connexe, T : X — X une transformation
continue tnversible qui posséde une structure de produit local. On suppose
qu’elle préserve une mesure de probabilité de support total, et qu’elle admet
un point fize. Alors la transformation T est topologiquement mélangeante et
toutes les feuilles stables sont denses dans X.
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Ce corollaire s’applique aux automorphismes hyperboliques du tore, et
plus généralement aux diffeomorphismes d’Anosov préservant une mesure
absolument continue par rapport a Lebesgue.

Les preuves classiques du mélange topologique pour ces systémes passent
par le théoréme de décomposition spectrale (cf par exemple [Shu87|, chapitre
8), théoréme basé sur le fait que les orbites périodiques sont denses dans la
variété. Ici, on n’a pas eu besoin de cette propriété.

On obtient un exemple un peu artificiel de systéme ne possédant qu'une
orbite périodique, auquel on peut malgré tout appliquer les deux théorémes
précédents, en considérant I’action de la matrice (7 1) sur le tore privé des
feuilles stables et instables des points & coordonnées rationnelles non nuls. On
peut se demander s’il existe un analogue de ces théorémes pour des systémes

ne possédant aucune orbite périodique.

2. Lemme de fermeture

Dans le but de donner une réciproque aux théorémes précédents, on va s’inté-
resser a une autre propriété des systémes hyperboliques, connue sous le nom
de lemme de fermeture.

On a vu comment recoller deux orbites. On va maintenant s’intéresser a
une propriété qui permet de recoller une orbite avec elle-méme.
Définition
Soit X un espace métrique et ¢, : X — X un flot continu. Ce flot satisfait le
lemme de fermeture si pour tout point xo € X, on peut trouver un voisinage
V' pour lequel on a la propriété suivante :

Pour tout € > 0, il existe 0 > 0 et tog > 0 tel que pour tout x € V', pour tout
t >ty satisfaisant d(x, ¢:(x)) < 6 et ¢(x) € V, on peut trouver p € X etl €
R, tel que |l —t| < e, ¢1(p) = p, et d(ds(p), ps()) < € pour 0 < s < min(t,l)

Le lemme de fermeture est illustré par le dessin suivant :
5\
>

— | =
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2.1 Feuilletage stable et groupe des périodes

Donnons deux résultats qui utilisent le lemme de fermeture. Le premier
montre que la densité du sous-groupe engendré par les périodes est en fait une
condition nécessaire pour obtenir ’existence d’un point récurrent admettant
une feuille stable dense.

Théoréme [C04|

Soit X un espace métrique, ¢y un flot continu qui satisfait le lemme de ferme-
ture. Supposons qu’il existe un point dont [’orbite admet un point d’accumu-
lation, et dont la feuille stable est dense. Alors le sous-groupe de R engendré
par les périodes des orbites périodiques est dense dans R.

Preuve
Soit € > 0 fixé et § > 0 donné par le lemme de fermeture. Notons z le point
dont la feuille est dense et z le point d’accumulation de la trajectoire de x :
il existe une suite ¢; tendant vers I'infini telle que :
oulr) — 2

Soit V' la boule centrée en z et de rayon 6/2, qu’on peut supposer contenue
dans un ouvert de recollement autour de z. Fixons [ € R ; comme la feuille
stable de ¢;(x) est dense, il existe un point y sur cette feuille qui appartient
aVv:

y € W(gi() NV

On peut donc trouver un réel T > 0 tel que pour tout ¢ > T, on a la
majoration :

d(¢e(), dri(y)) < 6/2

Choisissons t; > T tel que ¢, () soit dans V. On peut recoller la trajectoire
Plio,1,](x) afin d’obtenir un point périodique p dont la période vaut ¢; —to a €
preés.

Maintenant ¢;,_;(y) est a distance inférieure a § de z. Il est donc possible de
recoller la trajectoire ¢o s,y (y) afin d’obtenir un point périodique ¢ dont la
période vaut t; — [ a € prés.

On en déduit que le sous-groupe engendré par les périodes contient un point
a distance inférieure a € de ty — [ pour tout [ € R, ce qui termine la preuve.
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2.2 Mesures périodiques

Le second résultat est de nature mesurable. Soit X un espace métrique sur
lequel opére un flot; on note M!(X) I’ensemble des mesures de probabilité
boréliennes qui sont invariantes par le flot. Cet ensemble est muni de la
topologie de la convergence étroite des mesures : une suite de mesures de
probabilité u,, converge vers une mesure p si pour toute fonction f: X — R
continue bornée, on a :

/folunm> /fdu

On renvoie au livre de Billingsley |Bi99|, Convergence of probability mea-
sures, pour une étude détaillée de cette topologie. En particulier, il est pos-
sible de se restreindre aux fonctions Lipschitziennes bornées dans la définition
de la convergence étroite.

Théoréme [CS08bis|

Soit X un espace métrique, ¢; : X — X un flot continu qui satisfait le
lemme de fermeture. Alors l'ensemble des mesures de Dirac supportées par
les orbites périodiques du flot est dense dans ’ensemble de toutes les mesures
de probabilité boréliennes invariantes ergodiques sur X.

Preuve

Considérons u € M'(X). Soit f; : X — R un ensemble fini de fonctions
Lipschitziennes bornées et K un majorant pour leurs constantes de Lipschitz.
D’aprés le théoréeme de récurrence de Poincaré et le théoréme ergodique de
Birkhoff, nous savons qu’on peut trouver un point x € X, tel que x est
récurrent et les sommes de Birkhoff des f;, évaluées au point z, convergent

vers [ fidpu.

On va fermer 'orbite de . Fixons un € > 0; soit § et ¢y les quantités qui lui
sont associées par le lemme de fermeture. Choisissons un ¢ > ty suffisamment
grand tel que :

d(¢gi(x),x) <6
Vi, }%/Otfioqﬁs(x)ds—/xfidu} < :

D’aprés le lemme de fermeture, il existe un point périodique p proche de x
et dont la période [ est e-proche de . On a les majorations suivantes :
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| fidi =5 Jy fop) ds| < |4 J5 filds(x) ds = § Ji fi(dup) ds| + <
< ¢ o K (9, d.p) ds + 2]t = 1] || fills +
<

(K 42| fillc + 1) e

Ceci montre que la mesure de Dirac sur l'orbite de p est proche de la mesure
u. Le théoréme est donc démontré.

2.3 Produit local et orbites périodiques

On va maintenant combiner les deux propriétés étudiées aux chapitres pré-
cédents : produit local et lemme de fermeture.

Les deux premiers théorémes résument les résultats de nature topologique
obtenus dans les paragraphes précédents. On utilise la terminologie suivante :
un flot est dit positivement (respectivement négativement) transitif si on peut
trouver x € X tel que w(x) = X (resp. a(x) = X). Ces deux propriétés sont
équivalentes dés que X est séparable et posséde la propriété de Baire. Elles
impliquent la propriété de transitivité discutée plus haut.

Théoréme
Soit X un espace métrique, ¢y : X — X un flot continu admettant une struc-
ture de produit local, et satisfaisant le lemme de fermeture. Sont équivalents :

X est conneze et I'ensemble des points récurrents est dense dans X,
— X est connezxe et [’ensemble des points périodiques est dense dans X
J
le flot est positivement et négativement transitif.
Théoréme
Soit X un espace métrique, ¢, : X — X un flot continu admettant une

structure de produit local, et satisfaisant le lemme de fermeture. On suppose
que le flot est transitif. Sont équivalents :

le flot est topologiquement mélangeant,
— les périodes des orbites périodiques engendrent un sous-groupe dense de R,
— il existe un point x € X dont la feuille stable est dense et tel que w(x) # (.

Si une de ces conditions est satisfaite, alors tout point horosphérique admet
une feuille stable dense.
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Supposons X séparable et possédant la propriété de Baire. Supposons de
plus que pour tout ouvert U, U{W?**(y) |y € U} est ouvert. Alors I’ ensemble
des points ayant une feuille stable dense forme un Ggs. Par conséquent, il
intersecte le G5 des points dont 'orbite est dense. On peut donc trouver
un point dont la feuille stable est dense et dont l'orbite admet un point
d’accumulation dés qu'’il existe un point avec une feuille stable dense.

Intéressons nous maintenant a I'espace des probabilités invariantes M (X).
Si X est un espace topologique Borel standard, alors les combinaisons li-
néaires convexes de mesures ergodiques sont denses dans M!(X).

Théoréme |CS08bis|

Soit X un espace métrique Borel standard, ¢, : X — X un flot transitif
admettant une structure de produit local et satisfaisant le lemme de fermeture.
Alors l'ensemble des mesures de Dirac normalisées portées par les orbites
périodiques est dense dans M*(X).

Preuve

On a vu que 'ensemble des Dirac sur les orbites périodiques est dense dans
I’ensemble des mesures ergodiques. Il suffit donc d’approcher toute combi-
naison linéaire de Dirac par un Dirac pour démontrer le théoréme.

Soit x1, x3,..., To,_1 des points périodiques de périodes [y, [3,..., lo,_1, et
€1, €3y ..., Con_1 des nombres réels positifs tels que X ;11 = 1. La mesure de
Dirac normalisée sur 'orbite de z; est notée J,,. On veut trouver un point
périodique x tel que ¢, est proche de la somme Xcy;419,,. Pour cela, on peut
supposer les ¢ 11 rationnels de la forme po;y1/4q.

Par transitivité, il existe des points zg; proches de xo;_; dont la trajectoire
est proche de x9;11 aprés un certain temps t9;. On peut également trouver
un point s, proche de zq,_1 dont la trajectoire revient prés de x;.

Il s’agit maintenant de recoller ces trajectoires. Fixons un entier N > 0.
Il existe une trajectoire qui commence par faire ¢; N tour autour de 'orbite
périodique zq, puis qui suit 'orbite de x5, avant d’arriver dans un voisinage
de recollement de x3. Elle fait ensuite g3 N tours autour de x3, se déplace
jusqu’a x4, et ainsi de suite jusqu’a revenir a x.

On peut alors appliquer le lemme de fermeture afin d’obtenir une orbite
périodique. Si N est suffisamment grand, les contributions des orbites xo;
est petite devant celles des orbites périodiques x9; ;1. LLa mesure ¢, est donc

proche de la normalisation de X po;j110,,,,,, comme voulu.
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De 1a, on en déduit le résultat suivant, modulo quelques raisonnements
classiques concernant le théoréeme de Baire et la topologie faible.

Corollaire [CS08bis|

Soit X un espace polonais, ¢, : X — X un flot continu transitif qui posséde
une structure de produit local et satisfait le lemme de fermeture. Alors l’en-
semble des mesures de probabilité invariantes ergodiques de support total est

un Gs-dense de M'(X).

Ces deux derniers résultats ont été obtenus en collaboration avec B. Scha-
pira. Ils sont étonnants dans la mesure o on n’a fait aucune hypothése de
compacité sur X.
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Chapitre 1V

Exemples

1. Le flot géodésique en courbure négative ou
nulle

Le flot géodésique défini sur une variété a courbure négative admet une struc-
ture de produit local et satisfait le lemme de fermeture. Dans ce cadre, le
résultat faisant le lien entre mélange topologique et densité des feuilles stables
associées aux points horosphériques est bien connu [Hed36] [Da00|, de méme
que la transitivité du flot en restriction a 'adhérence des points périodiques.
La généricité des mesures de probabilité invariantes ergodiques de support
total est due a Sigmund [Si72] lorsque la variété est compacte. Elle est dé-
montrée en toute généralité dans [CS08bis|.

La question de la densité des périodes ou, de maniére équivalente, du mé-
lange topologique en courbure négative est en partie ouverte. Lorsque tous
les points de la variété sont non-errants sous l'action du flot géodésique, ou
si le groupe fondamental contient un élément parabolique, ou encore si la
courbure est constante, le mélange est connu, ce qui permet d’étudier en dé-
tail le comportement du feuilletage stable du point de vue de la dynamique
topologique.

1.1 Exemples

La situation est différente lorsqu’on autorise la courbure & s’annuler. Com-
mencons par passer en revue quelques exemples explicites de surfaces a cour-
bure négative ou nulle.
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Considérons le graphe d'une fonction convexe constante sur un intervalle
[a,b]. On obtient une surface de rotation a courbure négative ou nulle en
faisant tourner ce graphe autour de I'axe des abscisses. Il existe des orbites
périodiques sur cette surface mais aucune d’elles n’est hyperbolique. L’en-
semble non-errant du flot géodésique est composé exactement de ces orbites
périodiques. Il n’y a pas de structure de produit local.

U )

N
K=0

— La surface plongée dans le tore T3 d’équation {(z,y,z) € T?® | cos(x) +
cos(y) + cos(z) = 0} posseéde huit points en lesquels la courbure s’annule. Le
flot géodésique sur le fibré de cette surface est un flot d’Anosov transitif. De
maniére générale, sur une surface compacte de dimension 2, il suffit qu’il y
ait sur chaque géodésique un point ot la courbure s’annule pour que le flot
soit Anosov. En tant que flot d’Anosov, toutes les orbites périodiques sont
hyperboliques et le flot géodésique hérite d’une structure de produit local.

On peut recoller le long d'une géodésique fermée un ouvert de courbure
strictement négative et d’adhérence compacte avec un demi-cylindre eucli-
dien. Les méridiens du cylindre donnent des géodésiques périodiques qui ne
sont pas hyperboliques. Ces géodésiques sont contenues dans I’ensemble non-
errant, qui est non-compact. [.’ensemble des géodésiques fermées hyperbo-
liques est contenu dans la partie de courbure strictement négative et n’est

96



donc pas dense dans I’ensemble non-errant. On vérifie sans difficulté que le
flot n’admet aucune mesure de probabilité invariante ergodique de support
total dans I’ensemble non-errant.

K<O K=0

Enfin, remarquons que méme si la courbure est strictement négative, on
peut construire des compacts invariants sur la variété qui n’admettent pas de
produit local. Pour cela, on munit un tore privé d’un disque d’une métrique
a courbure —1. Notons () son ensemble non-errant ; ce compact posséde une
structure de produit local. L.e bout évasé de la surface est bordé par une

géodésique simple v appartenant a Q.

Supprimons ce bout et doublons la surface le long de cette géodésique. Soit €/
I'image de 2 dans le double du tore troué. L’ensemble QU est un compact
invariant qui ne posséde pas de structure de produit local, car il existe des
géodésiques dans U Q' qui sont asymptotes a la géodésique fermée ~ des
deux cotés de 7, mais il n’existe aucune géodésique dans 2 U €)' allant de 2
a .
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1.2 Variétés de rang un

On va s’intéresser au cas des variétés dites de rang un. Soit M une variété
riemannienne connexe compléte dont la courbure est négative ou nulle en tout
point. Le flot géodésique est défini sur le fibré unitaire tangent X = 7M.

Un vecteur v € T'M est de rang un si les seuls champs de Jacobi paralléles
le long de la géodésique engendrée par v sont proportionnels au générateur du
flot géodésique. En dimension deux, un vecteur est de rang un si et seulement
si la courbure est strictement négative en au moins un point de la géodésique.
La variété est dite de rang un si elle posséde un vecteur de rang un. Les
vecteurs de rang un forment un ouvert de T'M. Ceux qui engendrent une
orbite périodique sont précisément les points périodiques hyperboliques du
flot géodésique.

Le concept de variété de rang un est introduit par W. Ballmann dans
|Ba82| puis développé par W. Ballmann, M. Brin et P. Eberlein dans [BBES5|.
On renvoie a l'article de G. Knieper [Kn02| pour quelques développements
récents concernant les variétés compactes de rang un. Les variétés compactes
a courbure négative ou nulle qui ne sont pas de rang un sont des espaces
symétriques; ils possédent des propriétés de rigidité qui n’existent pas en
rang un.

1.3 Un ensemble admettant un produit local

On cherche a appliquer les résultats des chapitres précédents aux variétés
de rang un. Pour cela, il faut construire un sous-ensemble du fibré unitaire,
invariant par le flot géodésique, sur lequel il existe une structure de produit
local.

Soit M le revétement universel de M, ¢, le relevé du flot géodésique a
M. L’ensemble non-errant du flot géodésique est noté €2 il est composé des
points de T'M dont tous les voisinages V satisfont ¢;(V) NV # () pour un
ensemble de ¢ non borné. On définit un ensemble i comme suit : c’est le
sous-ensemble de © composé des vecteurs de rang un dont les relevés ¢ a M
satisfont la propriété suivante :

Pour tout w € T'M tel que la distance d(¢y(10), ¢y(D)) reste bornée pour
t >0, on peut trouver un ty € R tel que ¢y (0) € W**(0).

En d’autres termes, toute trajectoire qui reste a distance bornée, pour les

N

temps positifs, d'une géodésique associée a un vecteur de Qf est en fait
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asymptotique a cette géodésique. On définit de méme un ensemble 2] associé
au flot ¢_; et on pose ; = QF N Q.

Lorsque la courbure est strictement négative en tout point, on a bien stir

0 =0

Proposition [CS08bis|
Soit M une variété de rang un. Le flot géodésique, en restriction a l’ensemble
1, admet une structure de produit local et satisfait le lemme de fermeture.

La preuve repose sur le fait suivant [Kn02| prop 4.4 :

Lemme
Les vecteurs récurrents de rang un appartiennent a ).

Preuve

Soit v un vecteur récurrent de rang un et v son relevé a M. Soit @ un vecteur
dont la trajectoire reste a distance bornée de celle de © pour les temps positifs.
Comme la courbure est négative ou nulle, la fonction t — d(¢ (), oy()) est
convexe. Si elle ne tend pas vers 0, elle doit décroitre vers une limite G > 0 :

VtZO? d(f},UN}) Z d(g)t(ﬁ)vg)t(w)) Z ﬁ

Comme le vecteur v est récurrent, on peut trouver des éléments ~, dans
le groupe fondamental de M et des temps t, — +oo tels que v (¢, (7))
converge vers 0. Quitte & passer A une sous-suite, on peut supposer que
Yn(Py, (1)) converge vers un certain vecteur «'. Fixons s € R ; la quantité
t,+s est positive a partir d'un certain rang. En passant a la limite, on obtient
la majoration :

VseR, d@,@) > d(¢s(d),ds(d") > B > 0.

Dans une variété de Hadamard, deux trajectoires qui restent a distance bor-
née 'une de I'autre pour tout temps doivent nécessairement border une sur-
face euclidienne totalement géodésique ; cf par exemple [BGS85| §2.3. Aucune
de ces trajectoires ne peut donc étre associée a un vecteur de rang un. Ceci
démontre le lemme.

P. Eberlein démontre un lemme de fermeture pour les vecteurs de rang un
non-errants dans [Eb96|, la preuve est rappelée dans [CS08bis|. Comme les
vecteurs de rang un forment un ouvert et que les géodésiques périodiques de
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rang un sont dans €2y, le lemme de fermeture est encore valide en restriction
a €. Quant a D'existence d'un produit local, il découle de la définition de
)y et du fait que deux points du bord idéal de M joints par un vecteur de
rang un admettent des voisinages dont les points peuvent étre joints par des
vecteurs de rang un; cf [Kn02| §5 lemme 3.1.

La transitivité en restriction a Q est démontrée par P. Eberlein dans [Eb72].
La transitivité en restriction a €2 s’en déduit sans difficulté; on renvoie a
[CS08bis| pour les détails.

Questions :
Peut-on caractériser les variétés de rang un pour lesquelles 2, est vide?
Peut-on caractériser celles pour lesquelles 2; est dense dans 27

1.4 Dynamique sur les variétés de rang un

On est maintenant en mesure d’appliquer les théorémes vus précédemment,
en restriction & €y :

Théoréme

Soit M une variété de rang un. Supposons que le groupe engendré par les
longueurs des géodésiques hyperboliques soit dense dans R. Alors les points
de Qq de type horosphérique ont une feuille stable dense dans €.

Remarquons que si tous les points de TMM sont non-errants, alors I’en-
semble des vecteurs de rang un est un ouvert dense dans 7'M. Il y a donc
un vecteur de rang un dont 'orbite est dense. Ce vecteur est dans €y, qui
est dense.

Corollaire
Supposons de plus que QQ = T M. Alors les points de type horosphérique dans
Q, ont une feuille stable dense dans T M.

Pour ce qui est des mesures de probabilité invariantes ergodiques, on peut
énoncer un théoréme ne faisant pas explicitement référence a 1’ensemble €2; :

Théoréme [CS08bis|

Soit M une variété riemannienne connexe compléte a courbure négative ou
nulle. Supposons que le flot géodésique admette un point périodique hyperbo-
lique. Alors il existe une mesure de probabilité invariante par le flot géodé-
stque, ergodique et dont le support contient tous les points périodiques hyper-
boliques du flot.
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2. Le cas des revétements

On considére un flot d’Anosov ¢, défini sur une variété X compacte connexe.
Ce flot posséde une structure de produit local et satisfait le lemme de ferme-
ture. Ces deux propriétés sont démontrées par D. V. Anosov dans [An67].

De maniére générale, on peut considérer un flot Axiom A en restriction a
une piéce basique. L.a encore, on a un produit local et un lemme de ferme-
ture ; ces résultats sont dus & R. Bowen, on renvoie a la monographie de B.
Hasselblatt et A. Katok [KH95| pour une étude détaillée.

Considérons a présent un revétement galoisien M de M, dont le groupe
d’automorphismes est noté GG. La structure de produit local et le lemme de
fermeture sont automatiquement satisfait par le flot relevé (/gt. On en déduit
le résultat suivant :

Théoréme
Soit X une variété compacte, m : X — X un revétement galoisien de X . Soit
& un flot d’Anosov sur X, ¢, : X — X son relevé. L’ensemble des mesures

de probabilité invariantes par ¢, ergodiques de support total dans l’ensemble
non-errant est un Gs-dense de M'(X).

Que peut-on dire sur I'ensemble non-errant de ¢Zt ? Pour un flot géodésique
sur une variété compacte a courbure négative, tous les points sont non-errants
pour le relevé au revétement, dés 'instant ot le revétement n’est pas élémen-
taire [Eb72|. On a dessiné au verso quelques exemples de revétements de
surfaces.

2.1 Flot hyperbolique errant

Il existe par contre des flots d’Anosov dont le relevé & un revétement de
groupe Z est totalement dissipatif. Voici comment construire un tel exemple.

Considérons un automorphisme hyperbolique T' agissant sur le tore T2, et
donnons-nous une fonction de suspension 7 : T? — R de classe C'. Quotien-
tons le produit X = T? x R par l'action de la transformation :

T(x,s) = (T'(x),s —r(z))
L’espace obtenu est noté X :

X=X/ < (x,8)—T(x,s)>
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L’espace X est un revétement galoisien de X dont le groupe est isomorphe a
Z. Considérons le flot ¢, : X — X défini par :

ét(a:, s) = (z,t+s)

Ce flot est totalement dissipatif et passe au quotient pour donner un flot
d’Anosov ¢; sur X, qui préserve la mesure T];) dx dt. L’espace X est compact,
cette mesure est finie. Ceci montre que tous les points sont non-errants sur

X et que le flot ¢; est transitif.

On peut s’arranger pour que ce flot soit mélangeant en choisissant la fonc-
tion r de maniére judicieuse. Pour cela, on remarque que les orbites pério-
diques du flot ¢; sont en bijection avec celles de T'. Soit p un point périodique
de période n pour la transformation 7'; il lui correspond une trajectoire pé-
riodique (p,0) € X pour ¢; dont la période vaut :

n—1
r(p) = Y r(TH(p)

k=0

Le mélange est donc équivalent & la condition :

<?"n(p)‘p€T2, n €N tq T”(p):p> = R

1l suffit de choisir un point fixe p € T? et une fonction r telle que r(p)/r(0)
est irrationnel, pour réaliser cette condition.

2.2 Non-errance sur les revétements

On est donc conduit a étudier plus en détail la non-errance des flots hyper-
boliques définis sur les revétements.

On a vu plus haut que la transitivité de ¢; est équivalente a la densité des
orbites périodiques sur X. Il faut maintenant donner une version fibrée de ce
théoréme.

Pour cela, introduisons la notion de déplacement dans la fibre le long
d’une orbite périodique. Soit p un point périodique de période [(p) pour
¢t : dup)(p) = p. Considérons une préimage p € p de p; orbite de p se reléve
de maniére unique en une trajectoire issue de p. On obtient alors un élément
[p] € G satisfaisant :



Si I'on suppose le groupe G abélien, cet élément [p] ne dépend pas du relevé
p choisi. Il est parfois appelé élément de Frobénius de 1'orbite périodique p.
Voici comment caractériser la transitivité sur le revétement en terme de ces
éléments de Frobénius.

Théoréme |C04|

Soit X une variété compacte, m - X — X un revétement abélien de X, de
groupe G = Z4. Soit ¢, : X — X un flot d’Anosov, (/§t son relevé o X. Sont
équivalents :

— tous les points de X sont non-errants sous laction de ¢Zt,

l’espace X est conneze et les points périodiques de dA)t sont denses dans X,
—le flot QASt est transitif sur X,

¢y est transitif et { [p] | p point périodique pour ¢; } = G.

Si de plus les périodes des orbites périodiques de ng)t engendrent un sous-
groupe dense de R, alors ¢, est topologiquement mélangeant et les points de
type horosphérique sur X ont une feuille stable dense.

Ce résultat peut étre démontré en se basant uniquement sur la structure
de produit local du flot et sur le lemme de fermeture. Il est encore vrai si le
groupe G est résoluble de type fini. Enfin, on peut remplacer la condition sur
les éléments de Frobénius par la suivante :

Le semi-groupe engendré par les éléments de Frobénius des orbites
périodiques de ¢y coincide avec G.

Expliquons briévement pourquoi cette condition sur les éléments de Fro-
benius des orbites périodiques implique la transitivité sur le revétement.

Il s’agit de relier deux ouverts quelconques U, V' de X par une orbite du
flot gZA)t. Comme le flot est transitif sur la base du revétement, il est possible
de trouver une orbite sur X allant de la projection de U a la projection de
V. On peut également supposer que cette orbite passe a proximité d’orbites
périodiques p; engendrant G comme semi-groupe.

Le relevé de cette orbite qui part de U termine dans un ensemble de la forme
g(V), pour un certain g € G dont 'opposé peut s’écrire sous la forme X n;[p;].
Si maintenant nous utilisons la structure de produit local pour construire une
orbite sur X proche de la précédente, mais qui tourne n; fois de plus autour
de p; pour tout i, nous obtenons un relevé qui termine dans V.
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3. Exemples de nature probabiliste

Le résultat précédent peut se traduire en terme probabiliste. Considérons une
chaine de Markov avec un nombre fini d’états.

Soit I un ensemble fini & n éléments et A une matrice de taille n x n
dont les éléments appartiennent a {0,1}. Le décalage de type fini associé a
la matrice de transition A est défini par :

Ya = {{wk}rez € 17 |V k€ Z, Agpaper = 1}

Le décalage o sur ¥4 est donné par : o({x;}) := {z;11}. Pour obtenir un flot,
on se donne une fonction Holdérienne r : 34 — R, qui ne dépend que des
coordonnées positives, et on construit la suspension :

=2a xR/ < (x,t) ~ (o(x),t —r(x)) >
Le flot correspond a la translation sur R :
os(x,t) = (z,s + 1)
Ce systéme admet une structure de produit local. Le produit est donné par :
[(fi},9), Quad 0] == ({ v 22120, 4132 1, 1)
Un tel raccord n’est possible que si A, ,, est non nul, ce qui est le cas par
exemple si 1 = y;, a fortiori si {z;} et {y;} ne sont pas trop loin I'un de

I'autre.

Soit G' un groupe de Lie, g : ¥4 — G une fonction continue. On considére
I’extension :

B = YaxRxG/ <(z,t,u) ~ (o(x), t —r(x), g(z)u) >
Le flot ¢4 se reléve naturellement a 937, en un flot noté s
bs(z, t, u) = (z, t+s, u)

On note 7 la projection de 937, sur 7. Le théoréme du paragraphe précédent
se traduit comme suit :
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Théoréme
Soit G un groupe de Lie virtuellement résoluble tel que le quotient de G par
la composante connexe de lidentité soit de type fini. Sont équivalents :

— le flot ¢, est transitif sur 9%,
— Tous les points de X7 sont non errants sous l’action de ¢y,

—- X est conneze et les points périodiques de ¢, sont denses dans 937,

— ¢y est transitif et {[p] | p € X4 point périodique pour o} = G.

Si de plus les périodes des orbites périodiques de (/gt engendrent un sous-groupe
dense de R, alors ¢; est topologiquement mélangeant.

On a noté [p] = g(c™1(p))...g(c(p))g(p) lorsque p € X4 est un point pério-
dique de période n.

La preuve de ce résultat est similaire & celle donnée plus haut ; il suffit de
remarquer qu’'un groupe de Lie dont le quotient par la composante connexe
de l'identité est de type fini satisfait la propriété suivante : pour tout € > 0,
on peut trouver dans tout sous-ensemble dense du groupe une partie finie qui
engendre un sous-groupe ¢ - dense.

Question :
L’hypothése de résolubilité sur le groupe est-elle vraiment nécessaire dans
I’énoncé du théoréme ?

On a un résultat similaire pour les transformations plutot que pour les flots.
Cela revient a supprimer le facteur R et I'application r dans la construction
précédente. Le flot g?)t est remplacé par l'application ¢ définie sur X4 x G
par :

o(z,9) = (o(x),9(x) g)
On a alors équivalence entre :

— la densité des points périodiques sur X4 x G

— la transitivité de &

— I'irréductibilité de A et { [p] | p € ¥4 point périodique pour o } = G

De 14, on construit aisément des exemples d’extensions transitives. La situa-
tion sur le plan topologique est donc assez différente du cadre mesurable. Les
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mesures de la forme m ® Haar, m mesure de Gibbs sur X 4, ne sont en effet
jamais ergodiques relativement & & si le groupe n’est pas virtuellement Z ou

Z? |Gu89.

On a vu que la transitivité est néanmoins une condition suffisante pour
I’existence d'une mesure de probabilité ergodique de support total sur I'ex-
tension X4 X G.
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Chapitre V

Ergodicité dans le cadre non
compact

1. Mesures de Gibbs en courbure négative

On a vu qu’'un flot géodésique défini sur une variété compléte connexe a
courbure négative admet toujours une mesure de probabilité ergodique de
support total dans I’ensemble non-errant. L’ergodicité et le support total
sont méme des propriétés génériques dans I’ensemble de toutes les mesures
de probabilité invariantes, relativement a la topologie étroite sur cet espace.

Dans ce contexte, on peut se demander si il existe toujours une mesure de
probabilité invariante par le flot géodésique qui est mélangeante. Remarquons
que la construction des mesures ergodiques de support total passe par la
densité des Diracs sur les orbites périodiques; ces mesures sont ergodiques
mais pas mélangeantes. De maniére générale, il ne faut pas s’attendre a ce
que le mélange soit une propriété générique dans l’espace des probabilités
invariantes. Lorsque la variété est compacte, on peut en effet démontrer que
I’ensemble des mesures mélangeantes est maigre.

Il faut donc faire appel & d’autres méthodes pour construire des mesures
de probabilités mélangeantes.

Commencons par décrire la situation pour les mesures usuelles. D’abord,
la mesure de Liouville sur le fibré unitaire est finie si et seulement si la
variété est de volume fini. Cette condition de volume fini peut étre caractérisé
indépendamment de toute référence & une mesure; pour simplifier, on se
restreint au cas des surfaces [Da00], [Bow95] :
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Théoréme
Soit M une surface a courbure strictement négative pincée. Sont équivalents :

la surface M est de volume fini,
les horospheéres sont denses ou compactes,

La variété admet un nombre fini de bouts qui sont de type parabolique.

Rappelons qu'une isométrie d’'un espace simplement connexe a courbure né-
gative est dite parabolique si elle posséde un unique point fixe sur la compacti-
fication naturelle de cet espace. Le quotient de I’espace par une telle isométrie
est un cylindre dont un des bouts posséde un rayon d’injectivité qui tend vers
zéro a l'infini. Un bout est de type parabolique s’il est isométrique a un tel
demi-cylindre.

Une autre mesure souvent considérée est la mesure de Bowen-Margulis.
Cette mesure est construite par G. A. Margulis pour des flots d’Anosov
[Mar70|; cette construction est étendue par R. Bowen au cas des flots Axiom
A'; il montre que cette mesure est I'unique maximum de Uentropie [Bo72|.

S. J. Patterson |Pa76]| donne ensuite une construction dans le cadre des flots
géodésiques a courbure négative, sans hypothése de compacité sur la variété
sous-jacente, qui redonne la mesure de Bowen-Margulis lorsque la variété est
compacte. Lorsque la construction de Patterson donne une mesure finie, .J.
P. Otal et M. Peigné montrent que I'entropie posséde un unique maximum
donné par cette mesure [OP04].

M. Peigné a produit des exemples de variété a courbure négative de volume
fini pour lesquelles la mesure obtenue par la construction de S. J. Patterson
est infinie totalement dissipative. Il a également montré I’existence de variétés
de volume infini pour lesquelles cette mesure est finie. Si on veut obtenir
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des mesures finies mélangeantes, il faut élargir le cadre des constructions
précédentes.

1.1 Notations

Expliquons comment construire un analogue des mesures de Gibbs utilisées
en théorie des chaines de Markov, en se basant sur la méthode de S. J.
Patterson.

Commencons par quelques définitions. Dans la suite, M est une variété a
courbure négative pincée, son revétement universel est noté M et son groupe
fondamental I, si bien qu’on a un isomorphisme M ~ M/F Le bord visuel de
M est noté OM ; il est composé de classes d’équivalence de rayons géodésiques
asymptotes entre eux.

Soit A la diagonale dans M x OM. L’ensemble des géodésiques de M
s'identifient naturellement avec le produit dM x dM — A. De fait, chaque
géodésique est entiérement déterminée par ses deux points a I'infini, qui sont
distincts. Ceci permet d’exprimer le fibré unitaire en terme du bord par la
formule :

TM ~ (OM x M — A) x R

Fixons un point zo € M ; 'ensemble limite du groupe I' est noté AL, il
est composé des points de oM qui sont dans l'adhérence de I'orbite de xq
sous l'action de I'. Cet ensemble correspond a I’ensemble non-errant du flot
géodésique par le biais de la correspondance décrite plus haut :

O~ ((AT x AT — A) x R)/T

On aura besoin du concept de point conique. Il s’agit des points £ € oM pour
lesquels il existe une infinité de points de la forme ~xq, v € T', qui restent
a distance bornée de la géodésique issue de zy aboutissant en £. L’ensemble
de tous ces points est noté Al il correspond aux vecteurs x € T'M pour
lesquels w(x) # .

{r €T'M | w(x) # 0} =~ ((6MXACF—A) xR)/F

I’enveloppe convexe de AI' € M dans M sera notée Conv(AL).
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1.2 Construction des mesures

On introduit maintenant le potentiel qui va servir a définir les mesures de
Gibbs. Soit F' une fonction borélienne positive définie sur I’ensemble des
vecteurs de T M qui se projettent sur Conv(Al'). On suppose F' localement
bornée et T-invariante. Posons, pour x, y,w € Conv(AT) :

pf,w(y)z/ F—/ F
y T

L’intégrale fyw F' doit étre prise le long de la géodésique reliant y a w dans
le fibré unitaire. Pour simplifier, on va supposer que F' est invariante par
involution canonique v +— —v définie sur T} M pour tout x. Ceci garantit
légalitée [° F' = [} F. Définissons a présent les constantes :

CF = sup{|p%, ()|, y € B(xo,r) N Conv(AT), w € Conv(AT) }

CEF =inf{CE | >}
Ces constantes sont finies dés que F' satisfait une condition de type Holder.
Enfin, définissons la série de Poincaré comme suit :
-8 fwo F

Poyls) = Yo e o

vyel

Son exposant de convergence est noté 0. [.'idée est maintenant de s’intéresser
aux limites faibles dans M!(AT') de la suite :

Sere ” L F Dirac(~ya)

Z'yefe szo "

Fo_
:ux,s -

Si la série de Poincaré diverge a I'exposant critique, on peut espérer récu-
pérer une mesure sur M, qui permette de construire une mesure sur T M
invariante par le flot géodésique. C’est bien ce qui se produit. Il est méme
possible de modifier la série de Poincaré de fagon a obtenir une mesure portée
par OM meéme si cette série converge. Ce point sera détaillé dans la suite.

Introduisons une derniére définition. L’ombre O, (x, ) est la partie de 0M
composée des extrémités des géodésiques issues de zq et passant par la boule
de centre = et de rayon r.
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Théoréme [C03]
Soit M une variété compléte connexe & courbure négative pincée, soit F -
T'M — R une fonction borélienne positive localement bornée invariante
par involution v — —v de T*M et soit F son relevé a T'M. On Suppose
que l’exposant critique 0r et les constantes CY, r > 0, sont finies. Alors il

existe une mesure pup portée par AL, quasi-invariante sous l’action de ', et
satisfaisant la propriété suivante :

3C >0, drg >0, Vr >ry, Vy €T,

Jot F=26p CF

— eV ~F
" < pup(Ogy(yo, 7)) < Ce op [0 F+20r Cf

_1 —op
Cle
Toute mesure de probabilité satisfaisant ces inégalités est absolument continue
relativement a pp en restriction a AI.

Expliquons briévement la preuve. La quasi-invariance découle de la diver-
gence de la série de Poincaré et du caractére borné du cocycle. Les inéga-
lités s’obtiennent par simple passage a la limite. Remarquons que la quasi-
invariance donne naissance a un module d’absolue continuité qui prolonge
(presque) le cocycle piw au bord. Il est nécessaire d’étudier en détail les pro-
priétés de ce prolongement pour mener a bien la construction de la mesure
sur T*M. On renvoie a larticle [C03] pour éviter d’alourdir la présentation.

Enfin, pour démontrer que I’encadrement caractérise la mesure en restriction
a A.I', on utilise un lemme de recouvrement dia a A. S. Besicovitch. Ce lemme
montre que tout sous-ensemble mesurable de A " peut étre presque recouvert
par une union dénombrable disjointe d’ensembles de la forme O, (yxzo,7),
vyel.

On peut maintenant construire une mesure sur 7'M en lien avec cette
mesure conforme. Il faut & nouveau considérer des sommes pondérées de
Dirac, cette fois-ci portées par des éléments de M x M de la forme (v, ¥'T0),
avec v, 7' € I, et comparer les valeurs d’adhérence faibles dans OM x M
avec la mesure pup ® [p.

Théoréme [CO03]

Sous les hypothéses du théoréme précédent, il existe une mesure localement
finie sur T*M, invariante par le flot géodésique, dont le relevé a TM est
absolument continu relativement a purp @ pr, et pour laquelle les propriétés
suivantes sont équivalentes :
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la série de Poincaré diverge a l’exposant critique,
/’LF(ACF) > O;
mp({z € T'M | w(z) # 0}) > 0,
la mesure mp est conservative relativement au flot géodésique,
— La mesure mp est ergodique relativement au flot géodésique.
Si de plus le flot géodésique est topologiquement mélangeant, alors la mesure

mpg est mélangeante deés qu’elle est de masse totale finie.

La mesure mp est appelée mesure de Gibbs associée au potentiel F. La preuve
du théoréme suit les arguments de D. Sullivan [Su79|, [Su80|. L’ergodicité
découle de 'argument de Hopf [K94|, [CO7bis|. L.e mélange peut étre obtenu
en faisant appel a un résultat de M. Babillot [B02].

Il faut maintenant chercher & quelles conditions cette mesure mp est fi-
nie. Lorsque la variété est géométriquement finie, F. Dal’bo, M. Peigné et
J. P. Otal ont donné un critére assurant cette finitude. On va donner un
analogue de ce critére pour les mesures fip.

1.3 Critére de finitude

Une variété connexe compléte a courbure négative est dite géométriquement
finie si I’ensemble non-errant admet un voisinage de volume fini.

Il existe différentes caractérisations de la finitude géométrique. Pour sim-
plifier, on énonce un résultat valide pour les surfaces :

Théoréme [Bow95| [Da00]
Soit M une surface a courbure négative pincée. Sont équivalents :

— la variété M est géométriquement finie,

— le groupe fondamental de M est de type fini,

— les horosphéres non errantes sont denses ou compactes,

— la variété M admet un nombre fini de bouts qui sont de type paraboliques

01U EVASES.

Rappelons qu'une isométrie d’'un espace simplement connexe a courbure né-
gative est dite hyperbolique si elle posséde deux points fixes sur la compactifi-
cation naturelle de cet espace. Le quotient de ’espace par une telle isométrie

74



est un cylindre dont les deux bouts sont de volume infini. Un bout est évasé
s’il est isométrique a un de ces demi-cylindres.

Lorsque la variété est géométriquement finie, il est possible de donner un
critére de finitude pour les mesures de Gibbs mpg. Le théoréme suivant géné-
ralise un résultat de M. Peigné et J. P. Otal [OP04] valide dans le cas d'un
potentiel constant.

Rappelons qu’'un sous-groupe de I' est dit parabolique s’il ne contient que
des éléments paraboliques. Il est maximal s’il n’est pas contenu dans un sous-
groupe parabolique distinct de lui-méme. Pour une variété géométriquement
finie, les classes de conjugaison de sous-groupe paraboliques maximaux sont
en bijection avec les bouts paraboliques.

Théoréme

Soit M une variété géométriquement finie, F : T*M — R un potentiel tel que
op, CF, r >0, sont finis. Supposons que pour tout sous-groupe parabolique
mazimal P C T', [’exposant de convergence de la série :

PTO o

>

peEP

soit strictement inférieur a 6p. Alors la mesure mp est ergodique relativement
au flot géodésique. Si de plus la série suivante est convergente :

_ PTQ
Z d(xg, pxg) € o foy F

peEP

alors la mesure g est finie.
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Les conditions de ce théoréme sont satisfaites dés que la fonction F' est conti-
nue et tend vers 'infini dans les bouts paraboliques.

Ceci se vérifie comme suit. Remarquons d’abord que I’exposant critique ne
dépend pas de l'origine x( fixée. Considérons un bout parabolique et fixons
un voisinage convexe du bout sur lequel la fonction F' est supérieure a une
certaine constante C. On peut supposer que x, appartient a ce voisinage, ce

qui donne la majoration :
pPTo pPTo
[rzc[
x0o 2e)

Ceci montre que, pour tout C' > 0, 'exposant de la série Y-, exp(—s [ F)
est majoré par C 181, ol 67 est 'exposant critique du groupe I'. On en déduit

ue les deux séries convergent pour tout s > 0, ce qui démontre 1’assertion.
)

On peut par exemple prendre pour F' le relevé de la fonction suivante
définie sur M : B
F(z) =14+ d(zo,x)

Ceci implique le résultat attendu :

Théoréme [C03]

Soit M une variété géométriquement finie, possédant au moins un bout pa-
rabolique. Alors le flot géodésique sur T*M admet une mesure de probabilité
imvariante mélangeante de support total dans [’ensemble non-errant.

Il est en fait possible de construire un potentiel borné pour lequel la mesure
mp est finie. Ceci nécessite une étude plus fine de la mesure dans les bouts
paraboliques; les détails sont dans 'article [CO3].

Questions :

— Peut-on supprimer 'hypothése de finitude géométrique dans le théoréme
précédent ?

— Sur une variété géométriquement finie, est-il possible de construire une
mesure canonique sur l’ensemble non-errant en montrant que le volume re-
normalisé sur un voisinage de cet ensemble posséde une limite lorsque ce
voisinage décroit vers I’ensemble non-errant ?
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2. Unique ergodicité du feuilletage stable

2.1 Le flot horocyclique

On a vu comment caractériser la densité des feuilles stables d’un flot admet-
tant une structure de produit local. Peut-on donner un analogue mesurable
de ce résultat ?

Lorsqu’on est sur une surface compacte a courbure —1, le feuilletage stable du
flot géodésique est de dimension un, orientable. Il peut donc étre paramétré
par la longueur d’arc afin d’obtenir un flot, appelé flot horocyclique.

En 1973, par des techniques issues de ’analyse harmonique, H. Fursten-
berg démontre que ce flot horocyclique est uniquement ergodique [F73|. Ceci
implique I’équidistribution et la densité de toutes les feuilles stables relative-
ment au volume canonique sur le fibré unitaire.

Lorsque la courbure est variable, il existe plusieurs maniéres de paramé-
trer les feuilles stables et le paramétrage par la longueur d’arc n’est pas le
plus naturel. En s’appuyant sur I'existence de la mesure de Bowen-Margulis,
B. Marcus [M75| construit un autre paramétrage pour lequel la relation de
commutation entre le flot géodésique et le flot horosphérique est encore vrai :

g¢ © hs = hse*t O gt

Il montre ensuite que la mesure de Bowen-Margulis est invariante par le flot
horocyclique et que c’est la seule mesure de probabilité invariante par ce
flot. Sa preuve est de nature dynamique et repose sur le mélange du flot
géodésique.

Voici une généralisation de ces résultats a des systémes g; partiellement
hyperboliques définis sur des espaces qui ne sont pas nécessairement com-
pacts. Pour simplifier, on suppose que le feuilletage stable du flot g; peut
étre paramétré par un flot continu, noté hg, et on introduit les définitions
suivantes. La feuille instable faible passant par le point z est donnée par :

Wr(z) ={ye X |Vt>0, dlg_i«(z),9-+(y)) < e}

Une mesure p est dite absolument continue relativement au feuilletages stable
et instable s’il existe en chaque point un systéme de coordonnées continu dont
les horizontales et les verticales sont données par les ensembles W et W%,
et si la mesure p est absolument continue relativement a une mesure produit
dans ce systéme de coordonnée.
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Théoréme [CO08|
Soit X un espace métrique séparable, g, et hs deux flots continus sur X qui
satisfont la relation de commutation :

g¢ © hs = hse—t O gt

Soit p une mesure de probabilité borélienne invariante par les deux flots,
de support total, et qui est absolument continu relativement au fewilletages
stables et instables. Supposons que le flot hy admet une orbite dense. Alors
est la seule mesure de probabilité qui est ergodique, invariante relativement
au flot hg et qui satisfait la condition :

p{r e X [w(z) =9} ) =0.
[’ensemble w(z) est I'ensemble limite du point x relativement au flot g;.

2.2 Equidistribution des feuilles sous ’action du flot

Soit f : X — R une fonction uniformément continue bornée ; introduisons
les moyennes sur un bout d’horocycle :

Mi(F)@) = [ Fue)ds, M) = Ma(f 0 g 1m0

Lemme
La famille {M,(f)}icr, est équicontinue.

Preuve du lemme

On se donne deux points = et y proches I'un de 'autre et on pousse en
arriére la feuille de taille un en x et y par le flot g,¢. Il s’agit de vérifier que
les moyennes de f sur les deux morceaux de feuilles obtenues sont proches,
indépendamment de ¢.

Pour cela, on épaissit la feuille en x et en y; dans les coordonnées données
par le produit local en z et en y, on considére un rectangle R qui s’appuie sur
le morceau de feuille stable de taille un, et dont 1’épaisseur est de taille €. La
fonction f est supposée uniformément continue, son intégrale sur le rectangle
relativement a la mesure g normalisée est proche de M;(f)(z) ou My(f)(y).

Par invariance de la mesure pu, cette intégrale est égale a I'intégrale de f sur
g-m¢(R). Comme il n’y a pas eu de dilatation transversalement au feuilletage
stable, cette intégrale est proche de M;(f)(z) et M;(f)(y), indépendamment
de t. Ceci démontre le lemme.
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2.3 Preuve de 'unique ergodicité

On remarque que les moyennes M;(f) sont obtenues en translatant par g_,,
les sommes de Birkhoff 15,(f) du flot horocyclique :

1
n Se(f)(9-mt (x)) = Mi(f)(x)
Montrons que M(f) converge uniformément sur les compacts vers [ f dpu.

Par le théoréme d’Ascoli, il suffit de montrer que toute valeur d’adhérence,
pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, est constante.
Une telle valeur d’adhérence f est continue. C’est aussi une valeur d’adhé-
rence pour la topologie L?, car la suite de fonctions M;(f) est uniformément
bornée indépendamment de .

D’aprés le théoréme ergodique L?, nous savons que la suite 15;(f) converge
vers une fonction P f invariante par le flot horocyclique. La suite Pf o g_ ¢
admet donc une sous-suite qui converge en norme L? vers f. Comme c’est une
suite de fonctions h,-invariantes, f est hg-invariante, continue, donc constante
car le flot h; admet une orbite dense. On a montré que la suite M;(f) converge
vers [ fdu. De méme, %St(f) converge en norme L2, donc p est ergodique.

Pour ce qui est de I'unicité, soit v une mesure de probabilité ergodique inva-
riante par hg qui satisfait v( {x € X | w(z) = ¢} ) = 0. Choisissons x € X
et ty tels que g4, () reste dans un compact K et iStk (f)(x) converge vers
[ f dv. La suite M;(f) converge uniformément sur K vers [ f du, si bien que :

%Stkf(x) = M, (f)(gme,(2)) — /fd,u

Ceci montre que [ fdu = [ fdv, comme désiré.

Remarques :

— L’unique ergodicité du flot hg implique 'ergodicité de hg relativement &
la mesure invariante. Ceci implique également le mélange du flot g, relative-
ment a cette mesure, et donc l'ergodicité de ce flot. Ce résultat ne découle
pas de I'argument de Hopf puisque nous n’avons fait aucune hypothése de
contraction le long de W™,

— L’exemple le plus simple de flot partiellement hyperbolique satisfaisant les
hypothéses du théoréme est donné par la suspension d’un automorphisme
du tore avec une unique valeur propre de module plus petite que un, et des
valeurs propres sur le cercle unité. D’autres exemples sont donnés par I'action
des flots d’Anosov sur le fibré des repéres.
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2.4 Le cas multidimensionnel

Remarquons d’abord que le lemme n’utilise pas vraiment le caractére unidi-
mensionnel du feuilletage stable. Lorsque celui-ci est régulier, on peut choisir
en chaque point une boule “unité” dans la feuille stable, ainsi qu'un opérateur
de moyennisation sur la boule qui remplace la quantité M;(f).

Ces boules donnent un “paramétrage” naturel sur la feuille W*°(x), obtenu en
prenant I'image réciproque par g; de la boule unité du point g;(x). Pour avoir
compatibilité entre le “paramétrage” et la mesure, Il suffit que la moyenne
sur le rectangle tende vers la moyenne sur la boule dans la feuille, lorsque la
hauteur du rectangle tend vers zéro. Le lemme précédent est alors vérifié.

La condition de compatibilité revient & paramétrer les feuilles par les condi-
tionnelles de la mesure le long des feuilles stables dans des ouverts de produit
local, ou bien a construire cette mesure a partir du paramétrage et d'un choix
judicieux de mesure sur les transversales.

Passons maintenant a la preuve du théoréme. Lorsqu’on n’a pas de flot
qui engendrent les feuilles stables, il faut trouver un autre argument pour
obtenir l'invariance par le feuilletage stable des valeurs d’adhérence de la

suite My(f) = Mi(f o g—m¢).

On sait que les valeurs d’adhérence faibles de la suite f o g_,; sont in-
variantes a la fois par le feuilletage stable et instable. Comme 'opérateur
[ M;(f) est L*-continu et qu’il moyenne le long des feuilles stables, toute
valeur d’adhérence de fog_y,; est aussi valeur d’adhérence de M;(fog_1,¢).
On peut donc extraire de toute sous-suite de M,(f) faiblement convergente,
une sous-suite qui converge faiblement vers une fonction W#*-invariante. Les
valeurs d’adhérence faibles ou L? de la suite M;(f) sont bien W**-invariantes.

On montre comme précédemment la convergence uniforme sur les compacts
de la suite M;(f) vers [ fdpu, ainsi que 'ergodicité de p. Pour ce qui est
de I'unique ergodicité, il faut définir ce qu’on entend par mesure ergodique
invariante relativement au “paramétrage” des feuilles. Sans doute la notion
la plus naturelle ici est de demander a ce que les moyennes sur les boules
convergent presque partout vers I'intégrale relativement & la mesure. De fait,
la convergence des moyennes de Birkhoff d’un flot vers 'intégrale de la mesure
ne rend pas seulement compte de ’ergodicité de la mesure mais aussi de son
invariance. [’argument précédent s’applique alors et donne un équivalent de
I'unique ergodicité.
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La encore, on a un résultat analogue pour des transformations plutot que
des flots. On peut en particulier appliquer le théoréme a des systémes symbo-
liques donnés par des chaines de Markov. Dans ce cadre, les quantités M;(f)
s'identifient aux puissances de 'opérateur de transfert L(f). La relation entre
M, (f) et les sommes de Birkhoff de hg correspond a ’égalité classique entre
I'opérateur de transfert et les images réciproques de l'espérance condition-
nelle relativement a la tribu passée de la chaine & = Vi< 0 *{[a] | a € I} :

Lf=E(f|o7¢)oo™

Question
A-t-on encore unicité pour les mesures supportées par les points horosphé-
riques ?

3. Produits semi-directs

3.1 Un produit gauche au-dessus d’une translation du
tore

On a vu comment en présence de récurrence, on peut obtenir des résultats
sur le feuilletage stable d'un flot ou d'une transformation.

De maniére surprenante, il est possible d’avoir un feuilletage stable transitif
et ergodique, méme si le flot est totalement dissipatif. Nous allons construire
un exemple en nous basant sur la construction donnée plus haut dans le
paragraphe intitulé Flot hyperbolique errant.

On considere le flot défini sur X = T2 x R par :

g?)t(x, s) = (z,t+s)

Ce flot est certainement dissipatif.

Soit T : T? — T? un automorphisme hyperbolique; on peut prendre par
exemple l'action de la matrice (7 1) sur le tore. Soit r : T> — R’ une
fonction de classe C*. On pose 7(z) = r(x) — r(0,0). Quotientons le produit

X=T2xR par l'action de la transformation :

A

T(xz,s) = (T(x),s —r(x))
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Le quotient est noté X. Munissons la variété X d’une métrique riemannienne
et relevons cette métrique a X.

Proposition |CO1|

On suppose que :

<7m(x) |zeT? et neN telsqueTrr=2> = R

Alors le feuilletage stable de ¢y est conservatif, ergodique relativement a la
mesure de Lebesque sur X.

n—1
Les sommes de Birkhoff de I'application 7 ont été notées 7 (z) = Y _ 7#(T"(x)).
k=0

La condition sur l'application r est générique. C’est une condition né-
cessaire et suffisante pour avoir l'ergodicité du feuilletage stable. Elle est
équivalente a 'existence d’une feuille stable dense sur X.

Considérons le cas T'= (} 1). Le point (%, %) est périodique de période 2, le

point (%, 0) est périodique de période 3. Pour construire un exemple explicite
d’application r satisfaisant la condition de la proposition précédente, il suffit
de choisir r telle que :

r(%,2) 4+ r(3,2) est irrationnel

Ces conditions impliquent f3(%,0) € Q et fQ(%, %) ¢ Q. Voici un choix
possible :
r(z1,22) = 2+ cos(2may)

Onaalors: #(3,0) = —4, 2(},2) = 2cos(%) -2 = Y52

Le feuilletage n’est pas ergodique si I'application r est constante. En effet,
les feuilles sont contraintes & rester dans les horizontales T? x {t}. Plus
généralement, on n’a pas ergodicité si r est cohomologue a une constante,
mais cette condition n’est pas équivalente a ’absence d’ergodicité.

Construisons un paramétrage des feuilles stables sur X. Le nombre d’or

est noté A = % ~ 1.618. Le sous-espace stable de la matrice (7 }) est

dirigé par le vecteur e, = \/ﬁ (), qui est associé a la valeur propre A=,
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Pour z,y € T? tels que z — y € Reg, on définit un cocycle par la formule :

oo

c(x,y) = r(T"z) —r(Ty)

k=0

Cette série est convergente car la fonction r est Lipschitzienne et la distance
entre T%z et T*y tend exponentiellement vite vers 0.

L’expression suivante définit un flot sur I'espace X = T? x R :

~

he(x,t) = (z + se,, t+ c(x + se,, x))

Ce flot vérifie les relations de commutation suivantes :
iLs © Qgt = Qgt o
Tohy=hy20T

>

S

Lemme R R
Les feuilles stables du flot ¢y s’identifient aux orbites du flot h.

Preuve

Appliquons la transformation T afin de se ramener dans le domaine fonda-
mental {(z,t) | 0 <t < r(x)} pour mesurer les distances. Pour tout x € T?
et t € R, il existe un unique n € Z tel que 0 <t —r"(x) < r(T"x).

iz, a) = (z, a0+ 1) ~ (T"z, o0+ t — 1"z
du(x + ue,, B) = (x + uey, B+ 1) ~ (T"x +ur"2"e,, f+t — r"(z + ue,))
Cette derniére quantité peut se réécrire :

a+t—r"(x)+ > (r(TF(x +ues) —r(TFz))) + B — a — c(x + ue,, x)
k>n

Elle tend vers o+t —1"(x) si [ =a+ c(r+ ueg, x).

Remarquons que ce paramétrage des feuilles stables est trés différent du pa-
ramétrage donné par la longueur d’arc ou par la mesure de Bowen-Margulis.
La proposition précédente est équivalente a la suivante :

Proposition
Le flot hy : T? x R — T? x R est ergodique relativement & la mesure de
Lebesgue si et seulement si il est transitif.
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Ce résultat est a rapprocher d’un théoréme de Furstenberg :

Théoréme |[F]

Soit T une transformation continue uniquement ergodique définie sur un es-
pace compact X, G un groupe compact, et r : X — G une application conti-
nue. Alors la transformation T(x,t) = (Tx,t — rx) définie sur X x G est
uniquement ergodique si et seulement si elle est transitive.

Dans notre cas, le groupe n’est pas compact, on n’a pas unique ergodicité.
Le résultat de Furstenberg démontre tout de méme I'unique ergodicité du
quotient de la transformation hy sur (T? x R)/ < ¢ > = T2 x S, modulo
une hypothése ad hoc. Un tel quotient n’existe que si le flot ¢Zt est totalement
dissipatif.

3.2 Flots hyperboliques sur les revétements

Rappelons la définition d’un ensemble et d’un flot hyperbolique :

Définition
Soit ¢, un flot C'* défini sur une variété C*° riemannienne M. Un ensemble
A C M est dit hyperbolique pour ¢; s’il est compact, invariant par ¢, et si
il existe un ouvert U contenant A, ainsi qu’'une métrique riemannienne sur
U et des réels positifs C, A, tels que I’on puisse trouver pour tout z € A une
décomposition T,M = E? & E: @ E" vérifiant :
— E° est de dimension 1 tangent au flot;

D§E; = E5 , D$,E! = EY;

Vt >0, | Doy [|< CeM et || Doy [|[< Ce

Définition [Bo73]
Soit ¢, un flot C! défini sur une variété C'*° riemannienne M, A C M un
compact ¢-invariant. Le flot ¢, est dit hyperbolique sur A si :
A est hyperbolique pour ¢; , A ne contient pas de points fixes hyperboliques ,
Les orbites périodiques de A sont denses dans A |
Le flot ¢, est transitif sur A :
il existe un point de A dont l'orbite est dense dans A ,
— Maximalité locale : il existe un ouvert U contenant A tel que A = (1] ¢,(U).
teR
Les flots d’Anosov transitifs, les flots Axiom A en restriction a une piéce
basique, sont des exemples de flots hyperboliques.
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Considérons un flot hyperbolique ¢; en restriction a un compact invariant
A. On fixe un revétement régulier 7 : X — X, son groupe d’automorphisme
est noté G. Le relévement du flot au revétement ¢; est noté @t. On a vu que
ce relévement peut étre totalement dissipatif. A quelle condition le feuilletage
stable W*s du flot QASt est-il ergodique sur le revétement, ?

Revétements abéliens

Commencons par considérer le cas ou le groupe du revétement est abélien.
Rappelons qu’on peut associer a chaque point périodique p de période I(p)
du flot ¢; son déplacement dans la fibre, noté [p|. Cet élément de G vérifie,
pour tout relevé p de p :

Théoréme [CO1]

Soit M une variété C>°, A un compact de M, ¢, un flot hyperbolique C sur
A, 7 M — M un revétement galoisien de M de groupe d’automorphisme G
abélien, u une mesure de Gibbs sur A. Soit ¢ft le relevé G-équivariant de ¢,
a M. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

transitivité du feuilletage stable - 3 & € m='(A) tel que 7 '(A) C W*s(z)

densité des périodes et des éléments de Frobenius des orbites périodiques :

<A{(Up), [p]) | p point périodique de ¢, sur A} >=R x G

ergodicité du feuilletage stable de (/gt S W est ergodique en restriction a
7Y (A) pour toute mesure dans la classe de u x Haar.

LLa condition portant sur les orbites périodique peut s’exprimer sous la forme
d'une équation cohomologique : il n’existe pas de fonction h : X — S! conti-
nue non constante ni de caractére y : R x G — S* tels que :

V(t.g) ERx G, h(ghi(2))=x(t,g) h(2)

Revétement canonique d’une suspension

Ce théoréme donne une condition nécessaire et suffisante pour la transitivité
du feuilletage stable en terme des orbites périodiques du flot. Cette condi-
tion peut étre satisfaite méme si le flot est totalement dissipatif. Voici une
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construction a base de suspension qui généralise celle du paragraphe précé-
dent.

On part d’un diffeomorphisme hyperbolique 7" défini sur un compact K et
d’une transformation r de classe C'! sur K a valeurs réelles strictement posi-

tives. Posons T'(x,s) = (T'x,s — r(x)) et définissons comme précédemment :

A

X=KxR, X=(KxR)/<T>

Le flot ¢, : X — X défini par qgt(x, s) = (x,s + t) passe au quotient et
donne un flot hyperbolique ¢; sur X. Les orbites périodiques de ce flot sont
en bijection avec celles de T'. A chaque point périodique = de période n sur
K est associé le point périodique p = (z,0) de ¢;. Rappelons La notation
r™(x) = SpZy r(T*z). La période et le déplacement dans la fibre sont donnés
par :

(l(p),[p]) = ("(x),n) € RxZ

La condition sur les orbites périodiques de ¢; devient :

<A{(r*(z),n) |r € K et n € N telsque Tz =z} > = RxZ

Si la transformation 7" admet un point fixe xg, on peut remplacer 'application
r par 7 =1 — r(zp). La condition devient :

<{m(z) |z € K et ne€N telsque T"z =z} > = R

Ceci équivaut a la condition cohomologique suivante : il n’existe pas de réel
a # 0 ni de fonction g : K — S! continue satisfaisant I’équation
_geT

g

En résumé, dans le cas du Z-revétement canonique d'une suspension, on a :

T
e

Proposition
Sont équivalents :

le feuilletage stable de ggt est ergodique

le feuilletage stable de qgt est transitif
- <AUp),[p]), p point périodique de ¢ sur X} >=R xZ
~-<A{f(z) | xr € K et n €N tels que T"x =2} > = R

Q
S
S

ar

il n'existe pas de fonction g : K — S' ni de o € R* tels que : e
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Revétements nilpotents

Il est possible de traiter le cas de certains revétements non abéliens, modulo
quelques hypothéses supplémentaires. Voici un énoncé dans le cas nilpotent :

Théoréme |CO3bis|

Soit M une variété C>°, A un compact de M, ¢, un flot hyperbolique C* sur
A, M — M un revétement galoisien de M de groupe d’automorphisme
G wvirtuellement nilpotent, 1 une mesure de Gibbs sur A. Soit (/gt le relevé
G-équivariant de ¢ a M.

On suppose que le flot ¢, est topologiquement mélangeant. Alors son feuille-
tage stable est ergodique.

Le cas d'un flot hyperbolique dissipatif sur un revétement nilpotent n’est pas
entiérement élucidé.

Le flot géodésique en courbure négative

Le flot géodésique en courbure négative donne un exemple de flot hyperbo-
lique auquel on peut appliquer le théoréme précédent. LLa compacité de la
base n’est pas nécessaire pour obtenir I'ergodicité.

Théoréme [CO3bis|

Soit M une variété connexe compléte a courbure négative pincée. Soit |1 une
mesure de Gibbs finie sur T*M et 7 : M — M un revétement galoisien de
M dont le groupe de revétement est virtuellement nilpotent. On suppose que
le flot géodésique sur T'M est topologiquement mélangeant en restriction a
son ensemble non-errant, qui est supposé non vide. Alors le feuilletage stable
sur T*M est ergodique relativement au relevé de la mesure .

La condition de mélange topologique est satisfaite par exemple si tous les
points de M sont non-errants |[Eb73|, si M est une surface ou si le groupe
fondamental de M posséde un élément parabolique [Da00]. On a vu que cette
condition pouvait s’exprimer en fonction des longueurs des géodésiques sur
M. 1l est conjecturé qu’elle est toujours vérifiée si I’ensemble non-errant n’est
pas vide ou restreint a une orbite périodique.

Voici pour terminer ce que donne le théoréme précédent lorsque le volume
est fini :
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Corollaire [C03bis]

Soit M une variété compléete de volume fini, a courbure négative pincée, et
telle que les dérivées partielles d’ordre un de la courbure sont bornées. Soit
M un revétement nilpotent connexe de M. Alors le feuilletage stable du flot
géodésique sur T'M est ergodique relativement a la mesure de Liouuville.

Lien avec le feuilletage stable faible

Plutot que d’étudier le feuilletage stable W*°, on aurait pu s’intéresser au
feuilletage stable faible :

W) = U o (W™ (@)
teR
[’ergodicité du feuilletage W** implique I'ergodicité de W™s. On peut mon-
trer qu’elle est en fait équivalente a 'ergodicité de W™* sur une certaine
extension. Soit ¢; : X — X un flot et ¢Zt : X xR — X x R l'extension
donnée par ¢(,s) = (¢(x), s +t). L'espace X x R est muni de la distance
obtenue en faisant la somme de la distance sur X et sur R. On vérifie que la
trace de la feuille stable faible de ¢, sur X x {0} donne la feuille stable de
O
Wé‘is(x,()) N X x{0} = Wi (x) x {0}

Ceci permet de transférer les propriétés du feuilletage stable faible de ¢Zt al
feuilletage stable fort de ¢;. On aurait donc pu déduire les résultats portant
sur le feuilletage stable W*® de ceux portant sur le feuilletage stable faible.

On se contente d’énoncer un résultat portant sur Wws.

Théoréme

Soit M une variété C>°, A un compact de M, ¢, un flot hyperbolique C sur
A, M — M un revétement galoisien de M de groupe d’automorphisme G
abélien, pu une mesure de Gibbs sur A. Soit gf;t le relevé G-équivariant de ¢,
a M. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

— transitité du feuilletage : 3 & € 7= (A) tel que w'(A) C Wws(i)

densité du groupe engendré par les éléments de Frobenius :

< { [p] | p point périodique de ¢; sur A} >=G

ergodicité du feuilletage stable faible de gf;t S Wws est ergodique en restric-
tion a 71 (A) pour toute mesure dans la classe de u x Haar.

89



Remarquons pour finir que 'ergodicité du feuilletage faible d'un flot géodé-
sique défini sur une variété a courbure négative est équivalente a I'ergodicité
de I'action du groupe fondamental de la variété sur le bord du revétement
universel. Ce bord s’identifie en effet 4 'ensemble des feuilles stables faibles
du flot sur le revétement universel. On parle parfois de dualité pour carac-
tériser ce lien entre feuilletage faible et action du groupe fondamental sur le
bord.

3.3 Cocycles et chaines de Markov

Les énoncés précédents ont un analogue pour les produits semi-directs au
dessus des chaines de Markov.

Dans ce cadre, il est plus naturel d’étudier le feuilletage stable faible du
décalage. On a expliqué plus haut comment en déduire des résultats sur le
feuilletage WW**. On se contente de regarder le cas d'un décalage unilatére.

Soit A une matrice £ x £ dont les éléments sont égaux a 0 ou 1. Le décalage
de type fini unilatére de matrice de transition A est défini sur ’espace :

She={{mhe~n € {1..ON |VEEN, Apsp,, =1}
Il décale les termes de la suite {xy }ren vers la gauche :
o({zr}ren) = {Tr+1}ren
[’espace Y est muni de la distance suivante :
d({widren, {ytren) = 27N Lo
Pour cette distance, la feuille stable de z € X% se décrit comme suit :
W*(x) ={y € X} | In € N tel que o™z = o"y}

W (x) ={y € X} | Im,n € N tels que o™z = 0"y}

Soit G un groupe abélien localement compact métrique séparable. Soit f :
¥ — G une application Holderienne. L’application o se reléve & G en po-
sant, :

5(z,9) = (ox,g + f(z))
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Deux points z, y de ¥ sont sur la méme feuille stable faible de & s’ils vérifient
la relation d’équivalence suivante :

(z,9) ~ (y,h) = Fm,n =0 tels que o™ (x) = a"(y), g+f"(x) = h+["(y)

Il existe un formalisme général pour étudier les propriétés d’équivalence a
classe dénombrable et leur extension a un produit par le biais d'un cocycle
[FM77] et [Schm77|. Soit x, y deux éléments de X7 sur la méme feuille stable
faible de 0. Choisissons deux entiers m, n qui satisfont ¢z = ¢™y. On pose :

m n

c(z,y) =Y flo*z) = > floy)

k=0 k=0

Cette quantité ne dépend pas du choix des entiers m et n, dés I'instant ou x
n’est pas pré-périodique. On a alors :

(z,9) ~(y,q") < yeW™x) et ¢ =g+c(z,y)

On dit que la relation ~ sur X} x G est obtenue a partir de la relation donnée
par ¥ sur 27 et du cocycle c(z,y).

De maniére générale, une relation ~ est dite ergodique relativement a une
mesure [ si tout ensemble mesurable qui est union de classes d’équivalence
est négligeable ou de complémentaire négligeable. Remarquons que la relation
d’équivalence définie par W™* est ergodique relativement a toute mesure de
Gibbs, car ses classes sont des ensembles invariants par le décalage o. Voici

une condition assurant ’ergodicité de la relation induite par le cocycle ¢ sur
YhxG:

Théoréme [FM77]
Un élément g € G est valeur essentielle du cocycle si pour tout voisinage V
de g, pour tout borélien B C X de mesure strictement positive, on a :

p({r € B| Iy e W (x), y € B, c(z,y) € V}) >0

Les valeurs essentielles forment un sous-groupe fermé de G ; la relation in-
duite par le cocycle sur X x G est ergodique si et seulement si tous les
éléments de G sont valeurs essentielles du cocycle.

Le calcul des valeurs essentielles a é¢té mené dans [CO1]. Soit p € ¥} un
point périodique de période n. La quantité f"(p) est le poids associé a cette
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orbite périodique. Ces poids sont tous des valeurs essentielles du cocycle. En
employant le théoréme de Livsic [Liv72|, on peut montrer que la relation
n’est pas ergodique si ces poids n’engendrent pas un sous-groupe dense de
G. Ceci implique le théoréme suivant :

Théoréme [CO1|
Soit (X%, o, ) un décalage de type fini unilatére transitif muni d’une mesure
de Gibbs, soit G un groupe localement compact métrique séparable abélien, f :

sur X x G donnée par :

(x,9) ~ (y,h) < Fm,n tels que o™ (x) =0"(y), g+ ["(x) =h+ ["(y)
On a équivalence entre les propositions suivantes :

— transitivité de la relation ;

— ergodicité de la relation relativement a p X Haar ;

densité du groupe des poids : < {f™(p) | p et n tels que oPx =z} > =G

non-arithméticité : il n'existe pas de caractére x : G — S et de fonction
hélderienne g : ¥4 — S* tels que Yo f =goa/g .

Ce théoreme admet une extension au cas des groupes G nilpotents qui est dis-
cutée dans [CO3bis|. Les hypothéses ad hoc sont discutées dans le paragraphe
suivant.

Il y a bien str une analogie parfaite entre les poids des orbites pério-
diques et les éléments de Frobenius utilisé au paragraphe précédent. On peut
d’ailleurs déduire le résultat portant sur les flots hyperboliques du théoréme
précédent en utilisant un modéle symbolique donné par une partition de
Markov [CO1].

Cette approche a I'inconvénient de limiter la portée du résultat a des sys-
témes uniformément hyperboliques définis sur des revétements a base com-
pacte. La preuve donnée dans [C03bis| est de nature géométrique et s’affran-
chit de ces limitations. Elle est présentée au paragraphe suivant.

3.4 Preuve de 'ergodicité du feuilletage stable

On décrit de maniére succincte la preuve des résultats de ce chapitre. Les
hypothéses les plus générales sont assez longues a décrire. On se contente de se
placer dans le cadre qui suit, sans détailler les conditions les plus techniques.

92



On se donne :
— un espace X métrique séparable,
—un groupe G localement compact métrique séparable,
un G-fibré principal 7 : X - X,
—un flot continu @t sur X commutant avec G'; le quotient sur X est noté ¢,

une mesure de probabilité p sur X invariante ergodique par ¢y,
On décrit de maniére informelle les hypothéses satisfaites par ces données :

— il existe une structure de produit local [, | sur X qui se reléve & X,

La contraction le long des feuilles instables de ng)t est uniforme relativement
aux fibres,

La mesure i = p X Haar est invariante par ¢,.

— Pour tout point p ¢;-périodique, la mesure ji est absolument continue re-
lativement a la transformation définie au voisinage de la fibre de p par :

T Hp]flqgl(p)(i’%i]

Le premier crochet fait référence au produit local, I’élément [p] est défini par
I'identité (/Sl(p) (p) = [p] (p), avec p un relevé de p. On suppose de plus que le
module de continuité est borné uniformément dans la fibre. Ces conditions
découlent en pratique de I’absolue continuité du feuilletage stable et instable ;
la formulation qui précéde évite d’avoir a faire des hypothéses de régularité
sur les feuilletages.

Preuve dans le cas abélien

Pour simplifier, on suppose G abélien. On cherche & montrer que le feuilletage
stable est transitif, ergodique sur X, modulo la densité du sous-groupe de
R x GG engendré par les périodes et les déplacements dans la fibre le long des
orbites périodiques. Il s’agit donc de prouver qu’on peut se déplacer dans les
fibres tout en restant sur une feuille stable.

Donnons-nous un point périodique p pour ¢;. D’aprés I’hypothése de den-
sité, il suffit de montrer que deux ensembles ouverts ou de mesure positives
qui se déduisent 1'un de I’autre par I'action de [p] ' o ¢, peuvent étre joints
par une feuille stable.

93






Comme le flot ¢, est transitif ou ergodique, on sait que la plupart des points
x € X ont une orbite sous I’action de ¢; qui passe arbitrairement proche de p.
On peut utiliser la structure de produit local en p pour obtenir une nouvelle
orbite qui fait un tour de plus autour de p. Sur cette orbite, le point sur la
feuille stable de x est noté y, il se trouve proche de ¢_;q)(z).

On peut faire le méme raisonnement sur X. Soit & € X un point dans la
fibre de X. Sa trajectoire s’approche d’une pré-image de p et le recollement
donne une nouvelle trajectoire asymptotique a celle de 2. Le point ¢ sur cette
orbite qui se trouve sur la feuille stable de Z est proche de [p]é_l(p) (). On
a donc pu relier par une feuille stable tout ensemble de mesure positive et
un petit voisinage de son image par [p] ¢_;). Ceci implique la transitivité.
Pour démontrer I'ergodicité, il faut utiliser I'hypothése sur fi, qui assure que
le recollement des orbites n’altére pas trop la mesure.

Le cas nilpotent

Lorsque le groupe n’est pas abélien, I’élément [p] n’est défini qu’a conjugaison
pres, ce qui induit des difficultés au niveau du recollement. Le déplacement
dépend maintenant de la position du point dans la fibre, ce qui ne permet pas
de se déplacer comme souhaité. Lorsque le groupe est nilpotent, il est malgré
tout possible de raisonner par récurrence sur la série centrale du groupe.
Pour remonter le long de la série, il faut disposer a chaque étape d’orbites
périodiques. Les quotients intermédiaires doivent donc étre transitifs et il
n’est pas possible de traiter par cette méthode le cas d’une succession de
quotients dissipatifs. Voici les conditions qu’on obtient dans [C03bis| : soit
{1} =Gy € G; C ... C G, = G la série centrale de G; on suppose pour
tout 7,

< {[p] | p orbite périodique de ¢, telle que [7] € G;} > = G;/G;_4

{0}xG;/Gi—1 € < A{(l(7),[r]) | T orbite périodique de ¢, telle que [7] € G;} >
< {I(7) | 7 orbite périodique de ¢;} > =R

Remarquons que si les périodes des points périodiques de ¢, forment un sous-
ensemble dense de R, les conditions précédentes se réduisent a :

< {[T] ‘ [T] GGZ} > :Gi/Gi—l
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Question
La transitivité du feuilletage stable implique-t-elle son ergodicité lorsque le
groupe est nilpotent 7 Est-il possible d’aller au dela du cas nilpotent ?
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Appendice 1

Semi-groupes de réels

On montre dans cet appendice qu'un semi-groupe de R est dense a l'infini si
le groupe qu’il engendre est dense dans R. Soit u, v deux nombres réels non
nuls; posons :

pged(u, v) = volume (R/uZ + vZ) =inf (uZ +vZ)NRY

Cette définition généralise la notion de pged de deux entiers, en affectant la
valeur 0 au pged de deux réels dont le rapport est irrationnel.

Lemme
Soit I une partie de RY, qui engendre un sous-groupe dense dans R. Pour
tout u € E et tout € > 0, on peut trouver v € E tel que :

pged(u,v) < €

Preuve

S’il existe un v tel que le rapport ¥ soit irrationnel, pged(u,v) = 0. Si tous
les rapports sont rationnels, les dénominateurs de ces rapports ne peuvent
constituer une famille bornée d’entiers, car alors le sous-groupe engendré par
E serait inclus dans %Z, avec ¢ égal au produit de tous les dénominateurs.

Lemme
Soit u, v deux réels strictement positifs. On a l’égalité :

lim d(z, uN+oN) =

T—00

pged(u, v)

N|—=
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Preuve

Considérons le cas ol u, v sont des entiers positifs premiers entre eux. Soit
n € 7, on peut trouver deux entiers a, b tels que n = au+bv. Quitte a diviser a
par v, on peut supposer 0 < a < v. Supposons n > uv. Ceci implique n > au,
b est donc positif. Ceci montre que n appartient a ulN + vN.

Si maintenant u, v sont deux entiers positifs, on peut se ramener au cas
précédent en factorisant le pged. Ceci donne :

ppem(u, v) 4+ pged(u, v) N C uN + N

L’entier ppem(u,v) n’est pas le meilleur possible. Cependant, 'expression
précédente est homogeéne en u et v. Celle-ci se généralise donc & u et v ra-
tionnels, et plus généralement lorsque le rapport w/v est rationnel.

Il reste a traiter le cas ot le rapport u/v est irrationnel. On peut supposer
u = 1. Décomposons v en fraction continue, cela va permettre d’obtenir une
vitesse de convergence explicite. Soit donc v un nombre positif irrationnel et
Dns qn Ses réduites. Le rapport p,/q, approche v au sens suivant :

1
‘v - &‘ <
qn GnQn+1
Montrons que si z est un nombre réel compris entre p, et p,.1, on peut
trouver deux entiers positifs a et b tels que :  |a 4+ bv — x| < 2/gp.

Les entiers p,, et ¢, sont premiers entre eux, ce qui implique :

1
Pt —NcC N+2&2N
dn dn
Tous les réels compris entre p,, et p,+1 sont a distance inférieure a ﬁ

rationnel de la forme pn+qﬁ, avec k entier compris entre 0 et ¢,pn11—¢nPr- Un

d’un

tel entier k étant donné, on peut trouver a, b € N tel que : pn+qﬁ =a+b 7;—”.
[’entier b peut étre majoré comme suit :
P k
b= SPn+ — < Png1
n n

Cela entraine la majoration :

b < i Pn+1 4n

k
a—i—bv—pn——‘:‘a—l—bv—a—b&‘ < <
Qn Qn qndn+1 n Pn  Q4n+1
Cette derniére quantité peut étre majorée par 3/(2¢,), en vertu de I'égalité

Prn+1n = Pngnt+1 + (—1)™. On obtient la relation attendue.
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Appendice 2

Isomorphisme et espace de Lebesgue

Définition d’un isomorphisme :

Deuzx espaces mesurés (X, 7T, ) et (Y,S,v) sont dits isomorphes si on peut
trouver deux ensembles mesurables Xo C X, Yy C Y tels que p(X§) =
0, v(Yy) = 0, ainsi qu’une application mesurable bijective f : Xy — Yy,
dont la réciproque est mesurable, et qui vérifie : fou = v.

Exemple :

Soit p une mesure de probabilité borélienne non atomique, définie sur [01].
Montrons que ([0, 1], B([0, 1], ) est isomorphe a ([0, 1], B([0, 1]), A). L’appli-
cation f est donnée par la fonction de répartition de p :

f(@) = p((0, 2[)

Comme p est sans atome, f est une application continue croissante surjective.
—Montrons que f.pu = A Soit y € [0,1] et z = min{a’ € [0,1] | f(2') = y}. On
a f(z) =y. fop([0,y]) = p(f7H([0, f(2)]) = p([0,2]) = f(x) = y = ([0, y]).

f n’est en général pas injective. Construisons un borélien Xy C [0, 1] en
restriction duquel f est injective. Pour cela, remarquons que tout ouvert de
10, 1] est union dénombrable disjointe d’intervalles ouverts. On peut donc
trouver des a;, b; €]0, 1], a; < b;, tels que

10,10\ supp p = ig\I]ai, bi

Posons Xy =0, 1[ \ (U[ai, bi]) = supp pp \ U{a;, b} U{0,1} et Yy = f(Xo) =
10, 1]\ U{f(a;)}. f est alors une bijection strictement croissante entre X et
Yy. Comme f: Xg — Yy et f71: Yy — X, sont strictement croissantes, elles
sont boréliennes; comme f,uu = A, elles sont mesurables.
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Lemme de mesurabilité

Soit X un espace topologique, 1 une mesure borélienne finie définie sur X,

intérieurement réguliere. Soit Y un espace métrique séparable, ¢ : X — Y

une application borélienne. Soit A C X un borélien satisfaisant l’égalité :
P(A) N P(A°) = ¢.

Alors ¢(A) est un ensemble mesurable relativement a la mesure ¢, fi.

En particulier, si ¢ est injective, c’est un isomorphisme mesurable :

¢+ (X,B(X), 1) = (V,B(Y), ppr)

Preuve

Pour tout € > 0, on peut trouver K C A compact tel que pu(A \ K) < e.
D’aprés le théoréme de Lusin, on peut trouver K/ C K compact tel que
p(K \ K') < € et ¢ est continue. En particulier, ¢(K) est compact donc
borélien, ¢, —mesurable.

On construit alors par récurrence des compacts K; disjoints deux a deux, en
restriction desquels ¢ est continue et dont I'union donne presque tout A : il
existe N C A, u(N) =0, tel que :

A=K N

On peut appliquer le méme raisonnement a A° et écrire : A° =[] K] II N’

Calculons la mesure de ¢(UK;), qui est borélien :

Gupt(P(UK;)) = p(¢7 (S(UK:)) = p(UKG) = p(A).

Le méme raisonnement montre que : ¢.p(Pp(UK])) > p(A);

Comme ¢(UK;) C ¢(A) et ¢(UK]) C ¢(A), ces deux ensembles sont dis-
joints.

Gupt( (UK )HP(UK])) = dpupt(d(UK;))+upi(p(UK])) > p(A)+1u(A€) = dpupu(Y')

Par conséquent, ¢(UK;) U ¢p(UK)) est de mesure totale. Son complémentaire
est négligeable, il contient I'ensemble ¢(A) \ ¢(UK;), qui est donc mesurable.
On en déduit que ¢(A) est mesurable.

Remarques :

— On a bien sir ¢(X)Ne(X€) =

¢(X) est mesurable, ¢, u(d(X)°) =
La condition ¢(A) N ¢(A°) = ¢ equlvaut a légalite ¢~ 1(¢(A)) = A, ou

encore A A= |J ¢ '({y}). Ceci revient a dire que A est union de lignes

yeP(A)
de niveau de ¢.

0. Ce('l montre que ¢ est presque surjective :
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Définition d’un espace de Lebesgue
Un espace de Lebesgue est un espace mesuré isomorphe a ([0, 1], B([0, 1]), \).

Théoréme d’isomorphisme

Soit X un sous-ensemble borélien d’un espace métrique séparable complet,
1 une mesure de probabilité borélienne non atomique définie sur X. Alors
(X, B(X),p) est un espace de Lebesgue.

Preuve

D’aprés le théoréme d’Oxtoby-Ulam, p est une mesure intérieurement régu-
liere sur X. Tout sous-ensemble d'un espace métrique séparable étant mé-
trique séparable, on peut trouver une base dénombrable d’ouverts {U; }ien
pour la topologie de X.

¢ : X — {0,1}N ¢s {0, 1IN [0,1]
r — {1y, (2)}tien a; —— g

La composée ¢, 0 ¢ est une injection borélienne qui établit un isomorphisme

entre (X, B(X), p) et ([0, 1], B((0,1]), ¢a © ¢1.(11)).

Proposition
Soit ¢ une application mesurable entre deuz espaces de Lebesque qui préserve
la mesure et A un sous-ensemble mesurable satisfaisant ¢~ 1(p(A)) = A.

Alors ¢(A) est mesurable. En particulier, si ¢ est injective, ¢ est un isomor-
phisme.

Preuve
on se raméne a ([0, 1], B([0, 1]), A) par isomorphisme et on applique le lemme.
Voici une application des résultats précédents :

Théoréme de Stone-Weierstrass mesurable |C02|
Soit (X, 7, p) un espace de Lebesque, p € [0,00], et f, : X — R une suite de
fonctions p-mesurables bornées qui sépare les points :

Ve,ye X, x4y, 3 neN tel que fu(x) # fuly).

Alors lalgébre engendrée par les fonctions f,, et les constantes, est dense dans

LP(X, T, p).

Preuve
[’hypothése de séparation montre que I’application suivante est injective :

p: X — RN
z = {fiw)}ien

101



Elle réalise donc un isomorphisme de (X, 7, ) sur (¢(X), B(RN), ¢.pu). L’en-
semble ¢(X) est un sous-ensemble du compact K = [Len|=|Ifll, [Ifill] 5 1a
mesure ¢,p est donc supportée par K. L’application ¢ induit donc une iso-
métrie inversible de LP(X, T, u) sur LP(K, B(K), ¢,u), qui fait correspondre
aux fonctions f; les projections sur les coordonnées. Ces projections sont des
fonctions continues sur K qui séparent les points de K. Par le théoréme de
Stone-Weierstrass usuel, elle est uniformément dense dans C(K), et C(K)

est dense dans LP (K, B(K), ¢.p).

Remarque

Les espaces de Lebesgue présentés ci-dessus sont des espaces probabilisés sans
atomes. On peut aussi définir des espaces de Lebesgue o-fini avec atomes :
un tel espace est isomorphe a I'union d’un intervalle de la forme [0,al,
a € [0, 400], muni de sa mesure de Lebesgue, et d’'un nombre au plus dénom-
brable de points de mesure strictement positive. Un tel espace est déterminé
a isomorphisme prés par la suite des masses des atomes et par a. Le théoréme
d’isomorphisme s’étend sans difficulté : Tout borélien d’un espace métrique
séparable complet, muni d’une mesure borélienne o-finie, est un espace de
Lebesque o-fini avec atomes.
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Appendice 3

Algébres et partitions

Partitions mesurables

Définition d’une partition mesurable

Soit (X, 7, p) un espace probabilisé. Une partition & de X est la donnée d’un
ensemble de parties de X, disjointes deuzr a deuz, recouvrant X. L’élément
de la partition qui contient le point x € X est noté &(x).

La partition est dite mesurable s’il existe une famille dénombrable d’en-
sembles mesurables { B}, chacun des B,, étant union d’éléments de la parti-
tion, et tel que : ¥V C,Cy € &, C # Cy, I n tel que :

CHCBneIfCVQCBfZ ou ClCBfLetCQCBn

On convient d’identifier deux partitions £ et 7 s’il existe un ensemble me-
surable 2 C X, de mesure pleine, tel que &(x)NQ =n(x)NQ, Vr € X.

Les éléments d’une partition mesurable sont parfois appelés les atomes de la
partition. Ce sont des ensembles mesurables. Il suffit de remarquer que les
ensembles B,, qui interviennent dans la définition de la partition déterminent
complétement cette partition : {(z) = (| B, () B:.
Bpoz B¢ >x

On dira qu’une sous o-algébre A de 7 est compléte si elle contient les en-
sembles p-mesurables négligeables relativement a la mesure p. 11 s’agit d’une
complétion relative. Toute sous c-algébre A C 7 admet une complétion
unique A : c’est la o-algébre engendrée par A et les ensembles p-négligeables.
De maniére équivalente, c’est 'ensemble des parties AeT pour lesquelles il
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existe un ensemble (2 € 7" de mesure pleine, et un ensemble A € A satisfai-
sant : ANQ =ANO.

On va maintenant associer a chaque partition une o-algébre, et récipro-
quement.

o-algébre associée a une partition

A la partition &, on associe la complétion de la o-algébre engendrée par les
ensembles mesurables saturés par & :

E={AET [A=Ucal(@)}

Remarquons qu'une fonction mesurable est é—mesurable si et seulement si
elle coincide presque partout avec une fonction constante sur les atomes de
la partition ; il suffit d’approcher la fonction par des combinaisons linéaires
d’indicatrices pour s’en convaincre.

Le lemme suivant va permettre de mettre en bijection partitions et o-
algébres.

Lemme

Soit (X, T, ) un espace de Lebesque, & une partition mesurable de X et B,
les ensembles qui interviennent dans sa définition. Alors la o-algébre é est
engendrée par les B,, et les ensembles négligeables.

Preuve

Soit ¢ : X — {0,1}N la fonction définie par ¢(z) = {1, (z)}. Remarquons
que l'image réciproque d’un borélien par ¢ est mesurable. De plus, 'image
réciproque de la o-algébre des ensembles ¢, p-mesurables est contenue dans
la o-algebre engendrée par les B,, et les ensembles négligeables. Il s’agit donc
de montrer qu’elle contient la o-algébre {A € 7 | A = U,eal(2)}.

Considérons un ensemble A € 7T ; on a l'égalité ¢ 'p(A) = Uyeal(x). Par
conséquent, si A = Uye4&(), on obtient : ¢71¢(A) = A. Le lemme de mesu-
rabilité montre que ¢(A) est ¢.pu-mesurable, ce qui termine la démonstration.

Partition associée a une o-algébre

On dira qu’une o-algébre compléte A C 7 est séparable si c¢’est la complétion
d'une o-algébre engendrée par une famille dénombrable de parties.
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Lemme
Soit (X,7,p) un espace de Lebesque. Toute o-algébre compléte A C T est
séparable.

Preuve

L’espace L'(X,T,u) est séparable. Toute partie d’'un espace métrique sé-
parable étant séparable, 'ensemble {14 | A € A} est séparable pour la
norme L'. Soit {14,} une partie dénombrable dense; montrons que les A,
engendrent A. Pour tout A € A, on peut trouver une suite n; telle que
14, converge presque partout vers 1. La différence symétrique de A et de
lim A,, est donc de mesure nulle. I'ensemble A est dans la complétion de la
o-algébre engendrée par les A,,.

Soit A une sous o-algébre compléte de 7, et {B,,} un ensemble dénombrable
de parties tels que A soit engendré par les B,, et les ensembles négligeables.
On associe a A la partition {4 dont les atomes sont donnés par la formule :

fA(x): m B, ﬂ sz

Bnox B¢ox

Cette partition est mesurable; les B,, séparent, bien les éléments de la parti-
tion.

Lemme
La définition de la partition 4 ne dépend pas du choiz des B,.

Preuve
Soit B,, un ensemble de parties et < B, > la o-algébre engendrée. On a

I’égalité :
ﬂ B, ﬂ B’rcz = ﬂ A
Bn>ox B¢ox Aef‘B; .

Pour voir cela, on remarque que < B, >,, ={A€< B, > |r€ A= yc
A} est une g-algébre qui contient les ensembles B, siz € B, <>y € B, Vn.

Soit B, et B] deux familles dénombrables dont A est la complétion. Pour
chaque n, il existe des ensembles Al A2 €< B, > tel que A}, C B], C A? et
(A2 — ALY = 0. De la méme fagon, il existe des ensembles A/!, A? €< B!, >
tel que A”Y C B, C A? et u(A? — A’Y) = 0. Les partitions associées aux B,
et aux B!, coincident sur Q = (U A2 — AL)en (U A2 — All)e.
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Facteurs et partitions

Définition d’un facteur

Soit (X, 7T, 1) un espace de Lebesgue. Un facteur de (X,7,p) est la donnée
d’un espace de Lebesgue (Y,S,v) et d’une application mesurable ¢ : X — Y
satisfaisant : Q. = v.

Le lemme de mesurabilité montre que I'application ¢ est presque surjective.
On dira que ¢ est la projection associée au facteur.

A tout facteur de (X, 7, p), on peut associer une partition de X par la
formule £ = {¢~'({y}) | v € Y}. Cette partition est mesurable; il suffit de
prendre pour ensembles B,, les images réciproques d’une famille dénombrable
de parties de Y séparant les points.

Réciproquement, a toute partition mesurable de (X, 7, 1), on peut associer
un facteur en quotientant X par la relation d’équivalence x ~ y ssi y € £(z).
L’espace quotient est noté X/¢ et la projection canonique 7w : X — X/, Cet
espace est muni de la tribu .7 = {A C X/¢ | 7'A € T} et de la mesure
Ty fd-

Lemme

Lespace (X /&, m. T, mep) est un espace de Lebesgue.

Preuve

On vérifie immédiatement que 7,7 est compléte relativement a 7, . Notons
par B, les ensembles intervenant dans la définition de la partition £. L’ap-
plication ¢ : X — {0, 1} définie par ¢(z) = {1p,(x)} passe au quotient
et donne une application mesurable injective ¢ : (X/&, 7,7, mu) — {0, 1},
Le lemme de mesurabilité montre que 'image des éléments de 7,7 sont des
ensembles ¢, p-mesurables. L’application ¢ est donc un isomorphisme :

¢ (X/€mT mp) = ({0, 1}%, B{0, 1}N), ¢.p).

On dira que deux facteurs sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
entre les facteurs qui commute aux deux projections.

Considérons un facteur ¢ : (X,7,u) — (Y,S,v) et notons £ la partition
associée. Remarquons que 'application ¢ passe au quotient pour donner une
injection mesurable de (X/&, m, 7, mu) dans (Y, S,v). Comme ces deux es-
paces sont des espaces de Lebesgue, cette injection est un isomorphisme.

On en déduit qu’il y a une bijection entre les facteurs et les partitions mesu-
rables.
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o-algébres et algébres de fonctions

Soit (X,7,u) un espace probabilisé; on note L°(X,7,u) I'algébre des
fonctions mesurables a valeurs réelles. La convergence en probabilité fait de
cet espace un espace métrique complet.

Il existe une bijection entre sous o-algébres complétes de 7 et sous-algébres
fermées de L°(X, 7, 1) Cette bijection est donnée par :

A — LO(XuAuﬂ)
{AeT |1, A%} — A°

Légalite : A={A €T |14€ L°X, A, )} sedémontre en approchant les
fonctions A-mesurables par des combinaisons linéaires de fonctions indica-
trices d’éléments de A.

Légalite : A = LY(X,{A| 14 € A}, i) revient & montrer que si f € A°,
alors 14-1(y) € A° pour tout intervalle ouvert I C R. Ceci provient du fait
suivant, laissé en exercice : on peut trouver une suite de polynémes P, définis
sur R qui converge simplement vers 1;.

Correspondance de Rokhlin

On déduit des lemmes précédents :

Théoréme

Soit (X, T, ) un espace de Lebesgue. Il existe une bijection entre :
les partitions mesurables de X ;

— les sous o-algeébres complétes de T ;

~ les sous-algebres fermées de LO(X, T, i) ;

— les facteurs de (X, T, p), a isomorphisme pres.
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