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IntrodutionMes travaux se situent à l'interfae de la théorie des systèmes dynamiqueshyperboliques et de la théorie ergodique en mesure in�nie. Les méthodesque j'ai employées ont été tour à tour de nature probabiliste, dynamique,géométrique ou bien issues de la théorie des groupes.La théorie des systèmes uniformément hyperboliques est onsidérée ommebien omprise aujourd'hui, même si ertaines des questions les plus élémen-taires (réurrene des di�éomorphismes Anosov, ou mélange topologique enourbure négative par exemple) sont toujours ouvertes à l'heure atuelle.On herhe aujourd'hui à généraliser les résultats de ette théorie dans deuxdiretions di�érentes.La première onsiste à relaxer les hypothèses d'uniformité. Celles-i sontrarement satisfaites en pratique, dès l'instant où l'on s'intéresse à des sys-tèmes issus des sienes expérimentales. Après la mise en plae d'un adregénéral dans les années soixante-dix et quatre-vingts, l'attention s'est por-tée sur un petit nombre d'exemples qui onentrent les di�ultés essentiellesprovenant de la perte d'uniformité, mais pour lesquels on espère malgré toutréupérer les résultats bien onnus de la théorie des systèmes uniformémenthyperboliques. Parmi es systèmes, les �ots géodésiques en ourbure néga-tive ou nulle, ou enore les systèmes partiellement hyperboliques, sont desexemples sur lesquels des progrès notables ont étés obtenus es dernièresannées, mais qui sont enore loin d'être ompris.La seonde herhe à relaxer les hypothèses de ompaité sur l'espae desphases ou les onditions de �nitude sur les mesures étudiées. En l'absenede es hypothèses, on n'est plus garanti d'obtenir de la réurrene et lespropriétés du système peuvent être assez éloignées de e qui est observé enmesure �nie. L'exemple du �ot géodésique sur les variétés à ourbure négativede volume in�ni est sans doute un des premiers exemples à avoir été étudié5



en détail.Aujourd'hui, l'étude des systèmes non-uniformément hyperboliques a prisun tour résolument tehnique, reposant sur des méthodes d'analyse fontion-nelle ouplées à des modèles symboliques sophistiqués. La théorie ergodiqueen mesure in�nie se onentre, pour sa part, sur des systèmes de natureabstraite, aussi prohes que possible du adre probabiliste.J'ai herhé ii à mettre en valeur les méthodes de nature géométrique,lorsqu'elles survivent à une perte de ompaité ou d'uniformité. Ces méthodespermettent de généraliser plusieurs aspets qualitatifs de la théorie.Quelques propriétés générales du mouvementIl est d'usage de faire remonter les débuts de la théorie ergodique au théo-rème de réurrene de Poinaré (1899). Ce résultat à la fois élégant et utile est�une des rares onlusions générales que l'on puisse faire sur le aratère dumouvement� [Ar76℄. Il existe une autre onlusion valide pour un mouvementgénéral : E. Hopf démontre en 1936 dans le adre de la ourbure négative,qu'une fontion invariante par le �ot géodésique est en fait onstante le longdes feuilles stables et instables du �ot. Ce résultat a onnu de nombreuses gé-néralisations : systèmes hyperboliques [AnSi67℄, partiellement hyperboliques[HPS77℄, non-uniformément hyperboliques, billards, et. On sait à présentqu'il est en fait valide pour tous les systèmes, dès l'instant où ils satisfont lesonlusions du théorème de réurrene de Poinaré [C07bis℄.Feuilletages stablesDans une autre diretion, on a herhé s'il n'y aurait pas d'autres quantitésassoiées au système, non néessairement invariantes, qui seraient onstantesle long des feuilles stables et instables. En onnexion ave la propriété demélange, je me suis intéressé aux valeurs d'adhérene faibles de suites de laforme f ◦ T n. J'ai pu montrer qu'elles étaient invariantes par les feuilletages,sans hypothèse sur le système autre que la �nitude de la mesure [C07℄. Cerésultat était auparavant onnu pour les systèmes non-uniformément hyper-boliques [LY85℄.Reollement d'orbitesIl existe diverses façons de aratériser l'hyperboliité d'un système régulierdé�ni sur un espae ompat. Parmi es aratérisations, quelles sont elles6



suseptibles de former la base d'une théorie en mesure in�nie ? La notion destruture de produit loal est ertainement un bon andidat. Introduite parS. Smale dans son artile fondateur [Sm67℄, ette notion permet de reollerdeux trajetoires su�samment prohes. Elle ne néessite ni uniformité niompaité ; elle s'obtient aisément par des onsidérations géométriques pourun �ot géodésique en ourbure négative, passe sans di�ulté aux revêtements,et intervient en plusieurs points lefs de la théorie.Il faut dans un premier temps déterminer quelles sont les propriétés topo-logiques des systèmes hyperboliques qui déoulent de e produit loal. J'aiétudié la question de la transitivité du �ot et de la densité du feuilletagestable assoié [C04℄ [C05℄. Les résultats que j'ai obtenus généralisent la mini-malité de e feuilletage pour un �ot d'Anosov topologiquement mélangeant,ou enore la densité des feuilles assoiées aux points horosphériques, bienonnue en ourbure négative [Hed36℄ [Da00℄.Pour aller plus loin, il faut introduire une autre propriété : J. Hadamarddémontre un lemme de fermeture des trajetoires dans un des tout premiersartiles onsarés aux propriétés dynamiques du �ot géodésique en ourburenégative [Had98℄. Ce résultat est à l'origine des tehniques de odage utiliséesen théorie des systèmes hyperboliques. Il est maintenant onnu sous le nomde �losing lemma� d'Anosov, suite à l'utilisation qui en a été faite par undes fondateurs de la théorie. Dans un travail en ollaboration ave B. Sha-pira, je démontre, à partir de e lemme, qu'il existe toujours des mesures deprobabilité ergodiques de support total, invariantes par le �ot, sans auunehypothèse de ompaité sur l'espae ambiant [CS08bis℄. Ce résultat est éton-nant ; même l'existene d'une mesure loalement �nie ergodique de supporttotal a paru, à une époque, peu laire. La preuve repose sur des résultatsde génériité, et généralise un théorème de K. Sigmund [Si72℄ pour les �otsd'Anosov.ExemplesCette setion est onsarée à l'étude de plusieurs exemples pour lesquels lesdeux �axiomes� de la partie préédente, produit loal et lemme de fermeture,peuvent être véri�és. Le premier est le �ot géodésique en ourbure négativeou nulle. Il existe peu d'études sur e système en dehors du as des variétésompates. Nous démontrons dans [CS08bis℄ qu'il existe un sous-ensemble del'ensemble non-errant, ontenant les géodésiques périodiques hyperboliques,sur lequel nos deux axiomes sont satisfaits.7



Le deuxième exemple s'obtient en relevant des �ots hyperboliques à des re-vêtements. La question de la transitivité sur les revêtements était jusqu'iimal omprise. Elle apparaît de manière déguisée dans une série de travauxherhant à ompter les orbites périodiques qui existent sur le revêtement[AS87℄ [BL98℄ [PS00℄. Quant à la question de la densité du feuilletage stable,il n'existait auun résultat, hors du adre de la ourbure négative.En�n, une troisième série d'exemples est donnée par les produits gauhes au-dessus des haînes de Markov. Les résultats sur le plan mesurable pouvaientlaisser penser que la réurrene ou la transitivité avaient un aratère exep-tionnel. Y. Guivarh montre que l'ergodiité n'est possible que si le groupeest virtuellement Z ou Z2 [Gu89℄. J'ai pu onstruire des extensions transitivespour tous les groupes abéliens [C04℄. La situation est don très di�érente surle plan topologique, omparé au omportement du point de vue mesurable.Ergodiité dans le adre non ompatLa dernière partie est onsarée aux propriétés ergodiques des systèmes pré-édents. On a vu que le �ot géodésique en ourbure négative admettait tou-jours des mesures de probabilité ergodiques de support total dans l'ensemblenon-errant. Peut-on onstruire des mesures mélangeantes ? Les tehniquesgénériques ne sont ii d'auune aide. J'ai généralisé le onept de mesure deGibbs bien onnu des probabilistes, au as des variétés non ompates à our-bure négative, en employant des méthodes issues de la théorie des groupes,méthodes initiées par S. J. Patterson [Pa76℄. Pour les variétés géométrique-ment �nies, M. Peigné, F. Dal'bo et J. P. Otal ont donné des ritères de�nitude onernant la mesure induite sur le �bré unitaire par la mesure dePatterson-Sullivan [DOP00℄. Ces ritères s'adaptent au as des mesures deGibbs et permettent de montrer qu'il y a toujours une mesure de probabilitémélangeante invariante par le �ot géodésique, si la variété est géométrique-ment �nie [C03℄.Pour e qui est du feuilletage stable, il est uniquement ergodique lorsquel'espae est ompat. Ce résultat est dû à H. Furstenberg [F73℄ pour un �otgéodésique en ourbure négative onstante, et a été ensuite étendu aux �otsd'Anosov par B. Marus et R. Bowen [M75℄ [BM77℄. Il existe également desextensions dans le adre algébrique par G. Dani [D78℄, Veeh [Ve77℄, Ratner[R91℄, qui ne néessitent pas d'hypothèses de ompaité. J'ai pu sortir duadre algébrique et donner un équivalent purement dynamique de l'uniqueergodiité des ations horosphériques, dès l'instant où subsiste su�samment8



de réurrene dans le système.Mais la vraie surprise, dans le as non ompat, est l'existene de �ots to-talement dissipatifs pour lesquels le feuilletage stable possède des propriétésergodiques non triviales. Les exemples les plus simples s'obtiennent en re-levant une suspension de di�éomorphisme Anosov à un Z-revêtement bienhoisi. Il est possible d'étudier en détail l'ergodiité du feuilletage stable dessystème obtenus par relèvement d'un �ot hyperbolique à un revêtement abé-lien. Suite aux travaux de M. Babillot, F. Ledrappier [BL98℄ et M. Polliott[Po98℄, j'ai pu donner des onditions néessaires et su�santes pour ette ergo-diité, relativement aux relevés des mesures de Gibbs [C01℄. J'ai égalementobtenu ertains résultats dans le as nilpotent [C03bis℄. Ces résultats ontmontré qu'il n'était pas du tout néessaire qu'il y ait des orbites périodiquespour que le feuilletage ait un omportement non trivial à long terme.Ce texte apporte quelques améliorations à ertains résultats que j'ai pu-bliés, parmi lesquels :� la preuve de l'impliation point horosphérique ⇒ feuille dense en III.1.2met mieux en valeur la onnexion ave le mélange topologique ; elle ne reposeque sur la struture de produit loal. La preuve originale [C05℄ néessitaitune hypothèse de régularité sur le feuilletage, qui devait dé�nir une relationouverte ;� la preuve du aratère su�sant de la ondition sur les orbites périodiquesen III.2.1, à base de lemme de fermeture, ne passe pas par le mélange faibleet évite ainsi ertaines hypothèses de régularité sur l'espae ambiant (polo-nais...) faites dans [C04℄ ;� la onstrution de l'exemple dissipatif en V.3.1, qui vient de [C03bis℄, metmieux en valeur le lien ave les produits semi-direts au dessus des trans-lations du tore ; on donne une expression expliite pour le paramétrage dufeuilletage stable ;� pour e qui est de l'unique ergodiité en V.2, le as d'un feuilletage stablemultidimensionnel est détaillé. La publiation [C08℄ se restreignait au asunidimensionnel ;� le théorème de Stone-Weierstrass mesurable (appendie 2) est replaé dansle ontexte des espaes de Lebesgue, e qui permet d'en donner une preuveplus ourte que elle publiée dans [C02℄ ;9



� les onsidérations sur la déomposition en omposantes ergodiques en II.1.2n'ont pas fait l'objet d'une publiation spéi�que. La présentation du lienentre partitions mesurables et σ-algèbres à l'appendie 3 est plus détailléequ'en [C02℄.
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Chapitre IQuelques propriétés générales dumouvement
1. Conservativité1.1 Le théorème de réurrene de PoinaréL'usage est de faire remonter les débuts de la théorie ergodique, du point devue mathématique, à un théorème de Henri Poinaré onernant la réurrenedes trajetoires observées dans ertains problèmes de méanique éleste. Voiiomment Henri Poinaré énone e théorème dans le mémoire : �Sur leproblème des trois orps et les équations de la dynamique�.Supposons que le point P reste à distane �nie, et que le volume

∫

dx1 dx2 dx3 soit un invariant intégral ; si l'on onsidère une région
r0 quelonque, quelque petite que soit ette région, il y aura des tra-jetoires qui la traverseront une in�nité de fois.Il donne ensuite un énoné plus préis.Il résulte de e qui préède qu'il existe une in�nité de trajetoires quitraversent une in�nité de fois la région r0 ; mais il peut en existerd'autres qui ne traversent ette région qu'un nombre �ni de fois. Jeme propose maintenant d'expliquer pourquoi es dernières trajetoirespeuvent être regardées omme exeptionnelles.Les outils modernes de l'intégration ne sont pas enore disponibles. Il fautdon préiser e qu'on entend par �trajetoires exeptionnelles�. H. Poinaré11



montre que les trajetoires qui traversent la région r0 au plus k fois sontontenues dans un ouvert de volume arbitrairement prohe de zéro, ei pourtout entier k positif. Cei orrespond bien à la notion usuelle d'ensemblenégligeable au sens de la mesure de Lebesgue. Un peu plus loin, H. Poinaréfait la remarque suivante :Mais il y a plus. Supposons que x1, x2, ..., xn ne soient plus assujettiesà rester �nies, mais que l'invariant intégral positif ∫

M dx1 dx2 ...dxnétendu à l'espae à n dimensions tout entier ait une valeur �nie. Lethéorème sera enore vrai.On donne aujourd'hui le nom de théorème de réurrene de Poinaré à unénoné purement mesurable :Théorème de réurrene de PoinaréSoit (X, T , µ) un espae mesuré, T : X → X une appliation mesurable quipréserve la mesure µ. Supposons que µ(X) est �ni. Alors, pour tout ensemblemesurable B ⊂ X, presque tout point x ∈ B a une trajetoire qui repasse unein�nité de fois dans B.1.2 Deux exemples en mesure in�nieIl est bien sûr possible que les onlusions du théorème de Poinaré soientsatisfaites sans que la mesure soit �nie.Un premier exemple est donné par une rotation du plan, qui préserve lamesure de Lebesgue. Dans e as partiulier, les omposantes ergodiques dela mesure sont �nies, si bien que la réurrene se déduit du théorème dePoinaré.Un seond exemple est donné par un produit semi-diret au-dessus d'unerotation :
T : S1 ×R → S1 ×R

(x, t) 7→ (x + θ, t + f(x))ave θ nombre réel irrationnel et f : S1 → R une fontion ontinue. Latransformation T préserve la mesure de Lebesgue, qui est de masse totalein�nie. Les onlusions du théorème de réurrene de Poinaré sont satisfaitesdès que ∫

fdx = 0. Pour un hoix judiieux d'angle θ et de fontion f ,il n'existe auun ensemble mesurable invariant par T dont la mesure estomprise stritement entre 0 et +∞.12



Dé�nitionUne transformation qui satisfait les onlusions du théorème de réurrene :Pour tout ensemble mesurable B ⊂ X, presque tout point x ∈ B aune trajetoire qui repasse une in�nité de fois dans B.est dite réurrente, ou enore onservative relativement à la mesure µ.1.3 Ensembles invariants σ-�nisLa proposition suivante montre que les deux exemples donnés plus haut ap-partiennent à des lasses bien distintes de systèmes préservant une mesurein�nie.PropositionSoit (X, T , µ) un espae mesuré σ-�ni, T : X → X une appliation mesurablepréservant la mesure µ. Alors on peut trouver deux ensembles mesurables dis-joints X0, X1 invariants par T , tels que :� X = X0 ∪X1,� X0 est union dénombrable d'ensembles invariants de mesure �nie,� X1 ne ontient auun sous-ensemble mesurable invariant de mesure stri-tement omprise entre 0 et +∞.La restrition de T à X0 est bien sûr onservative. Pour une rotation de R2,l'ensemble X1 est vide. A l'opposé, dans le as du produit semi-diret déritplus haut, 'est X0 qui est trivial. Plus généralement, pour une transformationergodique relativement à une mesure in�nie, on est toujours dans le as X0vide.Les ensembles X0 et X1 peuvent s'interpréter à l'aide du théorème ergo-dique ; soit P le projeteur L2 sur l'espae des fontions L2 invariantes. Enrestrition à X0, la projetion sur les fontions L2 invariantes n'oasionneauune déperdition de masse :
∀f ∈ L2(X0, µ),

∫

Pf dµ =
∫

f dµ.Par ontre, le projeteur P est nul en restrition à X1 :
∀f ∈ L2(X1, µ), P f = 0.13



Les moyennes ergodiques onvergent don vers zéro sur et ensemble. L'en-semble X0 peut aussi s'interpréter omme l'union de toutes les omposantesergodiques assoiées à des onditionnelles �nies.Preuve de la propositionSoit ν une mesure �nie équivalente à µ. On note I la tribu des ensemblesmesurables invariants par T et on travaille ave l'ensemble mesuré (X, I, ν).Posons :
H = {A ∈ I | µ(A) <∞}Cette famille est héréditaire : si A appartient à H, tous les sous-ensemblesmesurables de A appartiennent également à H. On peut don assoier à Hune union mesurable X0, 'est-à-dire un ensemble mesurable X0 tel que :� pour tout A ∈ H, µ(X0\A) = 0,� il existe une suite Ai ∈ H, i ∈ N, telle que X0 = ∪Ai mod 0.Il existe un unique ensemble mesurable X0 satisfaisant es deux propriétés,modulo 0 ; f par exemple [Aa96℄ th. 1.0.7 . Il su�t maintenant de poser

X1 = Xc
0.L'étude du système en restrition à X0 proède omme dans le as de lamesure �nie et les outils disponibles dans e adre s'emploient sans di�ulté.Sur X1, la situation est plus omplexe et le omportement de la transfor-mation est en général très di�érent de e qui peut être observé en mesure�nie :� les moyennes de Birkho� tendent vers zéro, et il n'existe pas de normali-sation pour les sommes Σ f ◦ T n, qui permette d'obtenir de la onvergenepresque partout [Aa96℄ ;� le mélange, au sens de la onvergene des suites ∫

f ◦T ng, f intégrable et gborné, n'a jamais lieu si la transformation est ergodique inversible [KrSu69℄.On est don amené à adopter un nouveau point de vue.2. L'argument de E. Hopf2.1 Retour sur l'énoné du théorème de PoinaréOn peut donner des versions du théorème de Poinaré de nature plus topo-logique. Soit X un espae métrique, T : X → X une appliation borélienne.14



Un point x ∈ X est dit réurrent relativement à la transformation T si onpeut trouver une suite d'entiers ni tendant vers +∞ pour laquelle la suite
T ni(x) onverge vers x.ThéorèmeSoit X un espae métrique, µ une mesure borélienne �nie et T : X → X uneappliation borélienne qui préserve µ. Alors presque tout point du support de
µ est réurrent.Le résultat de H. Poinaré est �une des rares onlusions générales que l'onpuisse faire sur le aratère du mouvement� (Arnol'd [Ar76℄).2.2 Feuilletage stable d'une transformationIl existe ependant un autre résultat, qui, tout omme le théorème de ré-urrene de Poinaré, s'applique à un mouvement général. Démontré par E.Hopf en 1936 [Ho36℄, il est d'abord énoné dans un adre géométrique, pourdes �ots géodésiques dé�nis sur des espaes à ourbure négative.Dé�nitionSoit X un espae métrique, T : X → X une appliation, et x un point de X.La feuille stable du point x est dé�nie par :

W ss(x) = {y ∈ X | d(T nx, T ny)→ 0 quand n→ +∞}Une fontion mesurable g : X → R est dite W ss-invariante si il existe unensemble Ω ⊂ X de omplémentaire négligeable, tel que pour tout x, y ∈ Ω,
y ∈W ss(x) implique g(y) = g(x).Dire qu'une fontion g est W ss-invariante revient à dire qu'elle oïnidepresque partout ave une fontion qui est onstante sur les ensembles de laforme W ss(x), pour tout x ∈ X. De fait, si g est W ss-invariante, on obtientune fontion onstante sur toutes les feuilles stables en posant :� g̃(x) = g(y) s'il existe y ∈ W ss(x) ∩ Ω,� g̃(x) = 0 sinon.La fontion g̃ oïnide ave g sur Ω.La partition de X par les ensembles W ss(x) est appelée distribution stablede T , ou par abus de langage, et pour des raisons historiques, feuilletage15



stable de la transformation T . Lorsque l'appliation T est inversible, on peutégalement dé�nir un feuilletage instable. La feuille instable W su(x) est lafeuille stable de x relativement à la transformation T−1.On peut maintenant donner une version générale de l'argument de E. Hopf :Théorème [C07℄Soit X un espae métrique, µ une mesure borélienne �nie, T : X → Xune appliation mesurable qui préserve µ. Alors toute fontion f ∈ L2(X)invariante par T est W ss-invariante. Si de plus T est inversible, f est aussi
W su-invariante.En termes ensemblistes, ela revient à dire que tout ensemble mesurableinvariant par T oïnide, à un ensemble négligeable près, ave une union defeuilles stables.2.3 Preuve de l'argument de HopfPremière preuveSoit I la tribu des ensembles mesurables invariants par T . Appliquons lethéorème ergodique L2 : pour toute fontion f : X → R Lipshitziennebornée, de onstante de Lipshitz C, on peut trouver un ensemble Ωf demesure totale, et une suite ni →∞ tels que :

∀x ∈ Ωf ,
1

ni

ni
∑

k=1

f(T k(x)) −−−−→
i→∞

E(f | I)(x)Soit y ∈ Ωf ∩ W ss(x). Nous avons :
∣

∣

∣

1

n

n
∑

k=1

f(T k(x))−
1

n

n
∑

k=1

f(T k(y))
∣

∣

∣ ≤
C

n

n
∑

k=1

d(T kx, T ky) −−−−−→n→+∞ 0Cei implique : E(f | I)(x) = E(f | I)(y).Soit maintenant f un fontion L2 invariante. On peut trouver une suite defontions Lipshitziennes bornées fn qui onvergent en norme L2 vers f . Il enva alors de même pour les onditionnelles E(fn| I). Quitte à onsidérer unesous-suite nℓ, on peut supposer qu'on a onvergene pour tout x appartenant16



à un ensemble Ω0 de mesure totale. Pour tout point x ∈ Ω0 ∩ Ωfn et tout
y ∈W ss(x),

f(x) = lim E(fnℓ
| I)(x) = lim E(fnℓ

| I)(y) = f(y).D'où le résultat.Deuxième preuveÉtant donné un ensemble mesurable A ⊂ X, on note τA(x) le temps moyenpassé par x dans A, ou enore la fréquene de passage de x dans A. Cettequantité satisfait : ‖τA − τB‖L2 ≤ µ(A∆B).
τA(x) = lim

k→∞

1

k
Card {i ≤ k | T ix ∈ A} = E(1A| I)(x)Soit C un sous-ensemble fermé de X , x, y ∈ X, y ∈ W ss(x). Montronsl'égalité τC(x) = τC(y) dès l'instant où es deux quantités sont bien dé�nies.Pour ela, posons V1/k(C) = {x′ | d(x′, C) < 1/k}, pour k ∈ N. Alors lafréquene de passage de y dans V1/k(C) est supérieure à la fréquene depassage de x dans C : τV1/k(C)(y) ≥ τC(x). En e�et, à partir d'un ertainrang, d(T nx, T ny) < 1/k ; par onséquent, T ny appartient à V1/k(C) dès que

T nx appartient à C. Comme C =
⋂

V1/k(C), on obtient τC(y) ≥ τC(x), d'où
τC(x) = τC(y) en permutant x et y.Soit I un ensemble mesurable T -invariant, et Fn une suite roissante defermés inlus dans I, tels que µ(I\Fn) −→ 0. Cei implique : τFn(x)→ τI(x).Par onséquent, si y ∈W ss(x), alors τI(y) = τI(x).Soit x un élément de I et y ∈ W ss(x) ; tous les itérés de x sont dans I et
τI(x) = 1. Si y n'est pas dans I, auun de ses itérés n'est dans I et τI(y) = 0.Cei montre l'inlusion W ss(x) ∩ Ω ⊂ I, ave :

Ω = {x | ∀ n, τFn(x) v vers τI(x) ; ∀ n, k, τV1/kFn(x) v vers τFn(x)}Par onséquent, l'ensemble invariant I oïnide, à un ensemble négligeableprès, ave une union de feuilles stables.Remarques :� Tout omme dans le théorème de réurrene de Poinaré, auune hypothèsede ontinuité sur T ou de séparabilité sur X n'est néessaire.� Ce résultat est enore vrai pour un �ot, il su�t de l'appliquer au temps 1du �ot. 17



3. Le as de la mesure in�nieL'argument de Hopf est-il enore vrai en mesure in�nie ? Peut-on a�rmerqu'une fontion mesurable bornée invariante par une transformation onser-vative, qui préserve une mesure in�nie, est enore invariante par le feuilletagestable de la transformation ?3.1 Le théorème ratio de HopfCette question onduit E. Hopf à herher un analogue du théorème er-godique lorsque la mesure n'est pas �nie. Il y parviendra dans le as où latransformation est inversible et onservative. Son résultat sera ensuite géné-ralisé dans plusieurs diretions. La version due à R. Chaon et D. Ornsteinest sans doute la plus onnue. Le livre de U. Krengel [Kr95℄ ontient une dis-ussion détaillée de es généralisations. Voii un énoné prohe du théorèmeinitial de E. Hopf :Théorème ratio de HopfSoit (X, T , µ) un espae mesuré σ-�ni, T : X → X une appliation mesurablequi préserve la mesure µ et qui est onservative. On onsidère deux fontionsintégrables f, p : X → R, ave p > 0. Alors les quotients de Hopf :
∑n

k=1 f ◦ T k

∑n
k=1 p ◦ T konvergent pour presque tout x ∈ X vers une limite T -invariante, qui peuts'exprimer en terme d'espéranes onditionnelles.A l'aide de e théorème, E. Hopf démontre l'ergodiité du �ot géodésique surles surfaes à ourbure −1, relativement au volume anonique dé�ni sur le�bré unitaire tangent, dès l'instant où le �ot est onservatif.Il existe plusieurs démonstrations du théorème quotient de Hopf. Il peutpar exemple se déduire du théorème ergodique de Birkho� par des tehniquesd'indution [Z04℄.3.2 Le dénominateur dans le théorème quotientLe théorème quotient de Hopf n'est pas le seul ingrédient dans la preuvede l'ergodiité du �ot géodésique en ourbure négative. Il faut également18



onstruire un bon dénominateur p, qui permette de ontr�ler les onstantesde Lipshitz intervenant dans la preuve. Par un raisonnement de naturegéométrique, E. Hopf montre l'existene d'une ertaine fontion intégrable
p : X → R qui satisfait la propriété suivante :

∣

∣

∣

∣

∣

p(x)− p(y)

p(y)

∣

∣

∣

∣

∣

−−−−−−→
d(x,y)→0

0A l'aide de ette estimée, il est possible de répéter le raisonnement qui fon-tionnait en mesure �nie, et d'obtenir le résultat reherhé.Il paraît peu probable qu'un tel dénominateur puisse exister en dehors duadre de la géométrie hyperbolique, si bien que peu de généralisations ontété proposées jusqu'à présent.3.3 La version générale de l'argument de HopfMalgré tout, l'argument de Hopf est vrai en toute généralité :Théorème [C07bis℄Soit X un espae métrique, µ une mesure borélienne sur X et T : X → Xune appliation mesurable qui préserve µ et qui est onservative. Supposonsqu'il existe une famille dénombrable d'ouverts, haun de mesure �nie, dontl'union reouvre presque tout X. Alors toute fontion mesurable bornée T -invariante est W ss-invariante.De manière remarquable, il n'est pas néessaire de faire appel au théorèmequotient de Hopf pour démontrer e résultat. On peut se ontenter d'interpré-ter loalement les quotients de Hopf omme des moyennes de Birkho� d'uneertaine appliation induite, et d'appliquer le théorème ergodique presquesûr à ette appliation. Il ne semble par ontre pas possible de se baser surle théorème ergodique L2 pour mener à bien la preuve.PreuveIl n'est pas di�ile de voir que X peut (presque) s'érire omme une uniondénombrable roissante de fermés Fi, haun de bord négligeable, et haunadmettant un voisinage Uδi
= {y | d(y, Fi) < δi} de mesure �nie. On travailleen restrition à haun des Fi.Pour alléger les notations, oublions pour l'instant l'indie i. Soit f : X →

R+ une fontion Lipshitzienne positive bornée qui est nulle sur F c, et soit
U un voisinage de F omme onsidéré au-dessus.19



IndutionConsidérons la transformation TF induite par T sur F .
TF (x) = T nF (x)(x), en posant nF (x) = min{n ∈ N− {0} | T n(x) ∈ F}Appliquons le théorème ergodique de Birkho� à la transformation TF :

1

k

k
∑

i=1

f(T i
F (x)) −→ Eµ|F

(f | I ∩ F )(x)Voyons quel est le rapport entre es moyennes et les quotients de Hopf. Posonspour k ∈ N :
nk

F (x) =
k−1
∑

i=0

nF (T i
F (x))Si bien que pour tout N ∈ N tel que nk(x) ≤ N < nk+1(x), on a :

T k
F (x) = T nk

F (x)(x) et N
∑

j=1

1F (T j(x)) = k.Si T j(x) n'est pas dans F , f(T j(x)) est nul ar la fontion f est nulle sur F c.On a don :
1

k

k
∑

i=1

f(T i
F (x)) =

∑N
j=1 f(T j(x))

∑N
j=1 1F (T j(x))Cette relation va nous permettre de montrer que si y appartient à W ss(x),

Eµ|F
(f | I ∩ F )(x) ≥ Eµ|U

(f | I ∩ U)(y)MonotonieSoit x ∈ F et y ∈ W ss(x). On peut trouver N0 tel que pour tout N ≥ N0,
TN(y) est dans U dès que TN(x) est dans F . Cei montre l'inégalité :

N
∑

j=N0

1F (T j(x)) ≤
N

∑

j=N0

1U(T j(y))Si T j(x) et T j(y) ne sont pas dans F , f(T j(x)) = f(T j(y)) = 0. Soit Cla onstante de Lipshitz de f et ε > 0. Si N0 est assez grand, on a lamajoration : supj≥N0
d(T j(x), T j(y)) ≤ ε

C
. Cei implique :

N
∑

j=N0

| f(T j(x))− f(T j(y)) | ≤ 2 ε
N

∑

j=N0

1U(T j(y))20



Considérons l'égalité :
N

∑

j=N0

f(T j(x))

N
∑

j=N0

1F (T j(x))

=

N
∑

j=N0

1U(T j(y))

N
∑

j=N0

1F (T j(x))

















N
∑

j=N0

f(T j(y))

N
∑

j=N0

1U(T j(y))

+

N
∑

j=N0

f(T j(x))− f(T j(y))

N
∑

j=N0

1U(T j(y))















Le premier terme onverge vers Eµ|F
(f | I ∩ F )(x). Le terme en fateur estplus grand que 1 tandis qu'on voit apparaître la limite Eµ|U

(f | I ∩ U)(y)dans le seond terme. On obtient en passant à la limite :
Eµ|F

(f | I ∩ F )(x) ≥ Eµ|U
(f | I ∩ U)(y)− 2εCei est vrai pour tout ε > 0. On a don l'inégalité reherhée.

W ss-invariane en restrition à FConsidérons à présent des voisinages Uδ de F de plus en plus petit. Fixonsun δ0 tel que µ(Uδ0) soit �ni. D'après le théorème de onvergene roissantepour les martingales,
Eµ|Uδ

(f | I ∩ Uδ) −→ Eµ|F
(f | I ∩ F ) dans L2(F )Quitte à passer à des sous-suites, on obtient �nalement :

Eµ|F
(f | I ∩ F )(x) ≥ Eµ|F

(f | I ∩ F )(y)Il su�t d'inverser le r�le de x et y pour obtenir une égalité dans l'expres-sion préédente. En�n, omme le bord de F est négligeable, il est possibled'approher toute fontion f dans L2(F, µ) par des fontions Lipshitziennessur X nulles hors de F . Si f est la restrition d'une fontion mesurable bor-née T -invariante, on obtient l'égalité f(x) = f(y) pour x, y appartenant àun sous-ensemble de mesure pleine de F , sous la ondition y ∈ W ss(x). Lethéorème s'en déduit.RemarqueUn raisonnement similaire s'applique aux fontions propres du système [C07bis℄.
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Chapitre IIFeuilletages stablesDans e hapitre, on s'intéresse au as d'une transformation dé�nie sur unespae métrique, et préservant une mesure �nie. On a vu dans le hapitrepréédent qu'il existe un rapport entre fontions invariantes par une trans-formation et fontions onstantes le long du feuilletage stable. L'étude desfeuilles stables et instables onstitue une première étape dans la détermina-tion des propriétés ergodiques de la transformation.Le feuilletage stable est dit ergodique si les seules fontions W ss-invariantessont onstantes presque partout. D'après e qui préède, ei implique l'er-godiité de notre appliation. On peut don herher à relier les propriétésdu feuilletage et elles de la transformation.De manière générale, on peut herher à a�aiblir ou renforer les exigenesdans la dé�nition du feuilletage stable, dans le but d'atteindre ertaines pro-priétés de la transformation. Voii plusieurs alternatives au feuilletage onsi-déré au hapitre préédent :Feuilletage moyen dual :
W̄ ss

dual(x) =

{

y ∈ X | ∀ f ∈ Cb(X),
1

n

n
∑

k=1

f(T kx)− f(T ky) −−−−→
n→∞ 0

}Feuilletage moyen dual absolu :
W̄ ss(x) =

{

y ∈ X
∣

∣

∣ ∀ f ∈ Cb(X),
1

n

n
∑

k=1

∣

∣

∣f(T kx)− f(T ky)
∣

∣

∣ −−−−→
n→∞ 0

}
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Feuilletage moyen :
W ss

moy(x) =

{

y ∈ X
∣

∣

∣

1

n

n
∑

k=1

d(T kx, T ky) −−−−→
n→∞ 0

}Feuilletage standard :
W ss(x) =

{

y ∈ X
∣

∣

∣ d(T kx, T ky)−−−−→
k→∞

0
}Feuilletage exponentiel :

W ss
exp(x) =

{

y ∈ X
∣

∣

∣ lim
1

k
ln d(T kx, T ky) < 0

}Feuilletage uniforme (λ < 0) :
W ss

λ (x) =
{

y ∈ X
∣

∣

∣ lim
1

k
ln d(T kx, T ky) < λ

}1. Déomposition ergodique et feuilletage dualOn peut se demander s'il existe une propriété du feuilletage qui soit équiva-lente à l'ergodiité de la transformation. Pour ela, nous allons a�aiblir lanotion de feuilletage stable, e qui va permettre de donner une réalisationgéométrique des omposantes ergodiques de la transformation.Dé�nitionSoit X un espae topologique, T : X → X une appliation borélienne. Onpose :
W̄ ss

dual(x) =

{

y ∈ X | ∀ f ∈ Cb(X),
1

n

n
∑

k=1

f(T kx)− f(T ky) −−−−→
n→∞ 0

}L'ensemble des fontions ontinues bornées dé�nies sur X à valeurs réelles aété noté Cb(X). Les ensembles W̄ ss
dual(x) mesurent une ontration moyennepour l'ation duale de T sur les fontions.Soit µ une mesure de probabilité invariante par T . On va montrer que lapartition {W ss(x)}x∈X oïnide ave la partition en omposantes ergodiquesassoiée à µ, à un ensemble µ-négligeable près. La partition {W ss(x)}x∈X estdon une réalisation géométrique simultanée des déompositions ergodiquesde toutes les probabilités invariantes par T .24



1.1 Quelques notationsCommençons par rappeler quelques dé�nitions.Un espae mesuré (X, T , µ) est un espae de Lebesgue s'il est isomorphe,sur le plan mesurable, à un intervalle de R muni de la mesure de Lebesgue,auquel on a éventuellement ajouté un nombre au plus dénombrable de me-sures de Dira pontuelles. On ne onsidère dans la suite de e hapitre quedes espaes de Lebesgue probabilisés. De plus, la tribu T sera toujours om-plète relativement à la mesure µ.Un espae topologique est Borel standard s'il est homéomorphe à un sous-ensemble borélien d'un espae métrique séparable omplet. On obtient unespae de Lebesgue si on munit un tel espae d'une mesure de probabilitéborélienne, et qu'on omplète la tribu des boréliens relativement à ette me-sure.Une partition {ξ(x)}x∈X d'un espae mesuré X est dite mesurable si onpeut trouver des ensembles mesurables Bn, haun union d'éléments de lapartition, tels que, pour presque tout x ∈ X, on ait l'égalité :
ξ(x) =

⋂

Bn∋x

Bn

⋂

Bc
n∋x

Bc
nOn onvient d'identi�er deux partitions mesurable ξ, ξ′ si elles oïnidentpresque partout au sens suivant : il existe Ω ⊂ X tel que µ(Ωc) = 0 et

ξ(x) ∩ Ω = ξ′(x) ∩ Ω pour tout x.Les partitions mesurables des espaes de Lebesgue possèdent des propriétésremarquables qui sont rappelées dans l'appendie. Ces propriétés ne sont pasutilisées dans la suite de e hapitre.1.2 DésintégrationLe théorème suivant montre omment désintégrer une mesure de probabilitéle long d'une partition mesurable. Sous ette forme, il est dû à Rokhlin [Ro52℄.ThéorèmeSoit (X, T , µ) un espae de Lebesgue et ξ une partition mesurable. Alorsil existe une unique famille de mesures de probabilité µξ(x) portées par leséléments de la partition, et satisfaisant, pour tout A ∈ T :� l'ensemble A est µξ(x)-mesurable pour µ-presque tout x ;25



� la fontion x 7→ µξ(x)(A) est µ-intégrable et son intégrale vaut µ(A) :
µ(A) =

∫

µξ(x)(A) dµ(x).PreuveOn peut supposer que X est de la forme {0, 1}N. Notons par C l'algèbredes unions �nies de ylindres de {0, 1}N et par B la tribu engendrée par
C. L'algèbre C satisfait le ritère de Kolmogorov : toute suite déroissanted'éléments de ette famille, dont l'intersetion est vide, est vide à partird'un ertain rang ; elle est don de mesure nulle relativement à toute mesure�niment additive dé�nie sur C. Par onséquent toute mesure �niment additivedé�nie sur C admet une unique extension σ-additive à B. Il su�t don dedé�nir les µξ(x) sur l'algèbre engendrée par les ylindres.Soit ξ̂ ⊂ T la tribu des ensembles qui sont unions d'éléments de la partition.Supposons la relation intégrale véri�ée. Considérons C ∈ C et A ∈ ξ̂. Comme
A est onstante sur les éléments de ξ, on doit avoir µ(A∩C) =

∫

A µξ(x)(C) dµ.D'après les propriétés de l'espérane onditionnelle, ei est équivalent à l'éga-lité :
∀ C ∈ C, µ− pp x, µξ(x)(C) = E(1C | ξ̂)(x)La fontionE(1C | ξ̂) n'est à priori dé�nie que presque partout. Choisissons unreprésentant qui est onstant sur les éléments de la partition. Les éléments de

C étant en nombre dénombrable, on peut trouver un ensemble Ω, µ(Ωc) = 0,pour lequel les quantités E(1C | ξ̂)(x) sont dé�nies pour tout C ∈ C et pourtout x ∈ Ω. Quitte à restreindre à nouveau Ω, on peut supposer que lafontion C 7→ E(1C | ξ̂)(x) est �niment additive, e qui donne la mesure µξ(x)reherhée.La relation intégrale est satisfaite pour A ∈ C. Montrons que 'est enorevrai si A ∈ T . Comme tout ouvert est union roissante d'élément de C, elleest enore vrai pour les ouverts, et par passage au omplémentaire, pour lesfermés. Soit A ∈ B, pour tout ε > 0, on peut trouver un fermé F et un ouvert
U tels que µ(U\F ) < ε et F ⊂ A ⊂ U . On a don :
µ(A)− ε ≤ µ(F ) =

∫

µξ(x)(F ) dµ(x) ≤
∫

µξ(x)(U) dµ(x) = µ(U) ≤ µ(A) + εCei démontre la relation reherhée pour A ∈ B. Il reste à la véri�er pour
A ∈ T µ-négligeable. Un tel ensemble est ontenu dans un B ∈ B négligeable.La relation montre que B est µξ(x)-négligeable pour µ-presque tout x. Il enva don de même pour A. Cei implique ∫

µξ(x)(A) dµ = 0.26



Il reste à montrer que µξ(x) est supporté par ξ(x). Soit Bn la suite d'en-sembles intervenant dans la dé�nition de ξ. On a, pour µ-presque tout x, etpour tout n ∈ N, µξ(x)(Bn) = E(1Bn | ξ̂)(x) = 1Bn(x). Par onséquent, les
Bn et Bc

n qui ontiennent x sont de mesure totale pour µξ(x), et il en va demême pour ξ(x), qui est une intersetion dénombrable de tels ensembles.Remarques :� Si B ⊂ T est une tribu engendrée par un nombre dénombrable d'éléments,alors pour presque tout x, les éléments de B sont µξ(x)-mesurables. Cepen-dant, en général, les µξ(x) ne sont pas dé�nis sur toute la tribu T .� Après omplétion de B, l'espae X muni de µξ(x) est bien sûr un espae deLebesgue.1.3 Déomposition ergodiquePropositionSoit X un espae métrique, T : X → X une appliation borélienne et x ∈ X.Il existe au plus une mesure de probabilité borélienne invariante νx satisfai-sant νx(X\W̄
ss
dual(x)) = 0. Lorsque ette mesure existe, elle est ergodique eton a :
∀y ∈ W̄ ss

dual(x), ∀ f ∈ Cb(X),
1

n
Sn(f)(y)→

∫

fdνx.PreuveSoit f ∈ Cb(X) et ni ∈ N une suite telle que 1
ni

Sni
(f)(x) onverge ; on note

l sa limite. Comme 1
ni

Sni
(f)(y) onverge aussi vers l pour tout y ∈ W̄ ss

dual(x),on a pour toute probabilité µ invariante, supportée par W̄ ss
dual(x) :

∫

f dµ =
∫

W̄ ss
dual

(x)
f dµ =

∫

W̄ ss
dual

(x)

1

ni
Sni

(f)(y) dµ(y) = l µ(W̄ ss
dual(x)) = lDeux probabilités invariantes portées par W̄ ss

dual(x) donnent même valeur àl'intégrale de f , elles sont don égales. Si de plus une telle probabilité νxexiste, alors ∫

fdνx est la seule valeur d'adhérene possible pour la suite
1
n
Sn(f)(y), qui est don onvergente.ThéorèmeSoit X un espae Borel standard, T : X → X une appliation borélienne et

µ une probabilité invariante par T . Alors la partition W̄ ss
dual(x) est mesurable.L'ensemble des x pour lesquels W̄ ss

dual(x) porte une probabilité invariante est27



de µ-mesure totale et on a, pour toute fontion f borélienne positive, et g
µ-intégrable invariante :

∫

X
f g dµ =

∫

X

(

∫

W̄ ss
dual

(x)
f dνx

)

g(x) dµ(x)PreuveSoit {fk} une famille dénombrable de fontions ontinues, qui permet d'ap-proher de manière roissante les fontions indiatries d'ouverts. Le théo-rème ergodique de Birkho� donne un ensemble Ω̃ de mesure totale pour lequel
1
n
Sn(fk)(x) onverge vers Pfk(x) pour tout m ∈ N. On pose, pour es x :

C̃(x) = { y ∈ Ω̃ | ∀k ∈ N, 1
n
Sn(fk)(x)− 1

n
Sn(fk)(y) −→ 0 }

= { y ∈ Ω̃ | ∀k ∈ N, P fk(x) = Pfk(y) }La partition C̃ est mesurable ar ses éléments sont intersetion d'ensemblesde la forme { x | Pfk(x) ∈ [r1, r2] }, m ∈ N, r1, r2 ∈ Q. Elle est T -invariante.Il en va don de même pour les mesures µC̃(x), par uniité de la désinté-gration. Comme 1
n
Sn(fk)(y) onverge vers Pfk(x) pour tout y ∈ C̃(x), on a

∫

fk dµC̃(x) = Pfk(x).Soit Ω = {x ∈ Ω̃ | ∀ k, 1
n
Sn(fk)(x)→

∫

fk dµC̃(x) }. La formule de désinté-gration montre que Ω est µC̃(x)-négligeable pour µ-pp x, et le théorème duportemanteau montre que C̃(x) ∩ Ω est égal à W̄ ss
dual(x) ∩ Ω. La partition

W̄ ss
dual est don mesurable et pour µ-pp x, W̄ ss

dual(x) porte une mesure deprobabilité invariante : νx = µC̃(x) = µW̄ ss
dual

(x).En�n, de la relation ∫

fk dµW̄ ss
dual

(x) = Pfk(x), pour pp x ∈ X, on en déduitla relation intégrale reherhée pour les fk, puis, par onvergene roissante,pour les fontions indiatries d'ouverts, et en�n pour tous les f . Cei dé-montre le théorème.Ces deux derniers résultats montrent que la partition donnée par les W̄ ss
dualest égale à la déomposition ergodique de la mesure µ, à un ensemble µ-négligeable près, et ei est valide pour toute mesure de probabilité µ inva-riante par T . En partiulier, ette partition est ergodique si et seulement sila transformation T est ergodique.Il existe diverses méthodes pour onstruire la déomposition ergodiqueassoiée à une mesure invariante. L'approhe qu'on vient de présenter estsimilaire à elle adoptée par V. S. Varadarajan [Va63℄.28



2. Feuilletage moyenRappelons qu'une fontion f : X → C est une fontion propre de la trans-formation T si elle satisfait une équation de la forme :
f ◦ T = eiα f µ p.p.pour un ertain α ∈ R. Si les seules fontions propres sont les onstantes,la transformation est dite faiblement mélangeante. Si on s'intéresse au mé-lange faible plut�t qu'à l'ergodiité, il vaut mieux onsidérer un des deuxfeuilletages suivants :

W̄ ss(x) =

{

y ∈ X
∣

∣

∣ ∀ f ∈ Cb(X),
1

n

n
∑

k=1

∣

∣

∣f(T kx)− f(T ky)
∣

∣

∣ −−−−→
n→∞ 0

}

W ss
moy(x) =

{

y ∈ X
∣

∣

∣

1

n

n
∑

k=1

d(T kx, T ky) −−−−→
n→∞ 0

}D'après un lemme lassique sur la onvergene des séries à termes positifsau sens des moyennes de Césaro, ela revient à demander la onvergenedes suites |f(T kx)− f(T ky)| ou d(T kx, T ky) pour k appartenant à un sous-ensemble de N de densité 1.ThéorèmeSoit X un espae métrique, µ une mesure borélienne �nie sur X, T : X → Xune appliation mesurable qui préserve µ. Alors les fontions propres sont
W̄ ss-invariantes. Si la transformation T est inversible, elles sont également
W̄ su-invariantes.PreuveSoit Pα le projeteur sur le sous-espae des fontions propres assoiée au réel
α. Le théorème ergodique L2 appliqué à l'isométrie Uf = e−iαf ◦ T donne laonvergene :

1

n

n
∑

k=1

e−ikα f ◦ T k −−−−→
n→∞ PαfIl su�t de reprendre la preuve de l'argument de Hopf donnée au hapitrepréédent, en remplaçant les sommes de Birkho� par les sommes i-dessus.Remarques :� Le théorème reste vrai ave W̄ ss remplaé par W ss

moy.29



� Dans la dé�nition du feuilletage W̄ ss, on aurait pu onsidérer des fon-tions Lipshitziennes bornées plut�t que l'ensemble de toutes les fontionsontinues bornées. Cela ne hange rien au théorème. Qui plus est, les deuxpartitions sont égales, modulo un ensemble négligeable.� Pour une rotation irrationnelle sur le erle, le feuilletage W̄ ss
dual est ergo-dique tandis que W̄ ss(x) = W ss

moy(x) = {x} pour tout x.Questions� Peut-on raisonner omme dans le as de la déomposition ergodique etmontrer que la partition {W̄ ss(x)}x∈X orrespond à la partition assoiée àl'algèbre engendrée par toutes les fontions propres de la transformation ?� Peut-on donner des exemples non triviaux de transformations pour les-quelles les partitions W̄ ss et W ss
moy sont di�érentes ?3. Feuilletage stable standardLe feuilletage le plus étudié est le suivant :

W ss(x) =
{

y ∈ X
∣

∣

∣ d(T kx, T ky)−−−−→
k→∞

0
}On a vu au hapitre préédent que toute fontion invariante par la transfor-mation T est en fait invariante par e feuilletage stable. L'ergodiité de efeuilletage est en fait plus forte que l'ergodiité de la transformation. Nousallons voir qu'il implique son mélange.3.1 Feuilletage et mélangePour mener à bien ette étude, nous avons besoin de quelques outils quiproviennent de la théorie des espaes de Hilbert. Soit H un espae de Hil-bert, muni d'un produit salaire noté 〈f, g〉. Rappelons qu'une suite fn de Honverge faiblement vers f si, pour tout g dans H , on a :

〈fn, g〉 −−−−→n→∞ 〈f, g〉La onvergene faible est parfois notée omme suit : fn ⇀ f . Elle satisfaitles deux propriétés suivantes :� (Banah-Alaoglu) La boule unité d'un espae de Hilbert est faiblementséquentiellement ompat. 30



� (Banah-Saks) si fn → f faiblement, alors il existe une sous-suite nk telleque 1
n

∑n
k=1 fnk

→ f en norme.On peut trouver des preuves élémentaires de es deux résultats lassiquesdans le livre de F. Riesz [RN90℄. Rappelons en�n qu'une transformation Tpréservant une mesure de probabilité µ est mélangeante relativement à µsi pour tout f ∈ L2(X, µ), la suite f ◦ T n onverge faiblement vers uneonstante.Théorème [C07℄Soit X un espae métrique, µ une mesure borélienne �nie sur X, T : X → Xune appliation mesurable qui préserve µ. Soit f ∈ L2(X) ; alors les valeursd'adhérene faibles de la suite f ◦ T n sont W ss-invariantes. Si de plus T estinversible, es valeurs d'adhérene sont aussi W su-invariantes.PreuveSoient ni et g tels que f ◦ T ni ⇀ g. Supposons tout d'abord que f est lip-shitzienne bornée. Le lemme de Banah-Saks donne des sous-suites mℓ, niktelles que :
Ψℓ(x) :=

1

mℓ

mℓ
∑

k=1

f ◦ T nik (x) −−−−−−−−→
ℓ→∞

g(x) p.p.Si y ∈W ss(x), |Ψℓ(x)−Ψℓ(y)| ≤ C 1
mℓ

mℓ
∑

k=1

d(T nik (x), T nik (y)) −−−−−→
ℓ→∞

0.Par onséquent, g est W ss-invariante.Soit f ∈ L2. Pour tout ε > 0, on peut trouver f ′ lipshitzienne telle que ||f−
f ′|| < ε. Quitte à extraire, on peut supposer que f ′ ◦T nk onverge faiblementvers une fontion g′, qui est W ss-invariante. On a don : (f−f ′)◦T nk ⇀ g−g′e qui implique :

||g − g′|| ≤ lim ||(f − f ′) ◦ T nk || ≤ ||f − f ′|| < ε.On peut don trouver une suite de fontions W ss-invariantes qui onvergevers g en norme L2 et, après extration, presque partout. Cei montre que gest W ss-invariante.Traitons le as T inversible. Soit I le sous-espae des fontions W su-invariantes. Montrons que si f appartient à I⊥, alors f ◦ T n onverge fai-blement vers zéro. Soit g une limite faible de f ◦ T ni. Appliquons e qui31



préède à T−1 ; on peut trouver une sous-suite nik et une fontion g0 ∈ I telleque g ◦ T−nik ⇀ g0. On obtient :
〈 g, g 〉 = lim

k→+∞
〈 f ◦ T nik , g 〉 = lim

k→+∞
〈 f, g ◦ T−nik 〉 = 〈 f, g0 〉 = 0.Toute fontion f ∈ L2 peut s'érire omme une somme f = f1+f2 ave f1 ∈ Iet f2 ∈ I⊥. La suite f2 ◦ T n tend faiblement vers 0. Les valeurs d'adhérenede f ◦ T n sont don aussi des valeurs d'adhérene de la suite f1 ◦ T n, quiappartient à I. Le théorème est don démontré.CorollaireSoit X un espae métrique, µ une mesure borélienne �nie sur X, T : X → Xune appliation mesurable qui préserve µ. Alors l'ergodiité du feuilletagestable W ss implique le mélange de la transformation T .Il ne faut pas s'attendre à e qu'on ait équivalene entre le mélange de latransformation et l'ergodiité de W ss. Un ontre-exemple est donné par letemps 1 du �ot horoylique sur une surfae hyperbolique ompate. Cettetransformation est mélangeante, mais d'entropie nulle. Un petit alul montreque les feuilles stables assoiées sont réduites à des points. Cei n'exlut pas,du reste, l'existene d'une distane di�érente de elle issue de la métriqueriemannienne, pour laquelle ette transformation a un feuilletage stable er-godique.On peut herher à modi�er un peu la dé�nition du feuilletage, dans lebut d'obtenir une équivalene. L'étude des ensembles suivants est suseptibled'apporter des informations :

W ss
dual(x) =

{

y ∈ X
∣

∣

∣ ∀ f ∈ Cb(X), f(T kx)− f(T ky) −−−−→
k→∞

0
}En�n, voila deux résultats en lien ave le théorème préédent. Le premierest une aratérisation du mélange due à Blum et Hanson [BH60℄ : Une trans-formation T est mélangeante si et seulement si pour toute suite stritementroissante ki, et tout f ∈ L2,

1

n

n
∑

i=1

f ◦ T ki −−−−→
i→∞

∫

fOn renvoie au livre de U. Krengel [Kr95℄ pour la preuve. Ce résultat permet dedémontrer le orollaire en remplaçant les sommes de Birkho� par les sommesle long des suites ki dans l'argument de Hopf.32



Le seond résultat est dû à R. Ellis et W. Perizzo [EP78℄ et onerne lemélange faible : Soit Peig le projeteur orthogonal sur le sous-espae engendrépar les fontions propres de la transformation. Alors on peut trouver une suite
ni telle que pour tout f ∈ L2 :

f ◦ T ni ⇀ Peig fCe résultat peut se déduire des théorèmes 4.4 et 4.5, �2.4 de [Kr95℄. Il permetd'obtenir l'unique ergodiité des ations horosphériques à partir du mélangefaible de la transformation assoiée.3.2 Un exemple élémentaireIllustrons es prinipes abstraits sur un des exemples les plus élémentairesde la théorie des systèmes dynamiques hyperboliques. Considérons l'ationde la matrie ( 2 1

1 1 ) sur le tore T2. Les feuilletages stables et instables sontles projetions sur le tore des droites du plan dirigées selon les deux veteurspropres de la matrie.Plaçons-nous dans le système de oordonnées donné par es deux ve-teurs propres. Être invariant par les feuilletages stables et instables de latransformation, 'est ne pas dépendre des deux oordonnées, à un ensemblenégligeable près. Comme la mesure de Lebesgue est une mesure produit danses oordonnées, 'est être en fait onstant presque partout. Les suites de laforme f ◦ T n onvergent faiblement vers des onstantes et la transformationest mélangeante.3.3 Mélange d'ordre multipleL'enveloppe onvexe d'un ensemble A ⊂ L2(X) est notée Conv(A) ; ils'agit du plus petit onvexe ontenant A. Soit f ∈ L2(X). On démontre de lamême façon que tous les éléments du onvexe suivant sont W ss-invariants :
⋂

N∈N

Conv({f ◦ T n | n ≥ N})Ce résultat est sans doute plus satisfaisant du point de vue de l'analyseonvexe, mais il n'apporte rien du point de vue du mélange. En e�et, on véri�esans di�ulté que si T nf ⇀ g, alors ⋂

N∈N Conv({f ◦ T n | n ≥ N}) = {g}.33



On peut également s'intéresser au mélange d'ordre k. Là enore, les valeursd'adhérene faibles des suites de la forme f1 ◦ T n1 f2 ◦ T n1+n2...fk ◦ T n1+...+nksont invariantes par le feuilletage stable.ThéorèmeSoit X un espae métrique, µ une mesure borélienne �nie sur X, T : X → Xune appliation mesurable qui préserve µ. On se donne des fontions f1, f2,...
fk mesurables bornées. Alors l'ensemble suivant est omposé de fontions quisont W ss-invariantes :

⋂

N∈N

Conv({f1 ◦ T n1 f2 ◦ T n1+n2 ... fk ◦ T n1+...+nk | n1, n2, ...nk ≥ N})PreuveCommençons par le as où les fontions fi sont Lipshitziennes bornées. Po-sons mi = n1 + n2 + ... + ni. Rappelons que l'adhérene faible d'un ensembleonvexe oïnide ave son adhérene forte. Soit g un élément de l'adhéreneonvexe des {∏ fi ◦ Tmi}. Prenons N ∈ N ; on peut trouver des pj,N ∈ [0, 1]tels que ∑

j pj,N = 1 et des ni,j,N > N tels que
||

∑

j

pj,N

k
∏

i=1

fi ◦ Tmi,j,N − g || <
1

NQuitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que la onvergene a lieupresque partout. Soit x, y deux points pour lesquels on a ette onvergene.A l'aide de l'identité remarquable :
∏

xi −
∏

yi =
∑

(xi − yi)
∏

j<i

yj

∏

j>i

xjet du aratère borné et Lipshitzien des fi, on obtient les majorations :
|g(x)− g(y)| ≤ lim

N

∑

j

pj,N

∣

∣

∣

∣

∣

k
∏

i=1

fi(T
mi,j,N (x))−

k
∏

i=1

fi(T
mi,j,N (y))

∣

∣

∣

∣

∣

≤ lim
N

∑

j

pj,N C supn≥N d(T nx, T ny)

≤ lim
N

C supn≥N d(T nx, T ny)Si y ∈W ss(x), on a don g(x) = g(y).34



Lorsque les fi sont des fontions bornées arbitraires, on les approhe en norme
L2 par des fontions f ′

i Lipshitziennes bornées. On a alors :
||

∑

j

pj,N (
k

∏

i=1

fi ◦ Tmi,j,N −
k

∏

i=1

f ′
i ◦ Tmi,j,N ) || ≤ C

∑

i

|| fi − f ′
i ||Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que les fontions suivantes :

∑

j

pj,N

k
∏

i=1

f ′
i ◦ Tmi,j,Nonvergent faiblement vers une ertaine fontion, qui est W ss-invariante,d'après e qui préède. La fontion g est limite faible de fontions W ss-invariantes, elle est don elle-même W ss-invariante.QuestionLorsque T est inversible, peut-on a�rmer que les valeurs d'adhérene faiblesdes suites de la forme f1◦T

n1 f2◦T
n1+n2... fk◦T

n1+...+nk sont W su-invariantes ?4. Feuilletage uniforme et exponentielA�n d'étudier des propriétés plus fortes que le mélange, on peut vouloir forerune ertaine vitesse de ontration le long des feuilles stables du système. Ceiamène à onsidérer les ensembles suivants :
W ss

exp(x) =
{

y ∈ X
∣

∣

∣ lim
1

k
ln d(T kx, T ky) < 0

}Ce feuilletage joue un r�le important dans l'étude des systèmes non-unifor-mément hyperboliques. Ces propriétés ont été étudiées par F. Ledrappieret L. S. Young, à la suite des travaux de Y. Sinaï et D. V. Anosov sur lesdi�éomorphismes uniformément hyperboliques.Rappelons que la tribu de Pinsker est la tribu engendrée par les ensemblesmesurables A d'entropie nulle : hµ(T, {A, Ac}) = 0. Cette tribu est triviale(.-à-d. oïnide ave la omplétion de la tribu {∅, X}) si et seulement sitoutes les partitions �nies non triviales (.-à-d. non réduites à un élément) ontune entropie stritement positive. On dit dans e as que la transformationsatisfait la propriété K. Cette propriété entraîne le mélange de tout ordre.35



Théorème [LY85℄Soit X une variété di�érentielle ompate, T : X → X un di�éomorphisme
C2 qui préserve une mesure de probabilité borélienne. Alors une fontion estmesurable par rapport à la tribu de Pinsker si et seulement si elle est W ss

exp-invariante.Cei montre que l'ergodiité de W ss
exp est équivalente à la propriété K pour

T . Ce résultat remarquable, ouplé ave le fait que la tribu de Pinsker d'uneappliation oïnide ave elle de son inverse, implique la symétrie suivante.CorollaireSoit X une variété di�érentielle ompate, T : X → X un di�éomorphisme
C2 qui préserve une mesure de probabilité borélienne. Alors une fontionmesurable est W ss

exp-invariante si et seulement si elle est W su
exp-invariante.Ce orollaire n'est pas onnu pour le feuilletage W ss. La question pour lesdi�éomorphismes C1 est elle aussi ouverte.Dans le adre des systèmes hyperboliques, il existe une autre relation entreentropie et feuilletage stable : la mesure d'entropie maximale est la seulemesure invariante par le feuilletage stable. Existe-t-il un prinipe général quirelie l'invariane par le feuilletage et la valeur de l'entropie pour la mesure ?On peut aussi s'intéresser au aratère Bernoulli de la transformation, ouenore au mélange exponentiel. Ces deux propriétés sont satisfaites par lessystèmes uniformément hyperboliques. Pour es systèmes, on a une ontra-tion uniforme sur les feuilles stables et instables, et on peut trouver un λ < 0tel que le feuilletage suivant soit ergodique.

W ss
λ (x) =

{

y ∈ X
∣

∣

∣ lim
1

k
ln d(T kx, T ky) ≤ λ

}Quelle propriétés de T peuvent se déduire de l'ergodiité de e feuilletage ?
36



5. RésuméEn résumé, voila quelques-unes des impliations onnues à l'heure atuelle :
W̄ ss

dual(x) = {

y ∈ X
∣

∣

∣ ∀ f ∈ Cb(X),
1

n

n
∑

k=1

f(T kx)− f(T ky) −−−−→
n→∞ 0

}

W ss
moy(x) = {

y ∈ X
∣

∣

∣

1

n

n
∑

k=1

d(T kx, T ky) −−−−→
n→∞ 0

}

W ss(x) = {

y ∈ X
∣

∣

∣ d(T nx, T ny) −−−−→
n→∞ 0

}

W ss
exp(x) = {

y ∈ X
∣

∣

∣ lim
1

n
ln d(T nx, T ny) < 0

}

X T ergodiité de propriété de TBorel standard mesurable W̄ ss
dual ⇔ ergodiitémétrique mesurable W ss
moy ⇒ mélange faiblemétrique mesurable W ss ⇒ mélangevariété di�éo C2 W ss
exp ⇔ propriété KQuestions� Pour une transformation inversible, à quelle ondition l'invariane par W ssimplique-t-elle l'invariane par W su ?� Y a-t-il un feuilletage dont l'ergodiité soit équivalente à la propriété deBernoulli pour la transformation ? Même question pour le mélange exponen-tiel.� Peut-on donner des exemples de systèmes réguliers pour lesquels W ss

exp esttrivial (.-à-d. W ss
exp(x) = {x} pour pp x ) mais W ss est ergodique ?
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Chapitre IIIReollement d'orbites
1. Struture de produit loalLa notion de produit loal est introduite par S. Smale [Sm67℄ dans le ontextedes systèmes uniformément hyperbolique. Cette notion permet de reoller lesorbites, en se servant du fait que les feuilles stables et instables forment unsystème de oordonnées au voisinage de tous les points.Soit X un espae métrique, φt : X → X un �ot ontinu. Rappelons queles feuilles stables et instables d'un point x ∈ X sont dé�nies par :

W ss(x) := { y ∈ X | lim
t→+∞

d(φt(x), φt(y)) = 0 }

W su(x) := { y ∈ X | lim
t→−∞

d(φt(x), φt(y)) = 0 }On dé�nit également les feuilles stables et instables loales en posant :
W ss

ε (x) := { y ∈W ss(x) | d(φt(x), φt(y)) ≤ ε pour tout t ≥ 0 }

W su
ε (x) := { y ∈W su(x) | d(φt(x), φt(y)) ≤ ε pour tout t ≤ 0 }Dé�nitionLe �ot φt admet une struture de produit loal au voisinage d'un point x0 ∈

X si on peut trouver un voisinage V de x0 ave la propriété suivante :pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout x, y ∈ V satisfaisant
d(x, y) < δ, il existe un point [x, y] ∈ X et un réel t ∈ ]− ε, ε[ tels que :

[x, y] ∈ W su
ε (φt(x)) ∩W ss

ε (y).38



Un �ot admet une struture de produit loal s'il admet une telle struture auvoisinage de tous les points. Cette propriété est résumée par le diagrammesuivant :
On dit qu'on a reollé l'orbite de x ave l'orbite de y au niveau du point x0.Dans le ontexte des �ots uniformément hyperboliques, on montre quesi l'adhérene de l'ensemble des points périodiques est hyperbolique, alorsil existe une struture de produit loal pour le �ot en restrition à etteadhérene ; f par exemple [Shu87℄. Le produit loal est ensuite utilisé dansla preuve du théorème de déomposition spetrale, qui donne les premièresinformations onernant la dynamique topologique du �ot.On s'intéresse dans la suite à des systèmes dé�nis sur des espaes nonompats, et dont les propriétés de dilatation et ontration ne sont plusforément uniformes, mais pour lesquels on peut enore démontrer l'existened'une struture de produit loal. On est don amené à se poser la questionsuivante :Quelles sont les propriétés topologiques d'un système dynamique qui peuventse déduire de l'existene d'une struture de produit loal ?1.1 Transitivité et onnexitéRappelons quelques dé�nitions. Soit φt un �ot dé�ni sur un espae topolo-gique X, et x ∈ X. Les ensembles α et ω-limite du point x sont dé�nis ommesuit :

α(x) = {y ∈ X | ∃ ti → −∞ tel que φti(x)−−−−→
i→∞

y}

ω(x) = {y ∈ X | ∃ ti → +∞ tel que φti(x)−−−−→
i→∞

y}Le point est ω-réurrent, ou enore positivement réurrent, si x ∈ ω(x). Lespoints α-réurrents sont dé�nis de manière similaire. D'après le théorème deréurrene de Poinaré, les points qui sont à la fois α et ω-réurrents sontdenses dans le support de toute mesure �nie invariante par le �ot.39



Le �ot φt est dit transitif si pour tout ouverts non vides U et V ⊂ X, onpeut trouver une suite ti → +∞ telle que φti(U) ∩ V 6= ∅. Remarquons quesi un �ot est transitif, l'espae sous-jaent est néessairement onnexe.Le théorème suivant est une version topologique de l'argument de Hopf.Théorème [C04℄Soit X un espae métrique, φt : X → X un �ot ontinu. On suppose que :� l'espae X est onnexe,� le �ot admet une struture de produit loal,� les points ω-réurrents sont denses dans X, les points α-réurrents aussi.Alors le �ot est transitif.PreuveSoit x ∈ X ; il s'agit de montrer que le fermé suivant :
F = {y ∈ X | ∀ ε > 0, ∃ ti → +∞, φti(B(y, ε)) ∩ B(x, ε) 6= ∅ }est aussi ouvert.Fixons y ∈ F et on montrons que toutpoint r α-réurrent qui se trouve dansun ouvert de produit loal autour de yest aussi dans F .Considérons une trajetoire partant d'un

ε-voisinage de y et aboutissant dans un
ε-voisinage de x, ainsi qu'un point r1

ω-réurrent dans le ε-voisinage de x.Reollons es trois orbites : d'abord latrajetoire de r pour les temps néga-tifs, puis la trajetoire allant de y à x,et en�n l'orbite de r1 pour les tempspositifs.La trajetoire obtenu est négativementasymptotique à elle de r et positive-ment asymptotique à elle de r1. Elletraverse don les ε-voisinages de r etde x, omme désiré. 40



1.2 Points de type horosphériqueLa notion de point horosphérique est introduite par G. A. Hedlund [Hed36℄en 1936 a�n de aratériser les horoyles denses dans le ontexte des �otsgéodésiques dé�nis sur des surfaes à ourbure négative.Rappelons omment ette notion est dé�nie : une surfae onnexe dont laourbure est égale à −1 peut s'identi�er à un quotient du disque de Poinaré
D par un sous-groupe disret Γ du groupe d'isométrie de D. Le �ot géodé-sique, dé�ni sur le �bré unitaire tangent à D, possède des variétés stableset instables. La projetion de es variétés sur le disque sont les horosphèrespositives et négatives. Elles s'identi�ent aux erles tangents au bord de D.Fixons une origine o ∈ D. Un point du bord ∂D est dit horosphérique siles images de l'origine sous l'ation du groupe Γ pénètre dans tous les horo-sphères tangentes au bord de D au point onsidéré.G. A. Hedlund démontre qu'une horosphère dans D possède une projetiondense dans la surfae si et seulement si son point de tangene ave le bord de
D est horosphérique. Ce résultat a ensuite été généralisé par Françoise Dal'bopour des variétés à ourbure négative variable, de dimension �nie arbitraire[Da00℄.On va montrer que le résultat de G. A. Hedlund est vrai pour tous les �otsadmettant une struture de produit loal. Pour ela, il nous faut donner unedé�nition dynamique de la notion de point horosphérique.Dé�nitionSoit X un espae métrique, φt : X → X un �ot ontinu. Un point x ∈ X estdit de type horosphérique si on peut trouver une suite de points xi ∈W ss(x)et une suite de réels ti ∈ R tendant vers l'in�ni, tels que la suite φti(xi) soitonvergente.Cette dé�nition peut se reformuler omme suit : soit x ∈ X ; onsidéronsl'ensemble des points d'aumulation de sa feuille stable W ss(x) sous l'ationdu �ot φt, pour les temps positifs :

ω(W ss(x)) = {z ∈ X | ∃ ti →∞, ∃ xi ∈ W ss(x), tels que φti(xi)→ z}Le point x ∈ X est de type horosphérique si l'ensemble ω(W ss(x)) est nonvide. 41



Donnons quelques exemples de points horosphériques. Pour ommener,observons que l'ensemble ω-limite de x est inlus dans l'ensemble limite dela feuille :
ω(x) ⊂ ω(W ss(x))Les points réurrents, plus généralement les points dont la trajetoire admetun point d'aumulation, sont don des points de type horosphérique. Il enva de même pour les points admettant une feuille stable dense, si le �ot estontinu. Cei déoule de l'égalité :

ω(W ss(x)) =
⋂

t≥0

φ[t,∞[(W ss(x)).Théorème [C05℄Soit X un espae métrique, φt : X → X un �ot ontinu. On suppose que :� le �ot admet une struture de produit loal,� le �ot est transitif,� les périodes des orbites périodiques engendrent un groupe dense dans R.Alors tout point de type horosphérique admet une feuille stable dense.Lorsque X est loalement ompat, la onlusion du théorème peut se refor-muler omme suit : pour tout point x ∈ X,� ou bien la feuille stable de x est dense dans X,� ou bien elle part à l'in�ni sous l'ation du �ot φt.(.-à-d. elle quitte tout ompat après un ertain temps).Remarquons que si l'espae ambiant est ompat, tous les points sont ho-rosphériques. Le théorème préédent montre alors que toutes les feuilles sontdenses. On dit que le feuilletage stable est minimal. Pour un �ot géodésiquetopologiquement mélangeant dé�ni sur une variété à ourbure négative, ona même équivalene entre la minimalité du feuilletage stable et la ompaitéde la variété ; ei déoule par exemple de la aratérisation des points horo-sphériques en terme de trajetoires quasi-minimisantes (P. Eberlein [Eb73℄).PreuveLa preuve se déompose en deux étapes. Commençons par montrer que le�ot est topologiquement mélangeant : pour toute paire d'ouverts non vide
U , V ⊂ X, il existe t0 ∈ R tel que pour tout t > t0, l'ensemble φt(U) ∩ Vest non vide. 42



Le sous-groupe engendré par les pé-riodes est dense, on peut don trou-ver pour tout ε > 0, une onstante
C > 0 et deux points périodiques p1,
p2 tels que le semi-groupe engendré parles périodes l(p1) et l(p2) soit ε-densedans [C, +∞[ (f appendie).Soit U1 et U2 deux petits ouverts deproduit loal en p1 et p2. Par transi-tivité, on peut trouver des trajetoiresallant de U1 à U2 et de U2 à U1, entemps s1 et s2.Il existe aussi une trajetoire allantde U1 à U en temps s0 et une traje-toire allant de V à U1 en temps s3.Soit k1, k2 deux entiers positifs. Re-ollons la trajetoire allant de V à U1ave l'orbite périodique p1 parourue
k1 fois. On peut ensuite reoller le ré-sultat obtenu ave la trajetoire allantde p1 à p2, puis ave l'orbite de p2 par-ourue k2 fois, et en�n ave la traje-toire allant de U1 à U .Remarquons que les erreurs faites lorsdes reollements ne dépendent pas de
k1 et k2. Les trajetoires obtenues vontde V à U en un temps à peu près égalà s0 + s1 + s2 + s3 + k1l(p1) + k2l(p2),'est-à-dire en un temps C + k ε pourun ertain C et pour tout entier k. Si εest assez petit, on peut trouver un ou-vert V ′ tel que φ[0,ε](V

′) ⊂ V . Il su�tde remplaer V dans ette onstru-tion par V ′ pour relier V à U ommedésiré. 43



Considérons maintenant un �ot topologiquement mélangeant admettant unestruture de produit loal. Soit x ∈ X un point de type horosphérique.Montrons que sa feuille stable intersete tous les ouverts.Soit U un petit ouvert de produit loalautour d'un point z ∈ ω(W ss(x)), et Vun ouvert quelonque de X. Pour tout
t supérieur à un ertain t0, on peuttrouver une trajetoire reliant V à U .Soit y un point de W ss(x) dont latrajetoire atteint U après un tempsdonné t > t0. On peut reoller unetrajetoire reliant V à U en un temps tave elle-i, au niveau du point z, a�nobtenir un point sur la feuille stable de
y qui est dans V .Cei termine la preuve du théorème. On a montré au passage l'impliation :produit loal + mélange topologique

⇓les points horosphériques ont une feuille stable dense.De ette impliation déoule, par exemple, la minimalité du feuilletage stabledes �ots d'Anosov topologiquement mélangeants.Il faut que le �ot admette au moins deux orbites périodiques pour qu'onpuisse obtenir le mélange topologique et la densité des feuilles assoiées auxpoints horosphériques. On peut se demander si ela est vraiment néessaire.Question :Considérons un �ot admettant une struture de produit loal ; supposons qu'ilexiste un point dont la feuille stable est dense, et dont l'orbite est dense, aussibien pour les temps positifs que pour les temps négatifs. Peut-on en déduireque les points horosphériques ont une feuille stable dense ?44
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1.3 Le as des transformationsLes deux théorèmes préédents se généralisent au as des transformationsinversibles. Les notions de points réurrents et horosphériques se dé�nissentomme pour les �ots.Théorème [C04℄Soit X un espae métrique, T : X → X une transformation ontinue inver-sible. On suppose que :� l'espae X est onnexe,� la transformation admet une struture de produit loal,� les points ω-réurrents sont denses dans X, les points α-réurrents aussi.Alors la transformation est transitive.Contrairement au as des �ots, il n'est pas néessaire que l'espae ambiantsoit onnexe pour que la transformation soit transitive.ThéorèmeSoit X un espae métrique, T : X → X une transformation ontinue inver-sible. On suppose que :� la transformation admet une struture de produit loal,� la transformation est transitive,� les périodes des points périodiques engendrent Z.Alors tout point de type horosphérique admet une feuille stable dense.Ces théorèmes présentent un intérêt, même lorsque l'espae ambiant est om-pat. On retrouve alors des résultats bien onnus dans le adre des systèmesdynamiques hyperboliques. Le orollaire suivant se déduit immédiatementdes onsidérations préédentes.CorollaireSoit X un espae métrique ompat onnexe, T : X → X une transformationontinue inversible qui possède une struture de produit loal. On supposequ'elle préserve une mesure de probabilité de support total, et qu'elle admetun point �xe. Alors la transformation T est topologiquement mélangeante ettoutes les feuilles stables sont denses dans X.46



Ce orollaire s'applique aux automorphismes hyperboliques du tore, etplus généralement aux di�éomorphismes d'Anosov préservant une mesureabsolument ontinue par rapport à Lebesgue.Les preuves lassiques du mélange topologique pour es systèmes passentpar le théorème de déomposition spetrale (f par exemple [Shu87℄, hapitre8), théorème basé sur le fait que les orbites périodiques sont denses dans lavariété. Ii, on n'a pas eu besoin de ette propriété.On obtient un exemple un peu arti�iel de système ne possédant qu'uneorbite périodique, auquel on peut malgré tout appliquer les deux théorèmespréédents, en onsidérant l'ation de la matrie ( 2 1

1 1 ) sur le tore privé desfeuilles stables et instables des points à oordonnées rationnelles non nuls. Onpeut se demander s'il existe un analogue de es théorèmes pour des systèmesne possédant auune orbite périodique.2. Lemme de fermetureDans le but de donner une réiproque aux théorèmes préédents, on va s'inté-resser à une autre propriété des systèmes hyperboliques, onnue sous le nomde lemme de fermeture.On a vu omment reoller deux orbites. On va maintenant s'intéresser àune propriété qui permet de reoller une orbite ave elle-même.Dé�nitionSoit X un espae métrique et φt : X → X un �ot ontinu. Ce �ot satisfait lelemme de fermeture si pour tout point x0 ∈ X, on peut trouver un voisinage
V pour lequel on a la propriété suivante :Pour tout ε > 0, il existe δ > 0 et t0 ≥ 0 tel que pour tout x ∈ V , pour tout
t ≥ t0 satisfaisant d(x, φt(x)) < δ et φt(x) ∈ V , on peut trouver p ∈ X et l ∈
R, tel que |l− t| < ε, φl(p) = p, et d(φs(p), φs(x)) < ε pour 0 ≤ s ≤ min(t, l)Le lemme de fermeture est illustré par le dessin suivant :

47



2.1 Feuilletage stable et groupe des périodesDonnons deux résultats qui utilisent le lemme de fermeture. Le premiermontre que la densité du sous-groupe engendré par les périodes est en fait uneondition néessaire pour obtenir l'existene d'un point réurrent admettantune feuille stable dense.Théorème [C04℄Soit X un espae métrique, φt un �ot ontinu qui satisfait le lemme de ferme-ture. Supposons qu'il existe un point dont l'orbite admet un point d'aumu-lation, et dont la feuille stable est dense. Alors le sous-groupe de R engendrépar les périodes des orbites périodiques est dense dans R.PreuveSoit ε > 0 �xé et δ > 0 donné par le lemme de fermeture. Notons x le pointdont la feuille est dense et z le point d'aumulation de la trajetoire de x :il existe une suite ti tendant vers l'in�ni telle que :
φti(x) −−−−−→

n→+∞
zSoit V la boule entrée en z et de rayon δ/2, qu'on peut supposer ontenuedans un ouvert de reollement autour de z. Fixons l ∈ R ; omme la feuillestable de φl(x) est dense, il existe un point y sur ette feuille qui appartientà V :

y ∈ W ss(φl(x)) ∩ VOn peut don trouver un réel T > 0 tel que pour tout t > T , on a lamajoration :
d(φt(x), φt−l(y)) < δ/2Choisissons ti > T tel que φti(x) soit dans V . On peut reoller la trajetoire

φ[t0,ti](x) a�n d'obtenir un point périodique p dont la période vaut ti− t0 à εprès.Maintenant φti−l(y) est à distane inférieure à δ de z. Il est don possible dereoller la trajetoire φ[0,ti−l](y) a�n d'obtenir un point périodique q dont lapériode vaut ti − l à ε près.On en déduit que le sous-groupe engendré par les périodes ontient un pointà distane inférieure à ε de t0 − l pour tout l ∈ R, e qui termine la preuve.48
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2.2 Mesures périodiquesLe seond résultat est de nature mesurable. Soit X un espae métrique surlequel opère un �ot ; on note M1(X) l'ensemble des mesures de probabilitéboréliennes qui sont invariantes par le �ot. Cet ensemble est muni de latopologie de la onvergene étroite des mesures : une suite de mesures deprobabilité µn onverge vers une mesure µ si pour toute fontion f : X → Rontinue bornée, on a :
∫

f dµn −−−−→n→∞

∫

f dµOn renvoie au livre de Billingsley [Bi99℄, Convergene of probability mea-sures, pour une étude détaillée de ette topologie. En partiulier, il est pos-sible de se restreindre aux fontions Lipshitziennes bornées dans la dé�nitionde la onvergene étroite.Théorème [CS08bis℄Soit X un espae métrique, φt : X → X un �ot ontinu qui satisfait lelemme de fermeture. Alors l'ensemble des mesures de Dira supportées parles orbites périodiques du �ot est dense dans l'ensemble de toutes les mesuresde probabilité boréliennes invariantes ergodiques sur X.PreuveConsidérons µ ∈ M1(X). Soit fi : X → R un ensemble �ni de fontionsLipshitziennes bornées et K un majorant pour leurs onstantes de Lipshitz.D'après le théorème de réurrene de Poinaré et le théorème ergodique deBirkho�, nous savons qu'on peut trouver un point x ∈ X, tel que x estréurrent et les sommes de Birkho� des fi, évaluées au point x, onvergentvers ∫

fidµ.On va fermer l'orbite de x. Fixons un ε > 0 ; soit δ et t0 les quantités qui luisont assoiées par le lemme de fermeture. Choisissons un t > t0 su�sammentgrand tel que :
d(φt(x), x) < δ

∀ i,
∣

∣

∣

∣

1

t

∫ t

0
fi ◦ φs(x)ds−

∫

X
fi dµ

∣

∣

∣

∣

≤ εD'après le lemme de fermeture, il existe un point périodique p prohe de xet dont la période l est ε-prohe de t. On a les majorations suivantes :50



∣

∣

∣

∫

fi dµ− 1
l

∫ l
0 fi(φsp) ds

∣

∣

∣ ≤
∣

∣

∣

1
t

∫ t
0 fi(φs(x)) ds− 1

l

∫ l
0 fi(φsp) ds

∣

∣

∣ + ε

≤ 1
t

∫ t
0 K d(φsx, φsp) ds + 2|t− l| ||fi||∞ + ε

≤ (K + 2||fi||∞ + 1) εCei montre que la mesure de Dira sur l'orbite de p est prohe de la mesure
µ. Le théorème est don démontré.2.3 Produit loal et orbites périodiquesOn va maintenant ombiner les deux propriétés étudiées aux hapitres pré-édents : produit loal et lemme de fermeture.Les deux premiers théorèmes résument les résultats de nature topologiqueobtenus dans les paragraphes préédents. On utilise la terminologie suivante :un �ot est dit positivement (respetivement négativement) transitif si on peuttrouver x ∈ X tel que ω(x) = X (resp. α(x) = X). Ces deux propriétés sontéquivalentes dès que X est séparable et possède la propriété de Baire. Ellesimpliquent la propriété de transitivité disutée plus haut.ThéorèmeSoit X un espae métrique, φt : X → X un �ot ontinu admettant une stru-ture de produit loal, et satisfaisant le lemme de fermeture. Sont équivalents :� X est onnexe et l'ensemble des points réurrents est dense dans X,� X est onnexe et l'ensemble des points périodiques est dense dans X,� le �ot est positivement et négativement transitif.ThéorèmeSoit X un espae métrique, φt : X → X un �ot ontinu admettant unestruture de produit loal, et satisfaisant le lemme de fermeture. On supposeque le �ot est transitif. Sont équivalents :� le �ot est topologiquement mélangeant,� les périodes des orbites périodiques engendrent un sous-groupe dense de R,� il existe un point x ∈ X dont la feuille stable est dense et tel que ω(x) 6= ∅.Si une de es onditions est satisfaite, alors tout point horosphérique admetune feuille stable dense. 51



Supposons X séparable et possédant la propriété de Baire. Supposons deplus que pour tout ouvert U , ∪{W ss(y) | y ∈ U} est ouvert. Alors l' ensembledes points ayant une feuille stable dense forme un Gδ. Par onséquent, ilintersete le Gδ des points dont l'orbite est dense. On peut don trouverun point dont la feuille stable est dense et dont l'orbite admet un pointd'aumulation dès qu'il existe un point ave une feuille stable dense.Intéressons nous maintenant à l'espae des probabilités invariantesM1(X).Si X est un espae topologique Borel standard, alors les ombinaisons li-néaires onvexes de mesures ergodiques sont denses dansM1(X).Théorème [CS08bis℄Soit X un espae métrique Borel standard, φt : X → X un �ot transitifadmettant une struture de produit loal et satisfaisant le lemme de fermeture.Alors l'ensemble des mesures de Dira normalisées portées par les orbitespériodiques est dense dansM1(X).PreuveOn a vu que l'ensemble des Dira sur les orbites périodiques est dense dansl'ensemble des mesures ergodiques. Il su�t don d'approher toute ombi-naison linéaire de Dira par un Dira pour démontrer le théorème.Soit x1, x3,..., x2n−1 des points périodiques de périodes l1, l3,..., l2n−1, et
c1, c3, ..., c2n−1 des nombres réels positifs tels que Σ c2i+1 = 1. La mesure deDira normalisée sur l'orbite de xi est notée δxi

. On veut trouver un pointpériodique x tel que δx est prohe de la somme Σc2i+1δxi
. Pour ela, on peutsupposer les c2i+1 rationnels de la forme p2i+1/q.Par transitivité, il existe des points x2i prohes de x2i−1 dont la trajetoireest prohe de x2i+1 après un ertain temps t2i. On peut également trouverun point x2n prohe de x2n−1 dont la trajetoire revient près de x1.Il s'agit maintenant de reoller es trajetoires. Fixons un entier N > 0.Il existe une trajetoire qui ommene par faire q1N tour autour de l'orbitepériodique x1, puis qui suit l'orbite de x2, avant d'arriver dans un voisinagede reollement de x3. Elle fait ensuite q3N tours autour de x3, se déplaejusqu'à x4, et ainsi de suite jusqu'à revenir à x1.On peut alors appliquer le lemme de fermeture a�n d'obtenir une orbitepériodique. Si N est su�samment grand, les ontributions des orbites x2iest petite devant elles des orbites périodiques x2i+1. La mesure δx est donprohe de la normalisation de Σ p2i+1δx2i+1

, omme voulu.52
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De là, on en déduit le résultat suivant, modulo quelques raisonnementslassiques onernant le théorème de Baire et la topologie faible.Corollaire [CS08bis℄Soit X un espae polonais, φt : X → X un �ot ontinu transitif qui possèdeune struture de produit loal et satisfait le lemme de fermeture. Alors l'en-semble des mesures de probabilité invariantes ergodiques de support total estun Gδ-dense deM1(X).Ces deux derniers résultats ont été obtenus en ollaboration ave B. Sha-pira. Ils sont étonnants dans la mesure où on n'a fait auune hypothèse deompaité sur X.
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Chapitre IVExemples
1. Le �ot géodésique en ourbure négative ounulleLe �ot géodésique dé�ni sur une variété à ourbure négative admet une stru-ture de produit loal et satisfait le lemme de fermeture. Dans e adre, lerésultat faisant le lien entre mélange topologique et densité des feuilles stablesassoiées aux points horosphériques est bien onnu [Hed36℄ [Da00℄, de mêmeque la transitivité du �ot en restrition à l'adhérene des points périodiques.La génériité des mesures de probabilité invariantes ergodiques de supporttotal est due à Sigmund [Si72℄ lorsque la variété est ompate. Elle est dé-montrée en toute généralité dans [CS08bis℄.La question de la densité des périodes ou, de manière équivalente, du mé-lange topologique en ourbure négative est en partie ouverte. Lorsque tousles points de la variété sont non-errants sous l'ation du �ot géodésique, ousi le groupe fondamental ontient un élément parabolique, ou enore si laourbure est onstante, le mélange est onnu, e qui permet d'étudier en dé-tail le omportement du feuilletage stable du point de vue de la dynamiquetopologique.1.1 ExemplesLa situation est di�érente lorsqu'on autorise la ourbure à s'annuler. Com-mençons par passer en revue quelques exemples expliites de surfaes à our-bure négative ou nulle. 55



� Considérons le graphe d'une fontion onvexe onstante sur un intervalle
[a, b]. On obtient une surfae de rotation à ourbure négative ou nulle enfaisant tourner e graphe autour de l'axe des absisses. Il existe des orbitespériodiques sur ette surfae mais auune d'elles n'est hyperbolique. L'en-semble non-errant du �ot géodésique est omposé exatement de es orbitespériodiques. Il n'y a pas de struture de produit loal.
� La surfae plongée dans le tore T3 d'équation {(x, y, z) ∈ T3 | cos(x) +
cos(y) + cos(z) = 0} possède huit points en lesquels la ourbure s'annule. Le�ot géodésique sur le �bré de ette surfae est un �ot d'Anosov transitif. Demanière générale, sur une surfae ompate de dimension 2, il su�t qu'il yait sur haque géodésique un point où la ourbure s'annule pour que le �otsoit Anosov. En tant que �ot d'Anosov, toutes les orbites périodiques sonthyperboliques et le �ot géodésique hérite d'une struture de produit loal.

� On peut reoller le long d'une géodésique fermée un ouvert de ourburestritement négative et d'adhérene ompate ave un demi-ylindre euli-dien. Les méridiens du ylindre donnent des géodésiques périodiques qui nesont pas hyperboliques. Ces géodésiques sont ontenues dans l'ensemble non-errant, qui est non-ompat. L'ensemble des géodésiques fermées hyperbo-liques est ontenu dans la partie de ourbure stritement négative et n'est56



don pas dense dans l'ensemble non-errant. On véri�e sans di�ulté que le�ot n'admet auune mesure de probabilité invariante ergodique de supporttotal dans l'ensemble non-errant.

� En�n, remarquons que même si la ourbure est stritement négative, onpeut onstruire des ompats invariants sur la variété qui n'admettent pas deproduit loal. Pour ela, on munit un tore privé d'un disque d'une métriqueà ourbure −1. Notons Ω son ensemble non-errant ; e ompat possède unestruture de produit loal. Le bout évasé de la surfae est bordé par unegéodésique simple γ appartenant à Ω.
Supprimons e bout et doublons la surfae le long de ette géodésique. Soit Ω′l'image de Ω dans le double du tore troué. L'ensemble Ω∪Ω′ est un ompatinvariant qui ne possède pas de struture de produit loal, ar il existe desgéodésiques dans Ω ∪ Ω′ qui sont asymptotes à la géodésique fermée γ desdeux otés de γ, mais il n'existe auune géodésique dans Ω ∪ Ω′ allant de Ωà Ω′.
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1.2 Variétés de rang unOn va s'intéresser au as des variétés dites de rang un. Soit M une variétériemannienne onnexe omplète dont la ourbure est négative ou nulle en toutpoint. Le �ot géodésique est dé�ni sur le �bré unitaire tangent X = T 1M .Un veteur v ∈ T 1M est de rang un si les seuls hamps de Jaobi parallèlesle long de la géodésique engendrée par v sont proportionnels au générateur du�ot géodésique. En dimension deux, un veteur est de rang un si et seulementsi la ourbure est stritement négative en au moins un point de la géodésique.La variété est dite de rang un si elle possède un veteur de rang un. Lesveteurs de rang un forment un ouvert de T 1M . Ceux qui engendrent uneorbite périodique sont préisément les points périodiques hyperboliques du�ot géodésique.Le onept de variété de rang un est introduit par W. Ballmann dans[Ba82℄ puis développé parW. Ballmann,M. Brin et P. Eberlein dans [BBE85℄.On renvoie à l'artile de G. Knieper [Kn02℄ pour quelques développementsréents onernant les variétés ompates de rang un. Les variétés ompatesà ourbure négative ou nulle qui ne sont pas de rang un sont des espaessymétriques ; ils possèdent des propriétés de rigidité qui n'existent pas enrang un.1.3 Un ensemble admettant un produit loalOn herhe à appliquer les résultats des hapitres préédents aux variétésde rang un. Pour ela, il faut onstruire un sous-ensemble du �bré unitaire,invariant par le �ot géodésique, sur lequel il existe une struture de produitloal.Soit M̃ le revêtement universel de M , φ̃t le relevé du �ot géodésique à
M̃ . L'ensemble non-errant du �ot géodésique est noté Ω ; il est omposé despoints de T 1M dont tous les voisinages V satisfont φt(V ) ∩ V 6= ∅ pour unensemble de t non borné. On dé�nit un ensemble Ω+

1 omme suit : 'est lesous-ensemble de Ω omposé des veteurs de rang un dont les relevés ṽ à M̃satisfont la propriété suivante :Pour tout w̃ ∈ T 1M̃ tel que la distane d(φ̃t(w̃), φ̃t(ṽ)) reste bornée pour
t ≥ 0, on peut trouver un t0 ∈ R tel que φ̃t0(w̃) ∈W ss(ṽ).En d'autres termes, toute trajetoire qui reste à distane bornée, pour lestemps positifs, d'une géodésique assoiée à un veteur de Ω+

1 est en fait58



asymptotique à ette géodésique. On dé�nit de même un ensemble Ω−
1 assoiéau �ot φ−t et on pose Ω1 = Ω+

1 ∩ Ω−
1 .Lorsque la ourbure est stritement négative en tout point, on a bien sûr

Ω1 = Ω.Proposition [CS08bis℄Soit M une variété de rang un. Le �ot géodésique, en restrition à l'ensemble
Ω1, admet une struture de produit loal et satisfait le lemme de fermeture.La preuve repose sur le fait suivant [Kn02℄ prop 4.4 :LemmeLes veteurs réurrents de rang un appartiennent à Ω1.PreuveSoit v un veteur réurrent de rang un et ṽ son relevé à M̃ . Soit w̃ un veteurdont la trajetoire reste à distane bornée de elle de ṽ pour les temps positifs.Comme la ourbure est négative ou nulle, la fontion t 7→ d(φ̃t(ṽ), φ̃t(w̃)) estonvexe. Si elle ne tend pas vers 0, elle doit déroître vers une limite β > 0 :

∀ t ≥ 0, d(ṽ, w̃) ≥ d(φ̃t(ṽ), φ̃t(w̃)) ≥ βComme le veteur v est réurrent, on peut trouver des éléments γn dansle groupe fondamental de M et des temps tn → +∞ tels que γn(φ̃tn(ṽ))onverge vers ṽ. Quitte à passer à une sous-suite, on peut supposer que
γn(φ̃tn(w̃)) onverge vers un ertain veteur w̃′. Fixons s ∈ R ; la quantité
tn+s est positive à partir d'un ertain rang. En passant à la limite, on obtientla majoration :

∀ s ∈ R, d(ṽ, w̃) ≥ d(φ̃s(ṽ), φ̃s(w̃
′)) ≥ β > 0.Dans une variété de Hadamard, deux trajetoires qui restent à distane bor-née l'une de l'autre pour tout temps doivent néessairement border une sur-fae eulidienne totalement géodésique ; f par exemple [BGS85℄ �2.3. Auunede es trajetoires ne peut don être assoiée à un veteur de rang un. Ceidémontre le lemme.P. Eberlein démontre un lemme de fermeture pour les veteurs de rang unnon-errants dans [Eb96℄, la preuve est rappelée dans [CS08bis℄. Comme lesveteurs de rang un forment un ouvert et que les géodésiques périodiques de59



rang un sont dans Ω1, le lemme de fermeture est enore valide en restritionà Ω1. Quant à l'existene d'un produit loal, il déoule de la dé�nition de
Ω1 et du fait que deux points du bord idéal de M̃ joints par un veteur derang un admettent des voisinages dont les points peuvent être joints par desveteurs de rang un ; f [Kn02℄ �5 lemme 3.1.La transitivité en restrition à Ω est démontrée par P. Eberlein dans [Eb72℄.La transitivité en restrition à Ω1 s'en déduit sans di�ulté ; on renvoie à[CS08bis℄ pour les détails.Questions :Peut-on aratériser les variétés de rang un pour lesquelles Ω1 est vide ?Peut-on aratériser elles pour lesquelles Ω1 est dense dans Ω ?1.4 Dynamique sur les variétés de rang unOn est maintenant en mesure d'appliquer les théorèmes vus préédemment,en restrition à Ω1 :ThéorèmeSoit M une variété de rang un. Supposons que le groupe engendré par leslongueurs des géodésiques hyperboliques soit dense dans R. Alors les pointsde Ω1 de type horosphérique ont une feuille stable dense dans Ω1.Remarquons que si tous les points de T 1M sont non-errants, alors l'en-semble des veteurs de rang un est un ouvert dense dans T 1M . Il y a donun veteur de rang un dont l'orbite est dense. Ce veteur est dans Ω1, quiest dense.CorollaireSupposons de plus que Ω = T 1M . Alors les points de type horosphérique dans
Ω1 ont une feuille stable dense dans T 1M .Pour e qui est des mesures de probabilité invariantes ergodiques, on peuténoner un théorème ne faisant pas expliitement référene à l'ensemble Ω1 :Théorème [CS08bis℄Soit M une variété riemannienne onnexe omplète à ourbure négative ounulle. Supposons que le �ot géodésique admette un point périodique hyperbo-lique. Alors il existe une mesure de probabilité invariante par le �ot géodé-sique, ergodique et dont le support ontient tous les points périodiques hyper-boliques du �ot. 60



2. Le as des revêtementsOn onsidère un �ot d'Anosov φt dé�ni sur une variété X̂ ompate onnexe.Ce �ot possède une struture de produit loal et satisfait le lemme de ferme-ture. Ces deux propriétés sont démontrées par D. V. Anosov dans [An67℄.De manière générale, on peut onsidérer un �ot Axiom A en restrition àune pièe basique. Là enore, on a un produit loal et un lemme de ferme-ture ; es résultats sont dus à R. Bowen, on renvoie à la monographie de B.Hasselblatt et A. Katok [KH95℄ pour une étude détaillée.Considérons à présent un revêtement galoisien M̂ de M , dont le grouped'automorphismes est noté G. La struture de produit loal et le lemme defermeture sont automatiquement satisfait par le �ot relevé φ̂t. On en déduitle résultat suivant :ThéorèmeSoit X une variété ompate, π : X̂ → X un revêtement galoisien de X. Soit
φt un �ot d'Anosov sur X, φ̂t : X̂ → X̂ son relevé. L'ensemble des mesuresde probabilité invariantes par φ̂t ergodiques de support total dans l'ensemblenon-errant est un Gδ-dense deM1(X̂).Que peut-on dire sur l'ensemble non-errant de φ̂t ? Pour un �ot géodésiquesur une variété ompate à ourbure négative, tous les points sont non-errantspour le relevé au revêtement, dès l'instant où le revêtement n'est pas élémen-taire [Eb72℄. On a dessiné au verso quelques exemples de revêtements desurfaes.2.1 Flot hyperbolique errantIl existe par ontre des �ots d'Anosov dont le relevé à un revêtement degroupe Z est totalement dissipatif. Voii omment onstruire un tel exemple.Considérons un automorphisme hyperbolique T agissant sur le tore T2, etdonnons-nous une fontion de suspension r : T2 → R de lasse C1. Quotien-tons le produit X̂ = T2 ×R par l'ation de la transformation :

T̃ (x, s) = (T (x), s− r(x))L'espae obtenu est noté X :
X = X̂/ < (x, s) 7→ T̃ (x, s) >61



62



L'espae X̂ est un revêtement galoisien de X dont le groupe est isomorphe à
Z. Considérons le �ot φ̂t : X̂ → X̂ dé�ni par :

φ̃t(x, s) = (x, t + s)Ce �ot est totalement dissipatif et passe au quotient pour donner un �otd'Anosov φt sur X, qui préserve la mesure 1
r(x)

dx dt. L'espae X est ompat,ette mesure est �nie. Cei montre que tous les points sont non-errants sur
X et que le �ot φt est transitif.On peut s'arranger pour que e �ot soit mélangeant en hoisissant la fon-tion r de manière judiieuse. Pour ela, on remarque que les orbites pério-diques du �ot φt sont en bijetion ave elles de T . Soit p un point périodiquede période n pour la transformation T ; il lui orrespond une trajetoire pé-riodique (p, 0) ∈ X pour φt dont la période vaut :

rn(p) =
n−1
∑

k=0

r(T k(p))Le mélange est don équivalent à la ondition :
< rn(p) | p ∈ T2, n ∈ N tq T n(p) = p > = RIl su�t de hoisir un point �xe p ∈ T2 et une fontion r telle que r(p)/r(0)est irrationnel, pour réaliser ette ondition.2.2 Non-errane sur les revêtementsOn est don onduit à étudier plus en détail la non-errane des �ots hyper-boliques dé�nis sur les revêtements.On a vu plus haut que la transitivité de φ̂t est équivalente à la densité desorbites périodiques sur X̂. Il faut maintenant donner une version �brée de ethéorème.Pour ela, introduisons la notion de déplaement dans la �bre le longd'une orbite périodique. Soit p un point périodique de période l(p) pour

φt : φl(p)(p) = p. Considérons une préimage p̂ ∈ p̂ de p ; l'orbite de p se relèvede manière unique en une trajetoire issue de p̂. On obtient alors un élément
[p] ∈ G satisfaisant :

φ̂l(p)(p̂) = [p] (p̂)63



Si l'on suppose le groupe G abélien, et élément [p] ne dépend pas du relevé
p̂ hoisi. Il est parfois appelé élément de Frobénius de l'orbite périodique p.Voii omment aratériser la transitivité sur le revêtement en terme de eséléments de Frobénius.Théorème [C04℄Soit X une variété ompate, π : X̂ → X un revêtement abélien de X, degroupe G = Zd. Soit φt : X → X un �ot d'Anosov, φ̂t son relevé à X̂. Sontéquivalents :� tous les points de X̂ sont non-errants sous l'ation de φ̂t,� l'espae X̂ est onnexe et les points périodiques de φ̂t sont denses dans X̂,� le �ot φ̂t est transitif sur X̂,� φt est transitif et { [p] | p point périodique pour φt } = G.Si de plus les périodes des orbites périodiques de φ̂t engendrent un sous-groupe dense de R, alors φ̂t est topologiquement mélangeant et les points detype horosphérique sur X̂ ont une feuille stable dense.Ce résultat peut être démontré en se basant uniquement sur la struturede produit loal du �ot et sur le lemme de fermeture. Il est enore vrai si legroupe G est résoluble de type �ni. En�n, on peut remplaer la ondition surles éléments de Frobénius par la suivante :Le semi-groupe engendré par les éléments de Frobénius des orbitespériodiques de φt oïnide ave G.Expliquons brièvement pourquoi ette ondition sur les éléments de Fro-benius des orbites périodiques implique la transitivité sur le revêtement.Il s'agit de relier deux ouverts quelonques U , V de X̂ par une orbite du�ot φ̂t. Comme le �ot est transitif sur la base du revêtement, il est possiblede trouver une orbite sur X allant de la projetion de U à la projetion de
V . On peut également supposer que ette orbite passe à proximité d'orbitespériodiques pi engendrant G omme semi-groupe.Le relevé de ette orbite qui part de U termine dans un ensemble de la forme
g(V ), pour un ertain g ∈ G dont l'opposé peut s'érire sous la forme Σ ni[pi].Si maintenant nous utilisons la struture de produit loal pour onstruire uneorbite sur X prohe de la préédente, mais qui tourne ni fois de plus autourde pi pour tout i, nous obtenons un relevé qui termine dans V .64
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3. Exemples de nature probabilisteLe résultat préédent peut se traduire en terme probabiliste. Considérons unehaîne de Markov ave un nombre �ni d'états.Soit I un ensemble �ni à n éléments et A une matrie de taille n × ndont les éléments appartiennent à {0, 1}. Le déalage de type �ni assoié àla matrie de transition A est dé�ni par :
ΣA := { {xk}k∈Z ∈ IZ | ∀ k ∈ Z, Axkxk+1

= 1}Le déalage σ sur ΣA est donné par : σ({xi}) := {xi+1}. Pour obtenir un �ot,on se donne une fontion Holdérienne r : ΣA → R+, qui ne dépend que desoordonnées positives, et on onstruit la suspension :
Σr

A := ΣA ×R/ < (x, t) ∼ (σ(x), t− r(x)) >Le �ot orrespond à la translation sur R :
φs(x, t) = (x, s + t)Ce système admet une struture de produit loal. Le produit est donné par :

[({xi}, s), ({yi}, t)] := ({...x−2x−1x0, y1y2...}, t)Un tel raord n'est possible que si Ax0,y1
est non nul, e qui est le as parexemple si x1 = y1, à fortiori si {xi} et {yi} ne sont pas trop loin l'un del'autre.Soit G un groupe de Lie, g : ΣA → G une fontion ontinue. On onsidèrel'extension :

gΣr
A := ΣA ×R×G / < (x, t, u) ∼ (σ(x), t− r(x), g(x).u) >Le �ot φs se relève naturellement à gΣr

A en un �ot noté φ̂s.
φ̂s(x, t, u) = (x, t + s, u)On note π la projetion de gΣr

A sur Σr
A. Le théorème du paragraphe préédentse traduit omme suit : 66



ThéorèmeSoit G un groupe de Lie virtuellement résoluble tel que le quotient de G parla omposante onnexe de l'identité soit de type �ni. Sont équivalents :� le �ot φ̂t est transitif sur gΣr
A,� Tous les points de gΣr

A sont non errants sous l'ation de φ̂t,� X̂ est onnexe et les points périodiques de φ̂t sont denses dans gΣr
A,� φt est transitif et { [p] | p ∈ ΣA point périodique pour σ } = G.Si de plus les périodes des orbites périodiques de φ̂t engendrent un sous-groupedense de R, alors φ̂t est topologiquement mélangeant.On a noté [p] = g(σn−1(p))...g(σ(p))g(p) lorsque p ∈ ΣA est un point pério-dique de période n.La preuve de e résultat est similaire à elle donnée plus haut ; il su�t deremarquer qu'un groupe de Lie dont le quotient par la omposante onnexede l'identité est de type �ni satisfait la propriété suivante : pour tout ε > 0,on peut trouver dans tout sous-ensemble dense du groupe une partie �nie quiengendre un sous-groupe ε - dense.Question :L'hypothèse de résolubilité sur le groupe est-elle vraiment néessaire dansl'énoné du théorème ?On a un résultat similaire pour les transformations plut�t que pour les �ots.Cela revient à supprimer le fateur R et l'appliation r dans la onstrutionpréédente. Le �ot φ̂t est remplaé par l'appliation σ̂ dé�nie sur ΣA × Gpar :

σ̂(x, g) = (σ(x), g(x) g)On a alors équivalene entre :� la densité des points périodiques sur ΣA ×G� la transitivité de σ̂� l'irrédutibilité de A et { [p] | p ∈ ΣA point périodique pour σ } = GDe là, on onstruit aisément des exemples d'extensions transitives. La situa-tion sur le plan topologique est don assez di�érente du adre mesurable. Les67



mesures de la forme m⊗Haar, m mesure de Gibbs sur ΣA, ne sont en e�etjamais ergodiques relativement à σ̂ si le groupe n'est pas virtuellement Z ou
Z2 [Gu89℄.On a vu que la transitivité est néanmoins une ondition su�sante pourl'existene d'une mesure de probabilité ergodique de support total sur l'ex-tension ΣA ×G.
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Chapitre VErgodiité dans le adre nonompat
1. Mesures de Gibbs en ourbure négativeOn a vu qu'un �ot géodésique dé�ni sur une variété omplète onnexe àourbure négative admet toujours une mesure de probabilité ergodique desupport total dans l'ensemble non-errant. L'ergodiité et le support totalsont même des propriétés génériques dans l'ensemble de toutes les mesuresde probabilité invariantes, relativement à la topologie étroite sur et espae.Dans e ontexte, on peut se demander si il existe toujours une mesure deprobabilité invariante par le �ot géodésique qui est mélangeante. Remarquonsque la onstrution des mesures ergodiques de support total passe par ladensité des Diras sur les orbites périodiques ; es mesures sont ergodiquesmais pas mélangeantes. De manière générale, il ne faut pas s'attendre à eque le mélange soit une propriété générique dans l'espae des probabilitésinvariantes. Lorsque la variété est ompate, on peut en e�et démontrer quel'ensemble des mesures mélangeantes est maigre.Il faut don faire appel à d'autres méthodes pour onstruire des mesuresde probabilités mélangeantes.Commençons par dérire la situation pour les mesures usuelles. D'abord,la mesure de Liouville sur le �bré unitaire est �nie si et seulement si lavariété est de volume �ni. Cette ondition de volume �ni peut être aratériséindépendamment de toute référene à une mesure ; pour simpli�er, on serestreint au as des surfaes [Da00℄, [Bow95℄ :69



ThéorèmeSoit M une surfae à ourbure stritement négative pinée. Sont équivalents :� la surfae M est de volume �ni,� les horosphères sont denses ou ompates,� La variété admet un nombre �ni de bouts qui sont de type parabolique.Rappelons qu'une isométrie d'un espae simplement onnexe à ourbure né-gative est dite parabolique si elle possède un unique point �xe sur la ompati-�ation naturelle de et espae. Le quotient de l'espae par une telle isométrieest un ylindre dont un des bouts possède un rayon d'injetivité qui tend verszéro à l'in�ni. Un bout est de type parabolique s'il est isométrique à un teldemi-ylindre.

Une autre mesure souvent onsidérée est la mesure de Bowen-Margulis.Cette mesure est onstruite par G. A. Margulis pour des �ots d'Anosov[Mar70℄ ; ette onstrution est étendue par R. Bowen au as des �ots AxiomA ; il montre que ette mesure est l'unique maximum de l'entropie [Bo72℄.S. J. Patterson [Pa76℄ donne ensuite une onstrution dans le adre des �otsgéodésiques à ourbure négative, sans hypothèse de ompaité sur la variétésous-jaente, qui redonne la mesure de Bowen-Margulis lorsque la variété estompate. Lorsque la onstrution de Patterson donne une mesure �nie, J.P. Otal et M. Peigné montrent que l'entropie possède un unique maximumdonné par ette mesure [OP04℄.M. Peigné a produit des exemples de variété à ourbure négative de volume�ni pour lesquelles la mesure obtenue par la onstrution de S. J. Pattersonest in�nie totalement dissipative. Il a également montré l'existene de variétésde volume in�ni pour lesquelles ette mesure est �nie. Si on veut obtenir70



des mesures �nies mélangeantes, il faut élargir le adre des onstrutionspréédentes.1.1 NotationsExpliquons omment onstruire un analogue des mesures de Gibbs utiliséesen théorie des haînes de Markov, en se basant sur la méthode de S. J.Patterson.Commençons par quelques dé�nitions. Dans la suite, M est une variété àourbure négative pinée, son revêtement universel est noté M̃ et son groupefondamental Γ, si bien qu'on a un isomorphisme M ≃ M̃/Γ. Le bord visuel de
M̃ est noté ∂M̃ ; il est omposé de lasses d'équivalene de rayons géodésiquesasymptotes entre eux.Soit ∆ la diagonale dans ∂M̃ × ∂M̃ . L'ensemble des géodésiques de M̃s'identi�ent naturellement ave le produit ∂M̃ × ∂M̃ − ∆. De fait, haquegéodésique est entièrement déterminée par ses deux points à l'in�ni, qui sontdistints. Cei permet d'exprimer le �bré unitaire en terme du bord par laformule :

T 1M̃ ≃ (∂M̃ × ∂M̃ −∆)×RFixons un point x0 ∈ M̃ ; l'ensemble limite du groupe Γ est noté ΛΓ, ilest omposé des points de ∂M̃ qui sont dans l'adhérene de l'orbite de x0sous l'ation de Γ. Cet ensemble orrespond à l'ensemble non-errant du �otgéodésique par le biais de la orrespondane dérite plus haut :
Ω ≃

(

(ΛΓ× ΛΓ−∆)×R
)

/ΓOn aura besoin du onept de point onique. Il s'agit des points ξ ∈ ∂M̃ pourlesquels il existe une in�nité de points de la forme γx0, γ ∈ Γ, qui restentà distane bornée de la géodésique issue de x0 aboutissant en ξ. L'ensemblede tous es points est noté ΛcΓ, il orrespond aux veteurs x ∈ T 1M pourlesquels ω(x) 6= ∅.
{x ∈ T 1M | ω(x) 6= ∅} ≃

(

(∂M̃ × ΛcΓ−∆)×R
)

/ΓL'enveloppe onvexe de ΛΓ ⊂ ∂M̃ dans M̃ sera notée Conv(ΛΓ).71



1.2 Constrution des mesuresOn introduit maintenant le potentiel qui va servir à dé�nir les mesures deGibbs. Soit F une fontion borélienne positive dé�nie sur l'ensemble desveteurs de T 1M̃ qui se projettent sur Conv(ΛΓ). On suppose F loalementbornée et Γ-invariante. Posons, pour x, y, w ∈ Conv(ΛΓ) :
ρF

x,w(y) =
∫ w

y
F −

∫ w

x
FL'intégrale ∫ w

y F doit être prise le long de la géodésique reliant y à w dansle �bré unitaire. Pour simpli�er, on va supposer que F est invariante parl'involution anonique v 7→ −v dé�nie sur T 1
xM pour tout x. Cei garantitl'égalité ∫ w

y F =
∫ y
w F . Dé�nissons à présent les onstantes :

CF
r = sup{|ρF

x0,w(y)|, y ∈ B̄(x0, r) ∩ Conv(ΛΓ), w ∈ Conv(ΛΓ) }

C̄F
r = inf{CF

r′ | r
′ > r}Ces onstantes sont �nies dès que F satisfait une ondition de type Holder.En�n, dé�nissons la série de Poinaré omme suit :

Px0
(s) =

∑

γ∈Γ

e
−s

∫ γx0

x0
FSon exposant de onvergene est noté δF . L'idée est maintenant de s'intéresseraux limites faibles dansM1(ΛΓ) de la suite :

µF
x,s =

∑

γ∈Γ e−s
∫ γx0

x
F Dirac(γx0)

∑

γ∈Γ e
−s

∫ γx0

x0
FSi la série de Poinaré diverge à l'exposant ritique, on peut espérer réu-pérer une mesure sur ∂M̃ , qui permette de onstruire une mesure sur T 1Minvariante par le �ot géodésique. C'est bien e qui se produit. Il est mêmepossible de modi�er la série de Poinaré de façon à obtenir une mesure portéepar ∂M̃ même si ette série onverge. Ce point sera détaillé dans la suite.Introduisons une dernière dé�nition. L'ombre Ox0

(x, r) est la partie de ∂M̃omposée des extrémités des géodésiques issues de x0 et passant par la boulede entre x et de rayon r. 72



Théorème [C03℄Soit M une variété omplète onnexe à ourbure négative pinée, soit F̄ :
T 1M → R une fontion borélienne positive loalement bornée invariantepar l'involution v 7→ −v de T 1M et soit F son relevé à T 1M̃ . On supposeque l'exposant ritique δF et les onstantes CF

r , r ≥ 0, sont �nies. Alors ilexiste une mesure µF portée par ΛΓ, quasi-invariante sous l'ation de Γ, etsatisfaisant la propriété suivante :
∃C > 0, ∃ r0 ≥ 0, ∀ r ≥ r0, ∀ γ ∈ Γ,

C−1e
−δF

∫ γx0

x0
F−2 δF C̄F

r ≤ µF (Ox0
(γx0, r)) ≤ Ce

−δF

∫ γx0

x0
F+2 δF C̄F

rToute mesure de probabilité satisfaisant es inégalités est absolument ontinuerelativement à µF en restrition à ΛcΓ.Expliquons brièvement la preuve. La quasi-invariane déoule de la diver-gene de la série de Poinaré et du aratère borné du oyle. Les inéga-lités s'obtiennent par simple passage à la limite. Remarquons que la quasi-invariane donne naissane à un module d'absolue ontinuité qui prolonge(presque) le oyle ρF
x,w au bord. Il est néessaire d'étudier en détail les pro-priétés de e prolongement pour mener à bien la onstrution de la mesuresur T 1M . On renvoie à l'artile [C03℄ pour éviter d'alourdir la présentation.En�n, pour démontrer que l'enadrement aratérise la mesure en restritionà ΛcΓ, on utilise un lemme de reouvrement dû à A. S. Besiovith. Ce lemmemontre que tout sous-ensemble mesurable de ΛcΓ peut être presque reouvertpar une union dénombrable disjointe d'ensembles de la forme Ox0

(γx0, r),
γ ∈ Γ.On peut maintenant onstruire une mesure sur T 1M en lien ave ettemesure onforme. Il faut à nouveau onsidérer des sommes pondérées deDira, ette fois-i portées par des éléments de M̃×M̃ de la forme (γx0, γ

′x0),ave γ, γ′ ∈ Γ, et omparer les valeurs d'adhérene faibles dans ∂M̃ × ∂M̃ave la mesure µF ⊗ µF .Théorème [C03℄Sous les hypothèses du théorème préédent, il existe une mesure loalement�nie sur T 1M , invariante par le �ot géodésique, dont le relevé à T 1M̃ estabsolument ontinu relativement à µF ⊗ µF , et pour laquelle les propriétéssuivantes sont équivalentes : 73



� la série de Poinaré diverge à l'exposant ritique,� µF (ΛcΓ) > 0,� mF ({x ∈ T 1M | ω(x) 6= ∅}) > 0,� la mesure mF est onservative relativement au �ot géodésique,� La mesure mF est ergodique relativement au �ot géodésique.Si de plus le �ot géodésique est topologiquement mélangeant, alors la mesure
mF est mélangeante dès qu'elle est de masse totale �nie.La mesure mF est appelée mesure de Gibbs assoiée au potentiel F̄ . La preuvedu théorème suit les arguments de D. Sullivan [Su79℄, [Su80℄. L'ergodiitédéoule de l'argument de Hopf [K94℄, [C07bis℄. Le mélange peut être obtenuen faisant appel à un résultat de M. Babillot [B02℄.Il faut maintenant herher à quelles onditions ette mesure mF est �-nie. Lorsque la variété est géométriquement �nie, F. Dal'bo, M. Peigné etJ. P. Otal ont donné un ritère assurant ette �nitude. On va donner unanalogue de e ritère pour les mesures µF .1.3 Critère de �nitudeUne variété onnexe omplète à ourbure négative est dite géométriquement�nie si l'ensemble non-errant admet un voisinage de volume �ni.Il existe di�érentes aratérisations de la �nitude géométrique. Pour sim-pli�er, on énone un résultat valide pour les surfaes :Théorème [Bow95℄ [Da00℄Soit M une surfae à ourbure négative pinée. Sont équivalents :� la variété M est géométriquement �nie,� le groupe fondamental de M est de type �ni,� les horosphères non errantes sont denses ou ompates,� la variété M admet un nombre �ni de bouts qui sont de type paraboliquesou évasés.Rappelons qu'une isométrie d'un espae simplement onnexe à ourbure né-gative est dite hyperbolique si elle possède deux points �xes sur la ompati�-ation naturelle de et espae. Le quotient de l'espae par une telle isométrie74



est un ylindre dont les deux bouts sont de volume in�ni. Un bout est évasés'il est isométrique à un de es demi-ylindres.

Lorsque la variété est géométriquement �nie, il est possible de donner unritère de �nitude pour les mesures de Gibbs mF . Le théorème suivant géné-ralise un résultat de M. Peigné et J. P. Otal [OP04℄ valide dans le as d'unpotentiel onstant.Rappelons qu'un sous-groupe de Γ est dit parabolique s'il ne ontient quedes éléments paraboliques. Il est maximal s'il n'est pas ontenu dans un sous-groupe parabolique distint de lui-même. Pour une variété géométriquement�nie, les lasses de onjugaison de sous-groupe paraboliques maximaux sonten bijetion ave les bouts paraboliques.ThéorèmeSoit M une variété géométriquement �nie, F : T 1M̃ → R un potentiel tel que
δF , CF

r , r > 0, sont �nis. Supposons que pour tout sous-groupe paraboliquemaximal P ⊂ Γ, l'exposant de onvergene de la série :
∑

p∈P
e
−s

∫ px0

x0
Fsoit stritement inférieur à δF . Alors la mesure mF est ergodique relativementau �ot géodésique. Si de plus la série suivante est onvergente :

∑

p∈P
d(x0, px0) e

−δF

∫ px0

x0
Falors la mesure µF est �nie. 75



Les onditions de e théorème sont satisfaites dès que la fontion F est onti-nue et tend vers l'in�ni dans les bouts paraboliques.Cei se véri�e omme suit. Remarquons d'abord que l'exposant ritique nedépend pas de l'origine x0 �xée. Considérons un bout parabolique et �xonsun voisinage onvexe du bout sur lequel la fontion F est supérieure à uneertaine onstante C. On peut supposer que x0 appartient à e voisinage, equi donne la majoration :
∫ px0

x0

F ≥ C
∫ px0

x0

1Cei montre que, pour tout C > 0, l'exposant de la série ∑

p exp(−s
∫ px0

x0
F )est majoré par C−1δ1, où δ1 est l'exposant ritique du groupe Γ. On en déduitque les deux séries onvergent pour tout s > 0, e qui démontre l'assertion.On peut par exemple prendre pour F le relevé de la fontion suivantedé�nie sur M :

F̄ (x) = 1 + d(x0, x)Cei implique le résultat attendu :Théorème [C03℄Soit M une variété géométriquement �nie, possédant au moins un bout pa-rabolique. Alors le �ot géodésique sur T 1M admet une mesure de probabilitéinvariante mélangeante de support total dans l'ensemble non-errant.Il est en fait possible de onstruire un potentiel borné pour lequel la mesure
mF est �nie. Cei néessite une étude plus �ne de la mesure dans les boutsparaboliques ; les détails sont dans l'artile [C03℄.Questions :� Peut-on supprimer l'hypothèse de �nitude géométrique dans le théorèmepréédent ?� Sur une variété géométriquement �nie, est-il possible de onstruire unemesure anonique sur l'ensemble non-errant en montrant que le volume re-normalisé sur un voisinage de et ensemble possède une limite lorsque evoisinage déroît vers l'ensemble non-errant ?
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2. Unique ergodiité du feuilletage stable2.1 Le �ot horoyliqueOn a vu omment aratériser la densité des feuilles stables d'un �ot admet-tant une struture de produit loal. Peut-on donner un analogue mesurablede e résultat ?Lorsqu'on est sur une surfae ompate à ourbure −1, le feuilletage stable du�ot géodésique est de dimension un, orientable. Il peut don être paramétrépar la longueur d'ar a�n d'obtenir un �ot, appelé �ot horoylique.En 1973, par des tehniques issues de l'analyse harmonique, H. Fursten-berg démontre que e �ot horoylique est uniquement ergodique [F73℄. Ceiimplique l'équidistribution et la densité de toutes les feuilles stables relative-ment au volume anonique sur le �bré unitaire.Lorsque la ourbure est variable, il existe plusieurs manières de paramé-trer les feuilles stables et le paramétrage par la longueur d'ar n'est pas leplus naturel. En s'appuyant sur l'existene de la mesure de Bowen-Margulis,B. Marus [M75℄ onstruit un autre paramétrage pour lequel la relation deommutation entre le �ot géodésique et le �ot horosphérique est enore vrai :
gt ◦ hs = hse−t ◦ gtIl montre ensuite que la mesure de Bowen-Margulis est invariante par le �othoroylique et que 'est la seule mesure de probabilité invariante par e�ot. Sa preuve est de nature dynamique et repose sur le mélange du �otgéodésique.Voii une généralisation de es résultats à des systèmes gt partiellementhyperboliques dé�nis sur des espaes qui ne sont pas néessairement om-pats. Pour simpli�er, on suppose que le feuilletage stable du �ot gt peutêtre paramétré par un �ot ontinu, noté hs, et on introduit les dé�nitionssuivantes. La feuille instable faible passant par le point x est donnée par :

W wu
ε (x) = {y ∈ X | ∀ t ≥ 0, d(g−t(x), g−t(y)) < ε}Une mesure µ est dite absolument ontinue relativement au feuilletages stableet instable s'il existe en haque point un système de oordonnées ontinu dontles horizontales et les vertiales sont données par les ensembles W wu

ε et W ss,et si la mesure µ est absolument ontinue relativement à une mesure produitdans e système de oordonnée. 77



Théorème [C08℄Soit X un espae métrique séparable, gt et hs deux �ots ontinus sur X quisatisfont la relation de ommutation :
gt ◦ hs = hse−t ◦ gtSoit µ une mesure de probabilité borélienne invariante par les deux �ots,de support total, et qui est absolument ontinu relativement au feuilletagesstables et instables. Supposons que le �ot hs admet une orbite dense. Alors µest la seule mesure de probabilité qui est ergodique, invariante relativementau �ot hs et qui satisfait la ondition :

µ( {x ∈ X | ω(x) = φ} ) = 0.L'ensemble ω(x) est l'ensemble limite du point x relativement au �ot gt.2.2 Équidistribution des feuilles sous l'ation du �otSoit f : X → R une fontion uniformément ontinue bornée ; introduisonsles moyennes sur un bout d'horoyle :
M1(f)(x) =

∫ 1

0
f(hs(x))ds, Mt(f) = M1(f ◦ g− ln t)LemmeLa famille {Mt(f)} t∈R+

est équiontinue.Preuve du lemmeOn se donne deux points x et y prohes l'un de l'autre et on pousse enarrière la feuille de taille un en x et y par le �ot gln t. Il s'agit de véri�er queles moyennes de f sur les deux moreaux de feuilles obtenues sont prohes,indépendamment de t.Pour ela, on épaissit la feuille en x et en y ; dans les oordonnées donnéespar le produit loal en x et en y, on onsidère un retangle R qui s'appuie surle moreau de feuille stable de taille un, et dont l'épaisseur est de taille ε. Lafontion f est supposée uniformément ontinue, son intégrale sur le retanglerelativement à la mesure µ normalisée est prohe de M1(f)(x) ou M1(f)(y).Par invariane de la mesure µ, ette intégrale est égale à l'intégrale de f sur
g− ln t(R). Comme il n'y a pas eu de dilatation transversalement au feuilletagestable, ette intégrale est prohe de Mt(f)(x) et Mt(f)(y), indépendammentde t. Cei démontre le lemme. 78
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2.3 Preuve de l'unique ergodiitéOn remarque que les moyennes Mt(f) sont obtenues en translatant par g− ln tles sommes de Birkho� 1
t
St(f) du �ot horoylique :

1

t
St(f)(g− ln t (x)) = Mt(f)(x)Montrons que Mt(f) onverge uniformément sur les ompats vers ∫

f dµ.Par le théorème d'Asoli, il su�t de montrer que toute valeur d'adhérene,pour la topologie de la onvergene uniforme sur les ompats, est onstante.Une telle valeur d'adhérene f̄ est ontinue. C'est aussi une valeur d'adhé-rene pour la topologie L2, ar la suite de fontions Mt(f) est uniformémentbornée indépendamment de t.D'après le théorème ergodique L2, nous savons que la suite 1
t
St(f) onvergevers une fontion Pf invariante par le �ot horoylique. La suite Pf ◦ g− ln tadmet don une sous-suite qui onverge en norme L2 vers f̄ . Comme 'est unesuite de fontions hs-invariantes, f̄ est hs-invariante, ontinue, don onstantear le �ot hs admet une orbite dense. On a montré que la suite Mt(f) onvergevers ∫

f dµ. De même, 1
t
St(f) onverge en norme L2, don µ est ergodique.Pour e qui est de l'uniité, soit ν une mesure de probabilité ergodique inva-riante par hs qui satisfait ν( {x ∈ X | ω(x) = φ} ) = 0. Choisissons x ∈ Xet tk tels que g ln tk(x) reste dans un ompat K et 1

tk
Stk(f)(x) onverge vers

∫

f dν. La suite Mt(f) onverge uniformément sur K vers ∫

f dµ, si bien que :
1

tk
Stkf(x) = Mtk(f)(g ln tk(x)) −−−−→

k→∞

∫

fdµCei montre que ∫

fdµ =
∫

fdν, omme désiré.Remarques :� L'unique ergodiité du �ot hs implique l'ergodiité de hs relativement àla mesure invariante. Cei implique également le mélange du �ot gt relative-ment à ette mesure, et don l'ergodiité de e �ot. Ce résultat ne déoulepas de l'argument de Hopf puisque nous n'avons fait auune hypothèse deontration le long de W wu.� L'exemple le plus simple de �ot partiellement hyperbolique satisfaisant leshypothèses du théorème est donné par la suspension d'un automorphismedu tore ave une unique valeur propre de module plus petite que un, et desvaleurs propres sur le erle unité. D'autres exemples sont donnés par l'ationdes �ots d'Anosov sur le �bré des repères.80



2.4 Le as multidimensionnelRemarquons d'abord que le lemme n'utilise pas vraiment le aratère unidi-mensionnel du feuilletage stable. Lorsque elui-i est régulier, on peut hoisiren haque point une boule �unité� dans la feuille stable, ainsi qu'un opérateurde moyennisation sur la boule qui remplae la quantité M1(f).Ces boules donnent un �paramétrage� naturel sur la feuille W ss(x), obtenu enprenant l'image réiproque par gt de la boule unité du point gt(x). Pour avoirompatibilité entre le �paramétrage� et la mesure, Il su�t que la moyennesur le retangle tende vers la moyenne sur la boule dans la feuille, lorsque lahauteur du retangle tend vers zéro. Le lemme préédent est alors véri�é.La ondition de ompatibilité revient à paramétrer les feuilles par les ondi-tionnelles de la mesure le long des feuilles stables dans des ouverts de produitloal, ou bien à onstruire ette mesure à partir du paramétrage et d'un hoixjudiieux de mesure sur les transversales.Passons maintenant à la preuve du théorème. Lorsqu'on n'a pas de �otqui engendrent les feuilles stables, il faut trouver un autre argument pourobtenir l'invariane par le feuilletage stable des valeurs d'adhérene de lasuite Mt(f) = M1(f ◦ g− ln t).On sait que les valeurs d'adhérene faibles de la suite f ◦ g− ln t sont in-variantes à la fois par le feuilletage stable et instable. Comme l'opérateur
f 7→M1(f) est L2-ontinu et qu'il moyenne le long des feuilles stables, toutevaleur d'adhérene de f ◦ g− ln t est aussi valeur d'adhérene de M1(f ◦ g− ln t).On peut don extraire de toute sous-suite de Mt(f) faiblement onvergente,une sous-suite qui onverge faiblement vers une fontion W ss-invariante. Lesvaleurs d'adhérene faibles ou L2 de la suite Mt(f) sont bien W ss-invariantes.On montre omme préédemment la onvergene uniforme sur les ompatsde la suite Mt(f) vers ∫

f dµ, ainsi que l'ergodiité de µ. Pour e qui estde l'unique ergodiité, il faut dé�nir e qu'on entend par mesure ergodiqueinvariante relativement au �paramétrage� des feuilles. Sans doute la notionla plus naturelle ii est de demander à e que les moyennes sur les boulesonvergent presque partout vers l'intégrale relativement à la mesure. De fait,la onvergene des moyennes de Birkho� d'un �ot vers l'intégrale de la mesurene rend pas seulement ompte de l'ergodiité de la mesure mais aussi de soninvariane. L'argument préédent s'applique alors et donne un équivalent del'unique ergodiité. 81



Là enore, on a un résultat analogue pour des transformations plut�t quedes �ots. On peut en partiulier appliquer le théorème à des systèmes symbo-liques donnés par des haînes de Markov. Dans e adre, les quantités Mt(f)s'identi�ent aux puissanes de l'opérateur de transfert L(f). La relation entre
Mt(f) et les sommes de Birkho� de hs orrespond à l'égalité lassique entrel'opérateur de transfert et les images réiproques de l'espérane ondition-nelle relativement à la tribu passée de la haîne ξ = ∨k≤0 σ−k{[a] | a ∈ I} :

Lf = E(f | σ−1ξ) ◦ σ−1QuestionA-t-on enore uniité pour les mesures supportées par les points horosphé-riques ?3. Produits semi-direts3.1 Un produit gauhe au-dessus d'une translation dutoreOn a vu omment en présene de réurrene, on peut obtenir des résultatssur le feuilletage stable d'un �ot ou d'une transformation.De manière surprenante, il est possible d'avoir un feuilletage stable transitifet ergodique, même si le �ot est totalement dissipatif. Nous allons onstruireun exemple en nous basant sur la onstrution donnée plus haut dans leparagraphe intitulé Flot hyperbolique errant.On onsidère le �ot dé�ni sur X̂ = T2 ×R par :
φ̂t(x, s) = (x, t + s)Ce �ot est ertainement dissipatif.Soit T : T2 → T2 un automorphisme hyperbolique ; on peut prendre parexemple l'ation de la matrie ( 2 1

1 1 ) sur le tore. Soit r : T2 → R∗
+ unefontion de lasse C1. On pose r̃(x) = r(x)− r(0, 0). Quotientons le produit

X̂ = T2 ×R par l'ation de la transformation :
T̂ (x, s) = (T (x), s− r(x))82



Le quotient est noté X. Munissons la variété X d'une métrique riemannienneet relevons ette métrique à X̂.Proposition [C01℄On suppose que :
< r̃n(x) | x ∈ T2 et n ∈ N tels que T nx = x > = RAlors le feuilletage stable de φ̂t est onservatif, ergodique relativement à lamesure de Lebesgue sur X̂.Les sommes de Birkho� de l'appliation r̃ ont été notées r̃n(x) =

n−1
∑

k=0

r̃(T k(x)).La ondition sur l'appliation r est générique. C'est une ondition né-essaire et su�sante pour avoir l'ergodiité du feuilletage stable. Elle estéquivalente à l'existene d'une feuille stable dense sur X̂.Considérons le as T = ( 2 1

1 1 ). Le point (1
5
, 2

5
) est périodique de période 2, lepoint (1

2
, 0) est périodique de période 3. Pour onstruire un exemple expliited'appliation r satisfaisant la ondition de la proposition préédente, il su�tde hoisir r telle que :

r(1
2
, 0), r(1

2
, 1

2
) , r(0, 1

2
) et r(0, 0) sont rationnels

r(1
5
, 2

5
) + r(4

5
, 3

5
) est irrationnelCes onditions impliquent r̃3(1

2
, 0) ∈ Q et r̃2(1

5
, 2

5
) 6∈ Q. Voii un hoixpossible :

r(x1, x2) = 2 + cos(2πx1)On a alors : r̃3(1
2
, 0) = −4, r̃2(1

5
, 2

5
) = 2 cos(2π

5
)− 2 =

√
5−5
2

.Le feuilletage n'est pas ergodique si l'appliation r est onstante. En e�et,les feuilles sont ontraintes à rester dans les horizontales T2 × {t}. Plusgénéralement, on n'a pas ergodiité si r est ohomologue à une onstante,mais ette ondition n'est pas équivalente à l'absene d'ergodiité.Construisons un paramétrage des feuilles stables sur X̂. Le nombre d'orest noté λ = 1+
√

5
2
≃ 1.618. Le sous-espae stable de la matrie ( 2 1

1 1 ) estdirigé par le veteur es = 1√
1+λ2

( −1

λ ), qui est assoié à la valeur propre λ−2.83



Pour x, y ∈ T2 tels que x− y ∈ Res, on dé�nit un oyle par la formule :
c(x, y) =

∞
∑

k=0

r(T kx)− r(T ky)Cette série est onvergente ar la fontion r est Lipshitzienne et la distaneentre T kx et T ky tend exponentiellement vite vers 0.L'expression suivante dé�nit un �ot sur l'espae X̂ = T2 ×R :
ĥs(x, t) = (x + ses, t + c(x + ses, x))Ce �ot véri�e les relations de ommutation suivantes :

ĥs ◦ φ̂t = φ̂t ◦ ĥs

T̂ ◦ ĥs = ĥλ−2s ◦ T̂LemmeLes feuilles stables du �ot φ̂t s'identi�ent aux orbites du �ot ĥs.PreuveAppliquons la transformation T̂ a�n de se ramener dans le domaine fonda-mental {(x, t) | 0 ≤ t ≤ r(x)} pour mesurer les distanes. Pour tout x ∈ T2et t ∈ R, il existe un unique n ∈ Z tel que 0 ≤ t− rn(x) ≤ r(T nx).
φ̂t(x, α) = (x, α + t) ≃ (T nx, α + t− rnx)

φ̂t(x + ues, β) = (x + ues, β + t) ≃ (T nx + uλ−2nes, β + t− rn(x + ues))Cette dernière quantité peut se réérire :
α + t− rn(x) +

∑

k≥n

(r(T k(x + ues)− r(T kx))) + β − α− c(x + ues, x)Elle tend vers α + t− rn(x) si β = α + c(x + ues, x).Remarquons que e paramétrage des feuilles stables est très di�érent du pa-ramétrage donné par la longueur d'ar ou par la mesure de Bowen-Margulis.La proposition préédente est équivalente à la suivante :PropositionLe �ot ĥs : T2 × R → T2 × R est ergodique relativement à la mesure deLebesgue si et seulement si il est transitif.84



Ce résultat est à rapproher d'un théorème de Furstenberg :Théorème [F℄Soit T une transformation ontinue uniquement ergodique dé�nie sur un es-pae ompat X, G un groupe ompat, et r : X → G une appliation onti-nue. Alors la transformation T̂ (x, t) = (Tx, t − rx) dé�nie sur X × G estuniquement ergodique si et seulement si elle est transitive.Dans notre as, le groupe n'est pas ompat, on n'a pas unique ergodiité.Le résultat de Furstenberg démontre tout de même l'unique ergodiité duquotient de la transformation ĥ1 sur (T2 ×R)/< φ̂1 > = T2 × S1, moduloune hypothèse ad ho. Un tel quotient n'existe que si le �ot φ̂t est totalementdissipatif.3.2 Flots hyperboliques sur les revêtementsRappelons la dé�nition d'un ensemble et d'un �ot hyperbolique :Dé�nitionSoit φt un �ot C1 dé�ni sur une variété C∞ riemannienne M . Un ensemble
Λ ⊂ M est dit hyperbolique pour φt s'il est ompat, invariant par φt et siil existe un ouvert U ontenant Λ, ainsi qu'une métrique riemannienne sur
U et des réels positifs C, λ, tels que l'on puisse trouver pour tout x ∈ Λ unedéomposition TxM = E0

x ⊕ Es
x ⊕ Eu

x véri�ant :� E0 est de dimension 1 tangent au �ot ;� DφtE
s
x = Es

x , DφtE
u
x = Eu

x ;� ∀t > 0, ‖ Dφt|Es

x

‖≤ Ce−λt et ‖ Dφ−t|Eu

x

‖≤ Ce−λt .Dé�nition [Bo73℄Soit φt un �ot C1 dé�ni sur une variété C∞ riemannienne M , Λ ⊂ M unompat φt-invariant. Le �ot φt est dit hyperbolique sur Λ si :� Λ est hyperbolique pour φt , Λ ne ontient pas de points �xes hyperboliques ,� Les orbites périodiques de Λ sont denses dans Λ ,� Le �ot φt est transitif sur Λ :il existe un point de Λ dont l'orbite est dense dans Λ ,� Maximalité loale : il existe un ouvert U ontenant Λ tel que Λ =
⋂

t∈R

φt(U).Les �ots d'Anosov transitifs, les �ots Axiom A en restrition à une pièebasique, sont des exemples de �ots hyperboliques.85



Considérons un �ot hyperbolique φt en restrition à un ompat invariant
Λ. On �xe un revêtement régulier π : X̂ → X, son groupe d'automorphismeest noté G. Le relèvement du �ot au revêtement φt est noté φ̂t. On a vu quee relèvement peut être totalement dissipatif. A quelle ondition le feuilletagestable Ŵ ss du �ot φ̂t est-il ergodique sur le revêtement ?Revêtements abéliensCommençons par onsidérer le as où le groupe du revêtement est abélien.Rappelons qu'on peut assoier à haque point périodique p de période l(p)du �ot φt son déplaement dans la �bre, noté [p]. Cet élément de G véri�e,pour tout relevé p̂ de p :

φ̂l(p)(p̂) = [p] (p̂)Théorème [C01℄Soit M une variété C∞, Λ un ompat de M , φt un �ot hyperbolique C1 sur
Λ, π : M̂ →M un revêtement galoisien de M de groupe d'automorphisme Gabélien, µ une mesure de Gibbs sur Λ. Soit φ̂t le relevé G-équivariant de φtà M̂ . Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :� transitivité du feuilletage stable : ∃ x̂ ∈ π−1(Λ) tel que π−1(Λ) ⊂ Ŵ ss(x̂)� densité des périodes et des éléments de Frobenius des orbites périodiques :

< {(l(p), [p]) | p point périodique de φt sur Λ} > = R×G� ergodiité du feuilletage stable de φ̂t : Ŵ ss est ergodique en restrition à
π−1(Λ) pour toute mesure dans la lasse de µ×Haar.La ondition portant sur les orbites périodique peut s'exprimer sous la formed'une équation ohomologique : il n'existe pas de fontion h : X̂ → S1 onti-nue non onstante ni de aratère χ : R×G→ S1 tels que :

∀ (t, g) ∈ R×G, h
(

gφ̂t(x̂)
)

= χ(t, g) h(x̂)Revêtement anonique d'une suspensionCe théorème donne une ondition néessaire et su�sante pour la transitivitédu feuilletage stable en terme des orbites périodiques du �ot. Cette ondi-tion peut être satisfaite même si le �ot est totalement dissipatif. Voii une86



onstrution à base de suspension qui généralise elle du paragraphe préé-dent.On part d'un di�éomorphisme hyperbolique T dé�ni sur un ompat K etd'une transformation r de lasse C1 sur K à valeurs réelles stritement posi-tives. Posons T̂ (x, s) = (Tx, s− r(x)) et dé�nissons omme préédemment :
X̂ = K ×R , X = (K ×R)/ < T̂ >Le �ot φ̂t : X̂ → X̂ dé�ni par φ̂t(x, s) = (x, s + t) passe au quotient etdonne un �ot hyperbolique φt sur X. Les orbites périodiques de e �ot sonten bijetion ave elles de T . A haque point périodique x de période n sur

K est assoié le point périodique p = (x, 0) de φt. Rappelons La notation
rn(x) =

∑n−1
k=0 r(T kx). La période et le déplaement dans la �bre sont donnéspar :

( l(p), [p] ) = (rn(x), n) ∈ R× ZLa ondition sur les orbites périodiques de φt devient :
< {(rn(x), n) | x ∈ K et n ∈ N tels que T nx = x} > = R× ZSi la transformation T admet un point �xe x0, on peut remplaer l'appliation

r par r̃ = r − r(x0). La ondition devient :
< {r̃n(x) | x ∈ K et n ∈ N tels que T nx = x} > = RCei équivaut à la ondition ohomologique suivante : il n'existe pas de réel

α 6= 0 ni de fontion g : K → S1 ontinue satisfaisant l'équation
eiαr̃ =

g ◦ T

gEn résumé, dans le as du Z-revêtement anonique d'une suspension, on a :PropositionSont équivalents :� le feuilletage stable de φ̂t est ergodique� le feuilletage stable de φ̂t est transitif� < {(l(p), [p]), p point périodique de φt sur X} > = R× Z� < {r̃n(x) | x ∈ K et n ∈ N tels que T nx = x} > = R� il n'existe pas de fontion g : K → S1 ni de α ∈ R∗ tels que : eiαr̃ = g◦T
g87



Revêtements nilpotentsIl est possible de traiter le as de ertains revêtements non abéliens, moduloquelques hypothèses supplémentaires. Voii un énoné dans le as nilpotent :Théorème [C03bis℄Soit M une variété C∞, Λ un ompat de M , φt un �ot hyperbolique C1 sur
Λ, π : M̂ → M un revêtement galoisien de M de groupe d'automorphisme
G virtuellement nilpotent, µ une mesure de Gibbs sur Λ. Soit φ̂t le relevéG-équivariant de φt à M̂ .On suppose que le �ot φ̂t est topologiquement mélangeant. Alors son feuille-tage stable est ergodique.Le as d'un �ot hyperbolique dissipatif sur un revêtement nilpotent n'est pasentièrement éluidé.Le �ot géodésique en ourbure négativeLe �ot géodésique en ourbure négative donne un exemple de �ot hyperbo-lique auquel on peut appliquer le théorème préédent. La ompaité de labase n'est pas néessaire pour obtenir l'ergodiité.Théorème [C03bis℄Soit M une variété onnexe omplète à ourbure négative pinée. Soit µ unemesure de Gibbs �nie sur T 1M et π : M̂ → M un revêtement galoisien de
M̂ dont le groupe de revêtement est virtuellement nilpotent. On suppose quele �ot géodésique sur T 1M̂ est topologiquement mélangeant en restrition àson ensemble non-errant, qui est supposé non vide. Alors le feuilletage stablesur T 1M̂ est ergodique relativement au relevé de la mesure µ.La ondition de mélange topologique est satisfaite par exemple si tous lespoints de M sont non-errants [Eb73℄, si M est une surfae ou si le groupefondamental de M̂ possède un élément parabolique [Da00℄. On a vu que etteondition pouvait s'exprimer en fontion des longueurs des géodésiques sur
M̂ . Il est onjeturé qu'elle est toujours véri�ée si l'ensemble non-errant n'estpas vide ou restreint à une orbite périodique.Voii pour terminer e que donne le théorème préédent lorsque le volumeest �ni : 88



Corollaire [C03bis℄Soit M une variété omplète de volume �ni, à ourbure négative pinée, ettelle que les dérivées partielles d'ordre un de la ourbure sont bornées. Soit
M̂ un revêtement nilpotent onnexe de M . Alors le feuilletage stable du �otgéodésique sur T 1M̂ est ergodique relativement à la mesure de Liouville.Lien ave le feuilletage stable faiblePlut�t que d'étudier le feuilletage stable W ss, on aurait pu s'intéresser aufeuilletage stable faible :

W ws(x) =
⋃

t∈R

φt

(

W ss(x)
)L'ergodiité du feuilletage W ss implique l'ergodiité de W ws. On peut mon-trer qu'elle est en fait équivalente à l'ergodiité de W ws sur une ertaineextension. Soit φt : X → X un �ot et φ̂t : X × R → X × R l'extensiondonnée par φ̂t(x, s) = (φt(x), s + t). L'espae X ×R est muni de la distaneobtenue en faisant la somme de la distane sur X et sur R. On véri�e que latrae de la feuille stable faible de φ̂t sur X × {0} donne la feuille stable de

φt :
W ws

φ̂t
(x, 0) ∩ X × {0} = W ss

φt
(x)× {0}Cei permet de transférer les propriétés du feuilletage stable faible de φ̂t aufeuilletage stable fort de φt. On aurait don pu déduire les résultats portantsur le feuilletage stable W ss de eux portant sur le feuilletage stable faible.On se ontente d'énoner un résultat portant sur W ws.ThéorèmeSoit M une variété C∞, Λ un ompat de M , φt un �ot hyperbolique C1 sur

Λ, π : M̂ →M un revêtement galoisien de M de groupe d'automorphisme Gabélien, µ une mesure de Gibbs sur Λ. Soit φ̂t le relevé G-équivariant de φtà M̂ . Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :� transitivité du feuilletage : ∃ x̂ ∈ π−1(Λ) tel que π−1(Λ) ⊂ Ŵ ws(x̂)� densité du groupe engendré par les éléments de Frobenius :
< { [p] | p point périodique de φt sur Λ} > = G� ergodiité du feuilletage stable faible de φ̂t : Ŵ ws est ergodique en restri-tion à π−1(Λ) pour toute mesure dans la lasse de µ×Haar.89



Remarquons pour �nir que l'ergodiité du feuilletage faible d'un �ot géodé-sique dé�ni sur une variété à ourbure négative est équivalente à l'ergodiitéde l'ation du groupe fondamental de la variété sur le bord du revêtementuniversel. Ce bord s'identi�e en e�et à l'ensemble des feuilles stables faiblesdu �ot sur le revêtement universel. On parle parfois de dualité pour ara-tériser e lien entre feuilletage faible et ation du groupe fondamental sur lebord.3.3 Coyles et haînes de MarkovLes énonés préédents ont un analogue pour les produits semi-direts audessus des haînes de Markov.Dans e adre, il est plus naturel d'étudier le feuilletage stable faible dudéalage. On a expliqué plus haut omment en déduire des résultats sur lefeuilletage W ss. On se ontente de regarder le as d'un déalage unilatère.Soit A une matrie ℓ×ℓ dont les éléments sont égaux à 0 ou 1. Le déalagede type �ni unilatère de matrie de transition A est dé�ni sur l'espae :
Σ+

A := { {xk}k∈N ∈ {1..ℓ}
N | ∀ k ∈ N, Axkxk+1

= 1}Il déale les termes de la suite {xk}k∈N vers la gauhe :
σ({xk}k∈N) = {xk+1}k∈NL'espae Σ+

A est muni de la distane suivante :
d({xk}k∈N, {yk}k∈N) = 2−min{i∈N | xi 6=yi}Pour ette distane, la feuille stable de x ∈ Σ+

A se dérit omme suit :
W ss(x) = {y ∈ Σ+

A | ∃n ∈ N tel que σnx = σny}

W ws(x) = {y ∈ Σ+
A | ∃m, n ∈ N tels que σmx = σny}Soit G un groupe abélien loalement ompat métrique séparable. Soit f :

Σ+
A → G une appliation Holderienne. L'appliation σ se relève à G en po-sant :

σ̃(x, g) = (σx, g + f(x))90



Deux points x, y de Σ+
A sont sur la même feuille stable faible de σ̃ s'ils véri�entla relation d'équivalene suivante :

(x, g) ∼ (y, h)↔ ∃m, n ≥ 0 tels que σm(x) = σn(y) , g+fm(x) = h+fn(y)Il existe un formalisme général pour étudier les propriétés d'équivalene àlasse dénombrable et leur extension à un produit par le biais d'un oyle[FM77℄ et [Shm77℄. Soit x, y deux éléments de Σ+
A sur la même feuille stablefaible de σ. Choisissons deux entiers m, n qui satisfont σmx = σny. On pose :

c(x, y) =
m

∑

k=0

f(σkx)−
n

∑

k=0

f(σky)Cette quantité ne dépend pas du hoix des entiers m et n, dès l'instant où xn'est pas pré-périodique. On a alors :
(x, g) ∼ (y, g′) ↔ y ∈W ws(x) et g′ = g + c(x, y)On dit que la relation ∼ sur Σ+

A×G est obtenue à partir de la relation donnéepar W ws sur Σ+
A et du oyle c(x, y).De manière générale, une relation ∼ est dite ergodique relativement à unemesure µ si tout ensemble mesurable qui est union de lasses d'équivaleneest négligeable ou de omplémentaire négligeable. Remarquons que la relationd'équivalene dé�nie par W ws est ergodique relativement à toute mesure deGibbs, ar ses lasses sont des ensembles invariants par le déalage σ. Voiiune ondition assurant l'ergodiité de la relation induite par le oyle c sur

Σ+
A ×G :Théorème [FM77℄Un élément g ∈ G est valeur essentielle du oyle si pour tout voisinage Vde g, pour tout borélien B ⊂ Σ+

A de mesure stritement positive, on a :
µ({x ∈ B | ∃ y ∈W ws(x), y ∈ B, c(x, y) ∈ V }) > 0Les valeurs essentielles forment un sous-groupe fermé de G ; la relation in-duite par le oyle sur Σ+

A × G est ergodique si et seulement si tous leséléments de G sont valeurs essentielles du oyle.Le alul des valeurs essentielles a été mené dans [C01℄. Soit p ∈ Σ+
A unpoint périodique de période n. La quantité fn(p) est le poids assoié à ette91



orbite périodique. Ces poids sont tous des valeurs essentielles du oyle. Enemployant le théorème de Livsi [Liv72℄, on peut montrer que la relationn'est pas ergodique si es poids n'engendrent pas un sous-groupe dense de
G. Cei implique le théorème suivant :Théorème [C01℄Soit (Σ+

A, σ, µ) un déalage de type �ni unilatère transitif muni d'une mesurede Gibbs, soit G un groupe loalement ompat métrique séparable abélien, f :
Σ+

A → G une appliation hölderienne. Considérons la relation d'équivalenesur Σ+
A ×G donnée par :

(x, g) ∼ (y, h)↔ ∃m, n tels que σm(x) = σn(y) , g + fm(x) = h + fn(y)On a équivalene entre les propositions suivantes :� transitivité de la relation ;� ergodiité de la relation relativement à µ×Haar ;� densité du groupe des poids : < {fn(p) | p et n tels que σpx = x} > = G� non-arithmétiité : il n'existe pas de aratère χ : G → S1 et de fontionhölderienne g : Σ+
A → S1 tels que χ ◦ f = g ◦ σ/g .Ce théorème admet une extension au as des groupes G nilpotents qui est dis-utée dans [C03bis℄. Les hypothèses ad ho sont disutées dans le paragraphesuivant.Il y a bien sûr une analogie parfaite entre les poids des orbites pério-diques et les éléments de Frobenius utilisé au paragraphe préédent. On peutd'ailleurs déduire le résultat portant sur les �ots hyperboliques du théorèmepréédent en utilisant un modèle symbolique donné par une partition deMarkov [C01℄.Cette approhe a l'inonvénient de limiter la portée du résultat à des sys-tèmes uniformément hyperboliques dé�nis sur des revêtements à base om-pate. La preuve donnée dans [C03bis℄ est de nature géométrique et s'a�ran-hit de es limitations. Elle est présentée au paragraphe suivant.3.4 Preuve de l'ergodiité du feuilletage stableOn dérit de manière suinte la preuve des résultats de e hapitre. Leshypothèses les plus générales sont assez longues à dérire. On se ontente de seplaer dans le adre qui suit, sans détailler les onditions les plus tehniques.92



On se donne :� un espae X métrique séparable,� un groupe G loalement ompat métrique séparable,� un G-�bré prinipal π : X̂ → X,� un �ot ontinu φ̂t sur X̂ ommutant ave G ; le quotient sur X est noté φt,� une mesure de probabilité µ sur X invariante ergodique par φt,On dérit de manière informelle les hypothèses satisfaites par es données :� il existe une struture de produit loal [ , ] sur X qui se relève à X̂,� La ontration le long des feuilles instables de φ̂t est uniforme relativementaux �bres,� La mesure µ̂ = µ×Haar est invariante par φ̂t.� Pour tout point p φt-périodique, la mesure µ̂ est absolument ontinue re-lativement à la transformation dé�nie au voisinage de la �bre de p par :
x̂ 7→ [ [p]−1φ̂l(p)(x̂), x̂ ]Le premier rohet fait référene au produit loal, l'élément [p] est dé�ni parl'identité φ̂l(p)(p̂) = [p] (p̂), ave p̂ un relevé de p. On suppose de plus que lemodule de ontinuité est borné uniformément dans la �bre. Ces onditionsdéoulent en pratique de l'absolue ontinuité du feuilletage stable et instable ;la formulation qui préède évite d'avoir à faire des hypothèses de régularitésur les feuilletages.Preuve dans le as abélienPour simpli�er, on suppose G abélien. On herhe à montrer que le feuilletagestable est transitif, ergodique sur X̂, modulo la densité du sous-groupe de

R×G engendré par les périodes et les déplaements dans la �bre le long desorbites périodiques. Il s'agit don de prouver qu'on peut se déplaer dans les�bres tout en restant sur une feuille stable.Donnons-nous un point périodique p pour φt. D'après l'hypothèse de den-sité, il su�t de montrer que deux ensembles ouverts ou de mesure positivesqui se déduisent l'un de l'autre par l'ation de [p]−1 ◦φl(p) peuvent être jointspar une feuille stable. 93
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Comme le �ot φt est transitif ou ergodique, on sait que la plupart des points
x ∈ X ont une orbite sous l'ation de φt qui passe arbitrairement prohe de p.On peut utiliser la struture de produit loal en p pour obtenir une nouvelleorbite qui fait un tour de plus autour de p. Sur ette orbite, le point sur lafeuille stable de x est noté y, il se trouve prohe de φ−l(p)(x).On peut faire le même raisonnement sur X̂. Soit x̂ ∈ X̂ un point dans la�bre de X. Sa trajetoire s'approhe d'une pré-image de p et le reollementdonne une nouvelle trajetoire asymptotique à elle de x̂. Le point ŷ sur etteorbite qui se trouve sur la feuille stable de x̂ est prohe de [p]φ̂−l(p)(x̂). Ona don pu relier par une feuille stable tout ensemble de mesure positive etun petit voisinage de son image par [p] φ−l(p). Cei implique la transitivité.Pour démontrer l'ergodiité, il faut utiliser l'hypothèse sur µ̂, qui assure quele reollement des orbites n'altère pas trop la mesure.Le as nilpotentLorsque le groupe n'est pas abélien, l'élément [p] n'est dé�ni qu'à onjugaisonprès, e qui induit des di�ultés au niveau du reollement. Le déplaementdépend maintenant de la position du point dans la �bre, e qui ne permet pasde se déplaer omme souhaité. Lorsque le groupe est nilpotent, il est malgrétout possible de raisonner par réurrene sur la série entrale du groupe.Pour remonter le long de la série, il faut disposer à haque étape d'orbitespériodiques. Les quotients intermédiaires doivent don être transitifs et iln'est pas possible de traiter par ette méthode le as d'une suession dequotients dissipatifs. Voii les onditions qu'on obtient dans [C03bis℄ : soit
{1} = G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gn = G la série entrale de G ; on suppose pourtout i,

< {[p] | p orbite périodique de φt telle que [τ ] ∈ Gi} > = Gi/Gi−1

{0}×Gi/Gi−1 ⊂ < {(l(τ), [τ ]) | τ orbite périodique de φt telle que [τ ] ∈ Gi} >

< {l(τ) | τ orbite périodique de φt} > = RRemarquons que si les périodes des points périodiques de φ̂t forment un sous-ensemble dense de R, les onditions préédentes se réduisent à :
< {[τ ] | [τ ] ∈ Gi} > = Gi/Gi−195



QuestionLa transitivité du feuilletage stable implique-t-elle son ergodiité lorsque legroupe est nilpotent ? Est-il possible d'aller au delà du as nilpotent ?
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Appendie 1Semi-groupes de réelsOn montre dans et appendie qu'un semi-groupe de R est dense à l'in�ni sile groupe qu'il engendre est dense dans R. Soit u, v deux nombres réels nonnuls ; posons :pgd(u, v) = volume
(

R/uZ + vZ
)

= inf (uZ + vZ) ∩R∗
+Cette dé�nition généralise la notion de pgd de deux entiers, en a�etant lavaleur 0 au pgd de deux réels dont le rapport est irrationnel.LemmeSoit E une partie de R∗

+, qui engendre un sous-groupe dense dans R. Pourtout u ∈ E et tout ε > 0, on peut trouver v ∈ E tel que :pgd(u, v) < εPreuveS'il existe un v tel que le rapport u
v
soit irrationnel, pgd(u, v) = 0. Si tousles rapports sont rationnels, les dénominateurs de es rapports ne peuventonstituer une famille bornée d'entiers, ar alors le sous-groupe engendré par

E serait inlus dans u
q
Z, ave q égal au produit de tous les dénominateurs.LemmeSoit u, v deux réels stritement positifs. On a l'égalité :

lim
x→∞

d(x, uN + vN) = 1

2
pgd(u, v)97



PreuveConsidérons le as où u, v sont des entiers positifs premiers entre eux. Soit
n ∈ Z, on peut trouver deux entiers a, b tels que n = au+bv. Quitte à diviser apar v, on peut supposer 0 ≤ a < v. Supposons n ≥ uv. Cei implique n ≥ au,b est don positif. Cei montre que n appartient à uN + vN.Si maintenant u, v sont deux entiers positifs, on peut se ramener au aspréédent en fatorisant le pgd. Cei donne :ppm(u, v) + pgd(u, v)N ⊂ uN + vNL'entier ppm(u, v) n'est pas le meilleur possible. Cependant, l'expressionpréédente est homogène en u et v. Celle-i se généralise don à u et v ra-tionnels, et plus généralement lorsque le rapport u/v est rationnel.Il reste à traiter le as où le rapport u/v est irrationnel. On peut supposer
u = 1. Déomposons v en fration ontinue, ela va permettre d'obtenir unevitesse de onvergene expliite. Soit don v un nombre positif irrationnel et
pn, qn ses réduites. Le rapport pn/qn approhe v au sens suivant :

∣

∣

∣v −
pn

qn

∣

∣

∣ <
1

qnqn+1Montrons que si x est un nombre réel ompris entre pn et pn+1, on peuttrouver deux entiers positifs a et b tels que : |a + bv − x| < 2/qn.Les entiers pn et qn sont premiers entre eux, e qui implique :
pn +

1

qn

N ⊂ N +
pn

qn

NTous les réels ompris entre pn et pn+1 sont à distane inférieure à 1
2qn

d'unrationnel de la forme pn+ k
qn
, ave k entier ompris entre 0 et qnpn+1−qnpn. Untel entier k étant donné, on peut trouver a, b ∈ N tel que : pn + k

qn
= a+b pn

qn
.L'entier b peut être majoré omme suit :

b
pn

qn
≤ pn +

k

qn
≤ pn+1Cela entraîne la majoration :

∣

∣

∣a + bv − pn −
k

qn

∣

∣

∣ =
∣

∣

∣a + bv − a− b
pn

qn

∣

∣

∣ ≤
b

qnqn+1
≤

1

qn

pn+1

pn

qn

qn+1Cette dernière quantité peut être majorée par 3/(2qn), en vertu de l'égalité
pn+1qn = pnqn+1 + (−1)n. On obtient la relation attendue.98



Appendie 2Isomorphisme et espae de LebesgueDé�nition d'un isomorphisme :Deux espaes mesurés (X, T , µ) et (Y,S, ν) sont dits isomorphes si on peuttrouver deux ensembles mesurables X0 ⊂ X, Y0 ⊂ Y tels que µ(Xc
0) =

0, ν(Y c
0 ) = 0, ainsi qu'une appliation mesurable bijetive f : X0 → Y0,dont la réiproque est mesurable, et qui véri�e : f∗µ = ν.Exemple :Soit µ une mesure de probabilité borélienne non atomique, dé�nie sur [01].Montrons que ([0, 1],B([0, 1], µ) est isomorphe à ([0, 1],B([0, 1]), λ). L'appli-ation f est donnée par la fontion de répartition de µ :

f(x) = µ([0, x[)Comme µ est sans atome, f est une appliation ontinue roissante surjetive.� Montrons que f∗µ = λ. Soit y ∈ [0, 1] et x = min{x′ ∈ [0, 1] | f(x′) = y}. Ona f(x) = y. f∗µ([0, y[) = µ(f−1([0, f(x)[)) = µ([0, x[) = f(x) = y = λ([0, y[).� f n'est en général pas injetive. Construisons un borélien X0 ⊂ [0, 1] enrestrition duquel f est injetive. Pour ela, remarquons que tout ouvert de
]0, 1[ est union dénombrable disjointe d'intervalles ouverts. On peut dontrouver des ai, bi ∈]0, 1[, ai < bi, tels que

]0, 1[ \ supp µ = ∐
i∈N

]ai, bi[Posons X0 =]0, 1[ \ (
⋃

[ai, bi]) = supp µ \
⋃

{ai, bi} ∪ {0, 1} et Y0 = f(X0) =
]0, 1[ \

⋃

{f(ai)}. f est alors une bijetion stritement roissante entre X0 et
Y0. Comme f : X0 → Y0 et f−1 : Y0 → X0 sont stritement roissantes, ellessont boréliennes ; omme f∗µ = λ, elles sont mesurables.99



Lemme de mesurabilitéSoit X un espae topologique, µ une mesure borélienne �nie dé�nie sur X,intérieurement régulière. Soit Y un espae métrique séparable, φ : X → Yune appliation borélienne. Soit A ⊂ X un borélien satisfaisant l'égalité :
φ(A) ∩ φ(Ac) = φ.Alors φ(A) est un ensemble mesurable relativement à la mesure φ∗µ.En partiulier, si φ est injetive, 'est un isomorphisme mesurable :

φ : (X,B(X), µ)
∼
−→ (Y,B(Y ), φ∗µ)PreuvePour tout ε > 0, on peut trouver K ⊂ A ompat tel que µ(A \ K) < ε.D'après le théorème de Lusin, on peut trouver K ′ ⊂ K ompat tel que

µ(K \ K ′) < ε et φ|K est ontinue. En partiulier, φ(K) est ompat donborélien, φ∗µ−mesurable.On onstruit alors par réurrene des ompats Ki disjoints deux à deux, enrestrition desquels φ est ontinue et dont l'union donne presque tout A : ilexiste N ⊂ A, µ(N) = 0, tel que :
A =

∐

Ki ∐NOn peut appliquer le même raisonnement à Ac et érire : Ac =
∐

K ′
i ∐N ′Calulons la mesure de φ(∪Ki), qui est borélien :

φ∗µ(φ(∪Ki)) = µ(φ−1(φ(∪Ki)) ≥ µ(∪Ki) = µ(A).Le même raisonnement montre que : φ∗µ(φ(∪K ′
i)) ≥ µ(Ac) ;Comme φ(∪Ki) ⊂ φ(A) et φ(∪K ′

i) ⊂ φ(Ac), es deux ensembles sont dis-joints.
φ∗µ(φ(∪Ki)∐φ(∪K ′

i)) = φ∗µ(φ(∪Ki))+φ∗µ(φ(∪K ′
i)) ≥ µ(A)+µ(Ac) = φ∗µ(Y )Par onséquent, φ(∪Ki)∪ φ(∪K ′

i) est de mesure totale. Son omplémentaireest négligeable, il ontient l'ensemble φ(A) \ φ(∪Ki), qui est don mesurable.On en déduit que φ(A) est mesurable.Remarques :� On a bien sûr φ(X)∩φ(Xc) = φ. Cei montre que φ est presque surjetive :
φ(X) est mesurable, φ∗µ(φ(X)c) = 0.� La ondition φ(A) ∩ φ(Ac) = φ équivaut à l'égalité φ−1(φ(A)) = A, ouenore à A =

⋃

y∈φ(A)

φ−1({y}). Cei revient à dire que A est union de lignesde niveau de φ. 100



Dé�nition d'un espae de LebesgueUn espae de Lebesgue est un espae mesuré isomorphe à ([0, 1],B([0, 1]), λ).Théorème d'isomorphismeSoit X un sous-ensemble borélien d'un espae métrique séparable omplet,
µ une mesure de probabilité borélienne non atomique dé�nie sur X. Alors
(X,B(X), µ) est un espae de Lebesgue.PreuveD'après le théorème d'Oxtoby-Ulam, µ est une mesure intérieurement régu-lière sur X. Tout sous-ensemble d'un espae métrique séparable étant mé-trique séparable, on peut trouver une base dénombrable d'ouverts {Ui}i∈Npour la topologie de X.

φ1 : X →֒ {0, 1}N

x 7−→ {1Ui
(x)}i∈N

φ2 : {0, 1}N →֒ [0, 1]
ai 7−→

∑ ai

3iLa omposée φ2 ◦φ1 est une injetion borélienne qui établit un isomorphismeentre (X,B(X), µ) et ([0, 1],B([0, 1]), φ2 ◦ φ1∗(µ)).PropositionSoit φ une appliation mesurable entre deux espaes de Lebesgue qui préservela mesure et A un sous-ensemble mesurable satisfaisant φ−1(φ(A)) = A.Alors φ(A) est mesurable. En partiulier, si φ est injetive, φ est un isomor-phisme.Preuveon se ramène à ([0, 1],B([0, 1]), λ) par isomorphisme et on applique le lemme.Voii une appliation des résultats préédents :Théorème de Stone-Weierstrass mesurable [C02℄Soit (X, T , µ) un espae de Lebesgue, p ∈ [0,∞[, et fn : X → R une suite defontions µ-mesurables bornées qui sépare les points :
∀x, y ∈ X, x 6= y, ∃ n ∈ N tel que fn(x) 6= fn(y).Alors l'algèbre engendrée par les fontions fn et les onstantes, est dense dans

Lp(X, T , µ).PreuveL'hypothèse de séparation montre que l'appliation suivante est injetive :
φ : X →֒ RN

x 7→ {fi(x)}i∈N101



Elle réalise don un isomorphisme de (X, T , µ) sur (φ(X),B(RN), φ∗µ). L'en-semble φ(X) est un sous-ensemble du ompat K =
∏

i∈N[−||fi||, ||fi||] ; lamesure φ∗µ est don supportée par K. L'appliation φ induit don une iso-métrie inversible de Lp(X, T , µ) sur Lp(K,B(K), φ∗µ), qui fait orrespondreaux fontions fi les projetions sur les oordonnées. Ces projetions sont desfontions ontinues sur K qui séparent les points de K. Par le théorème deStone-Weierstrass usuel, elle est uniformément dense dans C(K), et C(K)est dense dans Lp(K,B(K), φ∗µ).RemarqueLes espaes de Lebesgue présentés i-dessus sont des espaes probabilisés sansatomes. On peut aussi dé�nir des espaes de Lebesgue σ-�ni ave atomes :un tel espae est isomorphe à l'union d'un intervalle de la forme [0, a[,
a ∈ [0, +∞], muni de sa mesure de Lebesgue, et d'un nombre au plus dénom-brable de points de mesure stritement positive. Un tel espae est déterminéà isomorphisme près par la suite des masses des atomes et par a. Le théorèmed'isomorphisme s'étend sans di�ulté : Tout borélien d'un espae métriqueséparable omplet, muni d'une mesure borélienne σ-�nie, est un espae deLebesgue σ-�ni ave atomes.
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Appendie 3Algèbres et partitionsPartitions mesurablesDé�nition d'une partition mesurableSoit (X, T , µ) un espae probabilisé. Une partition ξ de X est la donnée d'unensemble de parties de X, disjointes deux à deux, reouvrant X. L'élémentde la partition qui ontient le point x ∈ X est noté ξ(x).La partition est dite mesurable s'il existe une famille dénombrable d'en-sembles mesurables {Bn}, haun des Bn étant union d'éléments de la parti-tion, et tel que : ∀ C1, C2 ∈ ξ, C1 6= C2, ∃ n tel que :
C1 ⊂ Bn et C2 ⊂ Bc

n ou C1 ⊂ Bc
n et C2 ⊂ Bn.On onvient d'identi�er deux partitions ξ et η s'il existe un ensemble me-surable Ω ⊂ X, de mesure pleine, tel que ξ(x) ∩ Ω = η(x) ∩ Ω, ∀x ∈ X.Les éléments d'une partition mesurable sont parfois appelés les atomes de lapartition. Ce sont des ensembles mesurables. Il su�t de remarquer que lesensembles Bn qui interviennent dans la dé�nition de la partition déterminentomplètement ette partition : ξ(x) =

⋂

Bn∋x

Bn

⋂

Bc
n∋x

Bc
n.On dira qu'une sous σ-algèbre A de T est omplète si elle ontient les en-sembles µ-mesurables négligeables relativement à la mesure µ. Il s'agit d'uneomplétion relative. Toute sous σ-algèbre A ⊂ T admet une omplétionunique Ā : 'est la σ-algèbre engendrée par A et les ensembles µ-négligeables.De manière équivalente, 'est l'ensemble des parties Ã ∈ T pour lesquelles il103



existe un ensemble Ω ∈ T de mesure pleine, et un ensemble A ∈ A satisfai-sant : Ã ∩ Ω = A ∩ Ω.On va maintenant assoier à haque partition une σ-algèbre, et réipro-quement.
σ-algèbre assoiée à une partitionA la partition ξ, on assoie la omplétion de la σ-algèbre engendrée par lesensembles mesurables saturés par ξ :

ξ̂ = {A ∈ T | A = ∪x∈Aξ(x)}Remarquons qu'une fontion mesurable est ξ̂-mesurable si et seulement sielle oïnide presque partout ave une fontion onstante sur les atomes dela partition ; il su�t d'approher la fontion par des ombinaisons linéairesd'indiatries pour s'en onvainre.Le lemme suivant va permettre de mettre en bijetion partitions et σ-algèbres.LemmeSoit (X, T , µ) un espae de Lebesgue, ξ une partition mesurable de X et Bnles ensembles qui interviennent dans sa dé�nition. Alors la σ-algèbre ξ̂ estengendrée par les Bn et les ensembles négligeables.PreuveSoit φ : X → {0, 1}N la fontion dé�nie par φ(x) = {1Bn(x)}. Remarquonsque l'image réiproque d'un borélien par φ est mesurable. De plus, l'imageréiproque de la σ-algèbre des ensembles φ∗µ-mesurables est ontenue dansla σ-algèbre engendrée par les Bn et les ensembles négligeables. Il s'agit donde montrer qu'elle ontient la σ-algèbre {A ∈ T | A = ∪x∈Aξ(x)}.Considérons un ensemble A ∈ T ; on a l'égalité φ−1φ(A) = ∪x∈Aξ(x). Paronséquent, si A = ∪x∈Aξ(x), on obtient : φ−1φ(A) = A. Le lemme de mesu-rabilité montre que φ(A) est φ∗µ-mesurable, e qui termine la démonstration.Partition assoiée à une σ-algèbreOn dira qu'une σ-algèbre omplète A ⊂ T est séparable si 'est la omplétiond'une σ-algèbre engendrée par une famille dénombrable de parties.104



LemmeSoit (X, T , µ) un espae de Lebesgue. Toute σ-algèbre omplète A ⊂ T estséparable.PreuveL'espae L1(X, T , µ) est séparable. Toute partie d'un espae métrique sé-parable étant séparable, l'ensemble {1A | A ∈ A} est séparable pour lanorme L1. Soit {1An} une partie dénombrable dense ; montrons que les Anengendrent A. Pour tout A ∈ A, on peut trouver une suite nk telle que
1Ank

onverge presque partout vers 1A. La di�érene symétrique de A et de
lim Ank

est don de mesure nulle. l'ensemble A est dans la omplétion de la
σ-algèbre engendrée par les An.Soit A une sous σ-algèbre omplète de T , et {Bn} un ensemble dénombrablede parties tels que A soit engendré par les Bn et les ensembles négligeables.On assoie à A la partition ξA dont les atomes sont donnés par la formule :

ξA(x) =
⋂

Bn∋x

Bn

⋂

Bc
n∋x

Bc
nCette partition est mesurable ; les Bn séparent bien les éléments de la parti-tion.LemmeLa dé�nition de la partition ξA ne dépend pas du hoix des Bn.PreuveSoit Bn un ensemble de parties et < Bn > la σ-algèbre engendrée. On al'égalité :

⋂

Bn∋x

Bn

⋂

Bc
n∋x

Bc
n =

⋂

A∋x
A∈<Bn>

APour voir ela, on remarque que < Bn >x,y = {A ∈< Bn > | x ∈ A ↔ y ∈
A} est une σ-algèbre qui ontient les ensembles Bn, si x ∈ Bn ↔ y ∈ Bn, ∀n.Soit Bn et B′

n deux familles dénombrables dont A est la omplétion. Pourhaque n, il existe des ensembles A1
n, A2

n ∈< Bn > tel que A1
n ⊂ B′

n ⊂ A2
n et

µ(A2
n−A1

n) = 0. De la même façon, il existe des ensembles A′1
n , A′2

n ∈< B′
n >tel que A′1

n ⊂ Bn ⊂ A′2
n et µ(A′2

n − A′1
n ) = 0. Les partitions assoiées aux Bnet aux B′

n oïnident sur Ω = (∪ A2
n −A1

n)c ∩ (∪ A′2
n − A′1

n )c.105



Fateurs et partitionsDé�nition d'un fateurSoit (X, T , µ) un espae de Lebesgue. Un fateur de (X, T , µ) est la donnéed'un espae de Lebesgue (Y,S, ν) et d'une appliation mesurable φ : X → Ysatisfaisant : φ∗µ = ν.Le lemme de mesurabilité montre que l'appliation φ est presque surjetive.On dira que φ est la projetion assoiée au fateur.A tout fateur de (X, T , µ), on peut assoier une partition de X par laformule ξ = {φ−1({y}) | y ∈ Y }. Cette partition est mesurable ; il su�t deprendre pour ensembles Bn les images réiproques d'une famille dénombrablede parties de Y séparant les points.Réiproquement, à toute partition mesurable de (X, T , µ), on peut assoierun fateur en quotientant X par la relation d'équivalene x ∼ y ssi y ∈ ξ(x).L'espae quotient est noté X/ξ et la projetion anonique π : X → X/ξ. Cetespae est muni de la tribu π∗T = {A ⊂ X/ξ | π−1A ∈ T } et de la mesure
π∗µ.LemmeL'espae (X/ξ, π∗T , π∗µ) est un espae de Lebesgue.PreuveOn véri�e immédiatement que π∗T est omplète relativement à π∗µ. Notonspar Bn les ensembles intervenant dans la dé�nition de la partition ξ. L'ap-pliation φ : X → {0, 1}N dé�nie par φ(x) = {1Bn(x)} passe au quotientet donne une appliation mesurable injetive φ̄ : (X/ξ, π∗T , π∗µ)→ {0, 1}N.Le lemme de mesurabilité montre que l'image des éléments de π∗T sont desensembles φ∗µ-mesurables. L'appliation φ̄ est don un isomorphisme :

φ̄ : (X/ξ, π∗T , π∗µ)
∼
−→ ({0, 1}N,B({0, 1}N), φ∗µ).On dira que deux fateurs sont isomorphes s'il existe un isomorphismeentre les fateurs qui ommute aux deux projetions.Considérons un fateur φ : (X, T , µ) → (Y,S, ν) et notons ξ la partitionassoiée. Remarquons que l'appliation φ passe au quotient pour donner uneinjetion mesurable de (X/ξ, π∗T , π∗µ) dans (Y,S, ν). Comme es deux es-paes sont des espaes de Lebesgue, ette injetion est un isomorphisme.On en déduit qu'il y a une bijetion entre les fateurs et les partitions mesu-rables. 106



σ-algèbres et algèbres de fontionsSoit (X, T , µ) un espae probabilisé ; on note L0(X, T , µ) l'algèbre desfontions mesurables à valeurs réelles. La onvergene en probabilité fait deet espae un espae métrique omplet.Il existe une bijetion entre sous σ-algèbres omplètes de T et sous-algèbresfermées de L0(X, T , µ) Cette bijetion est donnée par :
A −→ L0(X,A, µ)

{A ∈ T | 1A ∈ A0} ←− A0L'égalité : A = {A ∈ T | 1A ∈ L0(X,A, µ)} se démontre en approhant lesfontions A-mesurables par des ombinaisons linéaires de fontions india-tries d'éléments de A.L'égalité : A0 = L0(X, {A | 1A ∈ A0}, µ) revient à montrer que si f ∈ A0,alors 1f−1(I) ∈ A0 pour tout intervalle ouvert I ⊂ R. Cei provient du faitsuivant, laissé en exerie : on peut trouver une suite de polyn�mes Pn dé�nissur R qui onverge simplement vers 1I .Correspondane de RokhlinOn déduit des lemmes préédents :ThéorèmeSoit (X, T , µ) un espae de Lebesgue. Il existe une bijetion entre :� les partitions mesurables de X ;� les sous σ-algèbres omplètes de T ;� les sous-algèbres fermées de L0(X, T , µ) ;� les fateurs de (X, T , µ), à isomorphisme près.
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