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INTEGRALE STOCHASTIQUE

Exercice 1 (Martingales locales).
1. La somme de deux martingales locales est-elle encore une martingale locale ?

Soit M et M’ deux martingales locales, soit T}, et T}, des suites de temps d’arréts as-
sociés. On pose 7, = T, AT}, Min-, et M, sont des martingales en tant que ver-
sion arrétées de My et M| AT, » €t donc la somme est encore une martingale. Par
ailleurs T,, A T,, — oo clairement, ce qui conclue.

2. Soit {M,};>o une martingale locale continue. On suppose que pour tout ¢ > 0,

E { sup Ms@ < 00.

0<s<t

Montrer que {M,};>¢ est en réalité une vraie martingale.

Soit T,, une suite de temps d’arrét associé a la martingale locale. On fixe s < ¢. On a
pour tout n,
E(Mt/\Tn ‘ ]:s) = Ms/\Tn-

Le membre de droite converge ps vers M, et le terme dans l'intégrale converge ps
vers M;. Pour passer de la convergence ps a la convergence de I'intégrale, on observe
que |Miar,| < supg<,<:|Mu| et qu'on peut donc appliquer le théoréme de conver-
gence dominée.

3. Aurait t'on pu conclure en supposant seulement que E[|M;|] < oo pour tout ¢ (donner
une preuve ou un contre exemple) ?

On ne peut pas conclure donc construisons un contre exemple. Nous allons adapter
l'exemple d’'une martingale discréte qui converge ps et pas dans L' : la marche aléa-
toire simple stoppée au premier temps ou elle touche —1.

Soit B, une mouvement brownien et soit M, = Byan(r) (on ne définie M que pour

t < 7/2). Soit T = inf{t : M, = —1} et soit M; = M, n,. Comme 7 < /2 presque
stirement, on peut définir M; pour tout temps. Comme M est obtenue a partir d’'un
changement de temps d’'un mouvement brownien, il est facile de vérifier que c’est
une martingale locale, on peut par exemple utiliser directement la définition avec la
suite de temps T}, = (§ — %)172g_% +nl . z_1. Parailleurs E(|M;]) < oo pour tout
t puisque avant /2 cela vient juste d'un Brownien arrété a un temps borné et pour
t > w/2 la martingale locale vaut juste —1.

4. Soit {M,;};>o une martingale locale positive telle que E[M;] < co. Montrer que c’est une
surmartingale, et que c’est une martingale si et seulement si V¢ > 0, E[M;] = E[M,].

Pour montrer que M est une surmartingale, on applique le méme raisonnement qu’a
la question précédente en remplacant le TCD par Fatou. La deuxiéme partie est vraie
pour toute surmartingale, on a E(M; | F;) < M presque sirement mais par hypo-
thése ces deux termes on la méme espérance et donc E(M; | F,) < M ps.

Exercice 2 (Unicité de I'écriture d’un processus d’It6). Etant donné ¢ € M., on pose

z, ::/0 P(s)ds (£ 0).



1. Vérifier que {Z,};>( est adapté.

On va en fait montrer que toute fonction a variation finie est Riemann intégrable. On
prend ¢ = 1 pour simplifier les notations. Soit ¢ > 0 et n € N. On dit que 7 est “bon”
sisupi—i i [¢(s) —9(t)] < e. On remarque que le nombre de mauvais i est bornée
indépeﬁdamm%nt de n. On peut donc écrire

k3

S [ v —ats < 3w < 3 7 vt e B

i— i—

7 bon n 7 bon n

et on voit que la somme de Riemann converge bien en faisant tendre n — oo puis
e — 0.

2. Montrer que si {Z, };>o est une martingale, alors v est nul P ® d¢t—p.p.

On a vu au TD 4 qu'une martingale a variation finie est forcément constante. Comme
1) est a variation finie, presque slirement 1 est en particulier une fonction borné sur
[0,t]. On a donc que Z est a variation finie (en fait la variation finie de Z au temps ¢
est simplement fot|1/)(s)|ds.

Maintenant qu’on sait que Z est nulle ps, on passe au fait que ¢ et nulle p.s en re-
marquant que comme ¢ est la différence d’une fonction croissante et d'une fonction
décroissante, i) ne peut avoir qu'un nombre dénombrable de saut. Par ailleurs si ¢

est un point de continuité de v, on peut retrouver 1) comme la dérivée de Z et donc
1) = 0 en tout point de continuité.

3. Montrer que la conclusion reste vraie si 'on suppose seulement que {Z;};>( est une
martingale locale. On pourra introduire une suite de temps d’arréts bien choisie.

Si Z est une martingale locale, on note 7,, une suite de temps d’arrét qui la régula-

rise. En appliquant la question 2 on obtient que 0 = Ot N 1(s)ds presque slirement.

On peut passer a la limite en n et conclure comme a la question précédente.

4. En déduire que I'écriture d’'un processus d'Ttd {X;};>o sous la forme

¢ ¢
X =Xo Jr/o ¢(s)dBg +/O Y(s)ds,

avec (1, ¢) € ML, x M2 est unique.

On suppose qu'on a deux écritures utilisant (¢, ¢) et (¢, ¢'). En prenant leur diffé-
rence, on obtient

/ " 5(s) — ¢/ (s)dB, = / ") — (s

et d’apres les propriétés de l'intégrale stochastique, le terme de gauche est une mar-
tingale locale. La question précédente montre donc que ¢ = ¢’ dans M. .. On a donc
fot @(s) — ¢’'(s)dBs = 0 p.s et (par exemple en passant a la variation quadratique)

¢ = ¢' dans M? .

Exercice 3 (Formule d’It6). Dans chacun des cas suivants, montrer que {Z; };>( est un processus
d'Ito, calculer sa différentielle stochastique, et déterminer si {Z; },>( est une martingale.

D’apres la Formule d’'It6, on sait que si M est un processus d’Itd, et que f est une fonction
de classe C?, alors f(M) est encore une processus d’Itd. De maniére similaire on sait qu'une
somme et un produit de processus d’It6 sont encore des processus d’It6. Tous les processus
de 'exercice sont donc clairement de processus d’Ito.

1. Zt:Bt+4t



(dZt = dB; + 4dt par linéarité.

2. Zy=B? —t

[dZt = 2B;dB; + %.th — dt et Z est une martingale.

3. Z,=tB, — 2 [} sB,ds

[dZt = 2tB,dt + t2dB; — 2tB, et Z est une martingale.

4. Zt = Bt3 - StBt

[Zt — 3B2dB, + 16B,dt — 3tdB, — 3B,dt = (3B2 — 3t)dB, et Z est une martingale.

5. Z, = B2(B2 — 6t)

solution pour changer méme si elle peut étre moins efficace ici.

1
d(B?) = 2B,dB; + — 52t
d(B? — 6t) = 2B,dB; — 5dt
d<B§,32 6t) = 4B2dt

dZ; = (2B;dB; + dt)(B} — 6t) + B}(2B;dB; — 5dt) + (4B3dt)
= (4B} — 12B;)dB; — 6tdt.

On a deux solutions, soit on développe et on applique la méme méthode que pour
les questions précédentes, soit on voit Z comme un produit. On va faire la deuxieme

6. Zy = By (B} — 10tBf + 15t2)

[dZt = (5B} — 30tB? + 15t?)d B;, martingale.

7. Zy = exp(ut + o By), avec (u, o) € R2.

2

{ dZ; = 0ZydBy + (1 + %Q)tht, martingale si y = —%-.

8. Z; = (cos By, sin By)

(—sin BydB; — cos B;dt, cos B;dB; — sm B.dt).

La dérivée agit tout simplement de maniére séparée sur chaque composante, dZ;, =

Exercice 4 (Polarisation). Soient ¢1, ¢ des éléments de M?2. Montrer que

[ ora. [ asam.~ [ orts10a(s wf

est une martingale Que dire si ¢1, 2 sont seulement supposés dans M2 _?

On note I (¢ fo ¢1dB; et pareil pour [5. Par définition on a dI; = ¢1dB et dly = ¢odB
et donc d(]l, I;) = ¢1¢adt. L'expression n’est donc rien d’autre que I; I — (I1, I3) qui est une

martingale par définition du crochet.
Si ¢1 et ¢ ne sont que dans M2, alors I'expression n’est qu'une martingale locale.

Exercice 5 (Fonction du brownien). Soit f € C?>(R,R). On suppose que pour tout ¢ > 0,

E Uot (f’(BS))st} <o et E Uot|f”(33)|ds] < 0.




1. Etablir I'identité suivante, valable pour tout ¢ > 0 :

() = 10) + g2 | [ 0]

D’apres la formule d’It6, on a f(B;) = f(O)Jrf(;f f'(Bs)dBs+ 5 [, tf"(Bs)ds. Les hypo-
théses de I'exercice nous disent que la premiére intégrale est bornée dans L? et donc
aussi dans L' et que la deuxiéme intégrale est aussi bornée dans L'. On obtient la
formule désirée en passant a I’espérance.

2. Retrouver la formule donnant les moments de la loi gaussienne.

Soit C,, = E(BY). Pour f(z) = ™, on peut clairement échanger 'espérance et I'inté-
grale dans le terme de droite et on obtient donc la récurrence :

(n—1)

_n(n—1) ! o2 M
On - 2 On—2/0 (\/g) ds = n+2 Cn—Z-

On conclue facilement.

Exercice 6 (EDP). Soit (t,x) ~ f(t,z) une fonction de classe C*?(R; x R,R) solution de 'EDP

of 102
i + ,7]{- =0.
ot 20z
1. Montrer que le processus { f(t, B:)},-, est une martingale locale, et donner une
condition suffisante sur f pour que ce soit une vraie martingale.

2
Pa.r la formule d’It6, on a df(zf, B:) = Z—t(t,.Bt)dt + %(t,Bt)dBt + %%(t, B;)dt et on
voit que d’apreés 'EDP, on a bien une martingale locale.

Pour avoir une vrai martingale, il faut une condition d’intégrabilité. On peut par
exemple demander que |f(t,z)| < e*®IBtl 4 b(t) avec a et b des fonctions conti-
nues. On peut alors borner sup< | f| < e**Plo a(s)supjo,y|Bs| 4 suppo 4 b(s) ce qui
est bien intégrable car le sup du mouvement brownien sur une queue de distribution
gaussienne.

2. Que dire de {B} — 3tB,}i>0, { B} — 6tB? + 3t*},>0 et {B) — 10tB} + 15t B, }1>0 ?

On calcule les dérivées et on constate que toutes ces expressions définissent des mar-
tingales.

Exercice 7 (Pont brownien). Soit (a,b) € R?. On considére le processus {Z; }o<t<1 défini par

t
1
Zt:a(l—t)+bt+(1—t)/ L an.
0

— S
Montrer que {Z,;}o<¢<1 est solution de I'équation différentielle stochastique suivante :

b— Z,
1-1¢

dZz; = dt + dBy.

On dérive, pour le produit de (1 — ¢) et de I'intégrale il suffit de se rappeler que par défini-
tion d f, fdB = fdB.




Exercice 8 (Cas vectoriel). Soit {(B;, Et)}tZO un mouvement brownien plan. Pour ¢ > 0 on
pose : N N
X := exp(By) cos(Bt) et Y: := exp(B;) sin(By).

1. Montrer que {X;};>¢ et {Y;};>0 sont des martingales de carré intégrable.

1 - | _
dX; = X;dB; + §Xtdt —sin(By)eP*dB, — §Xtdt = X,dB; — Y;dB,
et le terme de crochet est nul car B et B sont indépendants. De méme
dY; = Y,dB; + X;dB,.

Par ailleurs, il est facile de vérifier la question 2 de I'exercice 1 donc ce sont de vrais
martingales.

2. Le produit {X;Y;}:>¢ est-il une martingale ?

On calcule le crochet de X et Y. On a d(X,Y) = X,Y;dt + (—Y;)X;dt = 0. Le produit
est donc encore une martingale.

3. Calculer la différentielle stochastique du processus {Z,; };>o défini par

Zy = (X; — 1)% + (V)%

On pourrait se ramener a une expression en terme de Browniens mais on va plutot
utiliser une dérivée composée.

1 1
dZ, = 2(X; = DA(X; = 1) + 5.2d(X); +2Y,dY; + 7.2d(Y)

= (X; = 1)(XydB; — YidBy) + (X7 + Y2)dt + Vi (YidB, + X dBy) + (X7 + Y7)dt
= (X7 = X0)dB; + (Y2 + Y;)dB; + 2(X7 + Y)dt

Exercice 9 (Carré de Bessel). Soit { B, },., un brownien d—dimensionnel. Montrer que
{l|B¢]|*}+>0 est un processus d’Itd et calculer sa différentielle stochastique.

C’est un processus d'Ité6 comme somme de carrés de processus d'Ité. On note B =
(Bi(t), ..., Ba(t))

d| B> =" dB? = Y (2B;dB; + dt) = (B,dB) + ddt.




