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EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

Dans cette feuille, (B;)¢>o est un mouvement brownien réel sur Uespace filtré (2, F, (F¢)i>0, P).

Exercice 1 (Examen 2015). On se donne une constante ¢ > 0 et on considere 'EDS

Xt g
dX; = — dt + —— dB;, Xo =0.
A T IR 0
1. Justifier que cette EDS admet une unique solution (X} );>o.
[Les fonctions (z,t) — =5 et 135 sont Lipschitz. J

2. Calculer la différentielle stochastique du processus (Y} );>o défini par Y; := (1 +¢)X,. En
déduire la forme explicite de (X;);>¢. Justifier que X; — 0 quand ¢ tend vers l'infini.
dY; = X3dt + (1 +¢)dX; = 0dB;. On a donc Y; = oB; et X; = B;/(1 +t). Pour tout e

et ¢, on a que P(supy ;1) Xs > €) < P(supjg,4q) Be > te) = O(e*<"). On conclue par
Borel Cantelli.

3. On fixe a > 0 et on note 7, := inf{¢t > 0: X; > a}. Pour t > 0, on pose

o2

2at 2a
Mt 1= exp < (Xt — a) + 0’2Xt> .

Montrer que (M;);>o est une martingale, et en déduire la valeur de IP (7, < o0).

On calcule la différentielle stochastique.

2at  2a 1 2at 2a 2a(X; —a
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. 2CLMt

3 I:—Xtdt-’—O'dBt —|—adt—|— (Xt — G,)Mtdt:l
a

et on voit que M est bien une martingale locale. Par ailleurs | X;| =< |B;| pour tout
t donc le sup de M est borné par une exponentielle de mouvement brownien qui est
bien dans L' et M est une vrai martingale.

Par la question précédente, M; — 0 p.s quand ¢ — oco. On applique le théoréme d’ar-
rét a la martingale arrétée qui est bien bornée et on obtient My =1 = e2a’/ ”ZIP’(TQ <
00).

4. Conclure que la variable aléatoire X* := sup,~, X; est la racine carrée d’une variable
aléatoire de loi exponentielle dont on précisera le parametre.

On remarque que P((X*)* > ¢) = P(7 z < 00) = e~ =2¢ donc X* est la racine carrée
d’une loi exponentielle de parameétre 2/02.

Exercice 2 (Examen 2016). On considére I’équation différentielle stochastique
1 1
Xo =0, dX; = dt + dBy,
V1+X?

2(1+ X?)
ol B désigne un mouvement brownien réel. Le but est d’étudier les variables aléatoires

X, :=inf{X;: ¢ >0} € [-00,0] et X*:=sup{X;:t>0}€[0,+o0].



1. Justifier que cette EDS admet une unique solution forte.

et x — ——— sont Lipschitz.

: 1
{Les fonctions z — T L=

2. Trouver F € C? avec F(0) = 1, F(c0) = 0, telle que (F(X})):>o soit une martingale
locale.

On va chercher une EDP que doit satisfaire F.

dF(X) = F/(X)dX + %F”(X)d(X>

_ F'(X) F'(X)+ F"(X)
= 1+X2dB+ 201+ X2) dt

On constate que l'on peut choisir F'(z) = e™*.

3. Soient a,b > 0. On pose 7 := 7_, A T, OU pour tout r € R, 7,. := inf{t > 0: X; =r}.

(a) Montrer que (e~ %t "), est une martingale de carré intégrable, et que pour ¢ > 0,

X AT e_2XS
E[e™?X] = 1+4E ds| .
[e ] + {/o 11 x2 8]

S

M; := eXtr est une martingale locale par le théoréme d’arrét et est bornée donc
Cest une vrai martingale. L’équation demandée est juste E(M?) = My + [ d(M).

(b) En déduire une constante C'(a, b) telle que pour tout ¢ > 0, E[t A 7] < C(a,b).

On remarque que E(t A T)% < E(fy"" e %1+ X2) < E(t A 7)e?*. Comme

par ailleurs E(e=2%¢7) est borné indépendamment de ¢, on conclue.

4. Déduire des deux questions précédentes que

1—e? @1
P(Tfa < Tb) = ea_iee—b et ]P)(Tfa > Tb) = 67

D’apres la question précédente, 7 est fini presque stirement. Comme M est une mar-
tingale bornée dans L? (en fait méme bornée tout court), elle converge aussi dans
L' vers sa limite p.setona 1 = My = e*P(7_, < 7) + e (1 — P(1, < 7))

5. Conclure que X* = oo p.s. et que — X, suit une loi exponentielle.

On a vu que la probabilité de rester pour un temps infini dans l'intervalle [—a, b] est
nulle donc au moins I'un des deux entre X* et X, doit forcément étre infini. En par-
ticulier P(7, = o0) < inf, P(7_4 < 7) = 0 et donc X* = oo presque slirement. De

méme P(7_, = 00) = limp_,00 P(7_q < 7p) = 1 — e~ %. On reconnait une loi exponen-
tielle de parametre 1.

Exercice 3 (Monotonie). Soient b,o: R — R des fonctions lipschitziennes, et x < y des réels.
On note (X;):>0 et (Y;):>o les solutions de dZ; = b(Z;) dt + o0(Z;) dB; avec Xg =z et Yy = y.

1. Justifier que le processus (U, );>o défini par la formule suivante a bien un sens :

" o(Xy) —o(Yy) "D(X,) —b(Y)
U I:/ ¥1xg Y, dB +/ ¥1xs Y, ds.
' 0 XS_YS =7 * 0 XS—YS #



On remarque que les intégrandes sont bornées puisque o et b sont Lipschitziennes.
Ce sont aussi tres clairement des processus progressifs et donc les intégrales sont
bien définies.

Par ailleurs, on remarque que par la propriété de Markov forte et 'unicité forte des
solutions d’EDS, on pourrait aussi voir ces intégrales comme allant jusqu’au premier
instant ou X =Y qui est un temps d’arrét.

2. Etablir identité suivante, valable pour tout ¢ > 0 :

1 [t (o(X,) = o(Yy))?
Xt—Yi_(x_y)eXP{Ut—Q/ (W) 1x, 2y, ds}.
0 s 1s

On calcule la différentielle stochastique des deux cotés séparément. d(X; — Y;) =
(0(Xy) — b(Yy))dt + (0(Xy) — o(Yy))dBy et

d(x—y)...:(X—y)dU_%(%

=(0(X)—0o(Y))dB + (b(X) — b(Y))dt

)21Xt¢yt (X —Y)dt + %(Xt —Y,)d(U)

On conclue par unicité forte des solutions d’EDS.

3. En déduire que presque-stirement : Vi > 0, X; < Y;.

[L’exponentielle est positive (ou nulle si U; — ... tends vers —oco en temps fini).

Exercice 4 (Changement de variable). Etablir Pexistence d’une unique solution forte a ’'EDS

X
dXt(er;) dt+MdBt, Xo=uz

puis la déterminer explicitement en effectuant le changement de variable Y; = argsinh(X}).

On a existence et unicité forte car les coefficients sont Lipschitz.

On sait que argsinh’(x) = 1/v/1 + 22 et donc argsinh” (z) = 7.9+ On a donc
1 X
dYy = —— [ V1+X2dt+ =dt + V1+ X2dB ) — ——————(1+ X?)dt
' \/1+X2< T AV ) IES CUCARE

et donc Y; = ¢+ B, et X; = sinh(t + By).

Exercice 5 (Brownien géométrique). Le but de cet exercice est de résoudre 'EDS suivante :

ol v,r, f,g: Ry — R sont boréliennes bornées et ¢ € L? est indépendante de (B;);>o-

1. Montrer que cette équation admet une unique solution forte.

Les coefficients sont Lipschitz en X, avec des constantes de Lipschitz bornées unifor-
mément en ¢ et une borne uniforme de croissance linéaire.

2. Trouver une solution dans le cas ou f = g = 0 et ol r et v sont des fonctions constantes.

Il est naturel de chercher sous forme exponentielle puisqu’on a une équation linéaire
Ry . 2 .
d’ordre 1. On vérifie facilement que (e?Bt+("=v"/2)t est solution.




3. En déduire une solution dans le cas ol f = g = 0 mais r et v ne sont pas constantes.

On peut penser qu’on veut suivre pour chaque incrément de temps la solution de

I’équation précédente avec les constantes appropriées, il est donc naturel de considé-
. . 2 . . .

rer (el v(8)dBa+[(r=o7/2)ds quj est bien solution.

4. Résoudre le cas général.
Indication : On pourra s’inspirer de la variation de la constante pour passer de la solution
d’une équation différentielle homogéne a une équation avec second membre.

On cherche une solution sous la forme AF ou F est 'exponentielle de la question
précédente et A est un processus d'It6 a déterminer. On pose dA = «adB + [3dt et
en réinjectant dans I’équation on trouve o = f/E et = (¢ — rf)/E. On a donc
une expression sous forme d’intégrale stochastique pour A et donc une solution pour
I’équation.

Exercice 6 (Sinh du brownien). Soit ((B;, C}))¢>o un brownien plan. Pour ¢ > 0, on pose

Y, :

t t i
1 Y,
Ci—Cs s
= [ e“7 % dBy et W, ;:/ 7st+/ ——dCs.
/0 ' 0 V/1+Y2 0o V1+Y?

1. Montrer que (W});>( est un mouvement brownien réel.

W, est une martingale continue comme intégrale stochastique (les intégrandes sont

, 2 . i)
bornées). On calcule d(W) = ﬁdt + Jﬁdt = dt ce qui conclue par le critére de
Lévy.

2. Vérifier que (Y%):>0 est solution de 'équation différentielle stochastique

Y;
dY, = \/1+Yt2th+?tdt; Yy = 0.

t
1
d(e“ / e~%dB,) = YdC, + SYdt+ eCre=CrdB,
0

2 Y,
=1+Y, dW, + Etdt.

dans la seconde ligne, 'expression de dW a partir de dB et dC est évidente.

3. Pour ¢t > 0, on pose X; := sinh(W;). Quelle équation différentielle stochastique vérifie le
processus (X;):>o ? Que peut-on en conclure ?

X, vérifie la méme EDS que Y, on peut donc en conclure ar unicité forte des solu-
tions d’EDS que X; = Y; p.s.

4. Pour 0 < s < t, on pose 52 := By — B;_s. On rappelle que (Eﬁ)ogsgt est un mouvement
brownien sur [0, ¢]. Prouver l'identité suivante, valable pour tout f € L?([0,¢]) :

/Otf(S)st/Otf(tS)dﬁé

Si f est une fonction constante par morceaux, ’égalité est triviale : on ré-indice
seulement les termes d'une somme finie. On conclue par densité.

5. Pourt > 0, on pose Z; := fot e%sdB,. Montrer que pour tout ¢ > 0, Z; a méme loi que Y;.

Par la question précédente, on a fot e“dB, = fg eCt-+dB, et comme C et B sont
indépendant, la paire (C, B) a la méme loi que la paire (C, B).




6. Montrer que (Y;);>o nest pas une martingale, mais que (Z;);>o en est une.

Y; n’est pas une martingale car sa différentielle stochastique inclue un terme en dt. Z
, .- . t 2Cs ;
en est une car c’est une intégrale stochastique et E( [, e*“*ds) < oo clairement.




