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Semaine 11

Le mardi 8 avril 2025 M1 - Histoire d’un objet mathématique



Avant la fin du 19 eme siecle : dissociation de la
qguestion de l'intégrale et de la mesure (des aires)

Pas de questionnement sur le fait que la partie du plan
située sous le graphe d’'une fonction admette une aire (que
la fonction ait ou non une intégrale définie)



Peano souleve le probleme : la notion
Giuseppe PEANO d’” « aire » est une notion mal definie
(1858-1932)

= Difficile de fonder la notion d’intégrale
sur celle d’aire

D’ou : nouvelle priorité, définir I'aire d'un
ensemble du plan.



«Sullintegrabilita delle funzioni » (1883)

Les ensembles du plan dont on sait définir
I'aire facilement sont les polygbnes

Giuseppe PEANO
(1858-1932)

A =région du plan « de forme simple » (?)

—Polygbnes inclus dans A. Borne supérieure de leurs aires
—Polygbnes contenant A. Borne inférieure de leurs aires

Si les bornes coincident : aire de A. Sinon A n’a pas d’aire

Noter : -> le parallele entre la condition d’existence et celle de
Riemann-Darboux



Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale, 1887

Généralisation : pouvoir prendre des ensembles
plus complexes

Giuseppe PEANO
(1858-1932)

Influence de Cantor : considération de notions
topologiques primitives : points intérieurs, exterieurs,
frontiere

Peano : frontiere peut étre trés peu intuitive. Exemple
rationnels dans [0,1]



A -> contenus extérieur et intérieur
A a une aire si et seulement si le contenu
extérieur de sa frontiere est 0.

Uns grandezza dicest fimpione diviriduliva d'un campa, se ¥
valore &i quella grandezza corrispondente ad um campo & 1a somma
del valort di essa corrispondent! alde parti in cut s pud decomporre
H campo dalo

Coni, mo | campi che s comsiderano sono segmenti d'una rotts,

e o archi d'una linea, I8 Joro lunghezea & usa funzione distributiva,

perche s lungbezza d'un aroo & la somma delle lunghosze delle

G'useppe PEANO sue paril. Se | campl che s considerano sono figure piane avesti

ares propoie, V'area d'an campo & funzione distributiva, perchd Marvs

(1 858_1 932) d'una figurs & I somma dello arve delle #ue parti; ¢ cosd via per

le arve di sapecticle qualongue, ¢ pel volumd
. . X La lungherea del campo oomune ad un campo variabile ¢ ad una
VISIOn tres mOderne de Ia retla flsa & funsione didridutiva N quel campo; l'area del cono
che proielta da un punto fsso un arco variablle & funsiono distrd

mesure comme fonction i 8 qesarcs, e S | campch o s )

materiali, la massa dun corpo & una grandozea fisica fenzione 4
stributiva & osso, parchd la mama d'un corpo ¢ la somesa delle

(finiement) additive S s g

Mu il quadrato delia lunghesza d'an arco non & funzidne distrl
d ’e nsem bIeS Pea no IeS buliva di esso, poichd guesto quadralo @ minore della soemmna &
" quadral delle langhezze delle parti dell’arco,
Doe funtion) distributive d'uno stesso campo diconsl anche, con

appelle fonctions Cuithe; Santunl. L4 St & guile’ maske of & b, gaends

F'ona s anoulia, in generalo si annulla pure Malles

distributives et en I -

grandezze, anche altrl enth; ¢ se questi sono sommablll, come as

fait une etude systématique vim o8 im0 sogmen, ¢ gl  poe acemers fre X el

pooe A funzone distributiva
Indicheremo con seged (etlers) o fanziond distribulive. Cosi con

(libération de la vision géo- o s e o e kM Yk

O ared, o volume, & soconda del numero delle sae dimensioni. S

r n
metrl ue a I simbolo d'una funzione (0 operazione) distrtbutiva, o alA), ov.
vero, pil semplicessoute, aA i vabore & questa funciome corri

spondente al campo A, La progeseth distributiva & indicata dalls



Probleme de lI'intégrale double : E partie du plan, f fonction
sur E

Quel sens donner a :

/Ef(x, y)dsS

Traitement typique : plan divisé en rectangles
R = Ax; X Ay,
On considere les traces :

Ez‘j — EﬂRZ’j



/ f(:]?, y)dS est définie comme la limite de
E

> f(@i y;)a(Eij)

1,]

quand l'aire des Rij tend vers 0.

Probleme : qu'est ce que q(E;;) quand FE;; n'est pas un rectangle ?

ldee remplacer la somme précedente par

Zf x’wyj ( )

Ou la somme est etendue S N E + 1



Pour lever tout arbitraire :
!/

E a(Rz-j) — 0
2,7
gquand la somme est etendue aux

R;; N (frontiere de E) # ()

Evidemment, avec cette condition, I'aire devient :

S:(S: f(zi,y5)Az;) Ay, = S:(Sj f(zi,y5)Ay;) Az

Et donc interversion possible de I'ordre d’intégration




Interversion possible de I'ordre d’intéegration ?

Mais : Cauchy (1827) avait fait remarquer que pour f non

3 | 1 1
2 i d d d
bornée on peut avoir i y(/o f(z,y)dz) 75/0 (/O f(z,y)dy)

33% MEMOIRE

Powr appliguer ces principes & la détermination des intégrales
doubles défintes, il suffit ’observer qu’une intégrale double étant la
somme des elements relatifs aux diverses valeurs des denx variables,
celtte intégrale sera nécessairement déterminée, si tous les éléments
ont une valeur ¢déterminée. Cela posé, si, pour ancune des valeurs
de el de 3 eomprises entre les imites de intégeale, la fonction sous

.

le signe f ne prend la forme §, la fonetion de deux varviables qui ré-
sultera d'mue premiere ntégration ne powera jamais devenir indéter-
minée, ¢l, par suite, Uintégrale conservera la méme valeur dans quelque
ordre ¢que les substitutions soient failes. Si le contraire avail lien, on
il serait averti par cette cireonsiance remarquable, que la fonetion
de o et de s, résultant d’une premitre intégration, acguerrait, pour
certaines valeurs des variables comprises entre les imites de 1'inté-
orale donble, une forme mdéterminée. Dans cette ypothese, inté-
arale cherchée obtient deux valewrs déterminées, mats différentes 'une
de Mautre, suivant que, dans tous les éléments b Ia foig, on sohstitue
les valeues de 2 avanl celles de 5, ou les valenrs de z avant celles de a.
Il ne reste plus qu'h [ure voir eomment, dans le ealeul, on peut aveoir

ceard i Pordre de cos substitutions.



Thomae (1878) et Du Bois-
Reymond (1883) fournissent
des exemples frappants de
non interversion possible

Johannes THOMAE Paul du BOIS-REYMOND
(1840-1921) (1831-1889)

Thomae : f définie sur [0,1]x[0,1] par
| 2y si z irrationnel
flz,y) = { 1 si x rationnel

L : — (2n+1 2m+1
Du Bois-Reymond:f(xay)={ o (a:,y) ( 20 3 94 )

0 sinon

1
Integrable sur2[0,1]i<[0,1]et pourtant/ f(z,y)dy n'existe pas
n + 0

pour <= op




Ces rosaliats sont Inds niets et écliircissent complétement le vale
¢ue joue la fonelion dwns Uintégrale.

Linflucnce de la nature du champ ne paralt pas aveir été étudide
uyve le aime goin. Toules les démonstrations reposent sar ce double
postulatum, gue cheque champ E a une étendue déterminde ; et que.
a1 on lo dicompoee cn plusicurs parties )3, , E;, ..., la somme des éten-
dues dc ces parhics est égale & P'étendue totale de E. Or ccs propo-

Josrs. de Math, (§ swrie), tome VI — Furc. [, 1B, in

Camille JORDAN
(1838-1922) Etendue intérieure : C; (F)

Etendue extérieure : Cg (E)

Définis comme par Peano
Jordan : E mesurable ssi Ceg (E) = C4 (E)

E =FE{UEs Un' -+ U B, disioints

) ci(Er) < ci(E) < ce(E) <) ce(Ex)

fo—1 fe—d



En particulier, si les ensembles de Ia
décomposition sont mesurables :

c(E) =), c(Ex)
k=1

Si f est une fonction bornée,

p n
! avec | JE,cEc|]JE
Camille JORDAN

k=1 k=1
(1838-1922) et les E,,E,’ mesurables.

k — E;

k=1
p .
my = inf
I = kaC(Ek) & B f
E—q

Quand c(Ey)etc(E,) >0

lim S = intégrale par exces ;lim I = intégrale par défaut



Camille JORDAN
(1838-1922)

/ f(a:, y)dE existe si et seulement si
E

les limites coincident

—Extension de la définition de Riemann
a une decomposition en d’autres ensembles
gue des intervalles



« Surprise... ». Le pas décisif suivant va venir
d’'une direction completement différente, a savoir
les études de Borel sur les fonctions analytiques...

Fonction analytique sur E : developpable en serie entiere
autour de chaque point intérieur de E

Probleme du prolongement analytique : si E et F sont deux
domaines disjoints du plan complexe, f analytique sur E,

g analytique sur F. Existe-t-il ¢ continue telle que ¢ coincide
avec fsur E et g sur F?



Riemann (1851) : toute expression analytique (opérations
élementaires) définit-elle une fonction analytique ?

Exemple de Welerstrass :

|
e

n>1

. Analytique sur |z|<1 et |z|>1 mais

Karl WEIERSTRASS pas prolongeable au dela du cercle
(1815-1897) (non bornée au voisinage de tout point

o tel que |o|=1)



C = cercle

(by)pn>1 suite dense dans C

Henri POINCARE
(1854-1912) T

o0
o0 An
f(z)zzjoz—bn avec Z:O‘An‘<oo
n= n=—

f analytique dans T mais pas prolongeable au dela de C :
S = « espace lacunaire »



Dans sa these (1894), Borel reprend le
probleme et montre qu’il est possible d’envi-
sager un prolongement sur un mode différent
de celui qui avait été jusque la envisage

4

Emile BOREL La notion de fonction prolongée analytiquement, obtenue & l'aide
(1 871-1 956) de la série de Taylor, a jeté beaucoup de lumiere sur ce point et joue
un grand role en Analyse; il estinutile de rappeler ici en quoi elle con-
siste, ni quelle en est I'importance. Remarquons simplement que cetle
importance est due surtout 2 ce théoreme fondamental : Deuzx fone-
tions analytiques qui coincident dans une région du plan coincident dans
tout le plan ou, du moins, dans toutes les régions que U on peut atteindre
par voie de prolongement.

Mais, dans le cas ott une fonction admet une ligne singulitre essen-
tielle fermée, nous ne savons pas ce que P'on doit appeler prolonge-
ment analytigue de la fonction au dela de cette ligne. M. 1. Poincaré
méme cru pouvoir affirmer que celle expression esl nécessairement
dénuée de sens ().

Fai repris la question & un point de vue un pen diflérent, et jai
montré qu’il est possible, dans certains cas, de donner du prolonge-
ment analytique au dela d’une ligne singuliere essenticlle fermée une
définition qui ne soit contradictoire, ni avee elle-méme, ni avee les
notions anléricures. Jai fait voir comment les difficultés signalées par
M. H. Poincaré (loc. cit.) tiennent i la définition que 'on donne usuel-
lement de "uniformité des fonctions.



L=AB
Pire des situations : tous les U4, sont tels que le centre

T
de Qa,P est O, € |a,b]



L = longueur de [A,B]

Un :l An |1/2

In :]On — Un, On =7 un[

3N,2iun<L

N+1
Donc la réunion des /,, pour n 2 N+1 ne recouvre pas [A,B]
Exclure Oi,...,On  ne change rien: il existe w € [A, B]

tel que le cercle de centre » passant par P et Q ne contient aucun (i,



dk, M1 M2 > kO102 (affirmation sur la régularité (lipschitzienne) de I'application
(01,02) — inf{ M1 M, (M;, Ms) € arcs de centres O1, Oy extérieurs a Sy, So}

Donc, si z est un point de I'arc de cercle reliant P et Q de centre o,
|z —a, |> k| wO, |> ku,
Ay

Z_an

1
Doy : | < -1 A |1/2

et donc il y a convergence uniforme sur I'arc de cercle de centre o et on peut « relier »
les points P et Q continlment par fen « enjambant » C.



Emile BOREL
(1871-1956)

Borel : Legons sur la théorie des
fonctions (1898)
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Quand un ensemble est composé de tous les points compris
dans une infinité dénombrable d’intervalles qui ne se ren-
contrent pas et ont une longueur totale s, nous dirons que
'ensemble a la mesure s. Quand deux ensembles sans
points communs ont pour mesure s et s’, 'ensemble obtenu
en les réunissant , autrement dit leur somme, a pour mesure

S+S.

Plus généralement, si on considéere une infinité de-
_ nombrable d’ensembles qui deux a deux n’ont pas de points
Emile BOREL  communs et ont pour mesure 81,82, ... ,8n, - - .
(1871-1956)  leur somme a pour mesure

S1+8S9+--+8, ...

Tout cela est une conséquence de la définition d’'une mesure.

Voila maintenant quelques nouvelles définitions : Si un en-

semble E a pour mesure s et contient tous les points d'un

ensemble E’ dont la mesure est s’, 'ensemble E-E’, formé de tous les
points de E qui n'appartiennent pas a E’, sera dit avoir pour mesure s-s’ (...)
Les ensembles pour lesquels la mesure peut étre définie

en vertu des précédentes définitions seront pour nous

des ensembles mesurables.

Borel : Legons sur la théorie des fonctions (1898)



Concept de mesurabilité pas totalement stabilisé. Par exemple,

Borel ne semble pas persuadé que I'ensemble D des points ou
la série

o’e) An
i il P
P n

diverge soit ou non mesurable. |l ajoute:

Emile BOREL

(1871-1956)

Cependant, si un ensemble E contient tous les éléments d’un ensemble
E’, de mesure a, nous pouvons dire que la mesure de E est plus grande
que a, sans se preoccuper de savoir si E est mesurable ou non. In-
versement, si E’ contient tous les elements de E, nous dirons que la
mesure de E est inférieure a a. Les expressions plus grande ou inférieure,
en outre n’excluent pas l'éqgalite. Il est aise de voir que les proprietés
essentielles s’étendent, avec les modifications requises, a ces nouvelles
définitions: dans un sens le calcul sur des égalités est remplacé par

un calcul sur des inégalités qui parfois rend des services similaires.

Borel : Legons sur la théorie des fonctions (1898)



