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CHAPITRE V1.

Des Séries convergentes et rlz'z:ergentes. Régles sur
{a convergence des Series. Sommation de quelques
Series convergentes.

§. 1.7 Considérations geéncrales sur les Series.

Ox appelle série une suite indéfinie de quantités

&e. ...

uo? ux’ uz’ 1t3’

qui dérivent les unes des autres suivant une loi dé-
terminée. Ces quantités elles-mémes sont les différens
termes de la série que fon considére. Soit

S, =U AU U, AU,

I

la somme des » premiers termes, 7z disignant un
nombre entier quelconque. Si, pour des valeurs do
n toujours croissantes, la somme s, sapproche indé-
finiment d'une certaine limite s; la série sera dite
convergenie, et la limite en question sappeilera la
somme de la sérre. Au coniraire, si, tandis que n
croit indéfiniment, la somme s, ne s'approche d’au-
cune limite fixe, la série séra divergente, et n'aura
plus de somme. Dans Pun et l'autre cas, le terme qui.
correspond a lindice =, savoir u,, sera ce qu'on
nomme le terme general. Il sufht que 'on donne ce
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terme général en fonction de lindice n, pour que la
série soit complétement déterminée.

L'une des séries les plus simples est la progres-
sion géométrigue

1, r, x', x*, &ec..

qui a pour terme général z”, c'est-a-dire, la puis-
sance n."* de la quantité z. Si dans cette série on
fait la somme des » premiers termes, on trouvera

1 "

I +~Z4+L 4. .+ = — ;
b —T 1i—x

et, commc pour des valeurs croissantes de » la

, . - z*
valeur numérique de la fraction — converge vers

£
la limite zéro, ou croit au-dela de toute limite,
suivant qu'on suppose la valeur numérique de x
inféricure ou supérieure & l'unité , on doit conclure
que dans la premiére hypothése la progression

1, x, ', x3, &ec..
est une série convergente qui a pour somme L,

11—

tandis que dans la seconde hypothése la méme pro-
gression est une série divergente qui n'a plus de
somme.

D’aprés les principes ci-dessus établis,, pour que
Ia série

(1) U, U, U, ... YU, U, & ...

soit convergente, il est nécessaire et il suffit que des
valeurs croissantes de » fassent converger mdéfini-
ment la somme
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S, = U, + U, +u+8&...+u,

vers une limite fixe s : en d’autres termes, 1l est né-
cessaire et il suffit que, pour des valeurs infiniment
grandes du nombre 7, les sommes

8 $

Sﬂl n+1? 1+ ¥

différent de la limite s, et par conséquent entre elles,
de quantités infiniment petites. D'ailleurs, les diffé-
rences successives entre la premiére somme s, et
chacune des suivantes sont respectivement détermi-
nées par les eéquations

:uﬂ,
=u,+~u,.,,

Sfl+'3 -8, = !tn -+ Uper -+ u1:+z H]

Donc, pour que la série (1) soit convergente, il est
d'abord nécessaire que le terme général «, décroisse
indéfiniment, tandis que » augmente ; mais cette
condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour
des valeurs croissantes de =, les différentes sommecs

un -+ uIH-l i
ull =+ uru-t + urzq—z !
&e.....

cest-a-dire, les sommes des quantités

u u u &e....

”/ et ) nHea Y
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prises, a partir de la premiére, en tel nombre que
T'on voudra, finissent par obtenir constamment des
valeurs numériques inférieures a toute limite assi-
gnable. Réciproquement , lorsque ces diverses con-
ditions sont remplies, la convergence de la série est
assurée.

Prenons pour exemple la progression géométrique

(2) 1, x, 2, 2}, &ec....

Si Ia valeur numérique de x est supérieure a I'unité,
celle du terme général x” croitra indéfiniment avec
n, et cette seule remarque suffira pour constater Ia
divergence de la série. La série sera encore diver-
gente, si [on suppose x = == 1, parce qualors la
valeur numérique du terme général £”, se réduisant
a P'unité, ne décroitra pas indéfiniment pour des va~
leurs croissantes de ». Mais, si la valeur numérique
de . est supérieure a I'unité, les sommes des termes
de la séric pris a partir de z” en tel nomhre que
Pon voudra, savoir,

n
z ’

n+3

T’ +x
I+ + T = ——,
&e. ...

se trouvant toutes comprises entre les limites

z*
1)

n
z ’

] —X

chacune d'elles deviendra infiniment petite pour des
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valeurs de » infiniment grandes ; et par suite la série
sera convergente, ce que Fon savait déja.

Prenons pour second exemple la série numérique

B) 5w e g o a e

Le terme général de cette séric, savorr, ﬁ dé-

croit indéfiniment & mesure que z augmente, et ce-
pendantla série n'est pas convergente; car la somme

faite du terme et de ccux qui le suivent jus-

741
. . .

qu’au terme e inclusivement, savoir,
1 s I T 1

—+ + ..., 3 -+ —,
N1 n-+ 2 21t — 1 zn

reste constamment supérieure, quel que soit 2, au
produit

n X = —
zn 2

et par suite, cette somme ne décroit pas indéfini-
ment pour des valeurs croissantes de 7, ainsi que cela
aurait lieu si la séric était convergente. Ajoutons
que, si Ton désigne par s, la somme des  premiers
termes de la série (3), et par 2™ la plus haute puis-
sance de 2 renfermée dans »-+1, on trouvera
S, =Lkt ——> 1+ (F+g)

T

i araar o LT .+( J"—_I—— —+

1 t
e e
41 ;m.—x_*_l zm)-,

et a fortiori
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v 1 1 ' n
s, > 1'+;+;+:+.-.+:=l+—".

On en conclura que la somme s, croit indéfiniment
avec le nombre entier m, et par conséquent avee 2,
ce qui est une nouvelle preuve de la divergence de
la série.

Considérons encore la séric numérique,

4 1, - = e/, &

1 1.2 1.2.3 777 1l2.3..n

Les termes de cette séric qui occupent un rang su-
g i I S
péricur & 72, savoir,

t2.3.en o gm(ng)? a3 n(ad ) (ngea)?

&e..,

seront respectivement inférieurs aux termes coires-
pondmls de la progression géométrique

' | | ' '
1.2.3...n" l.z.)*...n";’ 1.z.3.00.m " wt)? &e....
Par suite, la somme des premiers termes pris en tel
nombre que P'on voudra sera toujours inférieure 2
la somme des termes correspondans de la progres-
sion géométrique, qui est une série convergente , et
a plus forte raison, a lasomme de cette progression,

cest-a~dire, a

Rrp—_

1.2 °

N 1.2.3...(n=1) * n—1

Comme eette derniére somme décroft indéfiniment
& mesure que # augmeite, il .en résulte que la sé-
rie (4) est elle-méme convergente. On est convenu
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de désigner par la lettre ¢ la somme de cette série,
En ajoutant les » premiers termes, on obtiendra
pour valeur approchée du nombre e

1
b -+~ 4+ .+

iz 1.2.3 1.2.3...(r—1) )

et, daprés ce qu'on vient de dire, T'erreur commise

sera Inférieure au prodmt du ».™ terme par —.
1

Ainsi, par exemple, si I'on suppose n =11, on
trouvera pour la valeur approchée de e

(5) e=2.71828:18...

et Terreur commise dans cette hypothése sera infé-

rieure au produit de la fraction !
1.2.3.4.5.6,7.8.9.10

' N . f )
par —, cest-a~dire, a Si8To00 ) € sorte qu elle

n'altérera pas la 7.° décimale.

Le nombre e, déterminé comme on vient de le
dire , sera souvent employé dans la sommation des
suites et dans le calcul infinitésimal. Les logarithmes
pris dans le systtme qui a ce nombre pour base
sappellent Neperiens, du nom de Neper, inventeur
des logarithmes, ou Ayperboliques, parce qu'ils ser-
vent a mesurer les diverses parties de l'aire comprise
entre lhyperbole équilatére et ses asymptotes.

On indique généralement la somme d'une série
convergente par la somme de ses premiers termes
survie dun &e. ... Ainsi, lorsque la série

Uy, Uy, U, U

R
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cst convergente, la somme de cette série est repré-
sentée par

u,,-i—u‘w—u,—b—u;—i—&c.....

En vertu de cette convention , la valeur du nombre e
se trouvera déterminée par I'équation

(6) e=l4—t— 4 — 4 &e...;
. i 1.2 1.2.3 1.2.3.4

et, si 'on considére la progression géométrique

1, x, x5, x}, &ec....,

on aura, pour des valeurs numériques de z infé-
rieures a l'unité,

.
1 —

(7) I+2+2 +2 +&c.... =
La série
Uyy Uy U,, U}, &e, ...
étant supposée convergenté, si 'on désigne sa somme
par s, ct par s, la somme de ses # premiers termes,

on trouvera
S UAU AU Uy U, &
=s,+u,+u,, +8&c...,
et par suite
§— S8, =u,+ U, ,+&c...,.

De cette derniére équation il résulte -que les quan-
tités

[T RO IR T IY O ENE AT Ry SR l"nulll!v"n"l"'rnnllvu PURNRAR



L™ PARTIE. CHAP. VI, 131

un’ un+x’ un-e-:’ &C.....

formeront une nouvelle série convergente dont la
somme sera équivalente & s —s,. Si I'on représente
cette méme somme par r,, on aura

s§=3S8,+r1,;

et r, sera ce quon appelle le reste de la série (1)
a partir du ».™ terme.

Lorsque, les termes de Ia série (1) renfermant une
méme variable x, cette série est convergente, et ses
différens termes fonctions continues de x, dans le
voisinage d'une valeur particuliére attribuée a cette
variable ;

$,, r, et s

sont encore trois fonctions de la variable z, dont la
premiére est évidemment continue par rapport & x
daus le voisinage de la valeur particuliére dont il
s'agit. Cela posé , considérons les accroissemens que
recoivent ces trois fonctions, lorsqu'on fait croitre
x dune quantité infiniment petite «. L’accroisse-
ment de s, sera, pour toutes les valeurs possibles
de n, une quantité infiniment petite; et celur de 7,
deviendra insensible en méme temps que 7, si fon
attribue & # une valeur trés-considérable. Par suite,
Paccroissement de la fonction s ne pourra étre qu'une
quantité infmiment petite. De cette remarque on
déduit immédiatement la proposition suivante.

1. THEOREME. Lorsque les différens termes de la
~érie (1) sont des fonctions d une meme variable z,



132 COURS D'ANALYSFE.

continues par rapport a cetle variable dans le voi-
sinage d’'une valeur particuliére pour laquelle la
série est convergente, la somme s de lg scrie est
aussi, dans le voisinage de cette valeur particu-
liére, fonction continue de z.

En vertu de ce théoréme, la somme de la série(2)
devra rester fonction continue dc la variable .z, cntre
les limites x#=—1, o=1; ce qu'on peut vérifier &
Tinspection de la valeur de s donnée par ['équation

§ = .
'V —x

§. 2.° Des Series dont tous les termes sont positif:.

Lorsque la série

(1) Uy, U, u, ....u,, & ...

a tous ses termes positifs , on peut ordinairesicuit
décider si elle est convergente ou divergente, i
laide du théoréme suivant.

1.c" THEOREME. Cherchez lalimite ou les limites
vers lesquelles converge , tandis que n croit inde-
finiment, lexpression (un)'?; et designes par k la
plus grande de ces limites, ou , en d’autres termes
la limite des plus grandes valeurs de Uexpression
dont il s agit. La série (1) sera convergente, si on
a k<1, etdivergente, st lon a k> 1.

DEMONSTRATION. Supposons d'abord £ < 1, et
choisissons a volonté entre les deux nombres 1 et /2
un troisitme nombre U, en sorte qu'on ait
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k< U< 1.

n venant & croitre au-dela de toute limite assignable,

les plus grandes valeurs de (u,,)% ne pourront sap-
procher indéfiniment de la limite £, sans finiv par
étre constamment inférieures a U. Par suite, il sera
possible d’attribuer au nombre entier » une valeur
assez considérable, pour que, » obtenant cette méme
valeur ou une valeur plus grande encore, on ait
constamment

(u,)" <U, u,<U"
Il en résulte que les termes de la série
W, U, u, ... U,.,, ¥, , &c....

finiront par étre toujours inférieurs aux termes cor-
respondans de la progression géométrique

W, U, U, . U, U™, U™, &e...;

et , comme cette progression est convergente (s‘t
cause de U< 1), on peut de la remarque précédente
eonclure a fbrtiorz' la convergence de la série (1).

Supposons,, en second lieu, £> 1; et placons
encore entre les deux nombres 1 et £ un troisiéme
nombre U, en sorte qu'on ait

k>U-> 1.

S1 2 vient a croitre au-dela de toute limite, les plus

1

grandes valeurs de (w,)", en sapprochant indéfi-
niment de £, finiront par devenir supérieures & U
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On pourra donc satisfaire a la condition

(u,,); > U,
ou, ce qui revient au méme, & la suivante
> U-,
par des valeurs de » aussi considérables que I'on
voudra ; et par suite, on trouvera dans la série

124

n

uo’ u:7 ux, e un) urz+l‘) l‘n-o-:’ &c“'

un nombre indéfini de termes supérieurs aux termes
correspondans de la progression géométrique

v, U, Us, ... U, U™, U™, &....

Comme cette progression est divergente (a cause
de U>1), et qu'en conséquence ses différens termes
croissent a l'infini, la remarque que Ton vient de
faire suffira pour établir la divergence de la série (1).

Dans un grand nombre de circonstances, on peut
déterminer la valeur de la quantité 4, a l'aide du
théoréme 4.° [ chap.II, §. 3.° ]. En effet, en vertu

de ce théoréme, toutes les fois que le rapport Zrer
u

n

convergera vers une limite fixe, cette [imite sera
précisément la valeur de 4. On peut donc énoncer
la proposition suivante.

2.© THEOREME. St, pour des valeurs crotssantes

de n, le rapport

Uy

converge vers une limite fixe k, la série (v) sera
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convergente toules les fo[s que Lon aura k<1, et
divergente toutes les fois que Uon aura k> 1.
Concevons, parexemple, que l'on considére la série

1, —, — ! : , &ec...:

17 a2t o203 7T on2.3...m

_ 1.2,3...0 - 1 If""‘ 1 — 0
Uy 1.2.3..mnt1) w1’ T T oo 77

et par conséquent la série sera convergente, ce que
Ton savait déja.

Le premier des deux théorémes qu'on vient d’é-
tablir ne laisse d'incertitude sur la convergence ou
la divergence d'une série dont tous les termes sont
positifs, que dans le cas particulier ou la quantité
représentée par £ devient égale a Punité. Dans ce
cas particulier, il n'est pas toujours facile de décider
la question. Toutefois, nous allons démontrer ici
deux nouvelles propositions a Taide desquelles on
peut souvent y parvenir.

3°. THEOREME. Lorsque dans lasérie(1) chague
terme est inférieur @ celui qui le précéde, cette
serie et la survante

(2) u,, 2u,, 4u,, 8u,, 16, &c..

sont en méme tem])s convergentes ou dz'vergentes.

DEmonsTrRATION. Supposons d’abord la séric
(1) convergente, et désignons sa somme par 5. On
aura
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U, = U,,
24, —2u,,
fu,<2u, +2u,,
8u,<2u, +2u

&e....;

g 2U 42U, ,

et par suite, la somme des termes de la série (2),
pris en tel nombre que 'on voudra, sera inférieure &

U, - 2U, + 2U, zu3+2u++&c.... — 2 §—1U,.

Il en résulte que la série (2) sera convergente.

Supposons , en second lieu, la série (1) diver-
gente. La somme de ses termes pris en trés-grand
nombre finira par surpasser toute {imite assignable :
et, comme on aura

U, = U,,
2u, > u, +t,,
fu,>u +u, +u +ug,
Su, >u, +u +u, At U, U U Y,
&e....,

on devra conclure que la somme des quantités

w,, 2u,, 4u;, 8u,, &c....

prises en trés-grand nombre finit' elle-méme par
devenir supérieure a toute quantité donnée. La série
(2) sera donc alors divergente, conformément au
théoréeme énoncé.
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CGROLLAIRE. Si pour la série (1) on prend la
suivante

1

(3) 1, —, ——, —, &e....,

24 3m 4#

p désignant une quantité quelconque, la série (2 )
deviendra

I, 24, 4"+, 8-, &ec.....

Cette derniére est une progression géométrique ,
convergente lorsqu'on suppose x> 1, et divergente
dans le cas contraire. Par suite, la série (3) sera.
elle-méme convergente, si & est un nombre supé-
rieur & funité; et divergente, sifona w=1 ou
w < 1. Par exemple, des trois séries

2 3
(s) e e &c ,
6 1, . =, L, &
.22 33 2

la premiére sera convergente, et les deux autres
divergentes.

4. THEOREME. Supposons que on designe par
L la caracteristique des logarithmes dans un sys-
téme quelconque, et que, pour des valeurs crois-
santes de n, le rapport

L(u)
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converge vers une limite finie h. La serie (1) sera
convergente, si lon a k> 1, et divergente, si ['on
ah<i,

DEMmonsTRATION. Supposons d’abord h>1, et
choisissons a volonté entre les deux quantités 1 et h
une troisiéme quantité @, en sorte qu'on ait

h>a>1,
L{u,)

L')
Tun

L{n) ?

Le rapport , ou son égal

finira par étre, pour de trés-grandes valeurs de »,
constamment supérieur a la quantité a. En d'autres
termes, n venant a croitre au-dela d’une certaine
limite, on aura toujours
£ (%)
¥

L (n;

->a,
ou, ce qui revient au méme,

L(+)>aL(n)

et par suite,

Il en résulte que les termes de la série (1) finiront
par étre constamment inférieurs aux termes corres-
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pondans de la suivante
1 1 t 1 1

1, Rl ?‘, ?...—;d—, ___("“—')J ) &C.... ;
et, comme cette derniére sera convergente (4 cause
de a>1), on pourra de la remarque précédente
conclure a fortior: la convergence de la série (1).

Supposons, en second lieu, ~<1; et placons en-
core entre les quantités 1 et A une troisiéme quan-
tit¢ @, en sorte qu'on ait

k<a<i.

On finira par avoir constamment, pour de trés~
grandes valeurs de = ,

)i ¢
. .

—— < a,

L(n)

ou, ce qui revient au méme
b

L( ')<aL(n)‘,

Un

et par sulte
1
— < n¢,

uy,

'
u, > .

n nd

Il en résulte que les termes de 1a série (1) finiront
par étre constamment supérieurs aux termes corres-
pondans de la suivante

1 1 i 1 1
r, —2"_’ 3ay 4u'°'_nT'I (n—{—l)“’&c”.’

et comme cette derniére sera divergente (& cause
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de a<1), on pourra de la remarque qu'on vient
de faire conclure @ fortiori la divergenee de la
série {1).

Etant données deux séries convergentes dont tous
les termes sont positifs , on peut, en ajoutant ‘ou
multipliant ces mémes termes , former unc nouvelle
série dont fa somme résulte de 'addition ou de la
multipfication des sommes des deux premiéres. Nous
établirons a ce sujet les deux théorémes suivans :

3.* THEOREME, Soient

(7)

v,, u ., u ...u,, &c...,

1

Vo, U, U, ... ¥

deur séries convergentes , qui, uniqguement compo-
sées de termes posttifs, atent respectivement pour
sommes s et s :

8) wu-—+v, u+v, u+v,, ... u-+v,, &c..

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour
somme s—+s'.

DimoxNsTraTrion. Si lon fait

Sy, = U, U, AU, ... .U

n—1?

S, =0, +V, +V, 4 ...+

ne—13

s, et s’, convergeront respectivement, pour des
valeurs croissantes de 7, vers les limitcs s et s’. Par
suite, s,+s',, c'est-a-dire, la somme des » premiers
termes de la série (8), convergeravers la limite s+s';
¢e qui suffit pour établir le théoréme énoncé.
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6.° THEOREME. Les mémes choses éiant posees

que dans le théoréme précédent,

'9)

UV UV AU, Yy, UV UV, +UD

0y "o

e UV AUV, U, VU, , &C. ..

sera une nowvelle série convergente, qui aura
pour somme ss'

DEMONSTRATION. Soient toujours s,, s', les
sommes des z premiers termes des deux séries (7).
et désignons en outre par s, la somme des » pre-
miers termes de la série (9). Si Ton représente par

. - n —
m le plus grand nombre entier compris dans

-

b4

n~——1

n— 2

c'est-a-dire, lorsque 7 est impair, et

dans le cas contraire,, on aura évidemment

U o —-(Uo? U, Vo). . U S T U T I S O |
< (oo, 4oy, ) (vodv, i)
et > (Uett A i Uy) (Vo Ay e V)
ou, en d’autres termes,
s, < s, 8,

!
met *

et > .., 5

Concevons maintenant que Ton fasse croitre 7z au-
dela de toute limite. Le nombre

n——?—i

|-

m —

2

croitra ui-méme indéfiniment ; et les deux sommes
S,y ... convergeront vers la limite ¢, tandis que
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s, et s, ., convergeront vers la limite s’. Par suite,
les deux produits s, s, , S,.. 8 n.:, €t la somme
s", comprise entre ces deux produits, convergeront
vers la limite s’ : ce qui sulfit pour établir le théo-
réme 6.°

§. 3.° Des Series qui renferment des termes posilifs
et des lermes negatifs.

Supposons que la série
(1) w,, u,, u,....u,, &c....

se compose de termes, tantot positifs, tantét néga-
tifs : et soient respectivement

(2) Pos Pir Pa-re Par Keoitl
les valeurs numériques de ces mémes termes, en
sorte qu'on ait

u°,— —_':fo, u—= i'f- , U= :i'_‘f,, e U= :tfn' &e...
La valeur numérique de la somme
U, + U, U, e+ U,
nc pouvant jamais surpasser
ot P Pat e Lo,
il en rcsulte que la convergence de la série (2) en-
trainera toujours celle de la série (1). On doit ajouter

que la série (1) sera divergente, si quelques termes
de la série {2) finissent par croitve au-dela de toute

LR R R BRI ARSI LR A AL A LN ] I"l‘i"'l"Hlll"llvfn\tnﬂﬂtl—H--w-qr: o
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limite assignable. Ce dernier cas se présente iomque

les plus grandes valeurs de ( f,,)% convergent, pour
des valeurs croissantes de 7, vers une limite supeé-
ricure a Tunité. Au contraire, lorsque cette limite
devient inférieurc a Tunité, la série (2) est toujours
convergente. On peut, en conséquence, énoncer le
théoréme suivant :

1.« TREOREME. Soif p, la valeur numérique du
terme genéral v, de la série (1); et designons par
k la limite vers laquelle convergent, tandis que
a croit indéfiniment, les plus grandes valeurs de
Pexpression ( s,) =, La série (1) sera convergente,
st lon a k<1, et divergente, si Lon a k> 1.

Lorsque la fraction -{J"D‘—' , Cest-d-dire, la valeur

n

o U, . .
numerique du rapport u* , convergera vers une

limite fixe, cette limite sera, en vertu du 4.° theo-
reme [ chap. II, §. 3.°], la valeur cherchée de .
Cette remarque conduit a la proposition que je vais
écrire.

2. THEOREME. Si, pour des valeurs croissantes
de n, la valeur numérique du rapport

uﬂ+l

Up

converge vers une limite fixe k, la série (1) sera
convergente, toutes les fois que.l'on aura k<1, et
divergente,, toutes les fois que l'on aura k>1.

Par exemple, si 'on considére la série
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1 1 A\l

1, — — _— .
) e e ;.;.3""&0"’

14 1 1

u, n41 ! oc

d'ot il résulte que la série sera convergente.

Le premier des deux théorémes qu'on vient d'é-
tablir ne laisse d'incertitude sur la convergence ou
la divergence d'une série que dans le cas particulier
ol la quantité représentée par £ devient égale a
T'unité. Dans ce cas particulier, on peut quelquefois
constater la convergence de la série proposée, soit
en sassurant que les valeurs numériques de ses
différens termes forment unc séric convergente, soit
en ayant ¢gard au théoréme suivant.

3. THEOREME. 8t dans la série (1) la valeur -
merique du terme general «, deécroit constamment
et indéfiniment, pour des valeurs croissantes de »,
st de plus les différens termes sont alternativement
positifs et negatifs, la seérie sera convergente.

Considérons, par exemple, la série

i ' ' t '
(3) 1’——2_’ -I'——i',—z,—i—&c..j:’—!, $7:_—l',&e.

La somme des termes dont le rang surpasse n, si
on les suppose pris en nombre égal & m, sera

—__L" I - H 1

]
-+ P .
n+1 -2 n+3 44 n+tm

Or la valeur numérique de cetre somme, savoir,

UL EUR RN RN LA RIS 1 AR LE M) lllﬂ""“'ﬂ'"‘!“l'r'"“'"‘ rirEueae: koW v
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1 1 1 1 I
=i~ (m )~ (Ga—h) — e
t 1

- (s ) G — k) e
T a1t nz Lf; n-+4 nt+5  n+6 e

étant évidemment comprise entre

T 1 1
n -+ 1 Prra n4-2 "’

décroitra indéfiniment pour des valeurs croissantes
de n, quel que soit m, ce qui suffit pour établir la
convergence de la série proposée. Les mémes rai-
sonnemens peuvent évidemment s'appliquer a toutes
les séries de ce genre. Je citerai, entre autres, la
suivante ,

(4) I, —fz—’,.—, +—3'7, -—2'7, &ec....,
laquelle, en vertu du théoréme 3.°, restera conver-
gente pour toutes les valeurs positives de .

Si dans la série (4) on supprime le signe — de-
vant chacun des termes de rang pair, on obtiendra
fa série (3) du §. 2.%, qui est divergente toutes les
fois que 'on suppose u=1 ou p<1. Par suite, pour
transformer une séric convergente en séric diver-
gente, ou réciproquement, il suflit quelquefois de
changer les signes de certains termes. Au reste,
cette remarque est uniquement applicable aux séries
pour lesquelles la quantit¢ désignée par £ dans le
2.° théoréme se réduit a Punité.
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Etant donnée une série convergente dont tous
les termes sont positifs, on ne peut qu'augmenter
Ia convergence en diminuant les valeurs numeériques
de ces mémes termes , et changeant les signes de
quelques-uns. Il est bon d'observer qu'on produira
ce double cffet, si Ton multiplie chaque terme par
un sinus ou par un cosinus ; et cette observation
suflit pour établir la proposition suivante.

4.° THEOREME. Lorsque la série

(2> ,Fo’ fl! f’u ---f,,, &C....,

uniquement formée de termes positifs, est conver-
gente, chacune des suivantes

(5>§ 'pocos.ea, f,cos.e, s f,cos.g,, - f,,cos.e,,, &e. ..,

{fosin.eo, f,sin.e,,f,sin.o,, .o .f,,sin.e,,, &e....
Uest pareillement, quelles que soient les valeurs
des arcs 9,,90,,9, ... ¢, &c....

CoroLLAIRE. Silon suppose généralement

8, = nb,

n

8 désignant un arc quelconque, les séries (5) de-
viendront respectivement

Pos f:,cos.e y P, cos. 28, ...f,cos.ne , &cooy

(6){

Ces deux derniéres seront donc toujours conver-
gentes en méme temps que la série (2).
Si l'on considere a-la-fois deux séries dont cha-

P sin. 8, fxsin.ze, ceo Pasin. nd, &ec.....
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eune renferme des termes positifs et des termes né-
gatifs, on démontrera facilement a leur égard les
théorémes 5.° et 6.° du second paragraphe , ainsi
quon va le faire voir.

5. THEOREME. Soient

S Uyy U, Uy ... u,, &c....,

(7)
Vey U,y Uy vou. v, &e..., .,

deux séries convergentes qui. aient. respectivement

pour sommes sets ;

(8) wuq+v,, u4v,, u+v,,...u+v,, &c...

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour
somme s—+s'.

DimonsTraTION. Si Ton fait

S, U, +U+U, +...+U

=17

R L P o =T JE

s, ets, convergeront respectivement, pour des va-
leurs croissantes de 7, vers les limites s et s'. Par
suite, §,+s',, cest-d-dire, la somme des n premiers
termes de la série (8) convergera vers la limite
s-+s'; ce qui suffit pour établir le théoréme énoncé.
6.° THEOREME. Les mémes choses étant posées
que dans le théoréme précédent, si chacune des
séries (7) reste convergente, lorsqu’on réduit ses
différens termes & leurs vaieurs numériques,

(9)

uv, uv,+u, v, UV,+U VAUV

0 *° v

v WU AUV, A U, VU, Y, , &

a1
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sera une nouvelle série convergente, qui aura pour
somme ss'.

DEMONSTRATION. Soient toujours s,, s, les
sommes des z premiers termes des deux séries (7),
et désignons en outre par 5", la somme des » pre-
miers termes de la série (9), On trouvera

“

’
$,8,—8 =u,_ v, (U, v, U, v, )+

” n

..... (U, VU,V Y Y, )

De plus, le théoréme 6. ayant été démontré dans le
second paragraphe pour le cas ou les séries (7) ne
renferment que des termes positifs, il en résulte que
dans cette hypothése chacune des quantités s,s',,
s’, eonverge, pour des valeurs croissantes de », vers
la limite s¢’, et, par suite, la différence s,s',—s",,
ou, ce qui revient au méme, la somme
v, U, (U, v, U, v, .
c (U U U WY, U, )

vers la limite zéro.

~ Concevons maintenant que, les termes des séries

(7) étant les uns positifs et les autres négatifs,, on dé-
signe respectivement par

(fo’ fl’ f,, --.f’,, &C....,
(lo)j ., &
_Fn!fx,f;y ---fﬂ, C-...,

les valenrs numériques de ces différens termes. Sup-
posons de plus, conformément a Fénoncé du théo-
réme , que les séries (10), composées de ces mémes

R LRI} l!‘I|llll"""l""!l""llli'l"'”"”P'HIG"VN[!!!!"!'!! TATETAgET b
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valeurs numériques , soient toutes deux conver-
gentes. En vertu de faremarque qu'on vient de faire,
la somme

fﬂ—lf'n-x_"— (fn—xf,n—- +fn—zf’ﬂ—|)+--' vees
ot ( P fliH Pas flat il PP )

convergera, pour des valeurs croissantes de 7, vers
la limite zéro : et, comme la valeur numérique de
cette somme sera évidemment supérieure a celle de
Ia suivante

Uy Vo + (U, ¥, 2, , V) ennns

o+ (U VAU, VALY, UYL,

il en résulte que cette derniére, ou, ce qui revient
au méme, la différence s,s',—s", convergera elle-
méme vers la limite zéro. Par suite, ss', qui est la
limite du produit s,s’,, sera encore celle de s”,. En
d'autres termes, la série (9) sera convergente, et
aura pour somme le produit ss'.

ScHOLIE. Le théoréme précédent pourrait ne
plus subsister, si les séries (7), supposées conver-
gentes, cessaient de Fétre apres fa réduction de cha-
que terme & sa valeur numérique. Concevons, par
exemple, que pour chacune des séries (7) on prenne
fa sulvante

¥ 1 ] T
(1 1) I, ——%, +—, ——, +—, —&ec..,

32 4 s S'I:
La séric {g) deviendra
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ool TG G ).
—(_;/'_;4'7;".“,_";7:.—-,"_7';)’ + &ec....

Cetfe derniére est divergente. Car son terme géné-
ral, savoir,

i( R ___'. -+ _'_.. +...+———;_+ . )
Vo o Ye—ia Yoo ¥ al—1) ¥n
a une valeur numérique évidemment supérieure a
4n 1
— T

e TE

lorsque 7 est pair, et 2

GO

lorsque 2 est impair; c'est-a-dire, dans tous les cas
q ’ r

possibles, une valeur numérique supérieure a l'unité.
Cependant la série (11) est convergente. Mais on
doit observer qu'elle cesse de I'étre , lorsqu’on réduit

’ q .

chaque terme a sa valeur numérique , puisqu’elle sc
change alors en la série (6) du §. 2.

\. 4.° Des Scries ordonnces suivant les Puissances
ascendantes ¢t enticres d'une variable.

Seit

(v) a,, ar, ax,...a,x", &c...

DU R R RN ANTAT LI IF AT AN AR LR lunnn-nvnnnnr-uunu trirmmees pow
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une série ordonnée suivant les pusssances entiéres
e: ascendantes de la variable z,

(2) a,, a., @, ....a,, &c....

désignant des coeflicicns constans positifs ou néga-
tifs. Soit de plus 4 ce que devient pour la série (2)
la quantité £ du paragraphe précédent [voy.le§. 3,
2. théoréme . La méme quantité, calculée pour la
série (1), sera équivalente a la valeur numérigue du
produit

A,

Par suite, la série (1) sera convergente, si cette
valeur numérique est inférieure a I'unité, c'est-a-dire,
en d’'autres termes, si Ia valeur numérique de la va-

riable & est inférieure & _.:T . Au contraire,, la série (i)

sera divergentce, si la valeur numérique de  surpasse

) ’ « e .
- On peut-donc énoncer la preposition suivante.

1. THEOREME. Soit 4 la lLimite vers laquelle
converge, pour des valeurs croissantes de » , lu ra-
cine n.™ des plus grandes valeurs numeriques de
a,. La série (1) sera convergenie pour toutes les
valeurs de z comprises entre les limiles

t
.Z'——T, .Z'—"l—';r,

et divergente pour toutes les valeurs de = situées
fors des mémes limites.

. L T pooy
Lorsque la valeur numérique du rapport —=

n
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converge vers une limite fixe , cette limite est [en
vertu du 4. théorcme, chapitre I, §. 3 ] la valeur
cherchée de 4. Cette remarque conduit a unc nou-
velle proposition que je vais écrire.

2.© THEOREME. St, pour des valeurs croissantes
de n, la valeur numeérique du rapport

Cyar

ay

converge vers la limite 4, la série (1) sera con-
vergente pour toutes les valeurs de = comprises
entre les Limites

]
—4 T

A y
et divergente pour toutes les valeurs de > situées
hors des mémes limites.

COROLLAIRE 1. Prenons pour exemple la série
(3) 1, 2.2, 327, 42, ... (n+1)z", &ec...

Comme on trouvera dans cette hypothése

85 n -2 1
= = 4 —,
a, n 41 N1
et par suite,
A =1 ’

on en conclura que la séric (3) est convergente pour
toutes les valeurs de & renfermées entre les limites

r=-—1, x=-+1,

et divergente pour les valeurs de x situées hors de
ces limites.
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CorOLL4IRE 2.° Prenons pour second exemple
la série

3 L
4 S ke

dans laquelle le terme constant est censé réduit &
zéro. On trouvera dans cette hypothése

a,,, n 1

an n-1 e

’

et par suite 4 = 1. La série (4) sera donc encoge
convergente ou divergente, suivant que la valeur
numérique de x sera inférieure ou supérieure a ['u-
nité,.

CoroLLAIRE ;. Si pour la série (1) on prend

la suivante,
7 pmlpe—r)
I’ .—x’ —.___‘_._2_—._““

I
(5> o pe— e ) () 2", &e.r,
:.z.;.....n

3 ve e s e

pe désignant une quantité quelconque, on trouvera

Buey _ MH—n id
a,  #ea v ?

et par suite,

1 — £ [ —_1

. n .o}
A:llm. ; e =1I.

1 =4 —-- I-+—-—l—

n oo

On en conclura que la séric (5) est, comme les sé-
ries (3) et (4), convergente ou divergente, suivant
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que Pon attribue 4 la variable x une valeur numé-

rique inférieure ou supérieure a l'unité.
CorOLLAIRE 4.° Considérons encore la série

6 1, =, :_, = e ——— | &C...

i 1.2 1,2.3 1.2..3...11

Comme on aura dans ce cas

a 1

ne=1
- y

" @y n -4
et par suite,

A=F=o,

on en conclura que [a série est convergente-entre
les limites

T=—1i1=—o00, T=-+ 1=+ o0,

o=

c'est-a-tlire, pour toutes les valeurs réelles possibles
de la variable x.

CoroLrLAIRE 5.* Considérons enfin Ja série
(7) 1,1z, 1227, 1.2.3.2, .. 1.2.3..0.2% &c...

En lui appliquant e théoréme 2., on trouvera

a
2 —n4+1, A= oc0;
all

et Ton aura par suite,
— = o.

On en conclura que la série (7) est toujours diver-
gente, excepté lorsqu'on suppose r —o, auque{ cas,
elle se réduit 2 son premier terme 1.

EoLotrrecs ULLRUNER R RRN TN A SR LEL TSR AR AR ) lnnuluuvllﬂl'llrlunnu FIOEHRRAR: F [



1." PARTIE. CHAP VI, 153

En exdminant les résultats qu'on vient d'obtenir,
on reconnait immédiatement que, parmi les séries
ordonnées suivant les puissances ascendantes et en-
tieres de la variable x, les unes sont tantét con-
vergentes, tantdt divergentes, selon la valeur attri-
buée a cette variable, tandis que d'autres restent
toujours convergentes, quel que soit , et d'autres
toujours divergentes, excepté pour x=o. On pcut
ajouter que {e théoréme 1. ne laisse d'incertitude
sur la convergence d’'une semblable série que dans
le cas ot la valeur numérique de z devient égale

4 fa constante positive représentée par —-, Cest<-
dire, lorsqu'on suppose
—_ '
r=k—,
Dans ce cas particulier, la série est tantét conver-
gente, tantdt divergente, et la convergence dépend
quelquefois du signe de la variable «. Par exemple,
st dans la série (4), pour laquelle 4 = 1, on fait
successivement
r=1, r=—1

3

on obtiendra les deux suivantes

1 1 1
(8) I, T -;-, 2—, ...—;—, &e....
1 I | I T
{9) — I+, — E—, &,

dont la premiére est divergente [voyez dans le §. 2
le corollaire du 3. théoréme], ct la scconde eonver-
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gente, ainsi que cela résulte du 3.° théoréme | §. 3]

Il est encore essentiel de remarquer que par suite
du premier théoréme, lorsquune série ordonnée
suivant les puissances ascenrdantes et entiéres d'une
variable # sera convergente pour une valeur nu-
mérique de = différente de zéro , elle restera con-
vergente, si I'on vient & diminuer cette valeur numé-
rique, ou méme a la faire décroitre indéfiniment.

Lorsque deux séries ordonnées suivant les puis-
sances ascendantes et enticres de la variable x sont
convergentes pour une méme valeur de la variable,
on peut leur appliquer les théorémes 5 et 6 du §. 3.
Cette remarque suffit pour établir les deux propo-
sitions que je vais énoncer.

3. THEOREME. Supposons que les deux séries

a

b

» ”
s @, T, &t , ...a,2", &c...,

bz, by, ... b, 2", &ec...,

(10)

o}

étant a-la-fois convergentes, lorsqu’on attribue-a
la variable = une certaine valeur, aient alors pour
sommes respeclives s et s ;

(11) a+b,(a,+b,)r, (a+b)x, ia,+b, )z, &e..
sera, dans le méme cas, une nouvelle série conver-

. !
gf‘llt(,’, qur aura POZH‘ somme $s+s.

Cororr4irg. On étendra facilement ce théo-
réme # tant de séries que {'on voudra. Par exemple,
si les trois séries

IR RN ER TR I AL LI TR LA LR ] umlvuumu""nrnmnu VATEIERAET F [
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e, axr, ax, &c...,
b,, b, x, b x*, &e....,
.y €, x, cx*, &c....,

sont convergentes pour une méme valeur attribuée
a la variable =, et que Ton désigne par s, s/, "
leurs sommes respectives ,

a,+b+c,, (a,+b,+c)r, (a,+b,+c, )z, &e...

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour
somme - §+ 8" —+-s".

4.° THEOREME. Les mémes choses étant posées
que dans le theoréme précédent, si de plus chacune
des séries (10) reste convergente, lorsqu’on redu:t
ses differens termes a leurs valeurs numeriques,

jaob,,, (a.b,+a,b,)x, (a;bl+a,b,+a,bo).t‘,

t . (@b, +a,b b,+ab)x", &c...

(12)

et A

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour
somme ss'.

COoROLLAIRE 1" Le théoréme précédent se
trouve compris dans la formule

. (aote, x-ta,z*+8&c...) (bo+b,x=4b,2* 4 &e..,)
I

( 3) = aob,~t+(achi+a b))z +(a.b,+a b, +a,b)r*+&c..,

qui subsiste dans le cas ot chacune des séries (10)

reste convergente lors méme qu'on réduit ses diffé-

rens termes 2 leurs valeurs numériques, et qui Sert



158 COURS D'ANALYSE.

a développer dans cctte hypothése le produit des
sommes des deux séries en une nouvelle série de
méme forme:

CoroLL#IrE 2 En répétant plusieurs fois de
suite I'opération indiquée par I'équation (13), on
pourrait multiplier entre elles les sommes de trois
ou d'un plus grand nombre de séries semblables
aux séries (10), et dont chacune resterait conver-
gente aprés la réduction de ses différens termes a
leurs valeurs numériques. Le produit obtenu serait
la somme d'une nouvelle série convergente ordon-
née suivant les puissances ascendantes et entiéres de
la variable .

Cororrairk 3. Si dans les deux corollaires pré-
cédens on suppose que toutes les séries dont on
multiplie les sommes deviennent égales, on obtien-
dra pour produit une puissance enticre de ]a somme
de chacune delles; et cette puissance sc trouvera
encore représentée par fa somme d'une série du
méme genre. Par exemple, si dans ['équation (13)
on fait a,=b,, a,.=0,, a,=0b,, &c..., on en tircra

(14)

(¢, +a,xz+a x +&e..... )
=a’+2a,a,x+(2a.a,+a,’ )z + &c...

Cororrarre 4. Si on prend pour termes gé-
néraux des séries (10)
sp{p—1)(p—2)....(pg—=n+1)
l.Z.}.....n

et L) (K—2) . (M —ntn) =,
l.l.}.-...ﬂ

”
Zz 4
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#, p' désignant deux quantités quelconques, et la
variable x étant renfermée entre les limites r =—1,
x=-+1, chacune des séries (10) restera conver-
gente méme lorsqu'on réduira ses différens termes
& leurs valeurs numériques, et e terme général de
la série (12) deviendra

L S SR 1.2.30..(n—1) ‘o

[#(/A—l).--(n—n+|)+u(#~-r)--.<u—n+z) s

+..
LB ) () /"(/4'—')---(/4'—'"*")11,.
1 1.2.3...(n—1) 1.2.3...n

_ () (e ) (B —2) (e p k) g

1.2.3...,..0

Cela posé, si Ton appelle @ () Ia somme de fa
premicre des séries (10) dans hypothése que Ton
vient de faire, c'est-a-dire, si I'on pose

wu(pe—1

(15) @ (m) =1+ L2+ Lot b,

1.2

fes sommes des séries (10) et (12) seront respecti-
vement désignées, dans la méme hypothése, par

P(m), P(m') et @(m—+p'); ensorte que T'é-
quation (1 3) deviendra

(16) P(n).P(m') = P(p+p')

Lorsque dans Téquation (13) on remplace la
somme de la série

par un polynome composé d'un nombre fini de
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termes, on obtient une formule qui ne cesse jainais
d'étre exacte, tant que la série

a,, a,r, ax', &c.....
demeure convergente. Cest ce que nous allons
prouver directement, en établissant le théoréme
qui suit.
5. THEOREME. Si, la seérie (1) étant conver-
gente, on multiplie la somme de cette série par le
polynome

(17) ka"+ 12"+ &e....+pr+q,

dans lequel m designe un nombre entier, on ob-
tiendra pour produit la somme d'une nouvelle serie
convergente de méme formie, dont le terme geéneral
sera

(qa,+pa,.+ ... la, ,..+ka,,)z",

pourvi que Ton considére comme nulles dans les
])remiers termes celles des guantités

a

an—l 1 an—: e an~m+l ? n=m ¥

. » 73 . , .
qui se trouveront affectées d'indices négatifs : en
d’autres termes, on aura

(kz"™-1z" " 4. .. +p2+¢) x (au+a, 2z +a,z’+ &e...)

=qa.+(98,4p80) T+ . +(§8y+P Ay +.. H1a,+kao)d™
(I 8) +&ec.....

+(ga,tpa, o tle, ke 2" &l
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DEmonsTraTrON. Pour multiplier la somme
de la série (1) par le polynome (17), il suflira de
la multiplier successivement parles différens termes
de ce polynome. On aura donc

(k" +1z™" . . pr+q) (a4 ax+ a,x* 4 &e.. )
=g(a.tax+a,z’ +&..)+pzr{a,+ar+azx’+8&e...)
—+ &e. ...

+ 1" (agta,z+a,+,..) + k2" (ag+a,z+ a,z°+ &e.. .)

Comme on a de plus, pour des valeurs entiéres
quelconques de #,
g{ao+a,z+a,z* 4+ ..... ~+a, ")
= qa,+ga, x+ga, x4+ ..., +qa, ",

on en conclura, en faisant croitre » indéfiniment,
et passant aux limites,

g (a,+a, r+a x* &, ...) =94, ga,24qa,x*+&c.. . ..
On trouvera de méme

px(actaz+a,x*+&e....) =pa.2-+pa z*+pa, x4 &e...,

&e.. ...

2™ (aota, xta, 2 4&c.. ) = la 2" tla 2™ la 2™t &e... ,

kx™ (a.ta,rta,x' e, ...) = ka,z"t-ka 2" ha 2" le..
Si Ton ajoute ces derniéres équations, et qu'en for-
mant la somme des seconds membres on réunisse les
coefficiens des puissances semblables de Ia variable
«, on obtiendra précisément la formule (1 8).

Concevons maintenant que dans la série (1) on
fasse varier la valeur de par degrés insensibles.
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Tant que la série restera convergente, cest-d-dire,
tant que la valeur de 2 demeurera comprise entre
les limites
1 1
— =
la somme de la séric sera [ en vertu du 1.*" théo-

réeme, §. 1] une fonction continue de la variable .
Soit P () cette fonction continue. L'équation

Q) =a,+a,r+ax+&e.....
subsistera pour toutes les valeurs de & renfermées

-+ —~; ce que nous indi-

] 1
o v
querons, en écrivant ces limites & coté de la série,

entre les limites —

comme on le voit kci
1

x:—x
'

(19)  Q(r)=d,+a,x+ax'+&e..

.Z‘_—_+7

Lorsque la série est supposée connue, on peut
quelquefois en déduire la valeur de la fonction @(z)
sous forme finie; et c'est-la ce qu'on appelle sommer
la série. Mais le plus souvent la fonction @ () est
donnée, ct Ton se propose de revenir de cette fonc-
tion a la série, ou, en d'autres termes, de de've/opper
la fonction en série convergente ordonnée suivant
les puissances ascendantes et entiéres de la variable
. 1 est facile d'établir a ce sujet la proposition que
je vais énoncer.

6. THEOREME. Une fonction continue de la va-
riable z ne peut étre developpée que d’'une seule
maniére en série convergente ordonnée suivant les
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puissances ascendantes et entiéres de cette va-
riable.

DEMoNsTRATION. En effet, supposons qu'on
ait développé par deux méthodes différentes la fonc-
tion @ (x); et solent

2

a, ar, azx ...a,z2", &c...,
E 3

b, bx, bz ... b, 2", &c...,

les deux développemens, cest-a-dire, deux séries
dont chacune, étant convergente pour des valeurs
de x différentes de zéro, ait pour somine, tant
quelle demeure convergente, la fonction @ (). Ces
deux séries étant constamment convergentes pour
de trés-petites valeurs numériques de ., on aura,
pour de semblables valeurs,

a+a,r+a.x +&c... = b,+b,x+bxr+&e...

Comme, en faisant évanouir &, on tire de ['é-
quation précédente

a =56,
H en résulte qu'on peut la réduire généralement a
ar+ax +&.=b,x+b2*+&e...,
ou, ce qui revient au méme, a
z(a+a,x+&c.. J=x(b+bzx+&e.. .-
St Ton multiplie par % les deux membres de cette
derniére équation, on obtiendra la suivante

a, +a,z+&e...=b, +5b x+&e...,
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qui devra encore subsister pour de trés-petites va-
leurs numériques de la variable , et de laquelle on
conclura, en posant z =o,

a = b,

En continuant de méme, on ferait voir que les cons-
tantes 4, , a,, a,, &c... sont l'espectivement égales
aux constantes b, &,, b,, &c...; dout il suit que
les deux développemens de la fonction @ () sont
identiques.

Le calcul différentiel fournit des méthodes trés-
expéditives pour développer les fonctions en séries.
Nous exposerons plus tard ces méthodes ; et nous
nous bornerons pour instant 4 faire connaitre, avec
le développement de la fonction (1 + x)*, dans
laquelle u désigne une quantité quelconque, deux
autres développemens que Ton raméne facilement
au premier , savoir, ceux des fonctions

A" et L(1+x),

A désignant une constante positive, et L la carac-
téristique des logarithmes dans un systeme choisi a
volonté. En conséquence, nous allons résoudre f'un
aprés l'autre les trois problémes qui suivent.

1. PrRoBLEME. Développer, lorsque cela se
peut, la fonction
(1 + x)"
en série convergente ordonnée suivant les puis-
sances ascendantes et entiéres de la variable .
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SoLurion. Si d'abord on suppese u=m, m

désignant un nombre entier quelconque, on aura,
par la formule de Newton ,

m m(m e
(1 +x)" =1 +—l~x+‘l—z')x+&c....

La série dont la somme constitue le second membre
de cette formule est toujours composée d'un nombre
fini de termes : mais, si fon y remplace le nombre
entier m par une quantité quelconque u, la nouvelle
série que Ton obtiendra, savoir,

(5) 1, £z, Mw‘, &c.....

1 1.2

se trouvera composée en général d'un nombre indé-
finl de termes, et sera convergente seulement pour
des valeurs numériques de & inféricures a Tunité.
Soit, dans cette hypothése, @ () la somme de la
nouvelle série; en sorte quon ait

=41

(x5) <P(M)=l+'l?"r+y—(f:———')x‘+&c... { r=—1]

En vertu du 1. théoréme [ §. 1.7, @ (u) sera
fonction continue de la variable w entre des limites
quelconques de cette variable , etl'on aura [voyez le
3.* théoréme, corollaire 4 ]

(16) Q)P () = P+ ')

Cette dernicre équation, étant entiérement sem.
blable a I'équation (2) du chapitre V [§. 1.57], se
résoudra de la méme maniére ; et 'on en conclura
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) =[P (1)) = (1+x)".

La valeur de @(n) étant ainsi déterminée, si on la
substitue dans la formule (15), on trouvera, pour
toutes les valeurs de x comprises entre les limites
r—=—1, £r=+1,

(20) (:+x)€'_—.x+’%x+"i(ﬁ—:')x’+&c...{::::}.

Lorsque la valeur numérique de x devient su-
périeurc a Punité, la série (5), n'étant plus conver-
gente, cesse davoir une somme; en sorte que I'¢-
quation (20) ne subsiste plus. Dans fa méme hypo-
these, il devient impossib[e, ainsi qu'on le prouvera
plus tard & Taide du caicul infinitésimal, dc déve-
lopper la fonction ( + )" en séric convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes et en-
ticres de la variable z.

CoroLr4rre 1.7 Si dans l'équation (20) on rem-
place 73 par—:? yetrpara.r, a de’signant une quan-

tité infiniment petite, on aura pour toutes les valeurs
de a.x renfermées entre les limites —1, +1, ou,

ce qui revient au méme, pour toutes les valeurs de

’ . . ] ]
x renfermées entre les limites ——, +—,

1 1

(i+ax) 7=1+ir— + Ix

(1—a)

.23 i

I: (1—ea) (1—212)4-&e. ..

3

® s 00 e
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Cette derniére équation devant subsister, quelque
petite que soit la valeur numérique de a, si f'on
désigne a Tordinaire, par labréviation lim. placée
devant une expression qui renferme la variable «, la
limite vers laquelle converge cette expression, tandis
que la valeur numérique de a décroit indéfiniment,
on trouvera, en passant aux limites,

lz'm.(l+abx)5:1+f—+ 2T &
(2[> 1 1.2 1.2.3
;::—oo[
LR} . e 62000 e 1‘=+w)‘

H reste a chercher la limite de (1 +ax)«. Or, en
premier lieu, on tirera de la formule précédente

) *
m. (1+a)s=14+"+—"—+ e+ &e...,
[ 1.3 1.2.3
ou, en d’autres termes,
¥
(22) m. (1 +a)*=ce,

e désignant la base des logarithmes népériens [voy.
le §. 1.7, équation (6)]. On en conclura immédia-
tement

Iim. (1 +ax)* =e,

et par suite

lim. <I+¢x>:: lim. [<1+a..r)7"_:| x: e’

Si maintenant on remet fa valeur de lim. (1+a.z)”
dans I'équation (21), on obtiendra la suivante
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2 3 —_——
(23) e'=1+ AP, N S 7 gz__ °°§.
1 1.2 1.2.3 =400
On pourrait arriver directement a I'équation (23),
en obscrvant que la série

(6) , £, 2 2 g

1 1.2 f.2.3°

est convergente pour toutes les valeurs possibles de
la variable 2, et cherchant la fonction de z qui
représente la somme de cette méme série. En effet,
soit () la somme de la série (6) qui a pour
terme général
1.2 .; s ;

@ (y) scra la somme de la série qui a pour terme
général

¥

N Y
l.z.)...n

ef [en vertu du 6. théoréme, §. 3] le produit de ces
deux sommes scra la somme d'une nouvelle série
qui aura pour terme général

n n—1 we—1

z T y L] y
-+~ e e e e
1.2.3...0 2.3 (n—1)" s T2, 3.0 ()
L] .t+ \vll
. _ _+y .
1.2.3...1 1.2.3...7n

Ce produit sera donc égal & ¢ (z+y); et par suite,
si T'on fait

P@)=1+=+ - +

1.2 1.2.3

x}

+ &e....,

Ia fonction @ (x) vérifiera I'équation
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@ (2). 9(y) = P(z + 7).

En résolvant cette équation, on en tirera

1 4
x 1 T 1 .
Qy=[(1)] = ([+T+T.—z+_. 0 +&c...) ;
cest-a-dire ,
P (z)=e"

CoroLLAIRE 2° Si, aprés avoir retranché
I'unité de chaque membre de I'équation (2 o) , on
divise les deux membres par u, I'équation que on
obtiendra pourra s'écrire ainsi quil suit,

14z —~1 * %3
( +I‘2 :x__%_(I_M>+T(1_M)(1—%M)—&C.

SRRRT e

et, si dans cette derniére on fait converger w vers
Ia limite zéro, on trouvera, en passant aux limites,

& . 3
(24)  Em U P2 ke
M 2 3

De plus, comme, en désignant par / la caractéris-
tique des logarithmes népériens pris dans le sys-
teme dont la base est e, on a évidemment

(14 x)
I+~2r—2¢ )

a (1 4x) H 2Ly ’
(1+2) =€ " =144 (l'“)—n—'“ [l":ﬁz)] +&e... ,

on en conclura
(1-+x) P —1 —/

- (1+x)+vf‘[l(t+.r)]'+&c....,
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et par suite

(25) lim. LH#’-: I(x +z).
Cela posé, la formule (24) deviendra

z* x} r=—1
2 = — — e = (X Css
(26) (1+x)=x e &e. L=+ !%'
L'équation précédente subsiste tant que la valeur
numérique de z reste inférieure a l'unité; et, dans
ce cas, la série

R .
(27) x, "'i{’ +'L§i, ....i—%—, &e.....
est convergente, aussi bien que la série (4), qui en
différe seulement par les signes des termes de rang
impair. Les mémes séries devenant divergentes, des
qu'on suppose la valeur numérique de .« supérieure
a lunité, Péquation (26) cesse d'avoir lieu dans
cette hypothése.

Dans le cas particulier ol Ton prend z =1, la
série (27) se réduit a la série (3) du troisiéme pa-
ragraphe, laquelle est convergente, comme on la
fait voir. L'équation (26) doit donc alers subsister;
en sortc quon a

(28) l(z):x—-—';—o——;———;-—v—&c....

Silon prenait au contraire z=—1, la série (27)
deviendrait divergente, et n'aurait plus de somme.

On peut remarquer encore que, si, aprés avoir
écrit —x au lieu de z dans la formule (26), on
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change a-la-fois les signes des deux membres, on
obtiendra la suivante
2 3

(29) l( 'I):.r-*-Jr +—‘%—+&c...{i:—'}.

— 2

2. PROBLEME. Deévelopper la fonction
A~
dans laquelle 4 designe un nombre quelconque, en

serie convergente ordonnee suivant les puissances
ascendantes et enticres de la variable z.

Sorurron. Désignons toujours par la caracté-
ristique / les logarithmes népériens pris dans le sys-
teme dont la base est e. On aura, dapreés la défi-
nition méme des logarithmes,

A=e'D
- ]
et 'on en conclura

(30> AF — 811\\'4).

Par suitc, en ayant égard a I'équation (23), on
trouvera

14 1143 314
SA":I—FI AR 204 e

1 1.2 1.2.3
1
(3 ) l (2=moo
- v e z T + m -
Cette derniére formule subsiste pour toutes les va-

leurs réelles possibles de la variable 2.

3.° PROBLEME. La caractéristique I designant
les logarithmes pris dans le systéme dont la. base
est 4, developper, lorsque cela se peut, la fonction
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L(1+x)
en série convergente ordonnée suitvant les puis-
sances ascendantes et entiéres de la vartable =.
SorLvurion. Désignons toujours par / la caracté-
ristique des logarithmes népériens. On aura, en
vertu des propriétés connues des logarithmes,

_ L) (v +x)
L{iit+x)= A= ‘I(A) ;

et par suite, en ayant égard a l'équation (26), on
trouvera, pour toutes les valeurs de . comprises
entre les fimites — 1, + 1,

(1) o [t e} {52
(32) L\1+.r)_1\,A)[x P &c..].{_t=_'_l .
Cette dernicre formule subsiste dans le cas méme

ot Yon prend x = 1. Mais elle cesse d'avoir lieu,
lorsqu'on suppose z=—1, ou 2*>1.
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