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AVERTISSEMENT DE L AUTEUR.

Quoique la plupartdes formules auxquelles j etais parvenu dans le Memoire

qu on va lire aient ete reproduites dans d autres Ouvrages que j ai publics a

diverses epoques ( ), et quoique j aie apporte de nouveaux perfectionnements

a la methode par laquelle j avais d abord etabli ces formules, neanmoins 1 ac-

cueil favorable que cette methode avail primitivement recu me determine u

publier le Memoire qui la renferme. Seulement j ajouterai quelques notes au

bas des pages, pour indiquer la maniere de simplifier les formules ou d en

lircr de nouveaux resultats. A la tete du Memoire est place le Rapport de

M. Legendre, qui en offre 1 analyse en peu de mots.

(

l

)
On peut voir, a ce sujet, les Notes du Memoire !&amp;gt;ur les ondcs, le Resume des Lecons

donnces a VEcole royali: Polj technique, le XIXe Cahier du Journal de cette ficole, et uu

Memoire sur les integrates clejinies prises entre des limiles inuiginnires. On trouve aussi

(juelques formules extraites du Memoire qu on va lire, et citees par M. Legendre dans la

i-iuquieme Partie des Exercices de Calcttl integral.



EXTRA IT 1)1 PROCfiS-VERBAl

OK LA SIv

DE LA CLASSE DES SCIENCES PHYSIQUES ET MATHEMATIQUES

La Classe nous a charges, M. Lacroix ct moi, de lui rcndre compte d un

Memoire sur les integrates definics qui lui a etc presenle par M. Cauchy, dans

sa seance du 22 aout dernier.

La premiere Partie de ce Memoire est intitulee : Des equations qui anl&amp;lt;&amp;gt;-

risenl le /nisstige tin reel a I iinaifinaire.

Elle nous a paru avoir un objet tout autre quo celui quo le litre annonce.

Cerfaines recherches de Calcul integral ont ofTert parfois des resultats dans

lesqucls le passage da reel a I imaginaire a ete employe comme line sorte

d induclion (|iii, n elant point assez evidente par elle-meme, avait besoin

d etre confirmee par des demonstrations direcles et rigoureuses. Mais I em-

ploi quo M. Cauchy fait des imaginaircs dans la premiere Partie de son Me

moire, n a rien (juc de conforme aux regies ordinaires de 1 Analyse, el n est

sujet a aucune difliculte.

M. Cauchy, a 1 exemplo de plusicurs geometres, a pris pour base de ses

recherches la consideration des integrales doubles, qui, en efl et, a de grands

rapports avec la theorie des integrales definies, et qui fournit les moyens de

varier a I inflni les transformations de ces inlegrales.

II suppose (jue les integrales doubles qu il considere sont prises entre des

limiles determinees jiour chaque variable; savoir : a el
&quot;

pour la variable ^r;

// el // pour la variable -. On pent done imagincr quo chaque inleurale double

donl il s agil, / / iv/./v/^, represente, sur une surface courbe donnee, la por

tion d aire dont la projection sui 1

le plan des ./ &amp;lt; t ; csi un rectangle donne.

OEwres de C. S. I, t. I. \ I
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Cette supposition d une figure rectangulaire restroint, commo on voit, 1 etenduo

des fonctions representees par la forniule / / IV/./Y/C, puisque cette formule,

consideree dans toute sa generalite, represente 1 aire qui a pour projection, sur

le plan des x et z, une figure terminee par un contour quelconque.

Ayant pris pour r une fonction quelconque de x et :-, on peut proceder do

deux maniercs a la determination de 1 integrale double / / vdxdz, selon quo

la premiere integration se rapporte a la variable a- ou qu elle se rapporte a la

variable z, et le choix entre ces deux manieres d operer n est pas toujours in

different. Quelquefois les deux integrations se font avec facilite en commen-

cant par une variable, tandis que, si Ton commeneait par 1 autre variable, on

rencontrerait immediatement une transcendante qui rendrait la seconde inte

gration fort difficile.

Cette difficulte, au reste, quand elle a lieu, tourne a 1 avantagc de la science,

puisque, sacbant a priori que les deux resultats doivent s accorder entre eux,

on a, en etablissant 1 egalile, une formule qui donne la valeur d une integrate a

laquelle les precedes directs de 1 integration ne seraicnt point applicables.

C est ainsi que quelques geometres sont parvenus a differents resultats plus

ou moiris rernarquables dans la theorie des integrales defmies.

M. Caucby ne s est point occupe de ce genre d integrales, et il a considero

seulernent celles ou Ton peut executer immediatement la premiere integra

tion, tant par rapport a x que par rapport a z.

II est facile de trouvcr generalement une valeur de la fonction c qui satis-

fasse a cette condition : il suffit, pour cela, de prendre une differentielle com

plete pdx^-qdz, et de faire v egal a Tun des membrcs de 1 equation de

condition -/- :
-- Ce moyen est general; rnais M. Cauchy determine par des

dz dx

procedes particuliers les fonctions dont il veut faire usage.

II observe d abord que, y etant une fonction quelconquo do x et de z, et

\ une fonclion de /, le produit Ydy sera une differentielle complete, ct four-

nira entre les coefficients de dx ct de dz 1 equatiori connuc, laquelle peut

etre verifiee immediatement par la differentiation.

Supposant ensuite qu au lieu de y on mette

M et N etant des fonctions reelles de x et dc --, 1 equation de condition relative

a la differenlielle \dy, etant developpee, se partagera en deux aulres, commo
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cela a lieu (Inns loute equation qui contienl a la fois des parties reelles el lies

parties imaginaires.

Os deux equations dormant chacune une quantite qui pent etre prise pour r,

il innl(i|ilie Ics deux ineinhres de chaque equation par (Lvdzi il inlegre d un cote

par rapport a jc, dc 1 autre par rapport a - : il obtient ainsi deux equations entre

des integrates defmies, les uncs relatives a la variable x, les autres relatives

a la variable :. Ces equations offrent, en general, un moyen de transformation

qui peut conduire a la determination d un grand nombre d integrales definies.

(letle rnethodc est d autant plus feconde, que les limites des integrates, tant

par rapport ;i x que par rapport a :, peuvent etre prises a volonte, et que,

dans le cas surtout ou Ton prend pour limites o et oc
,
les equations se sim-

piifient et peuvent oiVrir des resultats elegants.

L emploi des iinaginaires dans la methode de M. Caurby a 1 avantage de

fonrnir a la fois deux formules cornposees de forictions qui ont entre elles les

rapports d analogie qu elles doivent a leur source commune.

(les formules se simplifient encore suivant les suppositions qui peuvent faire

partager cbaque equation de condition en deux aulres. Ainsi, en prenant pour

fonction principale r=pcosr, /&amp;gt;

et / elant des fonctions de JT; substituanl

ensuite M-f-Ny/ i au lieu de x, 1 equation &amp;lt;le condition relative; a la difTe-

rentielle exacte dy se partage en deux autres, a raison des imaginaires, et . cha

cune de celles-ci se [tartage de nouveau en deux autres, a raison des expo

nent ielles qui naissent du developpement de cos/ 1

,
et dans lesquelles les

termes all ectes d un exposant positif peuvent se separcr des termes affectes

d un exposant negalif. On obtient done alors quatre equations de condition,

dont chaque/ membre pent etre pris pour r, et qui donnent ainsi quatre ecpia-

tions entre des integrates defmies tirees d une memo source.

Tels sont les principes sur lesipicls M. (lauchy a etabli les nombreuses for

mules qui composent la premiere Partie &amp;lt;!(&amp;gt; son Alemoii-e. (les formules et les

corollaires qu il en deduit, dans dillerentes hypotheses sur les limites des inte

grates, ont une grande generalile, et les apiiliealions &amp;lt;pie
1 auteur en donm;

fournissent plusieurs resultats inlei essants.

Le reste du Memo ire picseule une theorie
&amp;lt;pii appartient presipie entiere-

iiKMil a Tauteur, el
&amp;lt;[ui parait meriler raltenlion des g(

iomelres.

En
a|&amp;gt;pliipiant

ses formules a divers exemples, M. (lauchy n a pas tai de a

reconnaili e (pie, dans cerlains cas, ces formules etaienl en defaul; c esl-a-

dire, ipTon n oblenail pas le meme I esullat en integranl d abord par rapport

;i r, ensuile par rapporl it ;, ou en suivant une marche contrail *
1

.

Pour faire \oir clairement 1 objel de la difliculle, jirenons pour exemple la
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jj
differentielle do Fare dont la tangente est -, el soil r 1 uii des membres de

1 equation de condition a laquclle les coefficients de cette differentielle doivent

salisi aire. Si Ton cherche la valeur de Tinted-rale double / / vdxdz, prise

entrc les limiles o et i, tant pour x que pour z, on trouvera que le resullal est -
,

4

quand on commence le calcul par 1 integration relative a z, et qu il est, an

77

eontfaire, -,&amp;gt; lorsque les integrations se font dans I ordre inverse.
4

La difference de ces deux resultats .s explique aisement, si, au lien de

prendre les integrales dans les limiles designees, on les prend depuis .r a

jusqu a j? i, et depuis z & jusqu a -; i, a ct.6 etanl des quantiles posi-

tives infiniment pctites. Alors les deux manieres d evaluer 1 inlegrale double
_ g

donnent un seul et meme resultat, lequel est -. arc tang-- On voit done que
4

ce resultat pent avoir une infinite de valeurs, suivant le rapport qu on elablit

entre les quantites infiniment petites a et 6.

g

Lorsqu on fait - = o, ce qui revient a faire la premiere integration par rap

port a z, depuis ^ = o jusqu a ^ = i, le resultat est^- Lorsqu au contraire on
4

2
fait ;;; o, ce qui revient a faire la premiere integration par rapport a ./, (h 1-

o

puis a: = o jusqu a jc = i, le resultat est j
- - ou -. : d oii Ton voit que 1 in-42 4

legrale double, dans le premier cas, doit elre corrigee de - -
])our donner le

meme resullat qu on obtient par la seconde maniere d opercr, en prenant

d abord 1 integrale par rapport a a-.

\pres a\oir i-econnn ( existence des anomalies que peut offrir la determina

tion des inlegrales doubles, M. Cauchy a du recbercher la cause generale qui

h s produit. 11 a trouve que celte difficulte avail lieu toutes les fois qu apres la

|)remiere integration, la fonction sous le signe elait indeterminee ou de la

forme
{}, pour des valeurs de jc el de z comprises enlre les limites de 1 inte

grale. II observe a ce sujet que 1 indelermination cjui a lieu pour des fonctions

de deux variables, esl essentiellernenl diffei enle de cellc qu on observe a 1 e-

gard des fonctions d une seule variable. Dans eelles-ci, il \ a toujours une

limite determinee pour la (juantite qui se presente sous la forme
J[.

Dans les

autres, au contraire, il n y a auciine limite fixe, a moins d etablir une relation

cnlre les differences des deux variables qui, de leur nature, son) indepen-

danles I uiie de I autre. C esl ainsi que, dans 1 exemple rapporte ci-dessus, !&amp;lt;



KAl IMHtT. 325

resnltat prciid toules Irs \alenrs possibles cntre--el
^&amp;gt;

selon les valours
4 4

diverses qu on atlrihuc au rapport 7j
-

5

II ne siil lisail pas de connailre la cause generate des anomalies dout nous

venous de parler; il i allail encore determiner exaclement la correction neees-

saire pour relablir 1 egalite entre les deux resultals obtenus par les deux ma-

nieres d eflectuer les integrations. Cette question, consideree en general, elait

a la lois delicate et epineuse. M. Cauchy 1 a pleinenient resolue, au inoyen

d une formule integrate composee de quatrc parlies, de deux on d une seule-

ment, suivant que le point ou rindetermination a lieu est situe au dedans du

rectangle de projection, sur un de ses cotes, ou a 1 un dc ses angles.

Os sot !&amp;lt;&amp;gt;s d integrales que 1 auteur appelle integrates singulieres, ne s e-

lendent qu inliniinent peu autour du point donne, c est-a-dire qu elles sont

pri&amp;gt;cs
dans une partie inliniment petite dc 1 aire qui avoisine le point donne,

sans sortir du rectangle de projection, et cette circonstance contribue beau-

coup a en faciliter la determination.

M. (lauchy rcvient done aux formules principalcs qu il a donnees dans la

premiere Partie, et il donne, a 1 aide des integrates singulieres, la correction

qui doit etre appliquee a ces formules pour tous les points d indetermination

comjtris dans les limites de 1 integrale, et suivant la position de ces points sur

Ic rectangle de projection.

Apres avoir expose les metbodes generates, M. Caucby en donne un grand

nombre d applicalions qui demontrent 1 utilite et la lecondite tie ces me

tbodes.

Dans colic parlie du Mernoire de M. Cauchy, on retrouvc presque toutes les

Tommies coiiinics, relatives au genre de fonctions qu il a considerees, et plu-

sitMirs d entre ell(&amp;gt;s y sont itresentees d une maniere plus generate qu elh^s

ne 1 ont ete jusjju a jn esent. On y voil aussi des formules integrales qui sont

entierement nouvelles et ipii imM ilerit de fixer 1 attenlion.

Dans le nombre des premieres integrales, nous cilerons la belle formule

/ *
j- l ~ d.r

d Euler. relative a I int^grale / M. Caucby parvient tres facilemenl
/ i 4- .r&quot;

;i la vateur de cetle integrale; et ce qui est remarcpiable, c est que la formule

qui la determine est nniquement composee d integrales singulieres.

/*
xa ~ dx

La formule re-
i xn

lalixe a cctle inl( gralc \\c\\\ el re reputee nouvelle a (jneltpies egards, (|iioi-

ipi ellc sc deduise aisement des formnles coiumes.
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Celtc integrale est rcmarquable en ce qu elle serait infinie si on la prenait

settlement jusqu a x i; mais au dela cle x i, 1 infini se reprocluit on signe

contraire, et le resultat total est une quantite finie.

Parmi les fonnules qui appartienncnt entierement a M. Caucby, nous devons

[** sin CMC dx
citer 1 integrale /

j
-

, et trois autres du meme genre, dont per-
./ sin o jo i \ oc~v o

sonne n avait encore donne la valcur. M. Cauchy les trouve d abord par une

methode qui suppose &amp;lt; b; ensuite il se sert d une autre methode pour de

terminer les memes integrales dans le cas ou Ton a a
&amp;gt; b.

Nous avons verifie ces integrales par des methodes qui nous sont propres,

et nous les avons trouvees exactes, sauf quelques cas particuliers dans la dis

cussion desquels 1 auteur n etait point entre. 11 faut observer, d ailleurs, a I egard

de ces differences, que les formules de ce genre offrenl quelques cas oit la loi

de continuite est violee. Une de ces formules, entre autres
[
c est 1 integrale

dx \
augmente on diminue tout d un coup de *ir. lorsque lesmjc \-\-x-

rapport j
? qui d abord est suppose egal a un noinbre entier, diminue ou aug

mente d une quantite infiniment petite.

(&quot;ette difficulte n etait point resolue dans le Memoire de M. Caucby : mais,

sur 1 observation qui lui a ete faite de 1 inexactitude de sa formule dans le cas

de = b, il a donne pour reponse deux Supplements qui contiennent la vraie

solution de cetle difficulte et de quelques autres sernblables.

Dans un sujet de pure Analyse, nous ne pouvons guere donner une idee plus

detaillee du Memoire de M. Caucby, qui embrasse un grand nombre d objets,

quoiqu il ne traite pas a bcaucoup pres de tous ceux qui appartiennent a la

Ibeorie des integraies definies.

Nous n examinerons pas si les nouvelles methodes de M. Caucby sont plus

simples que celles qui etaient deja connues, si leur application est plus facile,

et si 1 on peut trouver par leur moyen quelque resultat que ne pourraient

donner les metbodes connues : car, quand meme on repondrait negativemenl

a ces differentes questions, il n en resterait pas moins a 1 auteur le rnerite,

i D avoir construit, par une marcbe uniforme, une suite de formules ge-

nerales, propres a transformer les integrales definies el a en faciliter la deter

mination
;

2 D avoir remarque le premier qu une integrale double, prise entre des

I i mites donnees pour chaque variable, n offre pas loujours le meme resullat,

dans les deux manieres d effectuer les integrations;
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3 D avoir determine la cause &amp;lt;!&amp;lt; cello dill eroneo ct d en avoir donne la mo-

suro evade, an nio\ on des inlr^rnlcs si/t^iili, -/-cs. donl Hiiro appartieut a I au-

leui 1

, et (|ui |)(Mi\oiil ctrc ro-ai di -cs cuiuiuc line d(M-ouvertc en Analyse;

4 Knfin d avoir donne, pai- ses iiielhodes, do nouvellos fonnules iutejirales

I orl renianpiahlcs, qui peuvent bien se deduirc des melhodos commes, uiais

auxquelles personne n elait encore parvenu.

II nous parail, par tous ces motifs, quo M. Cauchy a donne, dans ses re-

cherclies sur les inie-rules defmies, une nonvelle pretive do la sagacile (|u il a

montree dans plusieurs de ses autrcs productions; nous pensons done quo son

Monmiro osl di-ne de I approbation de la Classe, et d etre iniprime dans le

licciicil des Savants etrangers.

Fait a 1 Institut, lo 7 novembro 181^.

Signs LACROIX, LEGENDRE, Rapporteur.

La (llasse approuve lo llapporl et en adopte les conclusions.





MEMOIRE

SUR

LES INTEGRALES DEFINIES
&quot;

.

INTRODUCTION.

La solution d un grand nombre de problemes se reduit, en derniere

analyse, a 1 evaluation des integrates definies; aussi les geometres se

sont-ils beaucoup occupes de leur determination. On troiive, a cet

egard, une foule de tbeoremes curieux et utiles dans les Memoires et le

Calcul integral d Euler, dans plusieurs Memoires de M. Laplace, dans

ses Recherches sur les approximations de cerlaines formules, et dans les

Exercices de Calcul integral de M. Legendre. Mais, parmi les diverges

integrates obtenues par les deux premiers geometres que je viens de

citer, plusieurs ont ete decouvertes pour la premiere fois a 1 aide d une

espece d induction fondee sur le passage du reel a 1 imaginaire. Les

passages de cette nature conduisent souvent d une maniere tres prompte
a des resultats dignes de remanjue. Toutefois cette portion de la

throne est, ainsi que 1 a observe M. Laplace, sujette a plusieurs diffi-

cultes. Aussi, apres avoir montre, dans le calcul des fonctions genera

trices, les ressources que 1 Analyse peut retirer de semblables conside

rations, 1 auteur ajoute : On peut done considerer ces passages

comme des moyens de decouvertes semblables a 1 induction dont les

( )
Memoires prescntes par dicers savants a VAcademic royalc des Sciences de rinstitut

de France et imprimes par son ordre. Sciences mathematiques et physiques. Tome I. Imprime,

par autorisation du Roi, a I lmprimcrie royalo; 1827.

S. I, 1. 1. 42
*
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geometres font depuis longtemps usage. Mais ces moyens, quoiquc

employes avec beaucoup de precaution et de reserve, laissent toujours

a desirer des demonstrations de leurs resultats. Pour obvier a cet

inconvenient, 1 auteur a eu soin de confirmer par d autres rnethodes

les valeurs des integrates qu il avait trouvees. Quant a celles d Euler,

M. Poisson a fait voir, dans le Bulletin de la Sociele philomalhique,

n 42, et dans le Journal de VEcole royale Polytechnique, t. IX,

qu on pouvait les obtenir, soit par des integrations doubles, soit par

1 integmtion d equations differentielles du second ordre. Apres avoir

reflechi sur cet objet, et rapproche les uns des autres les divers resul

tats ci-dessus mentionnes, j
ai congu 1 espoir d etablir le passage du

reel a 1 imaginaire sur une analyse directe et rigoureuse; et mes re-

cherches m ont conduit a la methode qui fait 1 objet de ce Memoire,

et quc je vais exposer en peu de mots. On ne verra peut-etre pas sans

intcret comment une des difficultes que ce sujet presente peut non

seulement etre eclaircie, mais encore tourner au profit de 1 Analyse, et

se transformer, pour ainsi dire, elle-meme en un nouveau moyen d in-

tegration.

Lorsque, dans une integrate simple ou relative a une seule variable/,

on remplace cette variable unique par une fonction quelconque de

deux autres variables x et z, les deux coefficients differcntiels de 1 in-

tegrale, pris, I un par rapport a x, 1 autre par rapport a z, se trouvent

tous deux degages du signe d integration, et representent simplement

deux nouvelles fonctions de^ret dc z. Mais ccs deux fonctions ont entre

elles une relation qui merite d etre remarquee : c est que le coefficient

differentiel de la premiere, pris par rapport a z, est egal au coefficient

diflerentiel de la seconde, pris par rapport a x. Ce resultat se deduit, a

la verite, de cette seule consideration, que, 1 integrale pouvant etre

censee representer une fonction determinee de x et de z, sa difleren-

tielle de second ordre, prise relativement a ces deux variables, doit rester

la meme, dans quelque ordre que les differentiations aient ete faites.

Mais, si cette preuve ne semble pas assez rigoureuse, on levera toute

incertitude en verifiant immediatement, par la seule differentiation des
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deux fonctions (jue Von considere, 1 egalite de leurs coefficients difle-

rentiels. Cette egalite on equation subsiste dans le cas meme ou la

fonction de x et de z, qui remplace la variable y, est en partie reelle,

en partie iinaginaire, et se partage alors en deux equations nouvelles,

dont chacune peut toujours etre verifiee directement par la seule difle-

rentiation. Celles-ci sont encore semblables a 1 equation qui leui a

donne naissance, et peuvent elles-meines, dans plusieurs cas, se par-

tager chacune en deux equations de meme forme. Dans toutes ces equa

tions, une fonction de x et de z, differentiee par rapport iiz et divisee

par dz, se trouve egalee a une autre fonction de x et de z, differentiee

par rapport a x et divisee par fix. Nous allons maintenant developper

les avantages que presentent, dans la theorie des integrales defmies,

les equations difTerentielles dont il s agit.

Si, dans une equation de cette forme, on multiplie les deux membres

par dxdz, et qu on se propose ensuite de les integrer, par rapport a x

et a z, entre des limites determiners de ces deux variables, on ob-

tiendra une equation entre deux integrales doubles. Mais, comme les

deux membres de 1 equation donnee, multiplies, le premier par dz, le

second par dx, deviennent des differentielles exactes relativement aux

variables z et x, on pourra immediatement effectuer de part et d autre

une premiere integration; et Ton obtiendra par suite une equation

entre deux especes d integrales defmies relatives, les unes a la va

riable x, les autres a la variable z. On peut done, a I aide des conside

rations precedentes, etablir des equations entre des integrales defmies

de nature fort diflerente, et les transformer les unes dans les autres.

Dans plusieurs cas, on determine facilement les valeurs de quelques-

unes d entre clles, et Ton en deduit alors les valeurs d autres integrales

plus cornpliquees. Enfin, si les integrales que Ton considere ne peuvenl

s obtenir en termes finis, on pourra du moins les ramener a d aulres

plus simples ou plus faciles a calculer.

Les diverses applications qu on peut faire de la theorie precedent!!

sont relatives aux diverses fonctions de x et de z qui peuvent rem-

placer la variable y. Parmi les hypotheses sans nombre qu on peut faire

4*.
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a cet egard, j
ai choisi celles qui m ont paru les plus simples. J ai

ohtenu de cette maniere la plupart des integrales deja connucs et plu-

sieurs autresqui me paraissent nouvelles; enfin des formules generates

qui, par les rapprochements qu elles offrent, semblent devoir meriter

1 attention des geometres.

La methode que je viens d exposer est fondee, comme on voit, sur

des principes clairs et faciles a saisir; mais elle suppose qu il est tou-

jours aise de convertir les integrales indefmies en integrales defmies;

et le passage des unes aux autres offre, dans la pratique, plusieurs

difficultes qu il est bon de faire disparaitre, afm de tirer de la methode

le parti le plus avantageux possible.

La premiere difficulte qui se presente regarde les fonctions d une

seule variable. Si une integrale indefmie est exprimee par une certaine

fonction de la variable augmentee d une constante arbitraire, la meme

integrale, prise entre deux limites donnees, a et b, sera exprimee en

general par la difference des valeurs de la fonction relative a ces deux

limites. Toutefois ce theoreme n est vrai que dans le cas ou la fonction

trouvee croit ou decroit d une maniere continue entre les deux limites

dont il s agit. Mais si, lorsqu on fait croitre la variable par degres in-

sensibles, la fonction trouvee passe subitement d une valeur a une

autre, la variable etant toujours comprise entre les limites de 1 integra-

tion, la difference de ces deux valeurs devra etre retrancbee de 1 inte-

grale definie prise a 1 ordinaire, et chacun des sauts brusques que

pourra faire la fonction trouvee necessitera une correction de meme

nature. On obtient facilernent cette regie en considerant 1 integrale

proposee comme la somme des elements qui correspondent auxdiverses

valeurs de la variable, et partageant la somme totale en autant de

sommes partielles qu il y a de sauts brusques, plus un, dans la fonction

trouvee.

Les autres difficultes sont relatives aux integrales doubles dans les-

quelles, apres une premiere integration, la fonction sous le signe |
c/

devient, pour certaines valeurs des variables, infinie ou indeterminee.

Dans la methode ci-dessus exposee, le dernier cas est le seul qui se
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prescnte; et ce n est jamais que pour des valeurs determinees de 1 une

et 1 autre variable, que les fonctions sous le signe / prennent la forme
{f.

Dans une semblahle bypotbese, les integrales doubles que Ton consi-

dere sont entierement indeterminees; et lorsqu on parvient a les inte-

grer completement relativement aux deux variables donnees x et 2,

elles obtiennent eu effet deux valeurs differentes 1 une de 1 autre, sui-

vant que 1 ou substitue les valeurs de x avant celles de z, et recipro-

quement. Quoi qu il en soit, parmi le nombre infini de valeurs que

peuvent obtenir ces integrales doubles, il en est deux qu on doit soi-

gneusement distinguer de toutes les autres, et qui jouissent d un carac-

tere particulier propre a les faire reconnaitre. Mais, avant d etablir

cette distinction, il est nccessaire de rappeler en pen de mots les

principes sur lesquels repose la determination des valeurs des fonctions

a une ou a plusieurs variables.

Lorsqu une fonction d une seule variable x se presente, pour une

certaine valeur a de cette variable, sous la forme , elle n est pas in de

terminee, mais elle a pour valeur la limite dont elle s approche sans

cesse a mesure que x a decroit. Au contraire, si une fonction de x

et de z prend la forme pour les valeurs x - a, z = b, de ces deux

variables, elle sera totalement indeterminee, et tendra vers des limites

dillerentes, selon qu en faisant decroitre simultanement les differences

x
,
z b, on etablira entre ces deux differences tel on tel autre

rapport. Cependant on obtiendra une limite determinee, si Ton neglige

la difference x a relativement a la difference z b, et une autre li

mite aussi determinee, mais differente de la premiere, si Ton neglige

z b relativement a x a. La premiere bypotbese revient a considerer

d abord x comme constant et z seul comme variable, puis a substituer,

dans cette supposition, la valeur de z, et, apres, la valeur de x : c est

ce que nous appellerons substituer la valeur de z avant celle de x. Le

contraire aura lieu dans la seconde bypotbese. Ainsi Ton pent dire que

la fonction obtient deux valeurs differentes, mais toutes deux determi

nees suivant 1 ordre dans lequel on substitue les valeurs des variables.
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Pom appliquer ces principes a la determination ties integrates

doubles definies, il suffit d observer qu tme integrale double etant la

somme des elements relatifs aux diverses valours des deux variables,

cette integrale sera necessairement deterniinee, si tons les elements

out une valeur deterniinee. Cela pose, si, pour aucune des valeurs

de x et de z comprises entre les limites de 1 integrale, la fonction sous

le signe / ne prend la forme , la fonction de deux variables qui re-

sultera d une premiere integration ne pourra jamais devenir indeter-

minee, et, par suite, 1 integrale conservera la meme valeur dans quelque

ordre que les substitutions soient faites. Si le contraire avait lieu, on

en serait averti par eette circonstance remarquable, que la fonction

de x et de z, resultant d une premiere integration, acquerrait, pour

certaines valeurs des variables comprises entre les limites de Finte-

i^rale double, une forme indeterminee. Dans cette hypotliese, 1 inte-

grale clierchee obtient deux valeurs determinees, mais ditFerentes 1 une

de 1 autre, suivant que, dans tous les elements a la fois, on substitue

les valeurs de x avant cellcs de z, ou les valeurs de z avant celles de x.

11 ne reste plus qu a faire voir comment, dans lecalcul, on pent avoir

egard a 1 ordre de ces substitutions.

Supposons, par exemple, que Ton veuille substituer les valeurs de x

avant celles de z. Alors, si Ton effectue la premiere integration par

rapport a x, rien n empechcra de substituer immediatement les valeurs

de x, et 1 integrale double chercbee se trouvera remplacee en general

par la difference de deux integrates defmies relatives a z. Mais, si Ton

eflectue la premiere integration relativement a la variable z, et que,

pour un systemc de valeurs des deux variables comprises entre les

limites de 1 integrale, la fonction obtenue par ce moyen prenne une

forme indeterminee, on ne pourra substituer immediatement les va

leurs de z, puisqu on renverserait ainsi 1 ordre des substitutions. An

reste, il est facile de voir que 1 erreur produite par ce renversement

porte entitlement sur la partie tie 1 integrale double qui correspond

aux systemes tres voisins de celui qu on vient de citer : car cette partie

est la seule dont les elements n aient pas une valeur deterniinee. Cette
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meme partic obtient une valour nulle, lorsqu apres [ integration rela

tive a z, on y substitue immediatement les valeurs de z- mais elle cesse

de s evanouir, lorsqu avant d opercr cette substitution, on effectue

[ integration relative a x. Nous sommes done conduits, par ce qui pre

cede, a considerer une espece particuliere d integrales definies dans

lesquelles les limites relatives a chaque variable sont infiniment rap-

prochees 1 une de 1 autre, sans que pour cela les integrales soient

nulles. Je les designerai sous le nom ftintegrates singulieres. Une inte-

grale de ce genre etait deja connue, et cette integrale est due a M. Le-

gendre, qui, dans un Supplement aux Exercices de Calcul integral, a,

le premier, appele sur cet objet Inattention des geometres. Ces der-

nieres integrales peuvent etre employees avec avantage dans la tbeorie

des integrales definies; et lorsque Ton considere deux variables, elles

servent a corriger les erreurs dependantes de 1 ordre des substitutions.

Elles se trouvent, par la metbode precedente, introduites dans les

equations qui determinent les valeurs des integrales definies; et sou-

vent une integrale definie est exprimee par la somme de plusieurs

integrales singulieres.

Ce qu il y a de remarquable et de fort beureux en meme temps,

c est qu on peut toujours determiner les valeurs des integrales singu

lieres que la methode precedente introduit dans le calcul. Ces valeurs

renferment, en general, le rapport de la circonference au diametre,

les fonctions placees sous le signe / dans les integrales que Ton con

sidere, et les racines imaginaires des equations qu on obtient en ega-

lant a zero les denominateurs de ces memes fonctions. Ainsi, toutes

les fois qu on parvient a exprimer une integrale definie dont on chercbe

la valeur par la somme de plusieurs integrales singulieres, la question

n est pas seulement changee de nature, mais elle est meme complete-

ment resolue. On trouvera dans le present Memoire plusieurs exempts
de ce genre de calcul.
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PREMIERE PARTIE.

DES EQUATIONS QU1 AUTORISENT LE PASSAGE DU KEEL

A L IMAGINAIRE.

I.

EXPOSITION GENEUALE DE LA METHODE.

Soil f(y] une fonction quelconque tie la variable y, et supposons

que y soit elle-meme une fonction de deux autres variables, x et z : le

coefficient differentiel de 1 integrale

pris relativement a x, sera

et le coefficient differentiel de la meme integrale, relativement a z,

sera

-, dr
f ( T \ ~^~J J dz

Quant au coefficient differentiel du second ordre, pris relativement

aux deux variables x et z, il pourra etre designe, ou par

ox

on par



SUR LES 1NTKGRALES DEFINIES. 337

On aura done

[/(/)

On pent verifier cette equation directement par la seule differentiation.

On a, en effet,

03

d oii Ton deduit Tequation (i). Cette derniere equation subsistc, quelle

que soil la fonction de x et de z que Ton prenne pour v. Kile subsis-

tera done encore, si Ton suppose cette fonction en partie reelle, en

partie imaginaire. Ainsi, par exemple, si M et N designcnt deuxfonc-

tions quelconques de x et de z, on pourra faire

r ~ M H- N y/^.

Alors, si Ton suppose

/(M + N y/- ~r
)
= P + P&quot;

v &quot;7,

p^M_ p,,^N_ p,^M
^

* - C* X -. 1 r --. \J .

dx Ox dz dz

i *
, 1,1

ux dx
, u^M

M. JL

Ox Oz

[ equation (i) deviendra

dS d
r

f dU dV ~
1

&quot;

~T~ V
~ z= ~r- -r V I

dz oz Y
djc ox &amp;gt;

Si , an lieu de supposery -- M -+- N y i , on eut suppose y = M N y i

on a ura it trouve

err_ _ _
t&amp;gt;2 d2 *

da; dj;

OF.uvresde C. S. I, t. I.
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On aura done separement :

_

dV

dz dx

On pent encore verifier immediatement les deux equations prece-

dentes a Faide de la seule differentiation des quatre quantites desi-

gnees par S, T, U, V. Ges deux equations renferment toute la theorie

du passage du reel a 1 iinaginaire, et il ne nous reste plus qu a indi-

quer la maniere de s en servir.

Snpposons qu apres avoir multiplie les deux meinbres de chacune

des equations (2) par dxdz, on se propose de les integrer, par rap

port a x et a z, entre des limites reelles de ces deux variables. Desi

gn on s par
C C &quot;iv TVn

,
o , 1

,
1

fes valeurs de S et de T relatives aux deux limites de z, et par

I; TV V V&quot;L;
,

L,
,

&amp;gt;

,
^

les valeurs de U et de V relatives aux deux limites de x. Si, entre les

limites dont il s agit, les quatre quantites

S, T, U, V

eonservent toujours une valeur determinee, on aura generalement

I Ts&quot; dx -
I

S dx = fu&quot; dz - f U dz
( ) ,

/ ) \
/ tS J J

\ r r c r
\

\ T dx \ Tdx= / V&quot;dz
-

/ Y dz.
- t/ t/ \J &amp;lt;J

( )
Les equations (3) peuvent 6tre remplacees par une seule formule imagina ire, savoir :

I f ( S&quot; + T&quot; /^1 )
dx - I

(
S + T / &quot;i

)
dx

(A)
J J

I
== Au*4- \y-~i) fiz - Au ^-vv

7

-!)^.

La mthne remarque s applique aux equations (4), et generalement a tous les syslemes d o-

quations qui seront etablis dans les paragraphes suivants, chaque systeme de deux equations

reelles pouvant 6lrc remplace par une seule formule imaginairc.
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Supposons, pour plus de simplicite, que les limitos relatives ii .r

soient o et x, et les limites relatives a 5, o et z\ enfin designons par

s et / ce que deviennent S et T quand z = o,

el par
it et v ce que deviennent U el V quand x = o.

Les deux equations precedentes devicndront

Sefcr-

1 r

f f f&amp;lt;1x-

I
tdx

I Yds- r vdz.

Nous examinerons, dans la seconde Partie de ce Memoire, le cas oil les

valeurs de S, T,U, V deviennent indeterminees entre les limites de [ in

tegration. Quant a present, nous nous bornerons
ajnontrer par quelques

applications 1 usage des formules que nous venous de trouver.

II.

PREMIERE APPLICATION.

Faisons M = ,r, N = c, on aura

- _

df*

= 0|
&quot;d7

=

S = P , U^ -
P&quot;,

Si Tori fait, de plus, /(#)=/&amp;gt;, f(dba\P^)=p .fr^i t on aura

43-
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et par suite les equations (4) deviendront

i

I
P dx -

, .. -

- - v

x

/ P&quot;&amp;lt;/.T ? /
P &amp;lt;/^-

/ /&amp;gt;

&amp;lt;/=.

/ /
.

/ ^ &quot;^0

Les equations precedentes supposent que P et P /x

conservent ton-

jours line valour determinee entre les limites dont il s agit.

i

1
) Si 1 ou a egard a la note do la page 338, et si Ton designe avec M. Fourier par In

notation

f f(.*}(t.c
tfjf

Tintegrale definie
j f(.r)&amp;lt;f.r, prise entre les limites x = x 1

,
.1- =

.1-&quot;,
on reconnaitra que les

equations (5) peuvent etre remplacees par la seule formule

\ f(x)&amp;lt;lx
= f~\

I / f(x+ zj-~i}dz- f f(
Jo [_Jo ^o

(B)
o

et les equations (6) par la suivanle :

(C) / f(x + ln/^i)dx = f f(x]dx - V

Jo Jo

Si, dans cette derniere, on fait successivemcnt a cc
,
a ~ QC

,
et si Ton suppose que

f(.r -+- z / i) s evanouisse pour .r = rfc cc
, quel que soil z, on trouvera

r f(*+i&amp;gt;^i)&amp;lt;ix= r f(x)&amp;lt;ix~i/=\ c i(zi/~~i}&amp;lt;iz,

i/O ^0 Vt

,0 ,0 il&amp;gt;

I f(x+ b\f^~i)t/x= j f(x)dx+ v
7

&quot;!

/ /(zv7 --- )^;
J x Jx J&amp;lt;)

et par suite

ID) / /( x -+- b s/-^! )
tlx = I /( x )

tfx.

J -- -K V - 30

On peut deduire immediatcment de Tequation precedenle les formules (c), page 3i?..
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EXF.MPLE. -- Si Ton suppose f(x} = e
-r

&quot;

, on aura

P = e z
*

e&quot;-
L

&quot;

cos-ixz, P&quot;=
- e z e** tmixz, jj

--e-
&quot;

,

p = e-* -, p ==o.

Cela pose, les equations (5) deviendront

~
I e -* cos ixz- dx e~~-* I e z ~

smixz dz = I e - l
:

dx,
^ o YO

r*x
f*z

:

z
I e -K ~

smtxzJx-i-e-1
&quot;

I e -&quot; cos ixz (h = I e~* J-.
** - t/0

Si, dans les equations (a), on suppose infinie la seconde limite de

les deux quantites

C
dz, e&quot;-** I e,

: coszxz dz
Jo t/o

s evanouiront, et Ton aura simplement

if&quot; r* \
i

1 / e---1 coszxz dx= e~z
*

I e~ 1 dx- -~-e~ z
,

\b\ \

^ J
i r-.* =

I
I e ~-c sin -&amp;gt;.xz dx = e z

I e~~dz.
\ ^0 t/0

Ces deux dernieres equations etaient deja connues.

Corollaire I. Lorsque/(^) est une fonction pairo de x,f( -
\ i

)

est en general une fonction reelle de z, et Ton a, dans cette liypo-

these,
p&quot;

-- o. Si, de plus, la valour extreme de x est telle quc P&quot;

s evanouisse, la premiere des equations (5) deviendra

I
V (!x--~. / pdx.

JQ o

On peut done enoneer le theoreme suivant :

TIIKOKEME I. --
Soilf(x) p une fondion de. x tc/le f/ue, si ion fait

P P&quot; N/^7,
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P ct P&quot; conseivent une valeur delerminee pour toutes les valeurs de x et

de z comprises, entre les limiles x o, x ~ a, z ~ o, z = b\ et qu en

outre P&quot; s evanouisse aux deux limites de x, quelle que soil d ailleurs la

raleur de z. Si I on suppose, dans P ,
z = b, on aura

X
a

C&quot;

Jo

Dans un grand nombre de cas, la valeur a de x, qui rend P nulle,

est infmie. C est ce qui arrive, par exemple, lorsqu on suppose

/ etant un nombre entier. Si, dans cette hypothese, on fait successivc-

ment k = i, k 2, .... 1 equation

/*
(*&quot;*

J r^.rl pdx
J o v

deviendra

,

r&amp;gt; r* _ ,

i g-f 4-* 4 coS2.bzdx= I e -c
ax,

./O ^0

/ e-.r +(&amp;gt;b*.K&quot;b cOS[4^-^(^
2 b-

)]

^

La premiere de ces equations coincide avec 1 equation (b) trouvee

ci-dessus.

Corollaire II. -- Quand la valeur extreme de x est telle que P et P&quot;

s evanouissent independamment de toute valeur de z, les equations (5)

se red ui sent a

i r r r
3

/ I V&quot;dx~. I P dz.

V6
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Si, dans la premiere de ces equations, on suppose //
= o, on re-

trouvera le tbeoreme ci-dessus demontre.

Corollaire III. - -
Si, dans les equations (6), on suppose

/{*)=*- F(*) f

n etant un nombre entier positif, on aura

Soit, pour abreger,

F(^ 3 yCT.) = Q Q&quot; yCTT,

F( Sv/^) = 7 ^ v irr.
On trouvera

P = Q \-QZ, P&quot; = Q Z + Q \, p q.z&amp;gt;&amp;lt;

On aura, de plus, si n est un nombre impair,

n 1

-{ i \
i r-l

et par suite
&quot; 1 n - 1

Au contraire, si n est un nombre pair, on aura

et par suite
&quot;

&quot;

On aura done, en supposant, dans les equations ((&amp;gt;),
n ~ -&amp;gt;.k -h i

/ (Q X-Q&quot;Z)&amp;lt;/r=z
T qx^dx^ 1

~\\k
/ \&quot;-^tlz,Jo Jo J,

7

j
/

/A ,
/*&quot;

( Jo
J+ ~

;A
/

^ :
&quot;&quot; /;:
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et, en supposant n -

zk,

I f (Q X - Q&quot;Z )
dx = / tf*

2 * -.^ _+_
(

_
,)*-.

i
q

&amp;gt;

,**- ^-,

(8) !

J
v

i /&quot;* C&quot;

I I
(Q X + Q&quot;X)

cte =
( i}*- /

q&quot;z*-

k-*dz.
*- o o

Si, dansles equations (7) et (8), on fait suecessivernent n = i , n = &amp;gt;.,

n -- 3, /|, . . ., on trouvera

pour n ~~ i
,
X = i

,
Z = o

;

rj -^ 4
&amp;gt; o r~m

^ -.

, / ^/ / 3 ^ f&quot;&quot;* / ~~- ) OC *&quot; ^ Z

? &amp;gt;

Cela pose, la premiere des equations (7), conjointement avec la se-

conde des equations (8), fournira les resultats suivants :

r&quot; r* c
z

,

I Q dx= I q dx -4- J q az,

JQ - -

I
Q&quot;X(?X+Z I Q dx-

I
q&quot;z

dz,
l &quot;0

- r Q ^ 2 r/.r+ ?.; / Q&quot;xd.z+-*t Q dx^ -I qx*dx-+- I q&quot;z*dz,

&amp;lt;-
l ^0 * ^

r&quot;
/&quot; , r

r

^ r&quot; r * * i-

1 t f I ./AJ Je i ;
o o ^o

Au contraire, la seconde des equations (7), jointe a la premiere des

equations (8), donnera
st* /-

( 0*rfx= - f q dz,

J, -7

- r* x f~
Yxdx+ z i O&quot;dx= I qxdx q z (f:,

Jo Jo
(Y

_

f
&quot;

O x* dx - 3 3 f ( )&quot; * 2^ - 3 c -
/ Q x dx -f- : 3 / Q&quot;^

=
/ tf

^ :1^ -
/ ^ z 3 r/;

./ Jfl
. o -o -7

o l/ o
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Les equations (7), (8), (9) ct (10) supposent que, pour la valeur

extreme &amp;lt;le ,r, les quantites

Q X-Q% Q Z + Q X,

s evanouissent independamment de toute valeur de z. Si la valeur

extreme de jc est inh nie, il suffira que

Q x&quot; et Q&quot;^r-

s evanouissent par la supposition .r = cc .

Toutes les fois que les valeurs des integrates de la forme / y z
1

dz,
-

I qx-
k dx seront connues, on pourra deduire des equations (9) les

^o

valeurs des integrales de la forme

\ Q x^djr,
I

Q&quot;x*
k

&quot;&amp;lt;djc.

Jo (,

De meme, toutes les fois que les valeurs des integrales

I
q&quot;z*(h, I qx^-^lx

- i-

seront donnees, les equations (10) feront connaitre les valeurs des in-

tegrales

/
Q ^* r/.r, f Q&quot;x**-*tlx.

-
()

On pent d ailleurs, sans nul inconvenient, changer dans les equations

&amp;lt;)

ct (10), q en
/i,

et par suite q en//, q&quot;

en // ,
(V en P et

Q&quot;
en P&quot;.

Ola pose, on obliemlra facileineut par I elimination les valeurs des

(|iiatre especes d integrales

,

j
Px**-*d*;

j Vx**-**?*, f V&quot;x*

i

OEuvrcs
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Cos valeurs seront comprises dans les quatre formules suivantes :

r
&quot;

r
/ V x**-*da:= \

- o / n

9. If I } ! 9 If 9.

_i)(;&amp;gt;.fr ?.)(a/,- 3)(?.fr 4)

i .2.3.4
r
2*-5 2 i_... L,&amp;lt;fo | i;

/r 11(9, /r 9. 1

&quot;f.

I
V x^d,r^ i

Jo /

-i
1C&quot;--

I .2

r , k , 1
*a

j /&amp;gt;

w
= 2*- 2

&amp;lt;fe-

*A&amp;gt;

rw
/

9./f-9.H9./(
-- 3

-] p dx

f 9, /f I H 9, /f 9

r &amp;gt;/

o r r?fr

I &quot;.t
-&quot;
r ^ J

Les equations (u), (12), (i3) et (14) peuvent etre remplacees par la seule fornnilo

/ /*

1 J
(E)

quo Ton deduit iminediatement de 1 equalion (C), en suostituant le produit (x 1&amp;gt;\/ i)&quot; /(a
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\&amp;gt;^

,. 3W-

(Irs tbrmulos sont principalenient utilos dans Id eas oil la vfrtettt.&quot;

extreme do ,r est intinio. Mais alors P -z-
2*

et P&quot;o:
2A doivent s evanouir

lorsqu on suppose x = co . On pout done enoncer le theoreme snivant.

THKOIIKMK II. -- Soil f(x] = p une fo fiction de x telle que, si I on fait

P et P&quot; conservent une ^&amp;lt;aleur determines pour toutes les valeurs de x ct

de z comprises entre les limites x = o, x cc
,
5 = o, c = b, el qiien

outre

a la function f\x}. Quant aux equations (&amp;lt;/),
elles peuvent s ecrire comme il suit :

/

I J.
*a -

Ajoutons quo si, dans l o(|iiation (D), on remplacc/(.r) par

on on tircra

(- x ^i}&quot;

1
-

1

f(x + ^ v/:-~, ),/.r
= r

(

t/ - ac

ou, co qui rcvicnt an memo,

1 ^ xm-i [(_ /Z
J*

( ||

=

-0

(lotto dornioro fornuile subsiste. qucl (pic soil in. Si 1 oa \
[)os(&amp;gt; /(.r) = r-* -. on obtiendra

r* (&amp;gt;- , \
t / ./:

&quot; sin I /j.r\t:-x-&amp;lt;U

1 c/o V

(II

([UC j
ai donnoo dans tin Mvnioirc snr In (a/iccrsion drs differences finies dcs puissances en

intt graleii (h-Jinics, ct dans li- Jiiillctin &amp;lt;lc la SocwU -

i&amp;gt;hiloi&amp;gt;wthi&amp;lt;ntc
do i8 2 &amp;gt;..

44-



348 MEM 01 RE

s evanouissejit, quelle que soil z, pour x cc
; si Von designe par p et

p&quot;

ce que deviennenl P et P y

quand z = o, on aura, en supposant z = b, les

quatre equations (r j), (12), (i3) et (i4) ^ integrates relatives a x elant

prises entre les limites x = o, r = 30 ,
e/ /es integrates relatives a z en/re

les limites z = o, z = b.

EXEMPLE. -- So it

on aura

P - e~&quot;~e
-c ~

cosi.xz, P&quot;
- e z e -L &quot;~

smixz,

On aura de plus

Cela pose, si Ton fait z = -,a, les equations (12) et (i3) deviendront

respectivement

k A-(A -r)i- a 2 H- ~*~7 a&amp;gt;

(-* i i * \ i &quot;

2 r- 7 f 7 \ /,
Ar i fr i)(A 2)

Jo

*&quot;

*&quot;*&quot;&quot; -

/ .r
2Ar~

fi&quot;
1

5 sina^ dx =^ - r. e
l

\&amp;gt;

. ..

* -
1.2.3 I . 2 . 3 .

I
.

r
)

On peut aussi trouver directement les valeurs des integrates

I
x- k e -* cosaxdx, I x z*- { a-** sinaxdx,

J ^

tin differontiant plusieurs fois de suite, par rapport a la constants ,

les deux membres de 1 equation

/ e~x
&quot; cosaxdx -- ---&quot; e

4
,

/
2

^0

ot Ton obtient alors les formules donnees par M. Legendre (p. 363 des

Exercices de Calcul integral}. Les equations (d) comprennent ces memes
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fonnules, ot font connaitre dc plus la loi generalc a laquelle dies sont

assujetties, loi qu il serait peut-etre difficile d obtenir par tine autre

methode.

III.

SECONDE APPLICATION.

Faisons

M = ax, N -- xz
y

a etant une quantite constantc, et

P*P^^ i^=/(a*Vf

0-
On aura

M (?N _ &amp;lt;)M

&amp;lt;9N_
&quot;

&amp;gt; ~\ ~~ ~T O
, JT ,or Ox &amp;lt;)z dz

s^^p -rp&quot;, T = ;F + flp&quot;, q= r *p% v. ^-F.

Si Ton fait de plus ?=/(#), ^ /(o), on aura

a inoins quo ^ ne soit infini.

Cela pose, les equations (5) deviendront

i ft I P r/.r - s / \&amp;gt;&quot;dx a
I

P fix r - x I P&quot; dz
),

o / o i. o

/&quot;

rt / P&quot;d.v

1
r

P r/.r

( )
Lcs formules (i5), (18) et (21) ppuvont el re rcmplacees par les suivantos :

i (a + z\/-i}\ f(ax+ xt)f^\)dx a f f(a.r]tl.i:

K)
J

_ /
-

,

= -r V
7

/
/(.r-h.r2 V

-
i) /3,

(L) (a

(Ml &quot;or-i/[r(
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On pent aussi niettre ces equations sous la forme suivante :

/
l&amp;gt; dx= -^ \zf f ch-af f d- +~r^- f P(l

*&amp;gt;

J, a - +
z--\_ Jt ,/o J

(C- + z- J9

] r n * f C
=

n i

:

n }
*

/ &quot;n

/

V dx =
a2+-A a

I
y** + *

I
P dz +

a * + z * I
lllx -

Corotlaire I. --Si la valeur extreme de x est telle que xV et ,-rP&quot;

s evanouissent, quelle que soit z, on aura

et par suite les equations precedentes se reduiront a

c
r

a r
r

1 / P dx 7 -&amp;gt;
I flPaJC,

!
1 7)

r z r
I \)

!f
ft -y // 1^ // -r*

J. \JL*As ft J

(.t-iX/ .

i fl- r- ^&quot; /
\ -

/ o o

Dans un grand nomhrc de cas, P et P 7/

s evanouiront par la suppo

sition x = co . Alors, si Ton designe/(^r) par/?, on aura

p* r* /&quot;*&amp;gt;

I aPdx=r I af(ax}dx=z I pdx.
J o / &quot;

Ola pose, si, dans les equations (17), on fait z = b, et que Ton rein-

place / aV dx par / pdx, on obtiendra le theoreme suivant.
*^0

TIIKQUKME III. ~ Soitf(x] p unefonction de x telle que, si ion fait

f(axaz V
/:=r

&amp;lt;

)
= P P&quot; V 717 ,

Lorsquc. dans cetto derniere, on pose/(j:) = e~x
,
on obticnt 1 equation

f x
, \ cos/// \/ r sin/// /

*

(N) / x*-te-a*(cosbJ! + \fiBmbx)(fa= -L
^

-
*&quot;

x erx lx,

. c/o

tjui comprcnd les formulcs (e).
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P&quot; ct P conscivent line valeur determinee pour tonics les ralettrs tie x el

(Je z comprises entre les limites x = o, x = c/o
,

z = o, z = b, et qu eji

outre ,rP et xV s evanouissent, i
u
pour x = o, &amp;gt;.&quot; pour x = oc

, f/i/c/le

gue soil d ailleurs la valeur dc z. Si I on suppose, dans P et dans P&quot;,

z = b, on aura

/*

/
/

Corollaire II. Si, dans les equations (18), on suppose

fly.} W,-) P( T ]I I iX/ I \As JL I +AS I *

// etant un nombre reel quelconque, on aura, en faisant z = b,

P P&quot; V/^~i = (ab ^&quot;i&quot;)

&quot;

*&quot;&quot;&quot; Y(ax bx J i ! .

Soit, pour abreger,

If (ax zh bx J i
)
= O . O&quot; i i

on aura

P P v
cri= *- &amp;lt; [cos(n- i;A- v ~i sin(/i -i)A-](Q (JV~),
P = r- [Q cos

(
n - i

)
k

Q&quot;
sin

(
n - i

)
It

]
^c

,

a _ cos/i 6 sin/,

C(- -r / -
/ rt- 4- 6 2

/

(lela pose, les equations (18) deviendront

cos

9

B(n i}kl (Y x&quot;-*dx sin(n
-

i)/r /
Q&quot;^-&quot;

&amp;lt;/.r

&quot;^ | c/.t&quot;
t/jt-

/o ^o - o

cos
(
n i /

I
()&quot; x&quot;

-

f/.r + sin
(
n i

)
/f

|
O a &quot; r/.r -

-^- /
&amp;lt;/

&quot;- ilv
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Si Ton ajoute ees deux equations, apres avoir multiplie la premiere par

cos( i)k et la seconde par sin
(ft i)k, puis, qu on les retranche

1 une de 1 autre aprcs avoir multiplie la premiere par sin(n 1) et

la seconde par cos(w i)k, on aura les deux suivantes

fio x
i l. /

/ I Q&quot;x
n-*dx = -

I qx *

.

.- o *- o

On a d ailleurs

6
a- -+- b- = / -,

- = tang/f,
a

et par suite

La derniere de ces equations donne pour k une infinite de valeurs dif-

ferentes. Mais comrne, en supposant b = o, on doit avoir Q Y(ax) t

Q&quot;
:= o, les equations (20) devront se reduire, dans cette hypothese, a

,,0,
j

/

/ Q xn ~ rfj; = /
&amp;lt;/

a 1
&quot; ^,

-

&quot;

^0

/ (V ^f&quot; :-- O,

et par suite 1 equation b = o devra entrainer les deux suivantes

cos nh = i,

= o.

On satisfait a cette condition en prenant pour k le plus petit des arcs

qui ont pour tangcnte
- Cola pose, si Ton change Y(x) = q eu

f(x) =p, et par suite Q en P , Q en P&quot;,
on aura le tlieoirme suivanl.

TIIKOUEME IV. -r Soil f(x] p uncfonclion de .r lelle, gue si I on fail

f(ax.xz v
/ i):=P :tP* VT-I,

P &amp;lt;?/ P&quot; conserve/it uric valeur delenninee pour loules les valeurs de .r el
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de z comprises e.nlre les limites x = o, x = cc , z = o, z = b; el (ju en

outre x&quot;l
r et x&quot;V&quot; s evanouissent, i pour x = o, 2 pour x = cc , quelle

(/ue soil d ailleurs la raleur de z. Si I on suppose, dans P et dans P&quot;,

z = b, on aura

r x
.. POSI?/,- r*

I r x 11 ax -
I px 11 * ux,

1 o / o
_,

7 .-&amp;gt;
\&quot; JQ

I ,~ ) ~ r x (V-

1 I P&quot; I /
SIM/?/)- /

I

(

2 + 6 2 ^

/ etant le plus petit arc qui ait pour tangenle
-

On pent remarqner que les equations (18) no sont qu un cas parti-

culier des equations (21). En effet, si Ton suppose dans celle-ci n \.

on aura

cos/7/r cos/r a sin///r sin/r A

2 ~~1~ a^+T2
~ ~~

a 2 H- A-

Ainsi le theoreme (4) renferme le theoreme (3).

Exemple I. Soit

# =/(*)= -*;

on aura

qp y i e~ ax sinbx,

et par suite

P = e~ax cosA^-, P&quot; e -rt -r si

(]ela pose, les equations (21) deviendront

r^
I x 11 e &quot; r cos t&amp;gt; a: aor =

I x&quot;
-* e-a - K smbx djc = -

/ x&quot;-*e- c dx.
J

(a*+b*?
J

&amp;lt;

(]es formules out ete donnees par Euler

OF.uvres de C. S. I, t. I.



MEM 01RE

Excmplc II. -- Soil

On aura

f(nx I) x
y

i
)
= e J x ~( aJ

d ou 1 on conclut

x + c), P&quot;=

Cela pose, les equations (21) deviendront

--- /

^
f &amp;lt;

/ -y&amp;gt;

I /

&quot;

// /*

I

Los deux equations precedentes supposent necessairemeut b&amp;lt;^ti, on

tout au plus b = a. Sans cette condition, o;&quot;P et ;r&quot;P&quot; eesseraient do

s evanouir pour .T == cc .

Si, dans les equations (/), on suppose

on aura

et par suite

b -

a, i. ac i
,

2 a- -= m,

i

~
i, *

A 7 , a- -\- b-= ni, -2.C =
\

-
,

4

cos

COS.T i -i-

I
x&quot;

r

r.n
sin T̂

- /

Si, dans ces dernieres
e&amp;lt;|iiations,

on suppose m =
&amp;lt;&amp;gt;,

on aura
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el par suite

L r,, -*--*,. .-i- /&quot;

-
.

, rf A /

/
*

n
]

e x ~
&quot; /

7
s

,}&amp;lt;* -,,2

Cela pose, les equations (/} deviendront

r. n
&amp;lt;

&amp;gt;(l
&amp;gt; -r

i I /
I

jf&quot;

~
**&quot;

CO^Jt* ^/uf I jt
1

&quot; p
~

*

^//^

1

. 77/i

r
- S.MT

/ JT&quot; e l
sin&amp;gt;r^ = -

/ x&quot;&quot;
1 e djc.

ties derjjieres peuvent aussi se deduire des equations (e) trouvecs par

Bluler.

On pent observer que I integrale

/

vg
x&quot; dx

est egale a

dx.

Lorsque n est un nonibre entier, eette derniere depend uniqueinenl de

1 integrale / e x dr.
*-

. Exempte III. Soil

Si Ton i ait, pour abreger,
m-

on trouvera

/ \
-i s -*i

( +-;) ibx J i) = e \ **
cos
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d oii Ton conclut

f!=e +J &quot;

cos zablx* }

P&quot; e
*

sin

Cela pose, les equations (21) deviendront

w:

r_(at
6*}/,t+ l^

r / c~\] sinn/r /

K *

e cos I &amp;gt;. y i ^7- ail &quot; /*/! , ., ,r i/o1

o a- -4- o- r* T^ V
]

Les equations precedentes supposent evidemment rt.

&amp;lt;
b. Dans ees

uiemes equations, les integrates des seconds membres sont connues,

toutes les fois que n est un nombre entier, mais impair. Si done on fait,

pour abreger,
a- b- = A, ?.o = B,

on aura, dans le meme eas, les valeurs des integrales

C e
&quot; A ^

I c&quot;*

**&quot;1
&quot;*

1
si

J*J o

Exemple IV. - Soit

cosB .* -

\ x 1

on aura

i + ax :z o ^r \
-

d oii Ton conelut

i H- a.r
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Cela pose, les equations (21) deviendront

I -+- fix .

,
COS/?/.

/&quot;

X&quot;

;
x&quot; dx =.

-T- -y.ax -f- (a- -+- b-\x- y _!_&) a -t-ft^ sinnTt

/&amp;gt;.rr sin //A /^
x
A &quot;

,

~ SIM //A

x&quot; *dx = -ax- ^
( ft- -+ I)- \ X- &quot;

! I -\- X
(
a j H_6 2 )^ (a

3 -h^) sinnTT

Os deux equations coincident avec des formules deja connues. Li pre

miere se deduit aisement de la seconde, et, si dans cette derniere on

suppose a 1 + b- -- \ , on aura

a cosA% b = sin A,

et par suite

/
*

r&quot; r. sin/? A
ax = . ; ;

, + i x cos/r + x- sin/iTi snur

C est la formule (f) de la page 101 de la quatrieme Partie desExemc

fie Ctilcal integral de M. Legend re.

IV.

TROISIEME APPLICATION.

Faisons

M = o:cose, N .* sin;,

on aura

&amp;lt;)M &amp;lt;)N &amp;lt;

&amp;lt;

= cos 3
,

= sin : ,

- * sin ; ,
== x cos

dx Ox az oz

S = P cos5 P&quot; sins, U= - j:P sin^ #P&quot; cose,

T = P sin; H- P&quot; cos-, V= xV cos- ---
j?P&quot; sin -.

Si Ton fait de plus /(a?)
=

p, on aura en general

= p, u = o,

= O, V = O.
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Ola pose, les equations (5) deviendront

/ (Fcosz P* sinzjrfr- T
p&amp;lt;/jc

=
. (i . /.,

f (P shi3H-P&quot;cos.

(P coss-P&quot; sin.P&quot; sin ; -+- P&quot; cos;
)
dx

K.temple.
-- So it

on aura

P rP&quot; v i = e~ 3

[cos(.r sin;) =p Ji sin(.r sins)],

et par suite

(
P P&quot; v^ ) ( cos ; it V

/:^ sin ;
)

_ e -.&amp;lt;-co S ;

[ COS ^ __ ^ S i n 5)
+

v
..~&quot;7 gi,,^-

__ x S i n
~)-|

.

d oii Ton conclnt

P cos; P&quot; sin; = er*&amp;gt; cos(; x sin; ,

P sin; -+- P* cos; = e
~ xfMS

sin(;~^r sins .

Cela pose, les equations (22) deviendront

/ -* r
l

A ^ *r

.r/&quot;

sin;

cos; ; ,r sin

On a d ailleurs

/ e -c dx -. i e *,

&quot;9

I

^

/ e rc 85
sin (s

/

e J i; cos
(
; x sin ; rfjr = i

- e~ ^ : eos ^r sin ;
,

sin 3 sin .r sin s .
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On aura done par suite

/ r~

\
I e-*** sin;; x sin; &amp;lt;lz = ![*-*- cos(.r sin; e ],

1.

/
/

e &quot; &quot; s;
cos(c x sin

*)&amp;lt;/z
= :--**&quot; sin ,r sin; .

/
ii

Si Ton fail, pour abreger,

-
[e-*

0083 cos (a? sin f
)

v
l = \

, ,

cl quc Ton differentie /i fois par rapport a a; les deux nieuiltrcs

chacune des equations (/), on trouvci-a

[JMJ

J T
&quot;

cos in: - x sin 5 rs =

Ou voil par cot excmple que le passage du reel a riinagiiiairc pcul

servir a trouvcr de nouvelles integrales, non seulement defiuics. mais

encore indefinics.

V.

Q L ATIIIKME APPLICATION .

Faisons

M = ax-, \ = x~,

a (Hani une constante arl)itraire,

On aura
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Si J on fait de plus/(#or) = P, on aura en general

s iftxP, it = o,

Cela pose, les equations (5) deviendront

,,.&amp;lt;
.. =

I i-\ /~t sv* I) *r M
]
// &amp;gt;&quot; I o // j*

1 t* (ilC 27 I f/
~

1 ^ o ^o *^o

i f*f &amp;gt; &amp;gt; M r
=

&amp;gt; /-

tx t^
(j

Corollaire I. Si la valeur extreme de x est telle que a?P et icP

s evanoyissent, quel que soit s, les equations (23) se reduiront a

[ /
i /

I

(aiucF- .*P*).d^=.

n*
. I ^rtarrjjr,
*^

Dans un grand n ombre de cas, P et P&quot; s evanouiront par la supposi

tion x = cc . Alors, si Ton designe f(oc] par/?, on aura

/ -2axl*dx= I -i.axf(ax*}dx= I pdx.
-

o &quot;^o ^o

(Ida pose, si, dans les equations (24), on fait z = b, et que Ton rein-

place / zaxP dx- par / pdx, on obtiendra le theoreme suivant.

TIIKORKME V. Soit f(x] = /&amp;gt;

une fonclion de x telle, que, si I on fait

/( a x* xz \l~i )
= P 1

J//

V r- 1,

P e^ P conscrvent une valeur determinee pour loutes les valeurs de x et

de z comprises enlre les limiles x = o, x = sc
,

z = o, z = b\ et qu en

outre xV et .rP s evanouissenty 1 pour x = o, 2 pour x = cc , quelle

quc soit d ailleurs la valeur de z. Si I on suppose, dans P et dans P&quot;,
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z = b, on aibra

i f (laxV- b
P&quot;)

dx --
I p dx,

]
&quot; *

I (AP
&quot; n

2. &amp;gt;

f* x

&amp;gt;&quot; dx = 0.

K.rernple.
--

Soit/(;r) = e
*&quot;

; on aura

f(ax- /&amp;gt;.r
\ i) =

ct par suite

!&amp;gt; e -fl^- -i-A -.c 8

cosaafta: 3
,

P&quot; = - e

On a d ailleurs

/
K

-7

e?--1
2

f/JT = -rTT&quot;

(]&amp;lt;

i la })oso, les equations (26) deviendront

r

K

e
- 2^+6 3

.t--/

I i^ o

o,

2
etant

&amp;gt;&amp;gt;

o.

II suit de ces dernieres equations qu on pent exprimer les deux inte

rales defmies^

/ e ~ti-.v- + b-.

Jo

I
e --a-.r* + b -.c-

&amp;lt;~,\n?.

Jo

an moven des deux suivantes :

/*

/ a &quot;*-* Jrb - t: CQSiabx* dx,
Jo

I e-a .i-
s + b -.c- smiabx* dx.

Jo

OEnvresdeC. S. I, 1. 1.
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Scolic. -- On voit par les applications precedentes 1 usage que Ton

pent faire des equations trouvees dans le I, lorsque les fonctions

de x et de z, designers par S, T, U, V, conservent toujours entre les

li mites de [ integration une valeur determinee. Nous examinerons

bientot les modifications que I liypothese contraire pent apporter aux

divers tlieoremes enonces ci-dessus. Mais, avant d aller plus loin, il ne

sera pas inutile de faire voir comment, dans certains cas particulicrs,

chacune des equations (2) peut elle-meme se decomposer en deux nou-

velles equations de meme forme. Tel est 1 objet du paragraphs suivant.

VI.

DE LA SEPARATION DES EXPOXESTIELLES.

Soient q et /* deux fonctions de -r, et faisons

p == q cos r.

Soient, de plus, M et N deux fonclions donnees de x et de z, et suppo-

sons que la substitution de M N y i au lieu de x change

p en P P&quot; v/- i
,

q en r

i- en IVR&quot;
v/^7,

on aura

P PV i=(Q QV cos(R R&quot;\/ 0;

et, par suite, on aura

2 P = eu
&quot;(O

cosR + Q&quot;
sinR

)
+ e~ l{

&quot;

(Q
1 cosR

Q&quot;
sinR

),

2 P&quot; = &amp;lt;?

R &quot;

( Q&quot;
cos R - Q sin R

)
-+- e~R

&quot;

( Q&quot;
cos R -f- Q sin R

)
.

Si Ton conserve d ailleurs a S, T, U, V les memes significations que

dans le I, Fequation (2) sera toujours satisfaite. D ailleurs, si dans

S, T, U, V on substitue pour P et P&quot; leurs valeurs tirees des equa-
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lions (26), on trouveni

T= &amp;lt;

T, &amp;lt;?&quot; + fr, e
-R&quot;,

V l V, eR
&quot;

-f- V 2 rB
,

S,, I ,, U,, V, etant determino.es par les equations

/ 1 \ F lV
S, (O cos IV+

Q&quot; sin IV)
- -

(Q&quot;
cos IV Q sin IV) ,

TI = (Q cos IV -4-
Q&quot; sinR )

- -
-4-

(Q&quot;
cosR O sin IV) ,

(28)

L*, = (Q cosR -i-
Q&quot; sinR )^ -

(Q&quot;
cos IV - Q sinR

) \
09 dz

V, = (Q cosIV-
Q&quot; sinR )

~ +
(Q&quot;

cos IV -f- Q sinR
)
~,

et S a , To, Uo, Vo par les equations

~ -
(Q cosR + Q sinR

) ^
&quot;* a^T

-f-
(Q&quot;

cos IV+ (V sinR
)

~T 2 =r (Q cos IV-
0&quot;

sinR
)

U a =(Q cosR -Q&quot; sinR
) -(Q&quot; cos R

dx

^
V 2=

( Q cos IV -
Q&quot;

sin R
)

~ +
( Q&quot; cos IV+ ( ) sin R

)

-AI -

vi dz

Les valours de S, T, U, V determinees par les (Equations (27) doivent

satisfaire aux equations (2), quelles que soient d ailleurs les valours

do x et de z; mais, comnic chaoune des quantites S, T, U, V est eom-

posco do deux parties, dont la premiere seule renferme 1 exponen-
tielle e

n
, il faudra necessairement, pour que chacune des equations (2]

puisse etre satisfaite, que la premiere partie de ~ dotruise la premiere

partie de ^, et que la premiere partie de -
1

7 dotmiso la promii i-o

partie de De memc les secondes parties de et , et ,

dz dx dz dx

46.



364 MEM 01 HE

c est-a-dire, les parties qui renferment 1 exponentielle e~u
, devront so

detruire mutuellement dans les equations (2). On aura done

dx
(3o)

dz

et

dz dx

|(T.e-
R

&quot;) _ d (V a g-
B

&quot;)

dz dx

On voit ici comment la separation des exponentielles e
n

&quot;,
e~

n
&quot;,

sert a

diviser chacune des equations (2) en deux autres equations de meme

forme. On pent d ailleurs verifier directement par la seule differentia

tion chacune des equations (3o) et (3i). On serajt encore arrive a ces

memes equations, si, an lieu de supposer d abord

p = q cos r,

on eut suppose

p = q sin r.

On peut deduire facilement les equations (3i) des equations (3o), on

changeant a la fois les signes de R et de R&quot;. II est evident a priori (\\\r

ce changement est permis;, car il revient a changer simplement le signe

de la fonction /. Enfin, pour deduire les equations (3o) et (3i) des

equations (2), il suffit de snpprimer successivement, dans les valeurs

de P et de P&quot;, les parties qui renferment 1 exponentielle e~
R

, et cellos

qui renferment 1 exponentielle e
u

&quot;.

La methode par laquelle nous avons obtenu les equations (3o) et(3i)

pourrait encore servir, dans plusieurs cas, a partager chacune do

celles-ci en deux autres de meme forme. C est ce qui arriverait, par

exemple, si 1 on supposait q cos/, / et /etant deux nouvelles fono

tions de x. Mais nous ne nous arreterons pas plus longtemps sur la

methode dont il s agit, et nous nous bornerons a deduire des equations

deja trouvees quelques consequences dignes de remarque.
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Supposons qu apres avoir multiplie les deux membros de chaeuur

des ( (inations (3i) par dxdz, on se propose de les inte^rer, par rapport

a x et a z, enlre les limites o et x, o et z de cos deux variables. Desi-

i;uons par

,90 et /o ce que deviennent So et To quand
- = o,

et par

n o et co ce que deviennent I o et Vo quand x = o,

entin par

/ /&quot;

v
i el /

,
/

, y/
i ee que devienl R R&quot; v

quand x u, on quand z =^ o.

Si, entre les limites de 1 integration, les quatre quantites

conservent toujours une valour determines, on aura generalement

r - - r &quot; c
=

-ir r

^JJo J
J&amp;lt; Jo

j r
1

r&quot; r\r -*&amp;gt; / r /

T,r*rfr-J
***-** =J

V*&amp;lt;^ dz -I , 2^ ,/=.

i, t/o /0 l f

Kn partant dos equations (3o), on arriverait encore a des oqiuilions

.

I

1

)
Los equations (3a) pen vent (Hre reinplacoes par la scule formulo

f tSit-T.^i^rfr-
/&quot;Jo /o

(0)

Celte formulc, dans latjiiollc on a

S,-4-

sc dednira immcdiatemenl dc I equalion (A), si Ton substitue a la fond ion f(x] =
i&amp;gt;.

non
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semblables aux precedentes, mais que Ton peut deduire immediate-

inent de celles-ci, en changeant simplement les signes des quantites /,

/ , /&quot;, R et R&quot;.

ire 1. Pour appliquer les equations (32), il est neeessaire

pas le produit 17 cos/-, mais le suivant,

En posant M = .r, N = z, on tircra de 1 equation (0)

(r;

r }V~i ( /.z _ f

\ r

_ f

puis, en admettant que e~ l{
&quot;

s evanouisse pour z = x,
,
on trouvera

(Q)

lin remplagant t *7 ^ 1

par e

au lieu de la formule (Q),

-j

/3

/
i L t/ o

- r(tf+f-v=r*)fr+ **:&
t/

,
cl supposant que 6Jl

&quot;

s evanouit pour c- oc
,
on trouveni,

-Q ^Qy ,),&amp;gt;-(

Les formules (P), (Q), (II) peuvent etre subslituees aux formules (33), (34) et (35).

On voit, par ce qui precede, que les formules dduites de la separation des exponen-

lielles sont precisement celles que Ton obtient, quand on remplace la fonction reelle

f(x] = }) par la fonction imaginaire

tjc
1 ^-

&amp;lt;/

cos/- -+- v/ i
&amp;lt;7

sin/-.

De plus, il est evident que, les fonctions q et r etant 1 une et 1 autre entierement arbitraires,

on pourra en dire autant des fonctions
&amp;lt;y

cosr et q sin/-.
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do donner a M et a N des valeurs determinees. Parmi les diverses hypo
theses que Ton pent faire a cet egard, la plus simple est celle que nous

avons admise dans le H, et dans laquelle

M = jr, X=z.
On a, dans ce cas,

et, par suite, les equations (29) se reduisent a

So=V 2 = Q cos 11 -Q&quot; sin IV, l\= -
IL&amp;gt; =

Q&quot;
cosR H- (V sinR

Soit de plus

q=f(x], r = (*},

on aura

.$o=:gcosr, !(*= q cos/ 1

^&quot;
sin r

,

^ =
&amp;lt;/

sinr, c 2 = g cos/- -f- ^ sinr .

(]ela pose, les equations (32) deviendront

rr

r*
I

( Q cos R -
Q&quot;

sin R
)
e~R &quot;

dx
\ q cos r dx

&quot;0 JQ

-

I (Q&quot;cosR +Q sinR )e-
R

&quot;^ 4- f (q&quot;cosr +q f

sin /
)

o /o

f (0&quot;cosR&quot;+Q sinR )e-
R
&quot;^- T ^ smrdx

*&amp;gt; c/o

/ (Q cos IV -
Q&quot; sinR )e-

u
V/,- - f (q cosr

(33)

sinr

Les menies equations suhsisteront encore, si Ton echange a la to is les

si^nes dcs cinq quantites r, /
, r&quot;, IV, R&quot;.
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Dans un grand nombi c de cas, si Ton suppose z so
, Tune dcs deux

quantites e
n &quot;

,
e~

}{

&quot;,
s evanouira. Supposons, par exemple, quo ce soit

t~*&quot;. Dans cette hypothese, les deux quantites

(Q cosll -CTsinR )e-
B

&quot;,

(Q&quot;
cosR +Q sinR )e-

11

&quot;,

s evanouiront en general, quelle quc soit la valeur de x; ct par suite

Jes equations (33) se reduiront a

/ q cos / dx
1

= f ( Q&quot;
cos R -f- Q sin R

)
a-*&quot; dz /

( q&quot;
cos r + ^ sin /

)
e~

J
dz ,

J Jo

I q smrdx
vt

-

f (Q&quot;
sinR Q cosR )e-

R
&quot;^

-
\

(q&quot;
sin/- - q cosi^e^ ilz.

Jo Jo

Si e
u &quot;

s evanouissait pour des valeurs infinies de z, il faudrait

changer, dans les equations precedentes, les signes de r, r , /&quot;, IV, 11&quot;,

et Ton aurait, par suite,

I q cosrdx

/-K /&amp;gt;*

- \
( Q&quot;

cos R - Q sin R
)
eu

&quot;

dz
j

( q&quot;

cos /
-

7 sin /
)
e

~&quot;

dz ,

-0

i q sin r dx

roc

/***

(Q&quot;
cosR -v- Q cosR )e

u V/; -I
(^&quot;

sin/ +
^y

cos/- )e %/;.

^o *-

Les equations (34) et (35) sont a la f ois comprises dans les deux

35)
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36&amp;lt;J

formules suivantes :

/ r&quot;

I q cos r da:

=
/ (Q&quot;

cos R Q sin R
)

e**&quot; dz -
| (q&quot;

cos /- i q sin / &amp;lt;?-

&quot;

dz,

r&quot;

/ q smrdx

: /
(Q&quot;

sinR + Q cosR Je-
1

&quot;,/-
- C~

q&quot;
sini- qr^ sin/ e* &quot;dz,

&quot;* J

oil Ton doit admettre le signe superieur, lorsque e&quot;

K/
s evanouit pour

= so
, et le signe inferieur dans le cas contraire.

Si Ton suppose, dans les equations (36), q = i, on aura Q = q = \ ,

Q&quot;~
fj&quot;

-o, et, par suite,

(37)

le choix des signes devant toujours etre fait de la meme nianiere.

Les conditions necessaires pour que les equations (36) et (3 7 )

puissent avoir lieu sont evidcmment remplies toutes les fois que q et r

sont des fonctions ralionnelles et entieres de x. Mais il est facile de

s assurer que les rnemes equations subsistent encore dans plusieurs
autres hypotheses. Nous allons maintenant appliquer ces formules ge-
nei-ales a quelques exemples.

Exemple I. -- Soil r Y(x) = x 1
, on aura

f C&quot;

Jo J9

/
r

/I QO

sin / dx = =p / &amp;lt;?+

R cos R dz / e^
1 &quot;

cos i- aTs ,

- I/

, r = o.

Ola pose, si la seconde limite de .r est positive,

e u &quot;

-- e~--rz

OF.iivres de C. - S.I. t. I.
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deviendra mil pour z = cc
, et, par suite, on devra, dans les equa

tions (37), choisirle signe superieur. De plus, les integrates

I
e-&amp;gt;

&quot;

sin r dz, 4-
J

&amp;lt;?-

&quot;

cosr dz
^ o ^ o

se reduiront, dans le cas present, a

i smz-dz=^ - f z~
r
-$\\\zdz,

I
cosz^dz- \ *coszdz,

J - Jo J &amp;gt;- *^

et, en vertu des equations (e) clu II, elles seront toutes deux egales a

i i r&quot; 4 77
5

/ z-e z dz^ -_

2 V^ ---o
2 v 2

Cela pose, les equations ($7) deviendront

/ -

/

J Q

I smx* dx == a ^TC
1 - T e 2XS

cos(^
2 z 2

}
dz.

Jo Jo

Eii developpant les seconds membres de ces equations, et changeant .r

_L

en x-
,
on aura

f
- cosx dx

i r- i f
00

., t.i,
,7

- !

_j_ 2 Slll^ I 6~-- L &quot; COS 2- f/2 9 COS: I 6

J c/o

I x - sn ^

KoL-emple II. - Soil / = ?(#) = #, on aura R =fl.r, IV ^as,
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= o, r&quot; :~ az, et, par suite, les equations (34) deviemlront

/
*

\ q cosax dx

I
Q&quot;e

az dz H- smax I Q e a~dzl
q&quot;e&quot;

z
dz,

co J,

cosax
,

&amp;lt;s

q sinaxdx

= sin ax// -a rtx

Q&quot;e-
az dz cosax (Ye &quot; dz-- I q e &quot; z dz.

- t/

Supposons maintenant a = i, q=f(x} = x&quot;, 71 etant un nombre

rrcl pris a volonte; on aura

et si Ton designe par arc tang
- le plus petit des arcs qui ont pour tan-

Lente -i on trouvera

Q = (x- H- 2 2
)

2 cos ( n

q ^= z&quot; cos -5
q&quot;

z&quot; sin -

(II est necessaire dc choisir le plus petit des arcs qui out pour tan

i^ente
^,

afin que la valeur de Q se reduise a
,T&quot;, et celle de

Q&quot;
a /ero

(juand z =
o.J

Cela pose, les equations (38) deviendront

I
x&quot; cos x dx

o

= cosxC
Q&quot;e

- =dz+smxl Q e~=dz~*m f\ t :.

(hf
Jo t o

- J

f
1 / o

47-

(p]

&quot; sin z-

/* ^ /
* x

sin.r &quot;-
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Si I on developpe on series les valeurs de Q el do
Q&quot;,

on aura

. &amp;gt;.

1.2.3

On a d ailleurs

z k e ~dz i .2.3. . ./..

Jo

Par suite, on aura

/ Q e dz -. -- xn n(n i}x
n - + ..

1

/
Q&quot;e

*dz^nz -

n(n i
)(

- 3 -4- .

Si n ost ontior, ees deux dernieres series seront composees d uri

noinbre fini do tonnes, ot les equations (p) donneront los fonnules

connues

t

x&quot; cosxdx
[&amp;gt;&quot; n(n i)^&quot;

2 + . . .

-\-[nx
n -

|

--n(n I)(B )*-* H-.r] cosr

/ x sin a;^ [
x&quot; n(n \]

x&quot;

&quot; 2 H . . .
] cos x

Jt
w N , 1 &amp;lt; ,,.

Trn

-\-[nx
n n(n

-
j( ^j^

3
-K..J sii)#+ i..9.3...Ji cos

2

Si, dans los equations (/?),
on suppose .w ~ -

, on aura

-
i&quot; 7T

/

&quot; ^
- sin I z&quot;e

z dz = cos -
/

z&quot;e ~dz = ;

i
,/, J y/7

ot, par suite,

, .r
_|_ II / /

I

|
.r

- oos^t/^-
-

&amp;gt;.

f
ir
1 + sin* I Q*-*rfi-4-cosj? I Q&quot;-*aa,

;

*

/* i i i r
30

/
*

fix* si\\xdx :-a r:
2

-4- sin^r
|

Q
r/

e e/z - cos.r / Q &amp;lt;? -r/z.
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&amp;lt;

i

( 0&quot;etani determiners par lY-quailon

_

(x-z\ !

i) O
N -,,

d ou I on corn-hit

&amp;lt;&amp;gt; I

V
J

*-
! r

I&quot; (
L i*

a
!

a
) J

x

Si I on compare mainltMiaiil Ics ( (jualions (r) aux equations (o\ on

tronvera

1

U
..

I r&quot;f\/d?
a + a a T /

w
i

J ., ,, , ii
*** - sin-^.

* L \ c o

Kn supposaiil, dans cos dermi irs njualions, a? = o, on trouvcra

co
&amp;lt;|iii

s arrordr aver ee quo Ton a deja trouve.

E.i-crn])lc III. - Soil toujours r= F(a?)--a?, et faisons do plus

on aura

Q +
Q&quot; V _-, L^ IS J,

et, par suite,

Q --- - -, o&quot;

(IH *p h7 V
(n ., I . ga

1
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Ola pose, les equations (38) deviendront

/ T dx
J n

i -f- j?

a ClZ rl ? \ ci ri yy i~ I &amp;gt; &%&amp;gt; ft ~ PO ti /&quot;/ 1&quot; I&quot; &quot; O { / , I . 1 I I ( ( iX/ I CT tf *: ^W J t-l ^V I

4-Z 2
./

/

sin&amp;lt;7.r

dx
x

/
&quot; /^

*
i i

---e~az dz sin.r -- e~az dz cosax I

Corollaire 1L On voit, par les exemples precedents, comment, au

inoyen des equations (36) et (37), on peut transformer cles integrates

indefinies de la forme

/ pcosrdx, /

. ^0

en des integrales definies qui renferment des exponentielles dont hi

valeur decroisse a mesure que la variable augmente. Ces dernieres in

tegrales sont relatives a une nouvelle variable z, et doivent etre prises

entre les limites o et oo de cette variable. El les renferment en outre

la valeur extreme de x, qui doit y etre consideree comme constante.

Elles se calculent, en general, plus facilement que les integrales in

definies qui leur correspondent, parce que les fonctions de z, placees

sous le signe I &amp;gt;
deviennent insensibles pour de grandes valeurs de z.

II arrive souvent aussi que ces fonctions conservent le meme signe

entre les deux limites de 1 integrale, c est-a-dire, pour toutes les va

leurs reelles et positives de z; ce qui permet d obtenir facilement des

limites entre lesquelles la valeur de 1 integrale se trouve comprise.

G est ce qui a lieu dans le troisieme exernple, oil les fonctions

_ aaz
i + x }^-^

c

placees sous le signe / dans les integrales relatives a z, satisfont evi-

demment a la condition enoncee. La meme condition se trouve encore
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remplie dans J exemple II, lorsqu on suppose /i&amp;lt;i. En effet, les

integrales relatives a z et comprises dans les seconds membres des

equations (p) t sont

/ Q e-dz, f Q&quot;e~*dz,

JQ c/o

Q Pt
Q&quot;

etant determinees par les equations

- / - \ - -\
Q = (,r2_|_ -a)* cos In arc tang-}, Q&quot; (.r

2 + z 2
Y sin (n arc tang-},

\ x) \ x]

.
oil 1 arc arc tang- est le plus petit de ceux qui ont pour tangente -&amp;gt;

et par consequent moindre quo
- Cela pose, si n est positif et i,

1 ai c designe par /i arc tang- etant plus petit que -&amp;gt; son sinus et son
w 2

cosinus seront toujours positifs, et, par suite, il en sera de meme des

trois fonctions

.Mais si, n etant negatif, on a -
w&amp;lt;i, les deux fonctions Q e

-&quot;,

z&quot;e~
z

t seront positives, et la troisieme, Q&quot;e % sera toujours negative.

Les equations (3G) et (3;) et celles qui s en deduisent peuvent
servir principalement a determiner les valeurs des integrales indelinies

de la forme

/ p cosrc/jc, I p smrdjc,
t/a i- n

lorsque la valeur de x devient tres considerable. En effet, dans ces

memes equations, les parties des integrales relatives a z qui corres

pondent a de grandes valeurs de 5, etant en general fort petites, si la

valeur de x devient tres considerable, on pourra, sans erreur sensible,

negliger, avant 1 integration, z relativement a x. Cette circonstance

permettra de simplifier les valeurs des integrales definies relatives a :-,

et, par suite, d obtenir les valeurs des integrales indefinies relatives

a x. (^ est ce qu on va montrer plus clairement par quehjues exemples.

Exemple L -- Si, dans les equations ;//, on suppose la valeur de x
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Ires considerable, ct que Ton neglige les parties des integrates du se

cond membre qui correspondent a de grandes valeurs de z, on aura a

tres peu pres

/ \

z z / z\ nz
xn

,
arc tans-- = -, sin [n arc tans - --.. ,

X X \ X I X

cos I n arc tang \ = i
,X

On a d ailleurs
/. /, *

/ e^3 f/z = i
,

/ e~z dz = i.

v ^

Cela pose, on trouvera

/ Q e-3&amp;lt;/z:=#, /
Q&quot;e--*&amp;lt;/3

n*&quot;-
;

*-^ *^

et les equations (p) deviendront

( /*
r

/ \ w /*

i / o:w COS.T c?ar = .r&quot; ( -cos.r -f- smx } sin / z&quot;e
z dz 4- . . . ,

\ T I II
, t ] /o \* / /

^&quot; sin^r 6?^c = x 11
( sin ^ COS.T \ + cos / :&quot; e~&quot; dz --...,
\X I 2

i/n

la limite superieure a? etant supposee tres considerable.

Si, dans les equations precedentes, on change n en - - u, on trou-

vera, sous les memes conditions,

Unr, r* (n \
x&quot;

n COS.T dx sin -
/ z n e.- z dz x~ n - COS.T sin^r +.-..,

o \ f /
^0

\
V

&amp;gt;

&amp;lt;

U^t
&quot; sin^c c/jr = cos / ;e ^(/s ^r&quot;

w
(

sin^r -I- cos^r) + . . . .

^ / \4? /^ o x

liinfin, si, dans ces dernieres, on fait n =
,
on aura
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Si, dans Ics equations (V), on supposait n = cc , on obtiendrait un cas

partieulier des formules (e) du 111.

ll.icmple //. --
Si, dans les equations (/), on suppose la valeur de x

Mrs considerable, en negligeant z relativement a x, et s arretant aux

termes de Fordre
, on aura a tres peu pres

i H- .r x
X- (\^rX\--\-Z- X- -\- Z- X

et, par suite,

f*
i

_i_ x if**
e-&quot; dz = -

I e~az dz = &amp;gt;

. o (
l+ ^) +; x

J, ax

r
_ taz i r*

n
i

Ola pose, les equations (t) deviendront

r cos.r
,

r x
z smax cosax

\ I
- dx -- I

--
e&quot;

az dz H i ,

! *^o *^o

(r)
\i\ax cosax

dx = / e
~ az dz

les integrales defmies relatives a ^ devant etre prises depuis x = &amp;lt;&amp;gt;

jusqu a line valeur de x tres considerable.

Si, dans les equations [y], on suppose les integrales relatives a a-

prises entre les limites x = o, x = cc , on aura siinpleinent

C* * C* sinrt^
7

i

=\ e-a: cl- I _ Jx -- I e- a:

J, *-*-** J9 +* c/ 1+---

OEuvres de C. --
S.I, t. I.
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SECONDE PARTIE.

SUR LES DIFFICULTY QUE PEUT OFFRIR L INTEGRATION

DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

I.

DES IMEGRALES DOUBLES QUI SE PRESENTEM SOUS UNE FORME INDETERMINEK.

Les equations differentielles auxquelles nous avons ete conduits

dans Ics I et VI de la premiere Partie de ce Memoire soul louj.es

de la meme forme; et, dans chaeune d elles, une fonction de x et de s,

differentiee par rapport a z et divisee par ch, sc trouve egalee a une

a utre fonction de x et de z, differentiee par rapport a x et divisee

par dx. Ainsi, par exemple, si Ton designe par f(x] une fonction

donnee de x, par M et N deux fonctions determinees de x et de :-,

et que Ton fasse

/( M + N V1^) = P H- P r/

v -&quot;i
,

P &amp;gt;&amp;lt;. _p^ = s p ^I _P^![ = U
dx dx dz dz

on aura, en vertu des equations (2) (l
ie

Partie),

f)S __ ^U
~dz

~~
~0x

Si Ton multiplie les deux membres de 1 equation precedente par dr (/:-,

et qu on les integre ensuite, par rapport a x et a z, entre les limites

x = o, x = a, s = o, z b, on aura

2

/*& f*o \a /t a rtb JTT
/ /

oh , 7 /
r dll , ,

I I -
f-dxdz= I I -dxdz.

JQ Jo Z Jo J X
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Chacune des integrales doubles quo presente 1 equation preeedente est

hi somme des elements qui correspondent aux diverses valeurs de x
et de z comprises enlre les limites de 1 integration. Si done tons ces

elements, oti, ce (jui irvient an meme, les deux fonctions identiques

^ au
Oz Ox

consenent tonjonrs, outre ces deux limites, nne valour determinee, il

en sera de meme des interales doubles

rt(l ,-tl&amp;gt;

^o
SKI nb

\i-\

/ / -,

L

dxdz, I / -~-dxdz.
f f (/% i i u 1Ci^O^O &quot;^0*^0

Dans ce cas, on pourra eHVetiier immediatement, sur le premier membre

de 1 equation (2), 1 integration relative a 5, et sur le second, 1 integra

tion relative a x, et Ton obtiendra, par ce moyen, line equation entre

(juatre integrales definies.

So it

s ce quo devient S, quand r o,

et

u co quo devient U, quand ^- = 0;

S, s, U, u, auront une valeur determinee; et 1 equation dont il s agit

sera, en general,

ltd r\b

ffl

ltd r\b rib

Sdx- I S,h
I

I &amp;lt;/;. i u
&quot; o - o i. o o

C est cello quo nous avons deja obtenue dans le I de la premiere

Partie.

Supposons mainienant quo, pour certaines valours do x el do z com

prises entre les limites des integrations, los deux fonctions V- V
vz vx

deviennent indeterminees; et reprosentons par

x \ - 7As - U -

)
^ -- *J

mi des syslomos de valeurs donl il s agit, en sorte
&amp;lt;jne

X soil compris

48.
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cntre les limites o ct a, et Z entre les limites o et b. Alors cliacune des

integraleso ,
i b d$ . C

a
d\],

-dz, /

- dx,
dz . dx

et, par suite, cliacune des fonctions S et U, deviendra necessairement

indeterminee, lorsqu on y supposera x X, z = Z. Dans le meme cas,

les deux integrales doubles

^0

ds c
a
c ^u

dx dz.
\

I dx dz ,dx
J, J* d-

ont aussi une valeur indeterminee; en sorte que 1 equation (2) semblc

devenir entierement illusoire. Neanmoins, comme chaque element de

c a
r*t)s

I inteffrale / /
- dxdz correspond a des valeurs determinces de x

Jo J dz

et de z, et obtient lui-meme une valeur determinee, lorsqu on y sub-

stitue d abord la valeur de x, en regardant z comme constantc, et en-

suite la valeur de s, la somme des elements, ou 1 integrale double que

Ton considere, obtiendra aussi une valeur determinee dans le cas dont

r a
{
tb

d\]
il s a^it. On doit en dire autant de rintegrale double / / dxdz.

Jo Jo dx

Par suite, 1 equation (2) cessera d etre indeterminee, si, dans chacun

des elements dont se composent les integrales doubles qui forment les

deux meinbres de cette equation, on suppose les valeurs de x substi

tutes avant celles de z. Si, dans cette bypotbese, on effectue sur le

second membre de 1 equation (2) Tintegration relative a x, on aura,

tout conime a 1 ordinaire,

r - dx =. L u
;

ox

et, par suite,

r 6
/&quot; du

7 rV r* /

/ / dz dx = I \j dz /
M dz .

Jo Jo dx Jo Jo

De meme, si, dans tous les elements de 1 integrale

/ / -r dx dz
,

1 i dzVQ .
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on voulait sul)stituer les valeurs dez avant celles de x, on aurait encore

/&amp;lt;*/ AQ /* rt

/ / -f-dxdz ~ \

Jo / &amp;lt;h&quot;

Jo

Mais conmic, par bypotbese, on doit substituer les valeurs de x avant

celles de z, la derniere equation ne sera plus vraie; et, pour la cor-

riger, il sera necessaire d augmenter le second membre d une certaine

quantite. Soit A la quantite dont il s agit; on aura, en supposant les

valeurs de x substitutes avant celles de z,

/- b /\ (l \ g ri (l / (l

I / dz
dzd

*=j
* (l-r ~t 8d*+ A.

txQ/Q *^ *

On a deja trouve, dans la meme bypotbese,

dz dx = / U dz l u d~ .

Par suite, 1 equation (2) deviendra

r a f a r b r b

(4) I S dx I s dx -4- A = I U dz
|

r/-.

/i Jo Jo Jo

Nous indiquerons, dans le paragraplie suivant, le moyen d obtenir la

quantite A, c est-a-dire 1 accroissement que regoit 1 integrale double

c
a

r^)s

/

-
Jo Jo dx

/ /dxdz,

lorsqu au lieu de substituer, dans chaque eltMnent, les valeurs de r

avant celles de x, on y substitue les valeurs de x avant celles de :.

Gette quantite represente, comme on le voit, la correction qu il fa ut

apportcr au premier membre de 1 equation (3), lorsque les fonctions

S et U prennent une forme indeterminee pour certaines valeurs de x el

de z comprises entre les limites de 1 integration. Nous allons mainte-

nant fa ire voir comment on pent determiner poura^et- les diflerents

systemes de valeurs (jui jouissent de cette singuliere propriete.
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Supposons, pour plus de simplicite, que les valeurs tie , ,
-

r
-,

&amp;gt; ne puissent devenir indeterminees ni infinios entre les limites des

integrations; alors les deux quantites S et T, determinees par les deux

equations

iv
f _ P&quot;

()N _ e p m u//
&amp;lt;)N _

Ox
~

~dx dz Tz
~

ne pourront se presenter sous la forme J, a moins que P et P&quot; ne

soient des fractions qui aient zero pour denominateor. II ne reste plus

qu a determiner les conditions necessaires pour que eette eirconstanee

ait lieu.

Les valeurs de P et de P&quot; sont determinees, comme Ton sait, par

I equation

/(M N v ~i) = p p&quot; v -7,

f(x] etant une fonction determinee de x. Concevons maintenant que la

fonction /(a?) soit une fraction qui ait (jc) pour numerateur et F(a?)

pour denominateur, en sorte qu on ait

3(x) et F(a?) etant deux nouvelles fonctions de x. Faisons, de plus,

5
(
M N v i

)
= Q Q&quot; v

-
&amp;gt;

F
(
M N ^\ )

=.- R R&quot; v

~
:

on aura

p
,

p//
r- _ Q ;

Q&quot; v/-7 __ (Q Q&quot;S~,](W ^zR^y/^j
R R&quot; V -T R- + R&quot;-

et, par suite,

P __ Q^R -^- R&quot;

p,,
__ Q&quot;R Q K&quot;

Ainsi les fractions qui representent P et P&quot; ne peuvent avoir /ero
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pour dononiinateur, a moins quo IV ct R no soient separement nulles;

cl, dans &amp;lt;&amp;lt;&amp;gt; cas, los valours do P ot do P&quot; sont toujours indeterminees,

jainais infinies; car lo numerateur des fractious quo Ton considere s eva-

nouit alors aussi bien quo lour denominateur. II suit encore do cottc

proposition qifen general los valours do S ot T peuvent dovonir inde

terminees, niais non pas infinies; ce qui provient qtiolquos objections

qu on aurait pu faire contre la thoorie precedente.

Les systemes do valours do ,r ot do z qui rendent les quantites P ot P&quot;

indeterminees sont, par co qui precede, coux qui satisfont a la fois aux

deux equations
R = o, ir z^o,

et qui sont en memo temps compris outre les limitos dos integrations
relatives a x et a z. Soil ,r X, z = Z, un quelconque de ces systenics.
On pourrait, a la riguotir, ohtonir les diversos valeurs de X et de L en

eliminant z on x outre les deux equations R == o, R&quot; := o, et rosolvant

par rapport a a- on a z 1 equation resultant do cette elimination. .Mais

on pout y parvonir bien plus facilemont do la nianiero suivanto.

L equation R -
-f- R&quot;- = equivaut a celle-ci :

F(M + N f~i) F(M - N ^- o.

Les valours reclles do x et de z qui satisfont a cette dorniero soul

oelles qui, substitutes dans M ot N, donnont a cos fonctions des valours

telles, quo les deux polynoinos

M + N V --T, M \
v ~&quot;i,

representent un des couples de racines imaginaires de ro(juation

ou cellos qui, determinant pour N uue valour nulle, rondent la I onc

tion M egale a 1 une des racines reelles de la meme equation

I ,r)=zo.
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Si done on represente par &amp;lt;x-h6\/
i une quelconque des racincs de

ccUc derniere equation, devant etre nul lorsque la racine est reelle,

il suffira, pour determiner les diverses valeurs de X et do Z, de iv-

soudre, par rapport a x et z, les equations de la forme

(5) M = a, N = 6,

et de cliercher, parmi les valeurs reelles des variables qui leur satisfont,

celles qui sont en meme temps comprises entre les limites des integra

tions qu il s agit d effectuer. Appliquons ces principes a quelques

exemples.

PKEMIKUE APPLICATION. - Soit
,
comme dans le II de la premiere

Partie, M = x, N = s, on aura simplement

11 suffira done alors de caleuler les diverses valeurs de a et de 6.

Exemple I. -- Soit F(^r)
= i -t-x 2

. L equation

1 -h X- = O

ayant deux racines imaginaires, savoir, +\ i et -y/ j, on oh-

tiendra deux svstemcs de valeurs de a et de , savoir :

at. o, 6

Exemple IL Soit F(a?)
= i + x \ L equation

ayant quatre racines imaginaires, savoir,

i H- y/
i i v

7
i

-
i 4- y/

-
i \J

--
^

. -
^

-
9

Si 2 2 2
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on ohtiendra (|uatrc systemes des valeurs de a et de 6, savoir :

I

v^

i

~/~

Exemple 111. -- Soil F(a?)
= r + ^r

2
&quot;; les diverses racines de I eqiui

tion

i 4- x-n = o

etant representees par la formule

iff __ ^w

cos
(
2 /r + i

)

---h \/ i sin
(
2 / 4- i

) ,

? -i

oil ^ designe un nombre entier pris a volonte, les divers systemes de

valeurs de a et de seront determines par les deux equations

a = cos (2 A- + i) , 6 sinf^/f + i)
.

2 /?
;

?. n

On choisira parmi ces systemes ceux qui sont compris entre les limites

des integrations que Ton doit faire.

Exemple IV. Soit F(a?) = x* 1

i, on trouvera

2/fTT
&amp;gt;. /,-;:

a. = cos -- , 6 = sin - -
,in ^n

&quot;

I v

etant un nombre entier pris a volonte.

Exemple V. -- Soit (x) = er i. Les diverses racines de liqua
tion e-

r -1=0, ou x = l(i], se trouveront toutes comprises dans la

OEuvres de C. S. I, t. I.
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formule
X 2 A&quot; 71 V l

&amp;gt;

k etant un nombrc entier quelconque positif ou negatif. Par suite, les

divers systemes de valeurs de a, et de 6 seront determines par des equa

tions de la forme
O, &= 2/fTT.

x

Exemple VI. Soit F(a?)
= e*-h i, on trouvera

a o, 6 &quot;

(a/f -f- 1)7:,

X etant un nombre entier quelconque positif ou negatif.

Exemple V1L Soit F(#) = a cos2^r, a etant une quantite posi

tive; et cherchons le systeme de valeurs de y. et de dans lequel la va-

T
leur de a se trouve comprise entre les linntes o et

^-

Supposons d abord &amp;lt;i
: les diverses racines de 1 equation

(
.()S2^ = o seront toutes reelles ct comprises dans la formule

.r ^arccosa. Cela pose, si Ton designe par arc cosa le plus petit des

arcs qui out a pour cosinus, le systeme chercbe sera determine par les

deux equations
a. ^arc cos a, 6 = o.

Supposons en second lieu a
&amp;gt; r, 1 equation

cosy, x a o

aura toutes ses racines imaginaires et comprises dans la formule

X^ etant un nombre entier quelconque positif ou negatif. Par suite, le

systeme cherche sera determine par les deux equations

Exemple V11I. Soit F(a?)
= a + cos 20?, etant une quantite po-
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silive, ct cherchons totijoiirs le systeme do valeurs de a et de 6 pour

lequel a se trouve compris entre les limites o et ^-.

Si Ton suppose d abord a
&amp;lt;

i
, on trouvera

&amp;lt;x
= ^arccos( a], 6 = 0,

arc cos
( a) designant le plus petit des arcs qui ont a pour cosinus.

Si Ton suppose en second lieu a
&amp;gt; r, on trouvera

-2?:, 6 -~ {l(a -f- \ja- r).

SECOXDE APPLICATION. - -
Soit, comme dans le III de la premiere

Partie, M = ax, N = xz, et designons toujours par a-f-6\/ -~T une

quelconque des racines de 1 equation F(#) = o, 6 devant etre nul

lorsque la racine est reelle; les equations (5) deviendront ax = y.,

xz = %, et Ton en conclura

a
i

a

Remarque.
-- Dans le cas que Ton considere, on a

dM dN

et, par suite, S peut devenir indeterminee, non seulement quand P et

P&quot; le deviennent, mais encore lorsqu on a en meme temps z = cc
,

= o. II peut done exister un ou plusieurs systemes de valeurs de X
et de Z dans lesquels on ait Z = co . Mais, si les integrations relatives

a z ne doivent pas s etendre jusqu a z -- cc
, on devra rejeter ces der-

niers systemes, et conserver seulement ceux qui donnent a P et a P&quot;

une forme indeterminee.

Exemple I. Soit Y(x) = i -f- x- , on trouvera deux systemes de

valeurs de X et de Z, savoir :

= 0, Zr=i,

O. / .
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Exemple II. -- Soit F(a?) i H- x\ on trouvera quatre systemes

compris dans les deux formules

Exemple III. - Soit F(a?)
= i -f- x-n

; si 1 on designe par nn

nombre entier positif on negatif, on aura

/ 7 \
TT

COS 2 A&quot; H- 1 -
v in r, , ,

, TTX=- i Z - a tang a/r -f- i)
--

a ?.n

Exemple IV. Soit
F(&amp;lt;r)

= e^ i
; si Ton designe toujours par k un

nombre entier qnelconque, on aura

Exemple V. -- Soit F(a?)
= e

r + i
; si Ton designe toujours par k un

nombre entier quelconque, on aura encore

On pourrait multiplier a 1 infmi ces divers exemples; mais ceux

qu on vient de rapporter suffisent, comme on le verra bientot, pour la

determination d un grand nombre d integrales defmies.

II.

SUR LA DIFFERENCE DES VALEURS QUE REC.OIT UNE INTEGRALS DOUBLE INDETERMINEE

RELATIVE AUX DEUX VARIABLES X ET Z, SUIVANT QU ON V SUBSTITUE, DANS TOUS

LES ELEMENTS A LA FOIS, LES VALEURS DE X AVANT CELLES DE Z, OU LES VA

LEURS DE Z AVANT CELLES DE X.

Dans toutes les integrates doubles que nous avons considerees jus-

(ju ici, on peut effectuer immediatement 1 integration relative a 1 une

r c &amp;lt;)s

des variables. Telle est, par exemple, 1 integrale / I dxdz. Suppo-
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sons, a [ ordinaire, que cette derniere integrale doive etre prise entre

les limites x = o, x = a, z o, z = b. Si Ton substitue, dans tous

les elements a la fois, les valeurs de z avant celles de x, on aura, en

designant par s ce que devient S quand 2 = 0, et supposant dans S,

&quot; r
/

. Jk

- dx dz - -
/ S dx I s dx.

dz

Mais, si Ton suppose les valeurs de x substitutes avant celles de z,

I equation precedents ne sera plus vraie ; et pour la corriger, il sera ne-

cessaire, ainsi qu on 1 a deja remarque, d ajouter au second membiv

une certaine quantite A. On aura done, dans cette seconde hypothese,

r*
/*

rt
r)S [*

a
(*
a

^ dz dx = / S dx - / sdx + \.
//^rt^o

n(l n(l

I -^- dz dx = I S dx /

, Jt
Oz Jo Jt

II s agit maintenant de trouver la valeur de A. II suffit, poury parvenir,

de resoudre le probleme suivant.

PROBLEME I. -- Soil K =
&amp;lt;?(x, z) une fonction de x el de z qui devienne

indeterminee pour les valeurs x X, z = Z, de ces deux variables. Con-

cevons, de plus, que I integrale indefinie

dx dz

doive etre prise entre les limites x = a ,
x =

a&quot;, z = b
,
z =

b&quot;, et que
le sysleme des valeurs x = X, z = Z, soil renferme entre ces memes li

mites. On demande la valeur que recoit Iintegrate dont il s agit, lors-

qu on y substilue, dans tous les elements a la fois, les valeurs de x avant

celles de z.

Solution. --
Supposons qu en ayant egard aux signes des quantites,

c est-a-dire, en considerant une quantite negative plus grande conime

plus petite qu une autre quantite negative moindre, on ait
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On aura, en general,

Mais il pourra se faire aussi que X soit egal a 1 une des limites , a&quot;,

et Z a l une des limites b
,

b&quot;. Je commencerai par admettre cette der-

niere hypothese, qui se partage naturellement en quatre autres. sa-

voir :

X
a&quot;,

Z = b
,

X =
a&quot;, Z^6&quot;;

et, pour plus de facilite, je supposerai d abord que la fonction

K = v(x, z} ne peut jamais devenir infmie entre les limites que Ton

considere, ni meme indeterminee, si ce n est pour le system e de va-

leurs

x = X, z = Z.

Cela pose, soit en premier lieu

Pour obtenir la valeur de 1 integrale double / / dxdz entre les

limites x = a ,
x = a&quot;,

z = b ,
z =

b&quot;,
il suffira evidemment de cher-

cher la valeur de la meme integrate entre les limites

x a
,

x =
&quot;,

z b -}~ C, z
b&quot;,

C etant une quantite tres petite, et de supposer ensuite ( = o. Mais,

suivant que Ton fera evanouir ( avant ou apres 1 integration relative

a -r, on obtiendra la valeur que re&amp;lt;?oit
1 integrale double cherchee,

lorsqu on y substitue, dans tous les elements a la fois, les valeurs de z

avant celles de x, ou celle que re^oit la meme integrate, lorsqu on

efTectue les substitutions en sens contraire. Entrons, a ce sujet, dans

(jiielques details.
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/c)K-y-
dz etant representee par

K = y(x, z) + const.,

la meme integrale, prise entre les limites z = b -+- , z -
b&quot;, sera

r b &quot;

dK

Jn-tit
dz

Si Ton multiplie cette derniere par dx, et qu on integre le resultat

entre les limites x = a
,

a:
a&quot;,

on aura

(9)

/*&quot;&quot;

\ y(x,U
v n

/&quot; p
b &quot; ^

pour la valeur de 1 integrale / /

-^-dxdz. Si, dans 1 expression
t/ ^ t/ ^ _|-C

**

precedente, on suppose, avant 1 integration relative a x, C = o, cette

expression deviendra

r*a&quot;

I

Ja

no.&quot;

I y(x,

G est la valeur de 1 integrale double cherchee, lorsqu on y substitue les

valeurs de z avant celles de x. Mais, si Ton veut obtenir la valeur de la

meme integrale double dans le cas ou Ton fait les substitutions en sens

contraire, il faudra a 1 expression (10) ajouter une certaine quantite A
dont la valeur sera determinee par l equation

f
Jat

dans laqucllc on ne doit supposer ^ = o qu apres avoir fait 1 integra-

tion par rapport a x. En admettant cette valeur de A, on aura, pour la

valeur de 1 integrale double cherchee dans le cas oil Ton substitue les

valeurs de x avant celles de s,

c&quot;
H

r&quot;
*

./ .

*

.
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Si Ton supposait K ==
&amp;lt;p(ar, z)

= S, b = o, b&quot; = b, en designant par s

ce que devient S quand z = o, et remplac,ant z par dans S, on trouve-

rait que { expression precedente se reduita

f
&quot;

C
L ~JL

a&quot;

sdx + A.

On etait deja parvenu a une semblable expression; mais la valeur de A
etait restee inconnue, et elle se trouve maintenant determinee par le

calcul qu on vient de faire.

La valeur de A, determinee par 1 equation (u), peut se mettre sous

une forme plus simple. En effet, si Ton designe par une quantite tres

petite, on pourra decomposer 1 integrale

r&quot;&quot;

I tp(x,bJ
(l

en deux integrales de meme forme, prises, 1 une entre les limites

x = a ,
x = a -h e, et 1 autre entre les limites x = a -4- s, x = a&quot;. Pour

obtenir la premiere partie, il suffira evidemment de faire x = a -+-Z,

et d integrer, par rapport a E, entre les limites E = o, E = e. Cette pre

miere partie sera done egale a

De plus, comme la fonction
&amp;lt;p(#,

b -+-
)
conservera toujours une va

leur determinee pour les diverses valeurs de x comprises entre les

limites x = a -\- i, x = a&quot;,
1 integrale

/ Q(x,b + %}dx
J a +t

aura toujours la meme valeur, soit que Ton y suppose ( = o avant

ou apres 1 integration. Par suite, la seconde partie de 1 integrale

r
a &quot;

I 9(^7, b + fydx, prise entre les limites a? = a +e, x =--
a&quot;, sera

J rl
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egale a I integrale

r&quot;

/ y(x,b }dx\
J

i&amp;lt; +t

et comme on peut rendre aussi petit que 1 on voiulra, on pourra, sans

r&quot;

errcur sensible, la supposer egale a I integrale I
r&amp;gt;(x,b }dx. Cela

Ju

pose, on aura

&amp;lt;l(x,b
+ t}dx-^ f ? (

rt +c,*+K + f y(x,b }dx,
- ^ a

ou, ce qui revient au menie,

On aura done, par suite,

A- -

f &amp;lt;p(a
+ , 6 -h

)&amp;lt;*,

^o

2 ctant tres petit, et ( devant etre suppose nul apres 1 integration.

En resumant ce qu on vient do dire, on obtiendra la proposition sui-

vante.
/- /

AJ^
Soit / I

-jj-dxdz
line integrate double qui doive etre prise entre

les liinites x a
,
x

a&quot;,
z = b ,

z =
b&quot;, et dans laquelle la fonction

J&quot;

5 savoir, K = o(x, 5), devienne indeterminee pour le

ssleine de valeurs des variables

Si de I hypothese ou 1 on substitue, dans tous les elements a la ibis,

les valeurs de z avant celles de .r, on vent passer a celle ou Ton fait

les substitutions en sens eontraire, la valeur de I integrale double se

Irouvera auginentee de la (juantite .

A= - f 9(X + H,Z + S)&amp;lt;/4,

^o

C (levant etre suppose nul apres 1 integration.

OEuvres de C. S. I, t. I. &quot;n &amp;gt;
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Nous avons suppose, dans ce qui precede, X = a\ Z = b
-,
mais on

pourrait supposer a volonte

X = a ou
a&quot;,

Z = b ou
b&quot;,

re qui fournit quatre hypotheses diflerentes. Par des raisonnements

semhlahles a ceux que nous venons de fa ire, on trouvcra les valeurs

suivantes de A, correspondantes aux quatre hypotheses dont il s agit :

Pour X =
, Z = b ..... A= - f

^0

A = + f cp(X-+-,Z-) dl,

\
A= - f 9(X 4,Z-r?) &amp;lt;/;,

^o

Pour

Pour

Les quatre valeurs prccedentes de A sont exprimees chacune par unc

integrate relative a la variable ;, et prise entre des limites infiniment

rapprochees de cette merne variable. Mais, comme on ne doit y sup-

poser C o qu apres rintegration, ces integrates peuvent n etre pas

unites. Je designerai les integrates de cette espece sous le nom d /w/e-

grales singuUeres. Nous aliens faire voir, par un exemple, comment on

peut en determiner la valeur.

Exemple.
-- Soil K =

cp(,r, z}
=

urale

f - + Z
,, et concevons que 1 inte-
-

doive etre prise entre les limites z = o, 3 = r
,
,r = o, x r. Si 1 on

suppose les valeurs de c substitutes avant celles de x, on aura

i -f x-
dx dz
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.Mais, si Ton veut renverser 1 ordre des substitutions, 1 integrale chan-

i&amp;gt;

-

era de valour; car la function - - devient indeterminee, lorsqu on
x- + z-

snppose a la fois ,r = o, z o. On a done, dans le cas present,

X = rt =:0, Z b = O.

Par suite, la quantite qu il faut ajouter a la premiere valeur de I inte-

ijralc double pour obtenir la seconde sera

(. devant etre suppose mil apres 1 integration relative a ;. On a d ail-

leurs, en general,

ft dc,
= arc tang ^ -f- const.,

^ =~ + &quot;

j: ^
arc tang ^ designant le plus petit des arcs qui ont r pour tangente. On

aura done

/
e ^

t

VTT^T^
di = arc tang--

c. -t- s s

Si, dans cette derniere expression, on fait ( o, elle deviendra t^ale

a - On a done
&quot;3.

r&quot;
* rA-

/ T~r*%&amp;gt;=
-

J F-^-P 2

et, par suite,

/
/*

()K .
7

7T 77

a^ dz = y H- A = - 7 5

Jo Jo f&amp;gt;2 4 4

lors(ju on substitue les valeurs de x avant celles de z. Ce dernier re-

sultat peut etre aisement verifie de la maniere suivante.

z OK x- z-
K clanl egal a ----

t
, on a

(l~ -\- Z~ (JZ ~

et,
[&amp;gt;ar

suite,

f\ - dz dx -

I \
---

;
dz dx.

w , J &amp;lt;&amp;gt;z J J (** + **)*

5o.
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On a d ailleurs, en general,

f_!
./ (*&amp;gt;

Z , X
ax = -i- const.

-\-z-Y- x- -{- z-
\ /

Done
/* ~-&amp;gt; z i *

ffr _ .
~~T

~
Wr*Af *

J9
\x* i + z 2

et, par suite,
/* / ^K /*

/
/ ^(lz dx = -
! oz /i

*, Q / o */ o

5
4

comme ci-dessus.

La valeur de A resterait encore la meme an signe pres, si, la pre

miere limite de x etant negative, la seconde etait egale a zero, on entin

si ces deux hypotheses avaient lieu toutes deux en meme temps.

Je passe maintenant a 1 hypothese generate dans laquelle, X etant

coinpris entre les limites a! et a&quot;,
sans etre egal a aucune d elles, Z est

aussi compris entre les limites b et b&quot;, sans egaler aucune de ces der-

nieres. Dans ce cas, la valeur de 1 integrale double / I dxdz,

lorsqu on substitue, dans tous les elements a la fois, les valeurs de z

avant celles de x, est encore egale a

/&quot;&quot; /&quot;

/ (x,b&quot;}dx i (x,b }dx.
J

&amp;lt;i

v tt
&amp;gt;

Mais, si Ton renverse 1 ordre des substitutions, et que Ton suppose les

valeurs de x substitutes avant celles de z, la valeur de 1 integrale

double se trouvera augmentee d une certaine quantite A que Ton de-

terrninera commc il suit.

Concevons que Ton partage 1 integrale donnee en quatre autres de

meme forme, prises, savoir,

La premiere, entre les limites

x = a
,

x = X, z = b
,
z= L\

la deuxieme, entre les limites

x =
, ^r=X, z Z, z -- b&quot;

;
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la troisieme, entre les liniites

x r= \, a:
a&quot;,

z = b ,
z = Z

;

la quatrieme, enlre les liniites

.r = X, ^- =
&quot;,

^ = 7, -.=// .

Comme, dans chacune de ces integrates, 1 une des liniites relatives a #

est cgale a X, et Tune des liniites relatives a z egale a Z, on obtiendra

facilement, par ce qui precede, les quatre valeurs de A correspon-

dantes aux quatre integrates dont il s agit. Ces quatre valeurs seront

precisement celles que nous avons reunies sous le n (12). Leursonune
,b&quot;

/&quot;,)ly

sera la valeur de A correspondante a 1 integrale I \ dz dx, prise
c b J a

entre les liniites x = ,
x a&quot;,

z = b
,
z = b&quot; . On aura done

Pour a &amp;lt;X&amp;lt;&quot;, //&amp;lt;/&amp;lt;/&amp;gt;&quot;,

f[ 9(X-$,Z-?) + ? (X + ?,Z-

Exemple I. -- So it

(i -+- x- z-)- -+- ^x-z-

et supposons que 1 integrale

()K
i yax az

doive etre prise entre les limites x = - a, x --- -+- a, z = o, z =
/&amp;gt;,

b etant plus grand que 1 unite. La fonction K se presentant sous uue

forme indeterminee lorsqu on suppose x = o, z = i, on aura, dans le

cas present,
X o, Z i;

et, par suite,

, dans la valeur de A, doit etre suppose mil apres I lnte^ra-
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tion relative a ;, on peut, sans inconvenient, negliger, dans le second

membre de 1 equation precedente, C
2 relativement a C, et C relative-

J* o X
nient a 1 unite : ce qui reduit ce second membre a

^
, et

t*-*i
-*e) a + 4$

a

merne a Jr
-

;
v

.,

*
,

. De plus, comme la variable I doit rester tres
u -1~ ^ u -t-

&amp;gt;,- j

petite dans toute 1 etendue de 1 integration, on pourra negliger encore

; relativement a &amp;lt;-
, et supposer, par suite,

On ne pent plus rien negliger dans le second membre de cette

2 9,
^

equation, ni mettre la fraction Tf^ ^r sous line forme plus simple.
4U- + C-)

En effet, quoique chacune des quantites c, C, conserve toujours line

tres petite valeur, cependant le rapport de ces deux quantites vane

depuis zero jusqu a 1 infmi; car, les integrales relatives a ; devant etre

prises entre les limites ; = o, ; = e, et C ne devant etre suppose mil

qn apres 1 integration, on aura, a la premiere limite,

et, a la seconde limite,

I
- 00 .

C C o

Si, dans Fequation trouvee plus haul, on donne successivement a c

et a C les signes -+- et , on aura

Cela pose, 1 equation (i3) donnera la valeur suivante de A :
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r r )K

Exemple II. -

Supposons que 1 integrale I I
-~ dx dz doive etre

prise entre les liinites x = -a, x = a, z = o, z = b, b etant un

nombre positii plus grand que 1 unite, et faisons

6(r, s) etant une fonction de 07 et de ~ qui ne puisse devenir indeter-

minee entre les liinites dont il s agit.

On aura, comme dans 1 exemple precedent,

X = o, Z = i;

et, par suite, si Ton neglige les quantites ;, ^, vis-a-vis d autres quan-

tites linies, et les puissances superieures de chacune d elles vis-a-vis

des puissances inferieures, on trouvera

d oii Ton conclura

A = T:^(O, i).

On voit, par cet exemple, qu il est souvent possible d obtenir la va

lour de A en termes finis, quoique, dans les integrates doubles
&amp;lt;|iic

Ton considere, on ne puisse efifectuer les integrations relatives aux

deux variables. Les paragrapbes suivants fourniront de nouvelles

preuves de cette assertion.

Des quatre parties qui composent la valeur
g&amp;lt;Mierale

de A don nee

ci-dessus (i3),

La premiere disparait quand on a ..... X = a ou / = // ;

La deuxieme, quand on a ........... X a&quot; ou Z^=/&amp;gt; ;

La Iroisieme, quand on a ............ X a ou Z = b&quot; ;

La qualrieme, quand on a ..... ...... X = a&quot; ou Z = b&quot; .

Par suite, si, 1 une des quantites X et Z etant comprise entre les

liinites de 1 integration, 1 autre egale une de ces liinites, la valeur de A
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se trouvera reduite a deux termes. On trouvera de cette maniere,

( 4)

Pour X = a
, &amp;lt;Z&amp;lt;/&amp;gt;&quot;,

A=f[ &amp;lt;p(X
+ ,/-

^ o

Pour X =
&quot;,

&
&amp;lt;Z&amp;lt;// ,

A=f[ 9(X-,X-
/o

Pour &amp;lt;C
X

&amp;lt;C a&quot;,
Z = //,

A=n f [_ ? (X H,Z +
^o

Pour a &amp;lt;X&amp;lt;a

/7

,
Z = //

,

Exemple.
--

Supposons quo 1 integrale

doive etre prise entre les li mites .r = o, x = a, z = o, 2
/&amp;gt;,

a ft //

etant deux noinbres positifs dont le second surpasse 1 unite ; soit, dc

plus,

f 7 \*, Z ,

]/(
tr, s) etant une fonction qui ne devienne pas indeterminee entre les

I unites dont il s agit. On aura

et, par suite^ la premiere des equations (i4) donnera

Les formules (12), (i3) et (i4) font connaitre, dans tons les cas pos-
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sibles, la valeur de A relative au systeme des valeurs

x X, z = Z,

pour lequel la fonction K se presente sous une forme indeterminee. S il

existait plusieurs systemes semblables compris entre les limites de

I integrale double / /
-^-dxdz,

il faudrait determiner, pour chacun

d eux separement, la valeur de A au moyen des formules precedentes;

et la somme des valeurs obtenues serait la valeur complete de A rela

tive a I integrale double que Ton considere. Quant aux systemes de

valeurs qui pourraient rendre la fonction K infinie, nous ne nous en

occuperons pas, parce que cette circonstance ne se presente pas d ordi-

naire dans la theorie des integrales doubles que nous avons a consi

dere r.

11 suit des principes etablis ci-dessus que la valeur de I integrale

double definie

ra&quot;

nb&quot; &amp;gt;!.-

I -dxdz,
, J. ,

dz
&quot; a 7 b

dans le cas oil Ton y substitue, dans tous les elements a la fois, la valeur

de x avant celle de z, est composee de deux parties. La premiere partie

est la valeur que recoit cette integrate lorsqu on y substitue immedia-

tement les valeurs de z apres la premiere integration relative a z. La

seconde partie, que nous avons designee par A, est la somme de plu

sieurs integrales singulieres. La premiere partie peut etre obtenue en

termes finis, toutes les fois qu apres avoir effectue la premiere integra

tion relativement a z, on peut encore eflectuer la seconde relativement

a x\ et les difficultes que cette determination presente sont unique-
ment celles que pent offrir la conversion des integrales indefinies en

integrales definies. Nous ferons voir, dans le paragraphs suivant, que
res difficultes peuvent toujours etre facilement surmontees. Quant a la

valeur de A, nous avons deja prouve, par des exemples, qu on pouvail

quelquefois I oblenir en termes finis, quoique les integrations doubles

ne pussent etre completement effectuees par rapport aux deux variables

OEuvres de C. S. I, t I. 5 I
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r et z. Nous ferons voir, dans le IV, quo cette circonstance remar-

quable a toujours lieu relativement aux integrales doubles que nous

avons considerees dans la premiere Partie de ce Memoire.

III.

SUR LA CONVERSION DES INTEGRALES INDEFINIES EN INTEGRALES DEFINIES
( ).

L operation que Ton considere ici est 1 objet du problerne suivanL

PROIJLEME II. -- La valeur generate de I integrate indejinie

etant representee par la fonction de z

augmentce d une constante arbitraire, trouver la valeur de I integrate

r
b

&quot;

defitue I o (z]dz.
/)

Solution. -- Si la fonction 9(5) croit ou decroit d une maniere con

tinue entre les limites z = b ,
z =

b&quot;, la valeur de 1 integrale sera rc-

( )
La valeur quo Ton determine pour 1 integrale

c
b &quot;

en suivant la methode indiquee dans ce paragraphe, n est pas la valeur generate de cette

mCme integrate, mars celle que j
ai nommee valctir prindpale (voir le Resume des Lccons

donnces a I Ecolc rnyale poljtcclmiqiic, sitr le Calcul infinitesimal}. On pourrait, au reste,

en raisonnant comme on le fait ici. obtenir la valeur generale, (jui serait toujours representee

par une expression de la forme

p ( //) ? (
b

1

)
A - A A&quot;

Seulement, au lieu de supposer A = y(Z -+- ?) (Z i;), il faudrait prendre
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presentee, a 1 ordinaire, par

Mais, si, pour une certaine valeur tie z representee par Z et comprise
entre les limites de 1 integration, la fonction 9(5) passe subitement

d une valeur determinee a une autre valeur sensiblement diflerente de

la premiere, en sorte qu en designant par une quantite tres petite,

on ait

alors la valeur ordinaire de 1 interale definie, savoir,

devra etre diminuee de la quantite A, comme on peut aisement s en

assurer.

En effet, dans le cas dont il s agit, on peut diviser 1 integrale definie

/
&quot;j(z}dz, prise entre les limites z = b

f

, z =
b&quot;, en deux autres inte-

*/

grales de meme forme, prises, 1 une entre les limites

z = l&amp;gt;

, x= Z K,

et Fautre entre les limites

, C&quot; designant deux quantiles positives infiniment pelites, dont le rapport pourrait conver

ger vers une limite fmie quclconque k. En reduisant cette limite.a I unite, on reproduirait
la valeur principale calculee dans ce paragraphe.

Si Ton considere en particulier 1 integrale

alors, en operant comme on vient do le dire, on trouvera, pour sa valeur generale.

/(4) I(
l

i] -h A, la quantite A etant donnec par la formule

dans la([uelle X dosigne une c*onstante arhitraire. En reduisant cette constante a I unite, on

obtiendra la valour principale l(\ ) /(?.).
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pourvu quo, dans la somme de ces deux dernieres integrates, on sup

pose C o. D ailleurs celles-ci, determinees par la metbode ordinaire,

sont evidemment egales, la premiere a

et la seconde a

Leur somme sera done

? (&&quot;)

oil

ainsi que nous 1 avons annonee.

Si la fonction 9(5) changeait plusieurs fois de valeur d une maniere

brusque entre les limites a et b, pour diverses valeurs de z represen-

tees par Z, Z , Z&quot;,
. . ., en designant par A, A , A&quot;,

. . . les variations

subites dont il s agit, on trouverait, par des raisonnements semblables

a ceux qu on vient de fa ire,

pour 1 integrale definie chercbee.

Exemple I. -- So it

De plus, si Ton designe par I une quantite tres petite, on aura, en ge

neral,

l(z + C]-l(z -5)= o:

on doit toutefois excepter le cas ou s serait nul; ear on a, dans eette

bypotbese,
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On aura dour, par suite,

* = -/(-,);

et comme la valeur o de z est ici comprise entre les limites 2, + \,

on aura

r
*

dz

J-,^

Ainsi 1 integrale / a la meme valeur quc si elle etait prise entre

les limites -h a, -h 4; et, par suite, la meme integral? s evanouit entit

les limites = -
2, * = :-ha; ee qui d ailleurs est evident, puisque

entre ces dernieres limites tous les elements sont deux a deux egaux
et de signes contraires.

Exemple II. -- Soit

&amp;gt;

b o, I)&quot; f
COS3J-

Si Ton designe par arc fang -^
le plus petit des arcs posilifs on ne-

j^atifs qui out- -pour tancrente, on aura
cosz *

(z)
= arc tan -

COS 2

Cette fonction de 5 sera egale a
j pour z = o; elle croitra ensuite d unc

maniere continue depuis z = o jusqu a z = -
, ( etant une quan-

tite tres petite; passera brusquement de la valeur-, qui correspond a

?= -
(, a la valeur -

-&amp;gt; qui correspond a z = -
-+-

Y - sera netra-2 a

live et decroissante depuis z= -

-+- C jusqu a z-
&amp;gt; ct &amp;lt;l&amp;lt; viendra,

pour cette derniere limite, egale ;

arc tang y 2.
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On aura done, dans le cas present,

y(b }
= -,

&amp;lt;?(b&quot;)

= -arc tang

et par suite

9 (
b

} 9 (
b&quot;

}
A : arc tang \J:i .

(&amp;gt; sera la valeur de 1 integrale

3-

sin z r/zr
C/O +

Cette valeur est tonjours positive, car on a

*

arc tang- ya &amp;lt;C!

Dans le eas que Ton vient de considerer, 1 integrale

sin

prise a la maniere ordinaire, serait simplement

9 ( b&quot;} 9 (
ft

)

-
-T arc tang y/a.

Ainsi, en negligeant A, on trouverait, pour 1 integrale, line valeur

negative; ce qui est absurde, puisque tous les elements sont evidem-

inent positifs.

IV,

SUR LA VALEUR, EX TERMES FIXIS, DE LA QUAMITE REPRESENTEE PAIl A.

C C t)K
Soit I / -y-dxdz une integrate double qui doive etre prise entre

les Unities x = a , x = a&quot;,
z = b , z = b&quot;; et supposons que la fonction
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devienne indeterminee pour le systeme de valeurs

compris entre les limites de 1 integration. La valeur de A correspon
dante a ce systeme sera, en vertu de la formule (i3),

r
J

Cette valeur est done, en general, la somme de quatre integrales

singulieres comprises dans la forrnule

f 9(XH,/ )&amp;lt;/.A

Mais, si X devient egal a 1 une des limites de x, ou Z a Tune des li

mites de s, on ne devra conserve? dans A qu une ou deux de ces inte-

grales. Ainsi, par exemple, on devra supprimer,

Pour X = a ..... les deux integrates qui renferment X I;

Pour X = a&quot; ---- les deux inlegrales qui renferment X + ;;

Pour Z = b ..... les deux integrates qui renferment 7 (.;

Pour 7. = b&quot; .. . . les deux integrates qui renferment 7 -h .

Gette seule remarque conduit aux equations (12) et (i4) trouvees dans

le II.

S il existait, entre les limites de 1 integration, plusieurs systemes
de valeurs de x et de z qui rendissent la fonction K indeterminee, il

faudrait calculer, pour chacun d eux separement, la valeur de A; et la

valeur complete de cette quantite serait la somme des valeurs partielles

r(;latives a chaque systeme.

II ne reste plus maintenant qu a determiner les valeurs des inte-

/e ? (X I, Z dl, et relatives aux

diverses valeurs de K que nous avons considerees dans la premiere

Partie de ce Memoire.
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On y parvient facilement a 1 aide de eettc seule consideration, que,

; t-t C devant toujours rester tres petites, on pent negliger, sans incon

venient, chacune de ces quantites relativement a d autres quantites

tinies, et les puissances superieures de chacune d elles relativement

anx puissances inferieures. Entrons, a ce sujet, dans quelques details.

Les deux premiers membres des equations (3) (
I, I

11

Partie)

expriment les valeurs des integrales doubles

*

prises entre des limites reelles. Dans ces integrales, les valeurs de S

et de T sont determiners par les equations

:= -,
Ox dx

i=v*+**
dx ox

(M N v^- )= 1&quot; *&quot;

f(x) designant line fonclion quelconque de x, et M, N, deux fbnctions

quelconques de x et de z. Supposons maintenant

On aura

.F(M+~NV/-I) F(M-N^-I)

i __i_ rMN4EO _^*jQ i
JL I / \ w^ /-mm- *! /

2V^_ j LF(M-+-NV ]&amp;lt;

V
M N V OJ

Soil, de plus, oc -+- y l une (les ^^ines ^ 1 equation F(a?)
= o,

d designons par # = X, s = Z, un des systemes de valeurs de x el

de z qui satisfont a la fois aux deux equations

M =
&amp;lt;z,

N = 6.
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&amp;lt;le systeme sera tin de cenx (jui rendenl indeterminees les fonctions P ,

P&quot;, S el T. Si done il se trouve compris enlre les limites des integra

tions, il existera, pour chacune des integrates

i

rfl rk b&quot; ^^ /*&quot;&quot; /** VP
I /

^- (Jx dz
,

I I dx (h ,

J a
, Jb

,
dz J

(
. J b

.
dz

une valenr de A correspondante an systeme dont il s agit. Voyons

quelle est cette valenr.

Designons par

cc quo deviennent los fonctions

dN &amp;lt;)M ^N

(juaiid on y suppose ,r = X, 3 = Z. Solent, de plus,

_ t)M ^M &amp;lt;JNr)N_
:

&quot;h &quot;

usu \ (ony_ n ^M dX dM c)N

~Sm \ [-**] &quot;f J^ d/&quot;

&quot; &quot;

T)/&quot; f)\
~

*( 6 v

1 5|j
,6

Les Equations (16) sont rcnfermees Tune et 1 autrc dans la formule

(jui suffit pour determiner les quanlites A et
, supposees reelles. Cette derniere fonnule pent

encore s ecrire comme il suit :

( Bl i /(a + 6
v
7^ +- =

&amp;gt;

- *
V
711

&quot;&quot;

i (lesignont une quantite infinimont petite.

OEuvres de C. S. I, I. I.
~&amp;gt;
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Si, dans les fonctions M, N, P , P&quot;, S, T, on fait

on trouvera, en negligeant les puissances superieures de c on de C vis

a-vis des puissances inferieures, et ces quantites elles-memes vis-a-vis

d autres quantites finies,

dM , dM dN dN

F(MN V -I;

r)N\., /. dM dN\.

P&quot;

, dN
A
dX

dN
d/ /

T

Ola pose, si Ton fait d abord

9 (X

Si, apres avoir inultiplie par ^/; les deux membres de ( equation pir-

cedente, on les integre entre l(^s limites c = o, ; = i, en ayant egartl a
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[ equation E = y BD C-, puis, que Ton change successivement ; en

-
; et C en --

C, on trouvera

Be

I f &quot;V V *~m ** \ TV

/
9 (X-4,/ + )^

c
. _ /

\\r&amp;lt; }
i \ fc&amp;gt; v / 8 v

C
J ?( -*-5,Z C)d5

arc

r (X-&Z-0*
. /.

7 , / Be 2 -4- ?. CE ^ -4- 1)^-\ / BeH-C2[ (]
-

p.
arc tang- jr~

- rc /// r.

arc tang
-^ designant, a Fordinaire, le plus petit arc positif on negatif

dont la tangentc soit egale a
p-.

et ainsi du reste.

Apres que Ton aura reuni, en leur donnant un signe convenal)le,

celles des integrales precedentes qui doivent concourir a former la

valeur de A, il faudra supposer, dans le resultat, C = o. En vertu de

cette supposition, la partie logarithmique deviendra toujours nnlle on

infinie; et si, conime nous radmettrons dorenavant, le rapport p est

posit if, chacun des arcs

arc tang
- :

, arc tang
* *?

se trouvera red nit a -
a

Cela pose, si Ton parcourt successivement les di verses hypotheses

qui nous out conduit aux Tommies (12), (i3) et (1/1) du II, on
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trouvera

Pour
&amp;lt;
\

&amp;lt; a&quot;, //&amp;lt;/&amp;lt;// A = 2 ur,

|

Pour X == a ou &quot;

, //&amp;lt;
/

&amp;lt;
//

i

Pour
&amp;lt;!

-V
&amp;lt;C

a
&quot;&amp;gt;

2 = // ou //

/

&quot;

_L ^
\ _L

f Pour X = ou o
, Z = ou /&amp;gt; . . . A = p. -/r tang-^ x /..

\-i E;

Telles sont les equations qui determinent, suivant les differents cas

(|ui se presentent, les valeurs de A relatives a Fintegrale double

/ / dxdz. Pour avoir celles qui sont relatives a I intfigrale

double / /
-j^djcdz,

il faudra fa ire
. ,

fl
v O

On aura, dans cette hypothese,

? (X + ;,Z + ?):

Pour obtenir cette derniere equation, il suffit de changer, dans 1 e-

([iiation (18), y.
en A, et A en -- a. Par suite, si Ton effectno le ineine

changeinent dans les equations (20), on obtiendra immediatemenl les

valeurs de A relatives a la double integrale / / dxdz.

11 suit des calculs precedents que les valeurs de A relatives aux

deux integrales

[

]
Si. a la place dcs integrales donl il est ici question, Ton considerc la soinmo

I quivalente au premier membrc de [ equation (A) |I
re

Partie), on trouvera, an lieu des Ior-

mules (21),

(C) A=atcv^&quot;i(&amp;gt; -pf=~i) t
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reslent finies, tontes les ibis
(jii

on n a pas en ineme temps X egal a

I line des liinitcs de .r, et / ei&amp;gt;-al ii Tune des limites de z. Si aueune de

ccs coalites n a lieu, les valeurs de A seront respectivement

r&amp;gt; a&quot; ftl&amp;gt;&quot; }0= 2u:r pour rinlegrale / / ^dxdz,J J (jz

A^=2/.- pour 1 integrale /
J

dxdz.
- a l b

Si une seule de ces egalites a lieu, on devra prendre seulemenl la

moitie des valeurs precedentes, et Ton aura, en consequence,

r r
b

&quot;

*
,

\ \= j- pour I integrate / / dxdz,
Ja &quot; b

,

i n ~b
^p

/ A= A7r pour rintegrale / / dxdz.
J (f J b

-
( z

Les valeurs de \ et de
y.

sont toujours determinees par les
iMjiia-

tions
(i(&amp;gt;).

Les equations (21) et (22) deviendraient illusoires, si les valeurs

de \ et de
y,

se presentaient sous une forme indeterminee; ce qui arri-

verait necessairement, si F (a -h 6\ i) devenait mil ou intini. On sail

d ailleurs que cette circonstance a lieu toutes les f ois que y. -h % \ i

n est pas une racine simple de 1 equation

I&quot; x

(Test done seulement dans le cas oil cette racine est simple, qu on pent

employer les formules trouvees ci-dessus. Nous examinerons pins tard

le cas ou 1 equation (x] = o a des racines egales.

ot au lieu des formulos (a-*),

( D) A = -
s/^i (

/ -
y. /IT; )

.

Ajoutons que, dans tons los cas ou it devicnt necessaire d employcr la formulo (I)), l\ i|iia-

lion (A) (I
rc

Partie) rcnfermc des intejzrales iiidetenninees qui doivent (Mre mluites a lours

valeurs principals.



11 est fort remarquable que les valeurs de A, determines par les

equations (21) et (22), dependent uniquement de la forme de la fone-

tion

et des racines de 1 equation F(a?)
= o. On trouvera done les memes va

leurs de A, quelles que soient les valeurs de M et de N. C est ce dont il

est facile de s assurer directement. Supposons, par exemple,

M = ac, N = z :

on aura
( II, I&quot;

5

Partie)

Si main tenant on fait oc = X H~ c, s = Z + C; en s arretant aux pre

mieres puissances de E et de C, on aura

_

Pai 1

suite, si Ton suppose a
&amp;lt;&amp;lt;

X
&amp;lt;&amp;lt;

a&quot;,
b

&amp;lt;^
Z

&amp;lt;&amp;lt;
^&quot;, la valeur de A re

r&quot; r*
&quot;

os
lative a 1 integrale / /

j-daedz
sera

^ *

Xe

^

^ &quot;%, ^;= -\^;
- ~

/&quot;

&quot;

/^
^

)
r

r

cl la valeur de A, relative a 1 integrale / / clxdz, sera

&quot;a
^ b

A=4 r pt^i^ ^^-j
^o

ce qui s accorde avec les formules (21).

Lorsqu on a, en meme temps,

X = a ou
&quot;,

/ = b ou // ,
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la valeur de A est, en general, infinie, ainsi que nous 1 avons dejii re-

marque. Neanmoins celle qui correspond a 1 integrale

i b \&

dx dz

deviendrait finie, si \ etait nul. En effet, dans ce cas, la partie logaritb-

niique de chacune des integrales (19) disparait d elle-merne; et si, dans

la partie restante, on suppose C o, on trouvera

Pour \ = a , 7 = b
) ( r c

,. v ,. , (
..... A= (t\

-- arc tangr-Pour X = a
&quot;,

L = b \ \i E
(-23)

i Pour \ = a
, Z = b&quot;

)
1 T (&quot;

f n v , , ;

..... A
t

a - H- arc tang- =
I
Pour X =

, 7. = b \ \a t

De meme, si
;j.

etait nul, la valeur de A, eorrespondante a 1 integrale

OT , ,

dxdz,

serait toujours finie, et Ton aurait,

Pour \ = a
,
Z = b

/

Pour X =
&amp;lt;f

7 = b*\

(
2 J )

j
Pour X=r

,
Z = b&quot;

i (r C\
. ..... A &amp;gt;. I

-
-f- arc /rt/j.&quot;

)

(
Pour X=ra&quot;, Z = // \ \a

&
E/

Je passe maintenant aux equations (32) du VI (P
e

Partie). Les pre

miers membres de ces equations expriment les valeurs des integrales

doubles

fJfS a e-&quot;) rrt)(T 2^ 11

--^ (I* dz
&amp;gt; JJ -&amp;lt;JT-

prises entre les limites o et .r, o et c; limites que jc designerai, pour

plus de generalite, par oc = a , x = a&quot;, c = I
, z = b&quot; . De plus, les

valeurs des fonctions S,, T,, R&quot;, qui entrent dans la composition d&amp;lt;-
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cos integrates, sont determinees par les equations

S .,
._ (Q ^! _ (Y ^ } cosR - (&amp;lt;?

~ 4- Q&quot; ^\ sin IV,
\ / ) o&quot; / &amp;lt;* f \/i &amp;gt;^ / 1 ^ I
\ (y^t C/JC- / \ (7*x- c/iX/ y

T, f Q ^ -i- Q&quot; ^~ ^ cos IV -4-
( Q -P - Q&quot; -^- )

sin ]{ ,
&quot;

da: dx / \ OJS dx /

f(M N v^l )
= Q Q&quot; v &quot;^

,

f,x], f(&] designant deux fonctions quelconques de x, et M, N deux

functions quelconques de x et de z.

Supposons maintenant, comme on Fa deja fait,

Soil encore a + Sy i une des racines de 1 equation F(,r)
= o; et desi-

gnons toujours par x = X, z = Z un des systemes de valeurs de x et

de s qui satisfont a la fois aux deux equations

M = #, N 6.

(]c systeme sera un de eeux qui rendent indeterminees les fonctions Q ,

O&quot;, S, et T,. Si done il se trouve compris entre les li mites des integra

tions, il existera, pour chacune des integrates

. . ft 7
,

dxdz, ] / -dxdz,
r&quot;

, ] /

J J

une valeur de A correspondante au systeme dont il s agit. On determi

ners facilement cette valeur de la maniere suivante.

Si Ton conserve la notation des n os

(i 5) et (16), et que Ton suppose

toujours
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; et ! etanl des quantites tres petites, on obtiendra evidemment pour

v dM v/ dN v dN W/ MI
Q , 0&quot;, Q -

5
--Q&quot;_, Q _ + Q&quot;--,

dcs valeurs egales a celles que nous avons trouvees ci-clessus n(i7)

pour
P

, P&quot;, S et T.

On aura done

dx

(^onccvons, de plus, qu en vertu de la supposition

M = ,
N =

,

les deux fonctions e~
R
&quot;cosR , e~

u
&quot;sinR resolvent des valours deter-

in inees y et ?5, en sorte qu on ait, dans ce cas,

(26) e~K
&quot;

cosR = y, e~K
&quot;

sinR = o.

Les equations (26) subsisteront encore, si Ton suppose x -- X -+- ;,

c = Z + C. Par suite, on aura, dans cette derniere hypothese,

(yl H- oa^i R^ + CiTl - f yu - o&amp;gt;/- F^
Si p K --

.

&amp;lt;_ ^_L___1

(les dernieres ( ({nations sont entierement seinblal)les a celles qui

determinent les valeurs de S et T dans le n (17); et, pour les en de-

duire, il suf fit de reinplacer

X par ............... yX + da,

et
p. par .............. . ya o}..

II suit de cette remarque, qu en partant des formulas (27), on doit

OEurres de C. S. I, t. 1. 53
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arrivor a des resultats semblables a eeux quc presenteut les nos
(2i),

(22), (23) et (24). Ainsi, par exemple, les valeurs de A, relatives au\

deux integrates

rt (l f\b
} C H&quot; \ /*&amp;lt;2 /* IT R M

*
&amp;lt;/

*
6 ^ # V 6

resteront finies, toutes les fois qu ou n aura pas en meme temps X egal

a Tune des limites de x, et Z egal a 1 une des limites de z. Si aucune

de ces deux egalites n a lieu, les vale urs de A seront respectivement

r a r b
()i Soe-u &quot;^

I A = 2(yp. &amp;lt;5X)7r pour 1 inlegrale / / clxdz,
Ja J b

l^8 ) , 4.
i ~a b

()/T.)/; -R&quot;)

/ A = a(yX T-
&amp;lt;5.a)- pour 1 inlegrale / / -dxdz.

J . Jb
.

^-2

Si une seule de ces egalites a lieu, on devra prendre la moitie des

( ) Si, a la place des deux integrates dont il est ici question, Ton considere la somme

/*&quot; i* d(^c~K
&quot;}

, /
&quot;

(*
h

c)(T 2 t
-u

dx az -+- i/ i /
/ / oz i i dz

&amp;lt;Ja &amp;lt;J

(,
&amp;lt;. a J i,

oquivalente au premier membre de 1 equation (0) (I
IC

Parlic), on trouvera, au lieu des for-

mules (28),

(E) A . v*ip^(\ - pY-l)( 7 -t- ^~ 0,

et, au lieu des formules (29),

(
F )

A = r.
v/ I ( A y. v

7
i
) (7 -+- ?

\
i

)
.

II importe d observer que, pour deduire les equations (E), (F) des equations (C). (I.)), il

r7 {-t:}
sufiit de remplacer la fonclion reelle iT ]&amp;gt;ar

la fonction imaginaire

Fi*r

Ajoutons que, dans tous les cas oil il devient nccessaire d employer 1 equalion (F), la for-

mule (0) (I
1C

Partie) renferme des integrates indeterminees, qui doivent etre reduites a leurs

valeurs principales.
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valeurs precedentes, et Ton aura, en consequence,

n(l&quot; nb
) / C R M

,

i A = (yp. oX
)
7: pour 1 integrale / / dx dz,

&quot; a &quot; b

)}
^ a ,, tb

,,

I
A

(y&amp;gt;.
-4- op.):: pour 1 integrale / / djcch.

* si *- A

l^nfin, si Ton suppose

a - b

u. = o,

i b&quot;

la valeur de A, relative a 1 integrale / / -dxdz, sera de-
J Jv

terminee comme il suit :

Pour \ tt ,7, = b
*i

Pour X =
a&quot;, Z = b&quot;

\

Pour \ = a
, Z b&quot;

i /- C \

PourX = , Z=-t i

A &quot;

:i)/
-

*K &quot;^l/
1

et si Ton a

i a&quot; /-t b&quot;,-* n rto -\ /
rp u \

la valeur de A, relative a 1 integrale / / -dxdz, sera de-
J a J b

terminee par les formules suivantes :

I Pour \ = d, Z = b
i C\

A = 7A + ou. } arc //?,.&amp;lt;&amp;gt; 1
&amp;gt;

!Pour\ = &quot;,
Z = //M \ a

&
E/

j
Pour X = a ,

r

L = b&quot;
}

l r c\

h ourX=, Z= *
;

j
A==(-/J,--o(j

+ rc /,,,!A
,

E ).

/?

Si Ton supposait /
(a?)

= o, on auraif IV -- o, R&quot;:= o, y = r, S = o; el,

par suite, les formules (28), (29), (3o) et (3i) rentreraient dans les

formules (21), (22), (a3) et (24). Les valeurs de A, detenninees par ces

(I i verses formules, indiquent les corrections que Ton petit etre oblige

de fa ire aux equations trouvees dans la premiere Partie de ce Memo ire.

C est ce que nous allons montrer plus clairement par quelques aj&amp;gt;pli-

cations.

53.
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V.

PREMIERE APPLICATION, POUR FAIIIE SUITE AU II DE LA PREMIERE PARTIF.

DE CE MEMOIRE.

Supposons, comme dans le II de la premiere Partie,

Les equations (i5) du paragraphs precedent donneront

B=i, C = o, l)=i, E i.

Par suite, si Ton suppose

(-1=^

et qtie Ton designe a 1 ordinaire para-h^y l une des racines do

1 equation Y(x} = o, la valeur de A, qui correspond a la racine donl

/ nb
^g

il s agit, et qui se rapporte a 1 integrale / / ^ dxdz, sera, en vertn
&quot;J J ^ Z

des equations (20), egale a

I

2 a- si a ^ o et a, 6 &amp;gt; o et ^;

i a &amp;gt; o el , c = o on
/&amp;gt;;

39.) { a- si

( y. = o on a, 6^0 et
/&amp;gt;;

j a/: x A si a : o ou , c = o ou

Nous indi([uons ici, par la notation

a ^ o et a,

que a est compris entre les deux limites o et&amp;lt;7; c est-a-dire, &quot;&amp;gt; Tune el

&amp;lt;&amp;lt;

1 autre, sans egaler aucune d elles.

Les formules (3a) supposent que Ton a o
&amp;lt; ,

o
&amp;lt;&amp;lt;

/&amp;gt;,
c est-a-dire,

que les quantites ct et b sont positives. La valeur de A, determinee par

les memes formules, devrait etre prise en signe eontraire, si Tune des
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deux quantites a et b etait positive, et I antre negative. Mais ce chan-

i&amp;gt;ement de signe ne devrait plus avoir lieu si toutes deux etaient nega

tives en meme temps.

Si lYquation F(ar)
= o a plusieurs racines comprises entre Irs

limites de 1 integration, il faudra calculer la valeur de A separement

pour chacune d elles, et la somme des resultats obtenus donnera la

valeur complete de cette meme quantite.

Concevons, pour plus de facilite, que a ne soit egal a aucune des

valeurs de a, ni b a aucune des valeurs de 6. Alors les formules (So)

presenteront seulement quatre hypotheses diflerentes, savoir, celle oil

Ton aura en meme temps a, = o, o, celle oil a sera nul, celle oil 6

sera nul, et celle oil aucune des quantites a, 6 ne sera egale a zero.

Dans la premiere hvpothese, on aura, si ). = o, a o, A == o; et, si /.

n est pas nul, A = oo . On aura, dans la seconde, A == a-; dans la troi-

sieme, y.
= o, et, par suite, A = o; dans la quatrieme, A= 2^-. La

premiere hvpothese fournit le cas ou Tequation F(a?) == o a une racine

nulle; et la troisieme hvpothese, dans laquelle
= o, celui oil la racine

a _l_gy _j devient reelle sans etre nulle. Comnie on a, dans ce cas,

A = o, il faut en conclure qu on pourra se dispenser d avoir egard aux

racines reelles de 1 equation F(x) = o, a moins qu une de ces racines

ne soit egale a zero.

Supposons maintenant que 1 equation F(a:):= o if ait pas de racines

nulles, ou, ce qui revient au meme, que/(j?)= ^- ne devienne pasr (^j

intinie par des valeurs nulles de x. Designons par

S
y. af g}

la somme des valeurs de
y. qui correspondent a des valeurs de a com

prises entre o et , et a des valeurs de ? comprises entre o et b. Soit

encore

8(f*t.t)

la somme des valeurs de
y. qui correspondent a des valeurs nulles de v.

et a des valeurs de 6 comprises entre o et b. Entin designons par A In



V22 MEM 01 RE

valeur complete de A relative a 1 integrale

c
a r h

dsII . dx dz.

On aura, en vertu de ce qui precede,

(33) A

( ) Les formules (33) et (34) sont renfermees 1 une et 1 autre dans la suivante :

(G) A + AV -I = 277 v
7^ S(A - y. t/^1),

le signe S etant place clevant le terme / u.
\J i

, pour indiquer une somme de termcs sem-

hlables correspondants aux valours de y. -+- ?&amp;gt; \/~ i, dans lesquelles y. demeurc compris cntro

les limites o, &amp;lt;?,

et % entre les limites o, b. Si. pour quelque termc, la valeur de a se redui-

sait a 1 une des quantites o, , ou la valeur de 6 a 1 une des limites o, b, il faudrait avoir soin

de reduire ce terme a sti moitie. Cela pos6, les equations (36) pourront etre remplacees par
la seule formule imaginaire

.ii)

=^~l

\ rV( + *v^) &amp;lt;iz
- fVUv7^)

&amp;lt;i*\

-
L.-/O /o J

dans laquelle toute integrate qui aura une valeur
gene&amp;gt;ale

indeterminee devra 6trc reduite a

sa valeur principale.

Si mairitenant on pose n co
, ^r=co, etsi 1 on admet que f(x + z v/ i) s eva-

nouisse, 1 pour x = cc
, quel que soit z, 2 pour z = x

, quel que soil .r, on deduira de

1 equation (II) deux autres equations de la forme

I T

f(,r}dx=^-\ f /(*/T
J

f(x)tlx= -
f *f(x)&amp;lt;te

le signe S indiquant, dans 1 equation (1), une somme de tcrmes correspondants a des valeurs

positives de y., et, dans 1 equation (K), une somme de termes correspondants a des valeurs

negatives de y.. En ajoutant les formules (I) et (K), on obtiendra la suivante,

/

i f(.r) dc = tr. / i S
().
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DC memo, si Ton designe par

S[X,.g) et
S(&amp;gt;.Xf0 )

la sommc ties valours &amp;lt;le A qui correspondent a des valeurs de v. corn-

dans laquelle le signe S indiquera unc somme do tcrmes relatifs a des valeurs positives on

negatives de a, mais a des valeurs positives de ?&amp;gt;. II est essentiel d observer qu on devra

encore reduire a moitie chaque terme auquel corrcspondrait une valeur nulle de
,
et reduire,

dans le mme cas, 1 integrale definie / f(x}dx a sa valeur principale.
t/_ oo

Les equations (H) et (L) s accordent avec celles quo j
ai donnees dans le Resume &amp;lt;!&amp;lt;*

Lccnnsde Calcul Infinitesimal [voir les formules (6) et (14) de la XXXIVe

Legon].

Tant quo la fonction /; =/(.r) reste re&quot;elle,
1 integrale / f(x] d.c est pareillement reelle.

el, par suite, le coefficient de arc \/ i, dans le second niembre de 1 equation (L), doit s eva-

nouir. On a done alors

(M) S(A) = 0.

Alors aussi. en ecrivant
/-

an lieu de f(x] dans 1 equation (L). on obtient la suivante.

(N) f
/_

&amp;lt;|iii
ne differe pas de la formule (3g).

Si, dans 1 equation (M), on substituc a ). sa valeur tiree des formules (16). on trouveni

le signe S de\ant fitre etendu, dans chacune des expressions

C MS-H V-I) ~*
o

; , _
&quot;

J o
F

(
x -t- v i

)
F

(
a / i

)

ii toutes les valeurs positives ou negatives de a, et a toutes les valeurs positives de ,. l)c

plus, comme la fonction p = rrr-^
est reelle par hypothese, il en resulte que les racines de

Tequation
-- = o sont deux a deux de la forme a -+- ^y/

7

i, a f
&amp;gt; \ i. En conse&amp;lt;|uence.

1 equation (0) pent s ecrire comme il suit :

(
p

&amp;gt; s-ir^

le signe S embrassant toutes les valeurs reelles possibles des deux quantites y., ^.
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prises entre o et a, et a des valeurs tie comprises entre o et
/&amp;gt;,

ou

nulles; par
S.!\ p \~
(^O.o I

la sornme des valeurs de &quot;X qui correspondent a des valeurs nulles de a.

et a des valeurs de comprises entre o et /;; et par A&quot; la valeur com

plete de A relative a 1 integrale

r r *L
/ / t).Sv *^

-T eta (/5 :

- ^

on aura

Si 1 equation F(r) = o avail une racine nulle, la valeur correspon-

danle de
y.

serait toujours nulle, mais la valeur de &amp;gt;, pourrait etre finie.

Soil &quot;X

0&amp;gt;0

cette valeur de &quot;X. La valeur correspondante de A, relative-

f
a r b

$\
I -dxdz, serait A = ^ Ot0 ~- ^ n a u ra done,

en admettant 1 hypothese d une racine nulle,

Revenons an II de la premiere Partie. Dans ce paragraphs, les

premiers memhres des equations (5) expriinent les valeurs des inte-

grales

r r* as
/ / r c b&amp;lt;rv

i /
/ / -T- dx dz, I I ax dz .

* (I
*- * (I

Mais ces equations nc sont vraies qu autant que les fonctions

S = P
,

T = I
v/

ne peuvent devenir indeterminees entre les limites des integrations.

Si, entre ces limites, les valeurs de P et de P&quot; deviennent indetermi

nees, alors, pour corriger les equations que Ton considere, il suffira

d ajouter aux premiers membres les valeurs de A qui correspondent
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aux integrates dont il s agit. On aura done, en general,

36;

/-tit
pit f\b /-&amp;gt;(&amp;gt;

/ V dx ~
I pdx + \ =-

p&quot;dz- V&quot;dz,

*/o o - o /o

i /i /^ 6 ^6
/ P&quot;&amp;lt;/.r + A&quot; = 1 Vdzl p dz,

1 o i/o /o

la valeur de A etant determinee par 1 equation (33), et la valeur de A&quot;

par 1 equation (34) ou (35).

Dans les equations (36),

f(i
f\(t

/ n

P dx- \ pdx et / V dx
o ^o o

dcsignent respectivement les valeurs des integrates

&quot; r 6 ov r a r b
d\ v&amp;gt;

I -r- dx dz, I I dx dz
,

0- dzdz~
l_

~ U *
U&quot;&quot;U

prises, par rapport a z, entre les limites o et b; ce qui suppose que

les deux fonctions P , P&quot; croissent ou decroissent d une maniere con

tinue depuis z = o jusqu a z -= b. Si le contraire avait lieu, les equa

tions (36) ne seraient plus vraies; mais il serait facile de les rectifier a

I aide des principes etablis dans le III.

Corollaire I. --
Supposons que P et P&quot; s evanouissent pour des va

leurs infmies positives ou negatives de la variable x, et pour des va

leurs infinies positives de la variable z. Si, dans ce cas, on suppose

a = oc
,

b = x
,

la premiere des equations (36) deviendra

(3?)

/

/

^o

le signe S s etendant a toutes les valeurs positives dc a ct de .

Si, dans le meme cas, on suppose

a = - x
,

b = x
,

OEuvresdeC. S.l,t.l. 54
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et qu au lieu de prendre les integrales relatives a x entre les limites

x = o, x - - co
, on veuille qu elles soient prises entre les limites

.r = --co
, x = o, on devra changer les signes des premiers membres

des equations (36); et, par suite, si Ton designe par

la somme des valeurs cle
(/. correspondantes a des valeurs negatives

de a, mais a des valeurs positives de 6, on trouvera

r
(38) /

J

Si maintenant on ajoute entre elles les equations (3y) et (38), et que
Ton designe par

la somme des valeurs de
[/. qui correspondent a des valeurs positives,

nulles ou negatives de a, mais a des valeurs positives de 6, on aura

simplement
P*&amp;gt;

(39) / /7^

(

!

)
Nous avons obtenu la formule (3g) en supposant que /(or) se reduisait a une fonction

rf (.r)
reelle designee par/; ou par ^

i Mais rien n emp6che d appliquer la m^thode que nous

avons suivie pour etablir cette formule a une fonction imaginaire, et de supposer, par

cxemple,

/(x} = (/(cos/ -+- \/ i sin/ ),

7 et r designant deux fonclions recllcs de x. Alors la formule (3g) subsistera encore, pourvu

(jue Ton fasse, comme dans le VI (I
e

Partie),

p = fj cos/-,

et que Ton determine toujours la quantite a par le moyen de 1 equation (B), c est-a-dire,

pourvu que Ton represente par p la partie reelle de la fonction /(a:), et par u le coeffi

cient de v
7 i dans le produit

i etant une quantite infiniment petite. L equation (89), ainsi generalisee, fournit les valeurs

de presque toutes les integrales definies connues, et d un grand nombre d autres. On pour-
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On poui ra done enoncer le theoreme suivant :

TllEOKEME I. -- Soft

unc fonction de x telle, qne chacune des racines de I equation- = o

corresponde a un facteur du premier degre dans la fonction
-

Suppo

rt la remplacer par la formula (L), qui conduit precisement aux m6mes requitals. On pent
aussi presenter 1 equation (3g) sous d autres formes que nous allons indiquer.

Soil a(x) -t- v/ &quot;i x(x )
une fonction imaginairo qui ne devienne jamais infinie pour des

valeurs reelles et fmies de x, ni pour des valeurs imaginaires, dans lesquelles le coefficient

de V~ reste positif, et supposons

les fonctions $(x) et F(.r) etant reelles, ainsi que y(x) et %(x). Admettons, en outre, que
le produit

3(x -+- z\/ j)

-7=
v(x -+- zy i)

s evanouisse, i pour x = oo
, quel que soil z, 2 pour z oo

, quel que soil x. Enfin

concevons que, les valeurs des quanlites A, p, etant donnees par la formule (A) (p. 409), on

designe par 7 et 8 deux autres quantites reelles propres a verifier 1 equation

On aura, dans cette hypothese,

;
R

)
i f( a -+- 6

y/ i -t- s
)
=

(&amp;gt;.

u. v/ i
) ( 7 -f- o /I) =

7/ 4-
&amp;lt;?y-

~
( 7^-
~ ^

) / ^
;

et, par suite, le coefficient de \/ i, au lieu d etre represente par pt, sera equivalent a

_
(.yu.

_
j/). Done, si, dans la formule (3g) ou (N), on remplace p par la partie reelle du

produit

on devra y remplacer en meme temps la quantite u. par /u. S^. On obtiendra ainsi 1 equation

(S)

Si Ton suppose, pour plus de simplicite,

=
&amp;lt;7, &amp;lt;j&amp;gt;(.r)

= cosr
F(.r)

54-



V28 MEMO IRE

.sons, de plus, que cJiacune des parties reelle et imaginaire de Iexpression

(x -+- z y/ i)

soil une fonction continue de z qui s evanouisse pour des valeurs infinies.

positives on negatives, de x, el pour des valeurs infinies, positives, de z :

1 equation (S) devicndra

I T) / q cos/ 1 dx 2 TT S
( 701 cT/

)
.

Cette derniere se deduit immediatement des principes etablis dans le IV. Car, en vertu de

ces principes, il suffira, pour determiner la valeur de 1 integrale

/ 7cos/v/.r,

de substituer, dans 1 equation (3g), a la quantite 2^, c est-a-dire au second membre de la

premiere des formules (21), la quantite 2(701 d
1

/)^, c est-a-dire le second membre de la

premiere des formules (28).

L equation (S) entratne evidemment la suivante :

(U)

Car on tire de 1 equation (Q), multiplied par \J i,

et il en resulte que, si 1 on remplace y(x] par %(%), on devra remplacer en meme temps

7 -+- $ / Par $ 7 V l
,
c est-a-dire 7 par 5, et 3 par 7. Ajoutons que les equa

tions (S) et (U) sont renfermees 1 une et 1 autre dans la formule

(V) ;
=2^ v

qui est precisement ce que devient 1 equation (L), quand on attribue a la fonction/(.r) une

valeur imaginaire.

II est essentiel d observer qu on ne diminuera pas la
g&amp;lt;5neralit6

de la formule (S), si Ton

$(&}
suppose que =^

-

designe une fraction rationnelle, et que la fonction p(c) -i- v^
i /(.ri

r
(
x

)

continue de remplir les conditions ci-dessus enoncees. En effet, si, la fonction f(x] 6tant
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enfm soil y. ~\- %\j i une des racines imaginaires de I equation
- - o ; cl

^&quot;

7^~ F( 6 /^~1
~~

F] _j_ g /IT7) I

La valeur de I integrate I p dx sera le produit de la. circonjerence,

imaginaire, on designe par = a. x ti

les racines reelles et finies de 1 equation
-

o, el par

^ r/ J .27 ^c j y V I

celles des racines imaginaires dans lesquclles le coefficient de y i est positif ;
si d aillenrs

on considere, pour plus de simplicite, le cas ou toutes les racines sont inegales, il suffira de

prendre

pour que 1 equation

?(^) * V/ I /,(*)
= *

n ait pas de racines reelles ct finies, ni dc racines imaginaires dans lesquelles le coefficient

do \ i soil positif.

La formule (S) estdu noml)re dc celles que j avais etablies dans des Lecons donn^es. en

1817, au College de France. Dans 1 une de ces Logons, j avais applique la meme formule au\

ras ou Ton prend pou-r y(.r) -f- \J i /(.r) Tune des fonctions

,

V/ i / i

/ etant une quantite positive, et
j avais ainsi obtenu les Equations

r* $(&amp;lt;*)

I
- cos/ j&quot; dx = IT.

?&amp;gt;\e~

e
(

j. cosy./
1

&amp;gt;&amp;gt; sina/-il,
J__ x tl^)

/
x

,f(^)
I =4

(
sin/ j: dx = UTT S[^.-~

e
(u sinxr -+- / cosa/

)],

I
_

l
_

l
.J_

= 2 TT S \
u. -i --J -t- / arc tang;

. + ^-r

~ (
=&quot; . /Fd -+- %&amp;gt;}- + ?-&amp;gt;-

\ I

arctangr^; t/.r ?.
- S aarctang- z A-** }i
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gin a pour rayon I unite, par la somme des valenrs de
;/. qui correspondent

a des valenrs positives on negatives de a, mats a des valenrs positives de .

Lorsque p est une fonction paire de x, la moitie du produit qu on

vient de citer est la valeur de 1 integrale / pdx.
* / o

E.xemple L -- Soil

dont les deux premieres sont renfermees dans [ equation (Z) (voir, ci-apres, VII), et dont

la derniere comprend la formule

/**&amp;gt; d&amp;lt;r

/&quot;*&amp;gt; djc
I arctang.r = i I arctang.r --=ir/{i).
J_ x x(i + x*) J j;(i + x 2

)

ijue I integration par parlies reduit a

foo

7 xi oo

arctangj:-^= /

x ~

JQ

On deduirait avec la mfime facilite, de la formule (S) ou de la formule (L), les valeurs des

integrates definies

/*&quot; rco
I arc tang
J_m /-

/

/ caco*bx cos (ft gi

J_

.r $(x\

/&quot;

/

J

(
i-)- 2 / COS

rT(.r)
arc tang

-
j -^ &amp;gt;

I -+- / COSWX t JT

c?, ^. r etant des constanles positives, et un arc renferm6 entrc les limites o, TT; el, on

general, les valeurs de toutes les integrales que j
ai citees dans le XIXC Cahier du Journal dc

I Ecolc royale Polytechnique , et dans 1 Addition au Memoirc sur les integrates definies

prises entrc des limites inifiginaires.
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m et n etant deux nombres entiers positifs, et m etant
-&amp;lt;

n. On aura

De plus, a-hgy/ i designant une racinc quelconque de ( equation

i -h x-&quot; = o, on aura

x = cos(2/r + i} , 6-= sin (2 A- 4- 1) ,

-211 ill

k etaut un nombre cntier pris a volonte. Cela pose, on trouvera

i . f, ,
, (am -f- 1 ;TT 1

u.= sin 2/r + i
-

,

2/1 L
v in

i
\ . fam -i- i) TT . f (2/w -+- ilr l . f, . (-am-f-i

):
- Sill- +S1I1 3^- +. . .+ sill 2tt I

i-

2.n I y.ti
[

2.n -211

T

.

sin
2/i

On aura done

/
&amp;gt;0 r 2/W

/ -S&amp;lt;**
=

I 4 T1 - &quot;

t/_00 n sin
2/Z

Si Ton prend 1 integrale precedente entre les limites

X = O, ^ r= X
,

sa valeur sera de moitie moindre. On aura done, entre ees dernieres

limites,
/&quot; r -lin _

(a) \
-dx = ~

J. +^ 2
. a /n -h i ) n

sin
2/t

Cette equation etant vraie, quelles que soient les valeurs entieres

de m et de n, sera encore vraie, si Ton donne a m et a n des valeurs

quelconques rationnelles ou irrationnelles. Si done on fait
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on aura, en eneral,

Euler a, le premier, donne cette formule (voir le Calcal integral

d Euler, p. 254). H 1 a demontree de deux manieres. La premiere est

tort compliquee. La seconde est plus simple; mais 1 auteur lui-meme

la regarde comme peu naturelle : Ne hanc quidem viam pro maxime

natarali haberi velim. On voit, par ce qui precede, que la formule dont

il s agit n est qu un cas particulier d une autre beaucoup plus gene-

rale, relative aux integrates qui doivent etre prises entre les limites

cc et -h oc de la variable.

E,xemple II. -- So it

in et n etant des nombres entiers positifs, et m etant
&amp;lt;C

n. On trouvera

i
(

. f (o./W H-i) 7rn .
r (im + i)7r~| . [~,

. (2//n-i)7r |Su a,6)-
- sin 2 - -t-smL4 L +...+ sin \(in 2 -

2 n L 2 /i 2 a n

2m -t- i TT

tang-

On aura done

r** x -im

I (llCttX/ -
n tang

2ft

et, par suite,

X
x

rS/w--
.
-

x-&amp;gt; a m + i TT

tang J

Cette derniere equation etant vraie, quels que sofent les nombres

I

1

)
Les equations (c) el (d] fournissent seulement les va eurs en termes finis des inte

grales qu elles renferment. Ajoutons que les equations (b} et (c/), quand on y remplace x
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entiers m et /?, sera encore vraie si m et n deviennent irrationnels. Si

done on fait

2/H -+- i a, in = h,

on anra, en general,

d

tangT

L equation precedents senible abstirde an premier abord, atlcndu

qne la fonction sons le signe I passe par Tiniini entre les limites de

i

par ./
,
ct a par bn, prenncnt les formes

Or. pour deduire immodiatcment ces deux dernieres de la formule (L), il suffit de poser

r \

J {
.C}
=

on troiue alors

puis. en multipliant les deux inembrcs par ( y/ ~iK et ayant egard a I equalion

/ / l2-i / 77 / .

~
( \/ \)

= I cos \/ i sin -
)

= sm- -+- i i

\ a
-&amp;gt;.

on obtient la formule

(sine/77
: - N C* -- ,

^ - r* _ . e/.r/
--

\ f* fir {&quot;*

v/- i cos/-/-) /
./ i --

v/ i / xa

Vo H-* ./

qui comprend les deux equations (W).
II est facile de transformer les valours principals des integrates indeterminees en inlr-

grales defiiiies dans lesquelles les fonctions sous le signe / cessent de dcvenir infininienl

grandes pour des valeurs particulieres de la variable. (Vest par une transfcinnalion de re

genre
&amp;lt;jue

Ton deduil de recjuation (c) la formule (c) dont le premier membre esl uue inte-

grale complelcincnt determinee.

OF.uvres de C. S. I, t. I. ~)5
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[ integration. Neanmoins on peut verifier, dans plusieurs cas particu-

liers, le resultat qu on vient de trouver. Ainsi, par exemple, si 1 on

fait a = r, b = 2, 1 equation (d) donnera

ce qu on peut verifier de la maniere suivante.

r

1 ~
&amp;lt;7.r

^ 5 s etant une quantite tres petite, est

La meme integrate, prise entre les limites x - 1 -+- 1, x ^
, a pour

valeur

a + e

La somme de ces deux resultats etant

\l\\ \^
2 -+- e

si, dans cette somme, on fail s. = o, on aura evidemment la valeur de

I integralo / Cette valeur sera done
/ i f-

ce qui s accorde avec 1 equation (d}.

Ce qui acheve de prouver qu on ne doit pas rejeter les integrates

dans lesquelles les fonctions sous le signe / passent par 1 infmi, cYst

qu etant donnee une integrale de cette nature, on peut to uj ours hi

transformer en une autre qui n offre plus le meme inconvenient.

Ainsi, par exemple, si dans 1 equation (c) on fait

n 2 m p + i
,
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on a uni

rx&quot;p
dx _ r.

i&amp;gt;-

~xn x~&quot; ~x
~ ~

~^ lang

t, si I on applique a cette derniere
integrate

la transformation indi-

quec par M. Legendre (IV
C Partie des Exercices de Calcul integral,

p. i 2(5), on tronvera qu elle est egale a la suivante

On aura done, entre ces limites,

r&amp;gt;

1 7
/

-y*p /y* I) (If * /
.^ -^

ee qui s accorde avee une formule trouvee par Euler. II est aise de voir

que, dans cette derniere formule, la quantite sous le signe Cue dr-

vient plus infinie entre les limites de 1 integration.

Exemple III. Soil

m, ft, r etant des nombres entiers positifs; et supposons en outre,

i&quot; que les deux equations i4-o?*JI = o, n- x- = o, n aient pas de

racines communes; 2 que m soil plus petit que n + r. Si Ton designe

d abord par a 4- \/ i une des racines imaginaires de Fequation

i 4- x-&quot; = o,

on pourra fa ire

&amp;lt; l I on aura par suite

2/1
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d oii I on conclut

r! ,

-J
+ si

N

am &amp;gt;./-

cos ?..
&quot; ~

J

/ etant un nombre entier pris a volontc. De memo, si Ton designe par

a -h 6 v i une racine imaginaire de ( equation

on trouvera

f, . fam + OTr&quot;! , f/ /

sin -jfr +O- +sm 9./f

i \ &amp;gt; / J_|_

am

/ etant encore un nombre entier.

Cela pose, on aura

.
r. . hiwH-i -1 . r , Jam ar+ntrl

I sin (-j/rH-i - +sm
(-?./. -fi;

-

/

*
x-m dx 4 n c ;

1
9 &quot; J L ^ J

^
i I |&amp;gt;

T- I
I I I

&amp;gt;&quot; //
l i _ 1.- 7, I/? \ * * 1

i/
&amp;gt;;

\ i i COS I f *2&amp;lt; A ! 1 I I

r. . (9, m &amp;gt;. -+-\

sin (i If -f-i
j

-

t ,. (
;v

le premier signe S etant relatif a toutes les valeurs de k plus petites

--, et le second a toutes les valeurs de k plus petites que

9. / I

La valeur de I integrale precedente serait de moitie moindre si elle

etait prise entre les limites x = o, x = ^ . Ainsi, par exemple, si,

n etant un nombre pair, on suppose zr=-- 3w, on trouvera que I inte

grale

X
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a pour valour la demi-somme des quatre serifs
( )

(sin 9 -+- cos0)

-+- (sin30 + cos30) +. . .

-4- [ sin (
&amp;gt;. w i -4- cos

(
&amp;gt;. n \

} ]

*-f-_L
in \sin

i -i- cos-;:
-H sn 7 H- snin -

(
6 - r I

\ 3 /J

f
f

sin (3 n 5 5 H- sin 3n 5}

cosaS + cosi 20 -

sin i / Si]

I 77

&amp;gt;. 3

sin 30 -+- sin 3(0
-^-

/ ? ~ \ 1
sii)f)

r
j -\- smf)i

-- -^
J

-+-

+ sin ^3 3)0 -t-sin ^3 V;

L

sin 50 + sin &quot;j(
--~ \\

*

r. i

3n sin 30

sin 1 1 -f- sin 1 1
(

-- ~ -

+ sin;3/i i)0 + sin 3/f
i)

On aura done

(,-^u.: _, B r&quot;&quot;^ -4^-) i

V 3 AT 3L sinV/

r o.-
;t &quot;

)

&quot;

\n \sin0 cos0/

COS 1 -f- j COS
(

&amp;gt;.

~-I -H 4
j^ I

(j/t L sin
I

( ctlc equation devant subsister, qucls quc soicnt Ics nomhrcs cn-

1

)
On suppose ici

9. /M -+- I . 9. /// -J- 1

a 3 //
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tiers met-i aura encore lieu si ces deux nombres deviennent irra-
2

tionnels.

Si, dans la meme equation, on suppose m = o, n = 2, on trouvera

=
j-&amp;gt; ^i

et par suite

7dx

r

En general, si Ton designe par a et b deux nombres entiers quel-

conques, tels que les deux equations

n aient pas de racines communes; si de plus n et 2m represented deux

nombres pairs, et que Ton fasse, pour abreger,

2 m -+- 1 i m -+- i

.
fl -r f-i

77 o, n u ,

an bn

on trouvera

.T-m dx
i -+- xnn

1 1 -t-

sinaft

cos i a}0 -+- cos i a
(
B TT

)
cos 3 a}6-\- cos 3 a

(
r.

)
.

\ a a
:

i J- _| _ L _L

b
cos - r i + cos - TT

V

cos
(

i
- b- & -t- cos

(
i
-

A) (0
-

y 7^ cos (3
-

b) -+- cos (3 6) f0 J * )
\ b ) \ b I

i a
1+ COS (7 77

3 a

COSly-TT

la premiere serie devant etre continuee jusqu au terme qui a pour de-

nominateur

cos 2 a i}-~,v ; n

t la seconde jusqu au terme qui a pour denominateur

11 \

cos(i.o i) jr..
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L equation pn-ccdcnte suppose 2m + j
&amp;lt; (a 4- b)n. Cette meme

equation, ayant lieu pour des valeurs entieres quelconques de m et de

-&amp;gt; sera encore vraie si ces deux nombres deviennent irrationnels. Si

Ton fait, pour plus de simplicite, n = i, 2m -+- \ r, la meme equa
tion deviendra

.r r ilr

i H- x a

2 Sill-/ 1

ib sin-/ 1

cos

I + COS - -7T
V

cos
( -7

- + cos -r /-

i -f- cosl T ^
/ -rt

I 4- COS -j--
\ l&amp;gt;

Dans cette derniere formule, a et 6 sont deux nombres entiers quel-

conques, mais tels que les equations i -t-jc
a = o, i + xb = o, n aient

pas de racines communes; / est un nombre positif quelconque, ra-

tionnel ou irrationnel, mais plus petit que a + b\ enfin, la premiere
des deux series qui entrent dans le second membre de 1 equation doit

etre continuee jusqu au terme qui a pour denominateur

i -I- cos (la ]}--,
a

et la seconde jusqu au terme qui a pour denominateur

cos(-2/&amp;gt; i) y r.

Si, dans 1 equation (/), on supposait b= o, la seconde serie devrait

etre supprimee, et la premiere se trouverait reduite a

-a\
&amp;lt;

&amp;lt;&amp;gt;&amp;gt;( hrr-f- cos
a J

TT/ -f- . . .4- COS
i a

TTf
.

SID
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On au rait, par suite,

2 a sin

oo qui est 1 equation d Euler.

Exemplc IV. -- Soil, en general, TT une function rationnelle quel-

oonquc do x\ la metbode precedente fournira toujours la valour do

C P
rf*.

^

I integrate
P

pourvu quo 1 equation Q = o n ait pas do racines egales. Cette me

tbode oxige seulement quo Ton determine les racines imaginaires do

1 equation Q = o; mais olio evite la determination des racines reelles

ot la decomposition dc la fraction en fractions simples, decomposi

tion a laquelle on est oblige d avoir recours lorsqu on vent obtenir la

fp
- dx par les metbodes connnos.

Corollaire IL -- Les memos choses etant admisos quo dans le corol-

lairo I, si Ton fait

on sorte qu on ait

P

ot si, de plus, 1 equation

n a pas de racines imaginaires, p n aura qu une seule valour corres-

pondante a la racine

x--\- \ i

de 1 equation i 4- x- o : ot comme on a, dans cette bypolbeso, a = o,

6=1, la valour dont il s agit sera
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On aura, par suite,

On pout done enoncer le theoreme suivant :

THKOREME II. Soil $(oc] une fonction de x telle, que chaque ratine de

Vequation ^
- := o soil reelle et correspond? a un facteur simple de la

fonction -^
-

Sapposons , de plus, que chacune des parties reelle el

(*)

imaginaire de Uexpression

x H- z v

soil une fonction continue de z qui s wanouisse pour des valeurs infinies

positives de x, et pour des valeurs infinies positives de z. La valeur de

I integrale

/-

prise cntre les limiles x - - oo , a? = ; -4- oo , sera le produit de la moitic

de la circonference, qui a pour rayon I unite, par

Si 3(x] est une fonction paire de x, on aura

et, par suite,

(40 r*-^dx =
Jo + X

Exemples(*}.
-- Si, dans ( equation (4i), on reniplace sueeessive

( )
Lcs formulas (), (A), (/), fournisscnt sculcmcnt les valeurs priticipules des integralos

olles lenferinent.

OEuvres dc C. S. I, t. I. 56
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ment ,f
(.r) par les fonctions

cosr/.r sin&amp;lt;7.r x cos &amp;lt;?.r

a etant &amp;lt;&quot; b, on trouvera

nsin bx i H- .:t-

d.v

e

i + x- -i. e

x
sin.r dx r. e fl

x cosb.r i

C&quot;-
c

\ . si

.r f/.r

2 ^i + g&quot;*

TT ea -\- e~&quot;

?,\\\bx i + x- -i. e 1 e~*
|

- U

Si, dans ces formulos, on fait a = o, on obtiendra les suivantes :

x (Lr ~

(/O

\-\-x- e J e

cosbx

La premiere cle celles-ci etait deja connue (voir les Exercices dc

Calcul integral, IY e
Partie, p. i25).

Nous ferons voir, dans le VII, comment on pent obtenir les valeurs

des integrates (g], dans le ,cas on Ton suppose b&amp;lt;^a, et, par suite,

dans le cas oil Ton suppose b = o.

Dans les diverses integrates qu on vient de considerer, les fonctions

f
(

passent par 1 infini entre les limites de 1 integration.

Mais on ne doit pas pour cela les rejeter : car clles out effectivement

line valeur finie. C est ce (ju il est facile de prouver par tine simple

transformation. Ainsi, par exemple, si Ton applique a I integrale

f*_i__d.r

J
(&amp;gt;

COSX I +

la metliode de transformation indiqii(3e par M. Legendre (p. i^&amp;gt;(),
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IV Partic dcs
Exercices), et quo Ton represente par R la serir

on trouvera que cettc integrate equivaut a la suivante

D ailleurs, entre ces dernieres limites, le rapport- - ne surpass^
COS X

jamais le nombre 2, et la fonction de -r, representee par R, conserve

toujours une valeur fmie qu il est facile de calculer. Par suite, I inle-

urale

aura une valeur tinie, ainsi que 1 integrale

C
r~

i dx

J cosx i + x-

(]ette derniere etant, par ce qui precede, egale

7T

I

on aura

COS*

( Orollairc HI. - Les meines choses etant adinises (jue dans Ic corol

laire I, si Ton (ait

F
(
x \

--
i -+- x ,

en sorle (ju on ail

&amp;lt;r i y:
,= 7+*
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et si, de plus, 1 equation --- - =o n a pas de racines imaginaires,
el

(
X

}

j. n obtiendra que deux valeurs differentes, correspondantes aux deux

racines imaginaires

x--. + -h -V , * := -=-4-^ *&amp;gt;

y2 V?. y/2 y/
2

qui appartiennent a 1 equation i + &* = o. On aura, d ailleurs, en

prenant pour x une de ces racines,

17 I _\ / ! TX (^ I

Cela pose, la premiere valeur de
\j.

sera

I I

V/

Si J(a?) est une fonction paire de x, la seconde valeur de /. sera egale

a la premiere, et Ton aura, par suite,

V/9,

Exemples.
-- Si Ton rcinplace successivement la fonction J(a?) par

- et par
-

? on trouvera

r

f. _I
/ P.OS

,rt

. T: sin =
-7 v - 2 cos

&amp;gt;. cosa /a,
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Lorsque, dans la derniere equation, on fait a o, on trouve, comme

cela doit etre,

/** dx _5_
f

i i /&quot;&quot;&quot;

ce qui verifie 1 exactitude de nos caleuls.

On obtiendra de meme, en general, les valeurs des integrales

C* P cosax , r x P sina-r
,

j I Y // &amp;gt;&quot;

O cosbx ,/ Q sin bx
t- Q ^ t-

r etant line fonction rationnelle et paire de x, et a etant
&amp;lt; /^, ainsi

({lie
les valeurs des integrales

/*
x
P sinar T&quot; P cosj: ,

J Q cos^^ ,/ Q smbx

^r
etajit line fonction rationnelle et impaire de x, et a etant

&amp;lt;
l&amp;gt;. .M;iis

nous n insisterons pas davantage sur cet objet.

Corollaire IV. -- Si les valeurs de P et de P&quot; s evanonissent, qnelle

(jue soit z, pour a; = ^o
, on aura, en supposant a = cc dans les equa

tions (3G), / \* dz = o, / P&quot;dz = o; et, par suite, en prenant les intr-

grales relatives a x, entrc les limites x = o, x = sc
, on trouvera

/*

no&amp;gt; f*b

P dx /
/?

&amp;lt;/.r
= /

^&quot;r/s
A ,

(43) {
\

I ,. r b

f
^

P Wa: -

I
p dz -A&quot;.

^0

Si, dans unc de ces dernieres equations, on parvient a obtenir 1 inte-

i
-

rale relative a -, quelle quo soit la valeur de z, on pourra en deduire

les valeurs de plusieurs integrates definies relatives a x.

Excmple I. --Soit
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m etant un noinbre entier positif, on aura

i sin

2 I COS 2

Par suite, 1 une des deux quantites p ,
p&quot;

sera toujours de la forme z
&quot;,

savoir, p si m est un nombre pair, et
p&quot;

dans le cas contraire. On

pourra done obtenir, dans la premiere bypotbese, la valeur de I p dz,

p&quot;dz.

Si Ton suppose d abord m pair et egal a 2/1, on trouvera

/-2//-Mu dz - - , )
_ .

9.
(
1 II 4- I

)

Par suite, si Ton suppose les integrations relatives a z faites entre les

limites

b etant positif et
&amp;lt;C ?&quot;, on aura

1 ,,(o./,-r + ^)
2 +

f. .&amp;gt;. II

De plus, si Ton designe par a -+- y/ i une quelconque des raeines

iinaginaires de 1 equation e
r

- i = o, on aura constamment y. = o; el

si Ton cbercbe les diverses valeurs de comprises entre o et ^k- 4- /&amp;gt;,

on trouvera successivement

= 27T, = f ~? &amp;gt;

(]ela pose, la valeur de A&quot;, determinee par 1 equation (34), sera

A&quot; TT
S(&amp;gt;. ,g)

=
( ij^a

2 &quot;- 2 &quot;-*-

(i -f- 9,
2 &quot; + 3-&quot; + . . . H- fr- &quot;

=
( i)&quot;?.

2
&quot;::

2 &quot;-*- 1

S(/
2//\

Knfin , comine les valeurs de P et de V&quot; sont determinees par
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( equation

_&amp;gt; /
e.
x cos z i

\-
i ex sin z

c--c ?.ex cos .s + i

si Ton suppose, dans cette derniere equation, c == :\k- 4- b, ct quc TOM

fasse, pour abreger,

e r cosb-\ sin

e 2 -1 - 2e r cos 6 H- i

on trouvera

1.2

Par suite, la seconde des equations (43) deviendra

x **-&amp;lt; R, dx-
? /l ^ /? ~

J
(

/

&amp;gt;/.- -f-^y-
2

2
(
2/Z H- I

DC meine, si Ton suppose m impair et egal a 2/^+1, la premiere

des equations (43) donnera

I . t.~ V

&amp;gt;./--+- b ? n+-

2 ?. n H- 2

On pent dcduire des equations (7) et (//z) plusieurs consequences

remarquables.

Supposons d al)ord, dans [ equation (/), b = o, on aura

e i
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et, par suite, si Ton divise les deux membres de I equation par

on trouvera

9. /? 1 1 ( 9 n

n k

Si, dans cette derniere equation, on fait & = o, en designant par G

ce que devient alors

_,}+_[_!!

on aura

r* x- n ~* dx _ ?.- ll --r.- n
r

. I. e-c i n

D ailleurs, si I on fait successivement n = i, n 2, = 3, ..., on

trouvera, pour les diverses valeurs de 0, les nombres de Bernoulli,

^,^,-^7, .... Cela pose, 1 equation precedente deviendra successive

ment

T x
dx _ o. r

I X - -
-; ii.-,

.L e~
l ~

i i^
dx

r* dx 9.
-

i

^.&amp;gt;
_ .

.
-1-0

/ e-^ -i
&quot;&quot;

3 /,2
n

Ces formates etaient deja eonnues, et Ton sail qu elles servent a de

terminer les somines des puissances paires reciproques des nombres

naturels.

Les valeurs des integrates de la forme

C x ~&quot; {(lr

J o

etant donn(3es par les equations (o), si Ton substitue ces valeurs dans
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lY quation (n), et que Ton fasse 2/2 = m, on obtiendra la formule bien

connue

S
(

k&quot;
1

^ = - / &quot;+ + -
/&amp;gt;

&quot; + -
1

T. If
m -

/;/-)-! 2 20
mini i) (m f.} i

,--
j
--

7,

- km ~*
2.3. 4 ,3o

w f m i }
(
ni 2 1 i ni 3 }(m \] \

,

_!_.
_._,

__ A*
&quot;

~
*

2. 3. 4- 5.6 42

Onarriverait encore a la meme formule en faisant, dans 1 equation (/w),

i = o, 2w -+- 1 = m, et snbstituant, dans le premier membre, les valeurs

des integrates relatives a x, Cette formule a done egalement lieu

lorsque m est un nombre pair et lorsque m est un nombre impair.

Supposons maintenant que, dans requation (/), on donne a b une

valeur quelconque. Les coefficients des puissances semblables de /-,

dans les deux membres de cette equation, devront etre respectivement

egaux; et, si on les compare entre eux, on deduirade cette comparaison

les valeurs des integrates

/ x\\
( dx, /.r^R,^, ..., I* *-1-* R, &amp;lt;/x,

prises entre les limites x = o, x = co
; et celles des integrates

/ Ro dx, I
x&amp;gt;\\, cLr, ..., t x--l\* &amp;lt;lx,

*J v \J

prises entre les memes limites. On pourrait aussi deduire les valeurs

dont il s agit de la comparaison des coefficients des diverses puissances

tic k dans 1 equation (m). On aura done, en general, la valeur de 1 in-

tegrale

,

e-- - 2 e-
1 COSO -+- I

dans le cas ou m est un nombre impair, et celle de 1 integrale

C ~
.
--

9
e--1 -ie- 1

cost&amp;gt; -I- i

dans le cas ou m est un nombre pair. La seconde, qu on peut aussi

OEnvresdeC.- S.I, t. I. 5&quot;
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mettre sous la forme

jf

en faisant !&amp;gt;
= -

, et changeant x en l(x], etait deja connue (voir

les Exercices de Calcul integral, IVe
Partie, p. roa). Quant a la premiere,

si on la divise par le produit i.2.3...m, elle deviendra equivalents

aux series de la page 104, dans lesquelles entrent les cosinus de

Tangle et de ses multiples. On peut, en effet, la deduire de 1 analysc

qui conduit ii la sommation de ces series.

Remarque.
-- Nous avons dit ci-dessus que, dans le cas oil, m etant

un nombre pair, on suppose

la valeur de A&quot; est determinee par 1 equation (34), en sorte qu on a

A&quot; = 71 S
(
A

,p )
= (-!) 2&quot; 7T

2 +
S(/C

2
).

Cette determination suppose qu on n a aucun egard a la racine null* 1

de 1 equation

et, tant que in est un nombre entier positif different de zero, il esl

effeetivement permis de negliger cette racine, atteadu que le fac-

teur x, qui lui correspond dans le denominated? de
/&amp;gt;,

se trouve de-

truit par un facteur egal du numerateur. D ailleurs il est facile de

s assurer que, dans ce cas, les equations (34) et (35) donnent la meme

valeur de A&quot;, attendu que A
O;O , on la valeur de \ qui correspond a la

racine nulle, se reduit alors a zero. II n en serait pas de meme si 1 on

supposait m o; car, dans ce cas, on a \l)0
= r. Dans cette derniere

hypothese, il faut necessairement determiner la valeur dc A&quot; par 1 e

quation (35); on trouve ainsi

A&quot;=(A--M-)~.

Par suite, la seconde des equations (43) se reduit a

ex sin b ,

ax
e- 1 2e 1 cost; -f- 1
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On peut aisement verifier ce dernier resultat par les metbodes ordi-

naires d inteeration.

Exemple 11. -- So it

x&quot;
1

on obtiendra, par la metliode precedente, les valeurs des integrates de

la forme
r
/

Jo

et plus gerieralement celles des integrates

r
I

J
d!r,, .

cosy -t- i e-x -+- i.e 1 coso H- i

n etant un nombre entier quelconque. Mais il est facile de voir que
ces dernieres integrates rentrent dans la classe de celles que nous

avons considerees ci-dessus.

Remarque. Jusqu ici nous n avons fait usage des equations (43) que
dans le cas ou Ton pouvaitobtenir en termes finis les valeurs des inte-

grales relatives \\ z que renferment les seconds rnembres de ces equa

tions. Mais ces equations conduisent quelquefois a des resultats dignes

de remarque lors meme que les integrations relatives a z ne peuvent

etre effectuees. C est ce que nous allons prouver par 1 exemple suivant.

Exemple III. --
Supposons, comme dans les deux exemples prece

dents,

Desigoons, pour abreger, par

p/i, fjk,
i k et sk

les quatre integrates

/*&quot; xk-*dx r* xk r/.r r * xk &amp;lt; dx r x ^- e* dx

Jo *-*&quot;! J ex ~ i J e** + i J e - 1
-+- T

Si t on fait successivement m = i, m = 2, in ----- 3, . . . ; que Ton em

57 .
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ploie la premiere des equations (43) dans le cas oil m est un nombre

pair, et la seconde dans le cas ou m est un nornbre impair; enfm que

Ton prenne les integrates relatives a z entre les limites z = o, z =

on aura, en adoptant le signe superieur dans la valeur de p,

r* si 112
r\ -\-P\-

/ -rO^i2H-COSZ

o

^)
rs+ 3(*2/ \a

21+ COS2
5

&amp;lt;/-,

/ sin z
-1&amp;gt;3= /

-rZa rfZ,
2 i I -+- COS 2 I

;
/ _ / . .

^ &quot; ~~
&amp;gt;

2 I + COS2,

On aura, au contraire, en adoptant le signe inferieur,

i q i

smz
2 I COS-

/T:\ T
2

sins
^_

U/ ^J 2(l-COS^)
2

sn

T
2

/ 2 I COS-
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On a d ailleurs, en general,

I 7

pk= i .2. 3. . .
i k - /

Ainsi los valours des integrates de la forme

L
sin

z m dz

dependent uniqueoient de la sommation des series des puissances ro-

ciproques des nombres naturels et des nombres impairs prises alter-

nativement avec les signes + ot , Comme on obtient facilement des

valours tres rapprocbees de cos derniores series, on pourra on con-

clure les valours dos integrales relatives a z. On pout encore on do-

duiro les valeurs des integrales

I : &quot;

tang;(/;, / ; &quot; colzdz,

prises entre los limites ^ = o, z =
^-&amp;gt;

ou memo outre los limitos

Si, dans les ecjuations (/&amp;gt;),
on remplace, en general,

par

on pourra doduire de ces equations les valeurs successivos de
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qui seront ainsi exprimees a&quot;u moyeii des integrates tie la forme

clz.
cosz/smz

rin

2(1 H- CO

l)c memo, si, dans les equations (q), on reniplace

qk par
- rk ,

on pourra deduire tie ees equations les valeurs tie

r\, S-2 ,
/ a, S;, . . .,

qui seront alors exprimees au moyen des integrates tie la forme

/smz
zm -f dz.

2
(

I CO

De plus, la valeur tie r^ peut etre determinee immediatement par J in-

tegration. On a, en effet,

- r dx
=i/fal

t&amp;gt;

i
\

I .

J. e^-hi - {

On pourra done obtenir plusieurs equations de condition entre les

tleux especes d integrales relatives a z. Par exemple, si Ton retranehe

la seeonde equation (/?) de la seconde equation (&amp;lt;/),
on trouvera

; ()=/
fl

On trouvera encore

r^ 3 co5;+ (.^ ;)J = ;
./. SHJS
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La premiere des formules precedentes etait deja connue (voir M. Le-

gendre, Supplement a la premiere Partie du Calcul integral, p. /j3). On

pent aussi la mettre sous la forme

/J

et 1 on peiit encore en deduire 1 equation suivante

/(arccot.r)-
dx r/(?.).

.

Coiollaire V. -- Si les functions

P et P&quot;

s evanouissent pour z = co
, quel que soit x, en faisant /; = ^c dans

les equations (36), on aura

et, par suite, en prenant les integrales relatives a r enlre les liniites

5 = o, z = co , on trouvera

(44)

I p dx - - \ -- = f P&quot; d= I
p&quot;

(/z,

i/O t/fl -

I
,,, *

Ar== / P r/s- / /r/~.
^0 ()

Si
/?

est une fonction paire de x, on
aura/?&quot;=- o, et,-par suite, la

premiere des equations precedentes sera reduite a

(45) f /^/jr:
-. T PVs-r-A .

- o ^

Exemple. --Soit
.r^

&quot;
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on aura

-i.X^. oliiiX I OC ~*
*
~

I
I COS OC I

o \ o
P = i -

/e-f-e-2
\-COS2.T

\ 2 /

COS.T i
] + (x- z-} sin.r

-- H- e ---
\

COS2.T

P- ^M
I

Si d ailleurs on suppose la seconde limite cle x plus petite que ~, on

aura A ==o, A&quot;=o; et, par suite, en admettant les valeurs prece-

dentes de P et de
P&quot;,

on aura

&amp;lt;&= C -dx,
J (siii^)^

e- e -
i-
^dz,

La derniere des equations precedentes s accorde avec diverses for

inules trouvees par Euler. Quant a la premiere, si Ton y suppose 1 in

tegrale relative a x prise entre les limites x = o, x = -, on aura

et, par suite,

(.) r
/n

,

Sill a: 2

On pent verifier facilement ce dernier resultat au -moyen d une inte

gration par serie.

Corollaire VI. - - Si les valeurs de P et de P&quot; sont indeterminecs

pour certaines valeurs de x etde z comprises entre les limites des inte

grations, les equations (u), (12), (i3) et (i4) du II (P
e

Partie) de-
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viendront inexactes. Mais on trouvera facilement, par la methode ci-

&amp;lt;lessus exposee, les corrections qu il faudra, dans ce cas, lour fa ire

subir.

(&amp;gt;s corrections sont determinees par la regie suivante.

Soil S,,, -+- T,M y i ce que devient la function de x,

(juand on y remplace x par x -+- z \ i . Soit, de plus, A ,,
la valeur de

A relative a 1 integrale

*- a - b

et
A&quot;,,

la valeur de A&quot; relative a 1 integrale

i a&quot;
r&amp;gt;

b&quot;a rt yp
/ Olm

j^ ^ A

j ,dx.h.

On remplacera, dans les equations (n), (12), (i3), (14) (I
re

Partie),

1 integrale

/ p z&amp;gt;&quot;&amp;lt;l- par / p z (k. + \&quot;m ,

o - o

et 1 integrale

/
i)&quot;z

&quot;ch par f it&quot;z

m fh \ m .

^0 t-

Exemple I. -- Soit

-2.C |O 1

Supposons que 1 on integre, par rapport a x, entre les limites t-f= o,

.r = oc
, et, par rapport a z, entre les limites s = o, z = b

&amp;lt;&amp;lt;

2-. Enliii

designons comme ci-dessus par qk 1 integrale

r*x* \&amp;lt;ix

J ex i
o

Si Ton fait successivement

m = i, m -

2, /n = 3, ..., m in, m = 2 + i,

OEuvres de C. S. I
, t. 1 . 58
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les equations (u) et (i4) apres avoir ete corrigees, donneront

.7 e- x 9,e-c cos ft

/&quot;

x
e- 1 cos ft r

- ; - ae* cosy + i 2
= ---: b + b-

et, en general,

/p.*
sin ft

;
x- n ax

e-x -2ex cos ft -f- i

.

fr i
-

[ i \n _1 b- il
ft-&quot;

|
2 2(2/l-+-l)

9. 7Z I 9. Al I ) (f. H 9. I (9, 7? 3 ) (
9. // 4) / o

rt

1.2.3.4.5

?-
c COS ft T

jc- l + t dx

?, 2
(
2 + 2

)

( 9. /?, -|- I ) 9. 7? f 2 H

-h... .

.2.3.4.5

(2 rt + 1 1 9 n (2 n i (9. w 2 1 9. n 3^/o

Si, au lieu de supposer

on eut suppose

on aurait obtenu les formules donnees par M. Legendre (lV
e Partie dcs

Exercices de Calciil integral, p. 10/4).
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*V * rJt t / s

10. *^ **&amp;gt;&amp;lt;&&amp;gt;

459

\C%5^^
Les ( ({nations (p) determinent les valeurs des integrales

A e ~ c ~~ ^ cos 6 -j- i
--1 -- -jie-

1
cos/&amp;gt;

en supposant connues les valeurs de

rales

. ., c est-a-dire, des

/
&quot;* xdx r* x* dx

J. *^ J, 7=i

Xous avons donne plus haul les valeurs de ces dernieres. Mais on

pourrait les deduire immediatement des equations (*&amp;gt;).

En effet, si Ton

suppose, dans ces dernieres, b -, on aura generalement

2 -1 - 2 e-
1 cos 6 + i

et, par suite,

7-3

d oii Ton conclut, comme ci-dessus,

E.remple II. Soil

/
= :

ê* e

on determines facilement, par les methodes precedentes, les valeurs

des integrales

c* r r
x

i
r&quot; i

.r r/jr-, I x 3 dx, I x- dx, . .

I f&amp;gt;.C f^.f ft.C pJC f&amp;gt;.C fs.C
o J K Jo e

58.
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et celles des integrates de la forme

f
x

(e
x

e-*) cosb /

/
^ 2 &quot;+l

.,,. -V- niuf9 /J e-1
2. cos 2 b -+- e---c J

b etant
&amp;lt;-. On trouvera, par exemple,

C __ __ rf

Jo e^-T-^

e--1 2 cos 2 6 -+- e~--c

4 6

r*__!_ - 2
^&quot;ii

j

/ e-^-e^ 8 So
71

f^J e- -*

*&amp;gt;

&quot;

i i

fix -
l*vC- ~y /

I 2 ^ 2

/co

y. |

dx par tk , on aura encore
e e

--v
] cosb

e-- c -i. cos 2^

1.2.

i . a . 3 . 4 . 5

sin ft

e --1
.2 cos 2 ft + e2-*

,
,,
FT: .

.
&amp;gt; re

(
2 7i i

) (
2 7i 2

)
.-

n_4
6 *M -

| + :

-rrr-
J * l

- 2n
(
2n i)(2/t 2](aw 3)(2 4)

&2//
_.-

_
I

1 .2.3 -4-5

Au reste, on deduit facilement les valeurs des integrales precedentes

de diverses formules trouvees par Euler.

Exemple III. -- Soil

f(x] ax +
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une function impaire et entiore de x. Si Ton fait

P =
f( e c

} /(e--* }
a

(
ex e~x

}
-+- b

(
e*-c e-*-v }-+-.

on aura

a e v *--c
)
cos z -+- b \ e*x e~*-c } cos 33+..

P&quot;

e-*) cos 2 +
6(&amp;lt;?

;u e~ 3j:
)
cos 3 z -+-... \--i-[tt (e-t- e-*) smz + b(e

AJL e~ 3 -1
] sin3r-K..

|-

a
(
ex f~x ] sin z -+- b(e*-

f e-*- 1
]
sin 3^ -f- . . .

- l e- j:
}
cos- + b^-1

e&quot;
3^ cos 5 + ...]-+[a

//L.J: 0,
&quot; =

-

Si, do plus, on designe par B et B&quot; les corrections a faire aux se

conds membres des equations (n) et (i4) (I
ie

Partie), on aura, cu

admettant les valours precedentes de p, P et P&quot;,

r
/

Supposons rnaintenant que Ton doive integrer, relativement a x,

entre les limites ^r = o, x = oc
, et relativement a ^, entre les limiles

z = o, z - --On aura generalement

/

/ P

et, par suite, la premiere des deux equations precedentes se trouvora

reduite a

1-2

Si, dans cette derniere, on fait successivement // = i
,
n = ?., n j, ....

on obtiendra une serie d equalions qui determineront les valours des

integrates
/ r i

t

I pxdx, I pjc*dx, I

-^o o - o
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Si, an lieu d integrer, relativement a z, entre les limites z = o,

= ~i on integrait entre les limites z = o, z -, on meme entre les

limites z o, z = kr,, k etant un nornbre entier quelconque, on aurait

el, par suite, en faisant successivement n = i, //. = 2, n --. 3, . . ., dans

la premiere des equations (&amp;gt;),
on obtiendrait encore les valeurs des

in teg-rales
/,* /,v, ,,

/ pxdx, I px^dx, I
px&amp;gt;

d.r, ....
.- n - n / n

Pour que cette dcrniere methode reussisse, il n est pas necessaire que

f(x] soit une fonction impaire de x\ il suffit qu elle soit entiere ou

meme rationnelle. En general, cette metbode est applicable toutes les

Ibis que, p etant nul ou constant, P&quot; s evanouit pour certaines valeurs

de z. II est aise de s assurer que ces deux dernieres conditions seront

lies si Ton donne a p 1 une des valeurs suivantes :

fi(e-* e-*)-*- b(e*
j: e--- c

)^r. . .

y.(ex e-*} -+- B(e zj:
?--*}-+-. . .

~
a -+- b

(
ex H- e~x

}
-+- c

(
e-x -f- e~ ijc

}
+ . . .

a -\- b ?-*-+- ce--*-)-. ..

a, o, y, * . ., a, b, c, . . . etant des constantes arbitrages. 11 est toute-

Ibis necessaire de supposer que cbacune de ces valeurs de p s evanouit

pour x
-- co .

Par des raisonnements semblables a ceux qu on vient de faire, on

prouverait que 1 equation (i3) (l
re

Partie) fournira les valeurs des inte

grates

/
/) &amp;lt;l.r,

I px-djc, I px dx, ...;
^0 &quot;-A)

l
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si Ton donne a/? la valeur suivante :

-f- 6 ex + e-*} -4- y (

&quot;
-+- e~-* } 4- ...

VI,

SECOXDE APPLICATION, POUR FAIRE SUITE AU III DE LA PREMIERE PARTIE
( ).

Considerons d abord les equations (i5) du III (I
ie

Partie). Si los

quantites P , P&quot;, renfermees dans ces equations sous le signe /
&amp;gt;
de-

viennent indeterminees pour certaines valeurs des variables comprises

e ntre les limites des integrations, ces memes equations seront inexactes.

Pour les corriger, il suffira d ajouter respectivement aux premiers

membres les valeurs dc A et de A , determinees par les formules (33),

(34) et (35). Seulement, dans ces formules, le signe S ne devra s e-

tendre qu aux valeurs de a et de &amp;lt;o pour lesquelles les deux quantites

a flo
A

&quot;&amp;gt;

A = -
a a

se trouvent comprises, la premiere, entre les deux limites de .r, et hi

seconde, entre les deux limites de z.

Les valeurs de A et de A&quot; etant determinees, comme on vient de !&amp;lt;

I

1

)
Les equations (i.5| et (21) de la premiere Partie etant corrigees, comme ilest dit dans

ce paragraphe. pourront etre renfermees dans les deux formules

i

r
r c

(fi-+-z\/i) I f(/r.r-+-.rz\/ i) dx fi I j(a.r}tix

i :

.

I / ,*
-

/[/( cos X -t- y/ i sin/).r J
dx

|

= gg^-i^&quot;!^
r r*

*-*/(*] ,/.,- - A-- A-V
-

-
1
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&amp;lt;lirc, il suffira, pour corriger les equations (r6) (I
l e

Partie), d ajouter

respectivement aux seconds membres de ces equations les quantites

Enfin, pour corriger les deux equations (2.1) (I
re

Partie), il suftira

d ajouter au second membre de la premiere

A&quot; Sinn/* A cosn/r

et au second membre de 1 autre

-
A&quot; cos/7/r -h A si

/ designant toujours le plus petit des arcs qui ont pour tangente
-

Exemple. So it

Si Fun suppose n
&amp;gt;

i
, on aura A o, A&quot;--= o; et, par suite, les equa

tions (21) (I
re

Partie) donneront immediatement

/

*
e-l cost&amp;gt;.r i cos/?/r r*x l -*dx

I x&quot;
- - dx -

I i

6*^ H~ TI g-* COS uX ( I _ f *&quot; ~t~ I-

sin/? A&quot; l
x x-* dx

. it^*,

;-* rt 2 e-c cos o ^ -+- i

( a- -+- b- }-

X- etant le plus petit arc dont la tangente soit egale a -

Lorsque n est un nombre pair, les valeurs des integrales

x&quot;-* dx

sont connues. On pourra done obtenir, dans le meme cas, les valeurs
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&amp;lt;lrs integrates

r e^cosbx i r e-c *mbx
I a;&quot; r -ax, I xn~* - -dr.
J e--c :t zex cosbjc -+- i J f- 1

t.e-c cosbx -i- i

VII.

TROISIEME APPLICATION, POTR FAIRE Sl ITE AU VI HE LA PREMIERE PARTIE
( ).

Supposons que les fonctions Q , Q&quot;, renfermees dans les equations

(33) du VI (I
rc

Partie), deviennent indeterminees pour certaines va-

leurs de x et de z comprises entre les limites des integrations. Alors

les equations (33) seront iuexactes. Designons a Tordinaire par A et

A les quantites qu il sera necessaire d ajouter aux premiers me nibres

de oes equations pour les rectifier. Concevons, pour plus de facilite,

que I equation
- = o n ait pas de racines nulles ni egales entre elles;

et soit a -H v i une racine de cette meme equation, devant etre

mil, lorsque la racine est reelle. Si Ton determine les valeurs de \ et

I

1

)
En corrigeant les forrrtules (33), (3{), (35), de la premiere Parlie, comme il est dit

dans ce paragraphe, et posant

f(.z)
= q cos/ -I- \/ i

(j sinr,

on obticndra diverses (Hjuations, desquelles on deduira immediatement la formule (L), eten-

duc au cas ou la fonction/(.r) devient imaginaire. On en deduirait egalement les formules (S)

et (U), en prenant

3(x) , .3\x)
ri cos/- = w .r

| -=rt ? ri sin/- = y (
x

) (

F(x)
7-^

F(.rj

Si Ton suppose en particulicr / = nx, on verra la formule (S) comcidcr avec I equation (5a),

$(x\
et la formule (U) avec l (*quation ( J3). Dans la nuMne hypoth&se. si Ton fait

&amp;lt;y

= &quot;

\
,

h (.r)

la formule (L) deviendra

Cette dernierc peut remjilaccr a elle scule les ejualions (5a) et (53). II est bon de rappolcr

que chacun des terrncs indi({u6s par le signc S doit &amp;lt;Mre r6duit a moitie quand la valour

OEuvres de C. S. I, t. I. 5g
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de
(/. par les equations (16), ainsi que les valeurs de y et & par les ^ ([na

tions (26); si, de plus, Ton designe par

&amp;gt;.x,8, [J-x.Z, yy.,%* &amp;lt;3a,g,

les valeurs de

)., u., y, o,

qui correspondent a des valeurs positives de y. et de
,
et que Ton rem-

place, dans cette notation, a par zero, lorsque y. devient nul, et par

zero, lorsque & deyient nul; enfin, que les valeurs extremes de x et

de z soient positives, et ne rendent pas indeterminees les deux fonc-

tions Q et
Q&quot;

: on aura toujours y,a
= o, et, par suite,

(46) A =

(47) A&quot; [2S(ya,gXx ,6 + 3a,^a,g)-|- S(y ,6^o,6 + 3
, 6/^0,6 )

-H S (y a ,o

le signe S se rapportant a toutes les valeurs positives de a qui se trou-

vent comprises entre les limites des integrates relatives a x, et a toutes

les valeurs de qui sont comprises entre les limites des integrates

relatives a z.

Si 1 equation
- = o avail une racine nulle, la valeur de A serait en

general infinie. Mais, dans ce cas, la valeur de A&quot; resterait finie, et

correspondante da 6 s evanouit. Alors aussi 1 iiitegrale defmie qui compose le premier memlm*
de la formule (Z) doit etre re&quot;duitc a sa valeur [)rincipale.

Si, dans 1 equation (Z), on pose successivemrnt

r
\ i

g^

F(.rj

on en tirera les formules

f* rcosst.r r (
* x sinr/.r .

I dx = -
fr-or, /

-d.t = - c- a \
J .r2 + / 2

:&amp;gt;. JQ
x*-^ f&amp;gt;- &amp;gt;.

C^ /COS/ /.r T: . /** ,r siiu/.r 7
T:

rAj; -- sinr// . / ax = -
cOsfir,

J **-r* 2 J9
x-i-r*

dont les premieres ont ete donnees par M. Laplace, et les dernieres par M. Bidone, geometro
italien.
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srrail donnee par 1 equation

(48)
/
g/x /, -4-

Corollaire I. Supposons, comme dans les equations (38)

;i
re

Partie),
r= F

(
x I a x ;

les equations (26) donneront,

19

si Ton a a
&amp;gt;&amp;gt; o, &amp;gt;. o,

yx.o (-&amp;lt;& cosaa, o-

si Ton a y.^&amp;gt; o, = o,

% = e

si Ton a a o, 6&amp;gt;&amp;gt; o,

Supposons, de plus, que Q et
Q&quot;

s evanouissent pour des valours

infinies positives de la variable z. Si Ton integre, relativement a a-,

entre les limites x = o, x = cc
, et, relativement a z, entre les limites

5 = o, z = =c
, la premiere des equations (38) (I

re

Partie) deviendra

5o-)
~

/

Si, an lieu d integrer, relativement a x, entre les limites x o,

.1- =- cc
, on voulait integrer entre les limites x- - cc

, x = o, on

trouverait, en raisonnant comme on 1 a fait ci-dessus
( V),

(5,
/j r

r

^ [y0,6/^0,8]
^

^o -ot,o^ 2t,o)J~ ~t~ I (J (

. ,



468 MEM 01 RE

En ajoutant ces deux equations, on trouvera

/.,

(5a) / q cos ax dx = [28 ^/a,6yx,s o
aj sy ai g) S(oa,o?.x,o}]r:, .

/_ a:

les valeurs ties quantitys y,
?$ etant determinees par les equations (4#)

ct le signe S se rapportant a tontes les valeurs positives nulles ou ne

gatives tie a, mais seulement aux valeurs positives de 6. Cette derniere

equation est analogue a celles que nous arons trouvees ci-tlessus, V,

On trouvera de menie

(53)
I q si

&amp;lt;/

cos^^rc/.r aura
- u

pour valeur la inoitie du second meinbre de 1 equation (52). De ineme,

la inoitie du second meinbre de 1 equation (53) donnera, si q est une

fbnction impaire de x, la valeur de 1 integrale / q s\\\axdx.
Jo

Exemple I. -- Si Ton fait

I H- X-

l equation (5a) donnera

C* cosax , T:

I
dx = -e -;

J + & 2

et si Ton suppose

I equation (53) donnera

T x
.z-s

JQ

Ces formules sont bien counties.

En general, si
^ represente une fonction rationnelle quelconque

de x, les formules (5a) et (53) fourniront les valeurs des integrales

P &amp;gt; ]
.

cosa-z1

f/.r, /

o *J
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l&amp;gt;

sans quo Ton soil oblige de decomposer la fraction en fractions

simples. La methode preeedente exige senlement que Ton determine

les racines de 1 equation

0^=0.

Exemple II. Soil

i

(l -h X-) SiF6.r

[/equation

(i 4- x-} sin6.r = o

se decomposers en deux autres, savoir,

i + x- = o et s\nbx=o.

La premiere de celles-ci donnera

y. = 0, S=i,

i

v e~~*. A , 71 = 0, a o.
eb e~ b

Par suite, la partie correspondante du second meinbre de [ equation

(53) sera

Quant a !

f

equation sin&o; = o, elle donnera

kn=:J =6,

k etant un nomhre entier positif, mil ou negatif; et, par suite,

, u. = o.

Ainsi la partie du second membre de I equation (53), qui correspond
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aux racines de Pequation sin&o~ = o, sera

Si done on fait, pour abreger,

ffl \ / -2

COS
I T 77 COS -r- 77

i 3 a
COS -r-

\ o

on aura

/sin/7:sin^;

r/.r

on, ce qui r(3vient au meme,

d.r

i + x-

On a d ailleurs, en supposant a

/
sn.r

i -i- x- i e

on aura done, dans la meme hypothese,

R -
2

D ailleurs il cst facile de voir que la valeur de R restera la meme, si,

b ayant une valeur constante, le rapport j
se trouve augmente on di-

minue d un nombre pair quelconque. Par suite, si, a etant
&amp;gt; b, on

designe par ^r la difference absolue qui existe entre le rapport ^-r
el le

nombre entier le plus voisin de ce rapport, on aura, en general,

rft

&amp;gt;6 ^6
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d oii Ton conclut

/** sin ax dx r. erb -\- e~ rl&amp;gt; 2e~nr smax
./ sin bx \-\-x- 2 t-

6 e b

On obtiendra de meme les valcurs des quatre integrates que nous

avons considerees ci-dessus, V, corollaire II, quel que soil le rapport

des quantites a et b. II est seulement necessaire -d examiner si It-

nombre entier le plus voisin de la
fraction-^

est pair ou impair, et si

ce nombre est inferieur ou superieur a la fraction dont il s agit. Ainsi,

par exemple, si Ton suppose que ce nombre soit pair et inferieur a la

fraction
-^

en representant la difference par i/-, on aura
( )

Si, dans ces diverses equations, on suppose ^ tres petit, on aura, li tri-s

pen pres,

bjc b -b b ~ br=

et, par suite,

/^ J^c
/

cosrt.r = - e &quot;

I I 7- - o
t/0

r*
sinrz.r r/jr 77 ,

gg j
i^ jf &quot; 3

ce qui s accorde avec les form tiles connues.

( )
Les formules (z h ainsi que les equations (g), (//), . . ., fournissent seulement les va-

leurs principales des integrates qu elles renferment.
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Si le nornbre entier le plus voisin de la fraction
j
etait impair, an

lieu d etre pair, il faudrait, dans la premiere et la troisieme des equa

tions (z), changer le signe de chacune des deux quantites e
b
\ e~bl

; et

si le meme nombre entier, au lieu d etre inferieur a la fraction .-^

40

lui devenait superieur, il faudrait changer encore, dans la premiere et

la quatrieme equation, le signe de ces deux quantites. Par suite, il n y

aurait rien a changer dans la premiere, si les deux hypotheses prece-

dentes avaient lieu en meme temps.

L analyse qui conduit aux equations (z} fournit aussi les valeurs des

(juatre series suivantes
( )

:

sin$ sin 30 sin 5 6 r. e^m__ e -m

2/n emn e &quot;/7r

j^ e^ rn
| g-O/w

i + m- 3 9 + ni- 5 9.5 + m-

i sin 9. Q 3 sin 3^
jiim

f&amp;gt;
-in-K

9 + m-

On deduit facilement de ces quatre series tous les theoremes connus

(

l

)
Les series dont il est ici question, et beaucoup d autres, peuvent etre donnees direc-

tement a 1 aide de la formule (0). Ainsi, par exemple, si Ton pose

F
(;

on tirera de la formule (0)

cos cosy, ) cos 3 9

T:\ iiiii i --t- /- 4 -I- ///- 9 -t- /y/
2

ce qui s accorde avec 1 equation qu on obtient en egalant les deux valeurs de R.

Au reste, il est facile de voir pourquoi 1 analyse dont nous avons fait usage dans le VII

nous a conduits a la semination des series dont nous venons de parler. En effet, les for-

mules (z) sont tirees des equations (5a) et (53) comprises dans la formule (Z) ou (L). Au

contraire, les formules
(g-)

du IV ont ete tirees de la formule (3g) ou (N) ;
et comine, pour

deduire les formules (L), (N) 1 une de 1 autre, il faut necessairement avoir dgard a 1 equa

tion (0), il est clair que la comparaison des formules () et [h] devait nous ramener a la

consideration des series qui peuvent 6tre sommees directement.a 1 aide de 1 equation (0).
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sur la summation des puissances reciproques des nombres naturels cl

des nombres impairs.

Corollaire II. --
Designons toujours par A et A&quot; les corrections ii

fa ire anx seconds membres des equations (38) (I
re

Partie), dans le cas

oil Q et
Q&quot; deviennent indeterminees pour des valeurs des variables

comprises entre les limites des integrations. Concevons, de plus, qu on

integre, par rapport a x, entre les limites x = o,,
x - -

et, par rap

port a 5, entre les limites z = o, == oo . Les equations (38) devien-

dront, si Ton suppose a i,

(54)

/
T-

\ I q COSxdjc= I Q e : dz I
q&quot;e

z dz-\-\ ,

} J\ Jo Jt

I q siller dx -- I Q ^- -dz-i- I q e ~dz-\-\&quot;,

J* -

et, si Ton suppose a =
^&amp;gt;,

/
-

i r~ r x r x

\
I qcoB*xdx= \ Q&quot;e^

z dz q&quot;-~dz
l

(55)

| &amp;lt;/

siii2.rrf.ri: / Q e--~ dz +- I q e -~ dz -f- A&quot;.

Dans ces equations, A se trouve toujours determine par la for

mule (46), et A&quot; par les formules (47) on (48).

Si
(]

est une fonction paire de x, on aura
q&quot;

= o; par suite, la pre

miere des equations (54) se trouvera reduite a

V

5 (
&amp;gt;)

/

Jo

et la premiere des equations (55) a

T.

;&quot;&amp;gt;7)
/ qcosixdjc I O&quot;e-~dz-ir\ .

.

OEuvres de C. S. I, t. I. 60
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De memo, si q est une fonction impair? de x, on aura q -=o\ par

suite, la seconde des equations (54) se trouvera reduite a

r
l

c&quot;

(.58) / qsmjccljc-= Q&quot;e ~&amp;lt;/z + A&quot;,

^0 *

et la seconde des equations (55) a

T

(59 )
/

Si, dans ces quatre dernieres equations, on parvient a obtenir les va-

leurs des integrales- relatives a z, on en conclura celles des integrates

relatives a x, et reeiproquement.

X
Exemple I. -- Soil

Comme les limites des integrales relatives a x sont o et -&amp;gt; on devra
?.

supposer, dans Q et
Q&quot;,

x- - Cela pose, on trouvera

sin
(

h z V

On aura d ailleurs A = o; et par suite I integrale (5G) deviendra

r
/

Cette integral? a ete donnee par Euler. Nous Favions deja obtenue

dans le V, inais par une method? moins directe. On obtiendra d?

menie, en general, la valeur de I integrale

C~ (y. -+- 6 cos?..r + y cos/l-^ 4-. ...) COSJT
7

I __ L 3 jc.r,
/ a smx + b sin 5x + c sini)^ -f- . . .
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y., 6, y, . . ., a, b, c, . . ., etant des constantes arbitrages. On aura, en

effet, en vertu de 1 equation (56),

I
VJ1 ^^ _,_, ....^ , - x dx
a -4- 6 cos ?. .r -4- v cos .1 .r -4- . . . ros .r

;_i_!_
a -+- b COS2.Z H- c cos ^ 4--

a(e
z

On peut d ailleurs obtenir faeilement la valeur de cette derniere par

les methodes d integration connues.

Example II. -- M. Poisson est parvenu a determiner la valeur de

1 integrale

C siii-i

fl + co
x ax.

On peut deduire immediatement cette integrale de I equation (09).

On obtiendra, en general, par la meme equation, la valeur de 1 inte-

grale
r.

r

2

f y. -+- S cosa.r -+- y cos4-^ +-...) sin ^&amp;gt;.x ,

r f Xdx\
t/o

a -+- b coS2.r -+- c cos jo: -f- . . .

a, ^, r, . . ., , /&amp;gt;, r, . . ., etant des constantes arbitraires.

Dans les deux exemples precedents, il est necessaire de supposer

que la fonction q ne devient pas infinie lorsqu apres avoir remplace,

dans cette fonction, x par -z\ i, on suppose z = cc . Neanmoins,

si le contraire avait lieu, on pourrait encore obtenir les valeurs des

integrales relatives a x, en substituant aux equations (5/i)et(55) les

equations sernblables qu on deduit des formules (38) (l
e

Partie), en

supposant successivement, dans ces dernieres, a = 3, a = 4 a = 5.

Go.





PREMIER SUPPLEMENT,

ou

DEVELOPPEMENTS RELATIFS A LA SECONDS PARTIK

DU MEMOIRE SUR LES INTEGRALES DKFIMES (M.

PREMIERE QUESTION.

Deduire des formules obtenues dans le Memoire la valeur de Vintegrate

i ^

X x slrmedjc

a + cos 2x

Solution. --
q etant une fonction impaire tie x, et

Q 4- Q&quot; s/^i

etant ce que devient q lorsqu on y substitue
r
- -+- z v ^l an lieu de x,

on a, par la formule (Sg) de la seconde Partie,

/ q sin -2 x dx == / Q e
&quot; Zz dz + A&quot;.

^0 J

Dans cette meme formule, la valeur de A&quot; est determinee par 1 equa-

( ) Les deux Suppl6ments qu on va lire sont ceux dont il esl parte dans le Rapport, et que
1 auteur avail compos6s pour repondre aux observations faites par le rapporteur. II est cssen-
tiel d obsen er que plusieurs des formules etablies dans ces Supplements renferment des into-

grales definies dont les valeurs generales seraient ind6terminees-, mais que Ton suppose
r6duitos a leurs valeurs principales.
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lion (47); et lt?s valeurs de y, S, sont donnees par les equations (49),

dans lesquelles on doit supposer a = 2.

Pour appliquer la formule (5$) a la determination de I integrale

&amp;lt;

rx sinajt-
r -

CM?,
^ o

a -HO cos2.r

on fera

F(#) a 4- b cos 2.r

et Ton aura par suite,

Q H-QV-i =
+ COST: -4- 22 v

/~v/ ^

Cela pose, si Ton fait e~-
z = u, on trouvera

u da

Si Ton veut que cette derniere soit prise entre les limites u = o, u = i ,

elle changera de signe, et Ton aura, en consequence,

ce qui reduit 1 equation (09) a

(A)

Pour achever le calcul, il est necessaire de distinguer deux cas difle-

rents, suivant que la quantite designee par a est inferieure ou supe-

rieure a 1 unite.

Premier cas. -
Supposons d abord a

&amp;lt;
r : le systeme de valeurs

de a et de , pour lequel la valeur de a se trouvera comprise entre les

limites o et ^-, sera, en vertu du I (exemple VII), determine par les
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equations

(B) y. = ^ arc cos
( a], B = o.

On aura, par suite,

C u (In r u (In y. cos 2 y.

(C /
- - =:

/
= /(2 2fl)- ;

/ 2/&amp;lt;-+-i Jo

-
-f- -2ii cos?.a + i sin:&amp;gt;.3

Dans lo memo cas, la valeur do A&quot; so trouvera roduite a

An _ -\

&amp;lt;/?.,
o r-y., o-

On a d ailleurs, en supposant a = 2 dans la troisieme d&amp;lt;

i s (
(|ii;-

tions (49),

Enfin, la valour generale do \, donnee par la premiere des tor-

mules (16), etant

si, dans cotte formule, on suppose

a -r r*! *
S o,

F(.r )
+ cos 2

et par consequent,

F

on trouvera

X =
F a 2 sin 2 2

On aura done

, j /

Celapose, si, dans la formule (A), on substiluo pour A&quot; et /

J II- &amp;gt;. (IK -t- I

lours valours tiroes des equations (C) et (I)), on trouvera

/CM /

* ^ sin2.r 77 .,

(
E

)
/ a + cosaj/7-r= -j/(a &amp;gt;).
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Second cas. --
Supposons maintenant a

&amp;gt;
i . Le systeme tie valeurs

de a et de 6, pour lequel la valeur de a restera comprise entre les

lirnitcs o et -, sera, en vertu (hi I (exemple VII), determine par les

equations

(F) a = A7T, 6=U(a + v/^&quot;=l);

et, si Ton fait, pour abreger,

a \/a- i =/, a
on aura

r n ^ii

&amp;lt;

G
&amp;gt;

J, srfVs

Quanta la valeur de A&quot; donnee par 1 equation (^7), il sernble, au pre

mier abord, qu elle devrait etre egale a

Mais, comme la valeur ^- de a est une des limites de 1 integration

relative a x, on devra reduire a moitie 1 expression precedente, et sup-

poser, en consequence,

A&quot; =77(73,6?.*, ?&amp;gt;
+ &amp;lt;5a,S^a,g).

DC plus, si, dans les equations (4o) on remplace par 2, a par ^-,

el 6 par

on trouvera

Knfm, on aura aussi

-6V- 1 6

2 sin
(
2 a + 2 b v i J

Cela pose, la valeur de A 7

se reduira simplement a

H) A&quot;~ ~^~ 7T- l(g}.
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Si maintenant on substitue, dans la formule (A), pour A&quot; et

-. leurs valeurs donnees par les equations (G) et (H),

rx si

rt +
in?, .r

**- T*
/ 1

\ / /
v

-7^- +-4&amp;lt;^&amp;lt;

ou, pa rce que g = a + ya
- -

i ,

(I)
/ .r sm2.r
/ dx =

7. W + COS 2JT
_/ (2a

_ 2)+ -/( a + v
^_ I

Corollaire I. - - En faisant usage des valeurs de a et de trouvees

dans le I
ei

(exemple VI), on arriverait, par une analyse enlierement

seml)lable a celle qui precede, a la determination de { integrate

x sin ?..r

a cos2.r
dx,

i&quot; dans le cas ou Ton suppose &amp;lt; r, 2 dans le eas oil Ton suppose

&amp;lt;7&amp;gt;i.
En joignant les valeurs de cette derniere integrate aux equa

tions (E) et (I), on obtient les formules suivantes,

i pour a
&amp;lt;&amp;lt;

i ,

/

(

sin?,x-
(I COS2.T

x dx T /
(
2 -t- 2 a

) ,

sim.r

-t- cos?..r

2 pour &amp;gt;
i ,

.27 WJZT
*

/

sm2.r

COS2.T

2 -+- cos2.r

OEuvresdeC, S.I, t. I.

7T .,~ -
7 /

4
V&quot;
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On pent vtM in er les deux dernieres formules par les methodes con

nues; et, en efi et, si Ton suppose toujours

f=a y/rt-
I

,

on aura / &amp;lt;&amp;lt;
i, et

sina.r ?. /&quot;sina.r

cos?..r i -t- /
-

2^/ cos?. .r

y -+- ?.- sin

sina^r

a -i- cos a^ i +/ - H-
-&amp;gt;./

cosaji-

:=
?./ sina.r ?.f- sin 4-^ + ?-

t/
:l

On a d ailleurs, en gen(-ral, x etant un nonil)re entier/?,

/ x sinaaa: dx = it ^- ,

-
,

4 *

le signe 4- devant etre aduiis dans le eas oil n esl un nonihre pair, el

le signe dans le cas contraire. Cela pose, les equations (L) condni

I ont anx suivantes :

%&quot;-
&amp;lt; =r ( +/).

|
(I CUS * X i \ I

Ml

..i , f fI ; Sill 2 37 77 // /
I I /v-

fly- _1 I 11_

] t o
a cos -2X a \ i a

r*
sin2 -r

f df ;= *ti+-+.4 \= --/ -/&quot;

.X- f/cA - ^ ,. I . I

\ /

Jo
a + cos-ix v. \ i

el coininc on a, de pins,

il en resulte qne les e(jiiations (M) coincident parfaitemenl avec les

deux dernieres equations (K), ainsi qa on devait s y attendre.
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Corollairc II. -
Lorsqu on suppose a

&amp;lt;&amp;lt;

i
, la (bnction placee sous

le signe / - dans 1 integrale
t

r
3

siir..r
.r (ijc,

Jt
a cos 2 x

devient intinie pour la valeur a. de .r determinee par Inequation

COS2.Z = O.

.Mais alors I mlegrale dont il s agil pent se decomposer en deux autres

de la forme

/sin
2 u r sin &amp;gt;. v IT. \,

It (III, 4 Of,
a cos^.w j a -f- cos 2 v \ ?. j

prises, la premiere, entre les limites u = o, u = a, et la seconde, entre

les limites v = o, v= -a. (]ela pose, si Ton (ait

2 y. I . . x\ iy.
u = -

on aura

u- -
r, = i

-
r,

/.

fsmsr ^
a cos .&amp;gt;. ^c

5 (r mr -} sin 2 1 1 /,;r
/ ;wr sin7/&amp;gt; , r v &quot;

/
/ ) -4- I I W

/ &amp;lt;/) ,

r COS2MV ,/o
a-t-cos-?. (i m r

les integrales relatives a j etant prises, cornme Tintegrale relative it .r,

entre les limites o et - On a d ailleurs
2

2

sin 9. .r TT

X UJC = -r I 9. + UrtT .

o
cos ?. a

Par suite, ( equation precedente deviendra

J
\ (i m}-}-(i - m

:

-

siii-.(i
\ / m-r sin .?/&amp;gt;/&amp;gt;

2 J
/

--h J-
-

\ /
/

\ /\ ,/
i cosm ~ cos 2 mj- cos wi r. -+- cos 2

;

i //t
) 7-

7T .,

-.7/24-2 COS/NT: .

4
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Si, dans cette derniere, on reduit au meme denominateur les fractions

renfermees sous lo signe / , la somme de ces deux fractions ne sera

plus infinie pour aucune valeur de y comprise entre les li mites o et -

Ainsi, par exemple, si Ton suppose m = ~
t on trouvera, pour la somme

en question,
I/- \ sinr- r ;

a \a
&quot;

/ cosj

t, par consequent, 1 equation (N) se trouvera reduite a

sinr

cosj

Cette derniere equation coincide avec la formule connue

~

X COST
;
-- dx

La transformation que Ton vient d appli(juer a 1 integrale

rsin-2^c
x ajc

a cos &amp;gt;.j;

est egalement applicable a la suivante .

fsina.r
x d.r,

rt + cosa^r

dans laquelle la fonction sous le signe / passe aussi parl iniini, lors-

(ju on suppose a
&amp;lt;

i.

Coroliaire HI. L analyse qui nous a conduits aux tommies (K; pent

s etendre a toutes les integrates de la forme

r
] a

l/ u

H- 6 cos-&amp;gt;..r H- y cos 4 r H- . .

x sin &amp;gt;..* dx.
-t- ( COS .i X H- C COS \.V -+- . .
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Snpposons toujours, a I ordinaire,

y. -+- g cos-&amp;gt;..r + y cos 4^ H- . . .

-I- 6 COS ?. .2? -4- f COS { .T + . . .

Si 1 on fait zx = z.q pourra representer une fonction rationnelle que

de cos-, et la formule (0) deviendra

qz sin- dz.

Ainsi, $(x] et F(a?) designant deux fonctions entiercs dc ,r, on

pourra toujours obtenir les integrale-s de la forme

et, par suite, celles de la forme

f
tT 3 ( COS 3 ) 2f

./. F: cosz sinz

En ell et, pour deduire la formule (Q) de la formule (P), il suf u t de

changer F(cosz) en (i cos 2

s)F(coss).

SECONDE QUESTION.

Comment Ianalyse qui conduit aux formules : g indique-t-elle qu on

doit supposer, dans ces formules, a
&amp;lt;&amp;lt;

/&amp;gt;?

Solution. -- Les equations (g) sont deduites de la Ibrmule plus ge

nera I e
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Mais, en vertu du theoreme II, cette formule ne doit etre employee

jue dans le cas oil chacune des parties reelle et irnaginaire de la fouc-i

tion

3(.r -+- z v
/ i !

i -+- (a. -+- z v
-

l)

s evanouit pour des valeurs infinies positives de ;. D ailleurs, si Ton

fait, pour abreger,

trouvera

R =
I -+- X~ ~ Z-}--+ \X-Z-&quot; (I + X- S -)

2
-t-

]&amp;gt; Q R -
Q&quot; IV, \

vl
Q&quot;

R + Q R&quot; .

Kntiii, si Ton donne a z de tres grandes valeurs, les equations preee

dcntes se reduiFont sensihlemeut a

R

Q
.

^Qy
--&amp;gt;..rCV Q&quot;- -- -

Aiiisi,.pour (jue [ equation (40 ait lieu, il sera necessaire (ju on ait

la fois pour des valeurs iufinies de :;

^=o, &amp;lt;?=.
-

z- z-

Si, j)our ohteuir la premiere des Tommies (g ,
on suppose

sin^.r
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on trouvera

,

-- sin (ax -\-az\t i) (eaz -^-e~az \ sin.r -+- \j \(eaz e~ az
]
co*n.r

bz v i) (c**4-e~**) sin6.r -t- \/ i(e*
s - e *

e~ b
~] *\Y\ax *\v\bx -)- eaz e (lz

}(e
b ~

e.- bz ] cosr/.r ro

,, (e&quot;~
-f- e-&quot;

z \(ebz e~bz
]
smax COS&.T

(e&quot;

z e~ az \(ebz -\- e~ bz
]
cos.r sin A.

Lorsque z devient tres considerable, on pent, dans les valeurs preee-

dentes de Q et de
Q&quot;, negliger les exponentielles e~az

, ?
&quot;*&quot;

vis-a-vis

des exponentielles e
f&amp;lt;:

,
e
b
~, ee qui reduit les valeurs de Q et de

Q&quot;
a

(V = e(a b ^ z
(cos x cosbx + sin a*

On a done, par suite,

cos[a b]jc,

O&quot; ^(-4

;- z-

Les seconds meinbres de ces dernieres equations s evanouissent evi-

deinment pour des valeurs infmies de z, lorsqu on suppose a
&amp;lt;

b. On

petit done alors faire usage de la formule (4 1
)-
M3 8 * si Ton suppose

a^&amp;gt;b, alors, a b etant positif, 1 exponentielle e(a
~b]z croitra heau-

e.oup plus rapidement que z-; et, par suite, les valeurs de -^ \,
-

Z ~
--

~

deveuant infiuies avec la variable z, la formule (/ji) sera illusoire.

Corol/aire 7. -- Si la formule (4i) ne pent plus etre employee dans

le eas oil Ton suppose a^&amp;gt;b, cela tient a ee (jue, dans cette hypothese,

1 exponentielle e,&quot; , qu introduit dans les valeurs de Q el de
Q&quot;

le

numerateur de la fraction

sin/7 x

est d un ordre plus eleve que 1 exponentielle
&quot;

, introduite par If de-
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nominateur de la meme fraction; en sorte que, pour de tres gra rules

valeurs de z, Q ct
Q&quot;

sont de 1 ordre de

On reined ie a cet inconvenient en appliquant a 1 integrale

sina.r dx

/ sindj? i H- x-

le principe de la separation des exponentielles, comme nous 1 avons

fait dans le VII (exemple II). En effet, la separation dont il s agit fait

disparaitre entierement du calcul I exponentiellee&quot;- , pour ne conserver

ii sa place que 1 exponentielle e~az
\ et, par suite, les fonctions de x et

de s, qui remplacent alors Q et
Q&quot;, sont, pour de tres grandes valeurs

de s, de 1 ordre de

II est aise d en conclure que ces fonctions, divisees par z 2
, ou meme

par une puissance quelconque de z, s evanouissent non settlement dans

le cas ou Ton a
a&amp;lt;^ b, mais encore dans celui ou Ton suppose a

&amp;gt;
b.

Ainsi la melhode fondee sur la separation des exponentielles est ega-

lement applicable a toutes les hypotheses. Cette remarque conduit

facilement a la valeur de 1 integrale

sin&amp;lt;7.r d.v

sinbx i H- x-

dans le cas ou Ton suppose a^&amp;gt;b. Cette valeur est donnee par liqua

tion

r&quot;!i
n
_
a5_

J smbjc i

dans laquelle rt r designe la difference absolue qui existe entre le rap

port r et le nomhre entier le plus voisin de ce rapport.

Quoique la fonction renfermee sous le signe / &amp;gt; dans le premier
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membre de 1 equation (R), passe en general par 1 infini, neanmoins

cello circonstance cesse d avoir lieu dans le cas oil ? est un nombiv
/;

rntier. Alors, si Ton suppose a = kb, on aura r= o ou r= i, suivant

que le nombre entier k sera pair ou impair. Par suite, si Ton fait suc-

cessivemcnt

If = im

m etant un nombre entier quelconque, 1 equation (K) donnera les deux

snivantes :

I
f

sin y.mbx dx
sinbjc i 4- x-

sin f 9.m -+- i ) bx dx r.

i H- x- i.

On verifie aisement ces dernieres equations, a 1 aide des form u les

connues. Ainsi, par exemple, si Ton faitm = i, on aura

i t ; ~t

sin 6.2? smbx
sin 9, bx

2 C S UX .

sin(2/n + \}bx sin3/&amp;gt;r

. ,
- = : -.

- = 1 + 2 COS 2 bx;
sin bx smbx

l, par suite, les equations (S) deviendront

t.
cosbx

i -i- x

r x dr r x dx r.+ i I cosibx = (- 77 e~ b
.

Jo l + * - Jt
l+X- -2

On deduit aisement des monies equations la suivante :

en . /
sin

(&amp;gt;.

m -+- 1} bx e~ b sin 9. nib.x dx r.

sin bx \-\-x- 2

Kn general, quolle que soil la valeur entiere ou fractionnaire du rap-

OEuvres de C. S. I, t.\. 6).
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port j;
on aura

(m f^ i + .r- 2

Coiolkure II. -- La nieme analyse qui sert a determiner la valeur

sin.r (f.r

de 1 integrals

doniic la valeur dc I integralc

i + x-

,f(^-) et F(ar) designant deux fonctions entieres quelconques do a?-,

(juellc que soil d ailleurs la valeur du rapport -r : et d abord, si Ton

applique a 1 integrale (V) la methode du V, on obtiendra sa valeur

en termes finis pour tons les cas oil

De plus, si Ton fait usage de la methode exposee dans le VII, on

obtiendra la valeur de cette integrate dans tous les cas possibles;

mais eette derniere valeur sera composee de deux parties, dont Tune,

eorrespondant aux racines de 1 equation

renfermera toujours un noinbre fini de termes; et dont I autre, eor

respondant aux racines de 1 equation

siu/&amp;gt;a; o,

sera equivalente au produit de -
par la serie

Wl
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La eomparaison des valeurs do I lntegrale (V), obtenues par les deux

methodes qu on vient de citer, fera eonnaitre la valeur de la serie (W)
dans le cas on 1 on suppose a

&amp;lt;
b. II est aise d en conclure la valeur

de la ineme serie dans tous les cas possibles, attend u qu on pent t&amp;lt;m-

jours, sans alterer eette valeur, dimiuuer le rapport j
d nn noinbre

pair pris a volonte. Ainsi, quel que soit le rapport?) on pourra

obtenir en terrnes finis Fexpression de la serie (W) et de I mtegrale (V

(jni en depend.

KM general, on pent determiner par les methodes precedentes les va

leurs des integrates

/̂0

f* &amp;lt;)

//0

Siller
l v*T^ / \ I

I [x*] SIM bx

3x-} cozar
-T7 ITT t

I- x-} cosbx
(*% i

x
smnx .

dx\

et les valeurs des series qui ont pour termes generaux

62

liar.
cos I -. h

S\&L+**-\- 4
{
, n ^\,^Y&quot;if\ S

;

4 o-

?.H

tb

I)-
,f (an + Q^r 2

I

4P
-f- I

n sin
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ou, ee qui revient an meme, celles cles series qui out pour termes

generaux,

( \}
n

&amp;lt;jp[(-2
H- i) A] sin (27? -+- i)0,

, . n COS 12/1 + 1)0
-r}*o[(an + i)AT- -

2/1 + 1

n sinnO;

9(a?) designant une fonction rationnelle et paire de la variable a.-; et

les deux quantites A, 0, etant des constantes arbitraires. Ges method es

exigent seulement qu on determine les racines de 1 equation
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SECOND SUPPLEMENT,

ou

EXAMEN DES DIFFICULT^ QUE PRESENTE LV VfelFIQTIOV

PAR LES MKTIIODES CONXUES ,

DES FORMULES DESIGXEES PAR (g) DANS LE MEMOIRK

SUR LES INTEGRALES DEFINIES.

OBSERVATIONS

SLR LES FORMLLES DESIOEES PAR (g} DANS LE MEMOIRE.

PREMIERE OBSERVATION. -- II est facile de voir quo ces tommies eoin-

eident avec celles qu on obtient par les methodes connues, dans !&amp;lt;

eas ou 1 on suppose a = o. De plus, commc, dans les equations (g), le

rapport ^ pent etre un nombre positif quelconquc plus petit que I u-

nite, il est naturel de penser que ces equations doivent subsister en

core dans le cas oil a devient egal a b. On peut aisement verifier cette

induction a 1 egard des trois premieres formules; et d abord les deux

premieres se reduisent, dans cette hypothese, a

r dr. -

()
J, 7***?

ce qui est evidemment exact. Quant a la troisieme, lorsqu on y sup

pose a =
/&amp;gt;,

elle devient

(6) f
--

J H- x- 2 e l
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On pent obteoir cette derniere formule par les methodes connues,

ainsi qu il suit.

Considerons d abord 1 integrale

fix

4- 2 r COS 2 b x 4- /
2 .r i i 4- .r- )- v v /

/ etant
&amp;lt;&amp;lt;

i . On aura generalcment

sin 2 ft.r
j

- slnaojp r slnao* 4- r2 sn
i 4- 2r cos2y.r 4- /-

el

/*
*

f/-3? 7T

Jo *( +-*-)
S1 ~^

Par suite, la valeur de 1 integrale proposee sera representee par la

sere

-[(i e 2
*)

-
(

i r 4- r- . . .

) (
e

-

r. I i i \ e- b
i

2 \ i 4- / e- b + r] 2(1 4- r) e- b 4- /

On aura done enfin

sin &amp;gt;. b rr fir

/ J?(I+*1 I 4- 2 r cos 2 6 x 4- r- 2
(

i 4- /) e6 4- re

Si, dans cette derniere equation, on fait r=i, on retrouvera la foi--

mule ().

11 nous reste a considerer la derniere des formules (g]. Si, dans

cette formule, a devient egal a b, on aura

r
-

x COS/7.T f/.r r. e^ 4-

sinft.r i -+- x- 2 e6 e~~

Pour comparer ( equation (^) avec line formule deja connue, faisons

m = i dans la formule (c) des Exercices de Calcul integral (IS* Partie,
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p. i 2
1). Cette formule deviendra

(I; ::

i Z COl ft Z

o

on, si Ton change z en x, et a en b,

f sin/&amp;gt;.r i + or- 2 e b e b
-

\i

Cette derniere equation ne parait nullement d accord aver la tor-

mule (&), et ces deux formules seniblent s exclure reciproquement.

Mais la contradiction dont il s agit n est qu apparente, et I on pent

memo deduire la formule
(?5)

de [ equation (e), ainsi qu on va le fa ire

voir.

Les equations (g] etant demontrees seulement dans le cas oil Ton a

&amp;lt;/&amp;gt;, pour deduire de ces equations la formule
(?&amp;gt;),

on est oblige de

supposer que b a est une quantite positive tres petite. Soit y. la

quantite dont il s agit. On aura

a = b a,

el par suite 1 equation (?&amp;gt;)

deviendra

. (** x
COS(7&amp;gt;

y.}.r d.r 7: e h
-)- f.

b

II s agit maintenant de verifier cette derniere equation.

Cornme on a en general

COS /&amp;gt; y.}.r cos b .r
-COSXJC

et

.r

/ sisi u y. x

rintegralc, qui forme le premier memhre de I equation (C), pourra

rh-e remplacee, quelle que soil la valeur de y., par

COS/&amp;gt;JT

sin b.i i -i- x-
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Si, dans cette derniere expression, on suppose a tres petit, elle de-

viendra a tres pen pres

s/&amp;gt;.r d.r

-+- x-

TT
(*&quot;

.r cos/&amp;gt;.r

2 / smbx i

On aura done, en supposant a tres petit)

OC (1 .1C I 3C COS OC

Si, dans cette derniere equation, on substitue a 1 integrale

x cosb.r dx

f̂o
sin6jc i H- x-

sa valeur donnee par la formule (a), on retrouvera 1 equation

En resume, 1 integrale

x cos ( b a } .r dx

sn^r i

ohtient deux valeurs essentiellement differentes Tune de 1 autre, sui-

vant que Ton y suppose a nul ou tres petit. La premiere de ces valeurs

est egale a

2 e b e b

ct la seconde a

TT: r. ?. e b ~ e ) H- e?1&amp;gt; \ p b

2 i e b e
~ b 2 e b e~~ b

DEUXIKMI: OBSERVATIO X. La remarque qu on vient de fa ire relati-

&quot;* x cos(/&amp;gt; y.}x dx

veinent a l integral(

sinbx i -+-

s applique egalement a 1 integrale

sin b y.]x dx

cos b x xJ
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Cette derniere integrate, lorsqu on y suppose a = o, se reduit a

jf langft*^;

et sa valeur, en vertu de la formule (c) deja citee, est egale a

Mais, comme on a en general

sin (b aC\x

cosbx

et

= cosxx langbx s m&amp;lt;xx,

, 77

ax = -
5

si Ton se contente de supposer a tres petit, 1 integrale (r,)
aura pour

valeur
TT

~
- =0,

a a

ainsi qu on pent le conclure directement du premier theoreme enonce

dans la seconde Partie du Memoire.

TROISIEME OBSERVATION. -- La propriete qu ont les deux integrales

/*
x

cos(/&amp;gt; aC\r dx C sin
(/&amp;gt; aC]x dx

sin^^; i-t-.r- J%
cosbx x

d acquerir des valeurs difTerentes, suivant que Ton suppose a mil cm

tres petit, ne tient nullement a cette circonstance particuliere que la

fonction sous le signe \
&amp;gt; dans chacune des integrales dont il s agit,

passe par I infini entre les limites do 1 integration. En effet, la nieme

propriete appartient aussi a d autres integrales defmies pour lesquelles

cette circonstance n a plus lieu. Telles sont, par exemple, les deux

suivantes,

(.

roc

T&quot; Ql II -V y
,lr

,+* ^
OEuvresdeC. S. I, t. I. 63
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(fiii, pour tie tres petites valeurs de a, se reduisent, en vertu des me-

thodes connues, ii -&amp;gt; etqui neanmoins s evanouissent, lorsqu on y sup

pose a = o. Telle est encore 1 integrale

/*
sin ( n -+- y.

]
&amp;gt; x cos ( a y.\x ,- x ax.
i -H x-

.

qui, pour de tres petites valeurs de a, se reduit a

sin -2(7 r -{- sinsa.r ^r r/.r 77,

/ 4 4

et qui, pour une valeur nulle de a, est sirnplernent egale a

r* sinr/.r cosa.r 7
i /x ax -

/
I ! T*- r&amp;gt; /

/n ^ * J
i/o

i -i- *a
4

QUATRIEME OBSERVATION. - II suit de cc qui precede , que la qua-

trieme des equations (g) se trouve verifiee par les methodes connues,

iquand = o; 2 quand, a etant inferieur a b, la difference b a

est une quantite infiniment petite. On pent encore verifier la memo

equation dans le cas ou Ton suppose b = za. En effet, dans cette hy-

pothese, on a

2 snax

et par suite la quatrieme des formules [g] devient

*

x d.r T,

Jo S1s\\\ax i -f- x- ea

ce qui s accorde avec 1 equation (/) des Exercices de Calcul integral

(IY
e
Partie, p. i2j).

CI^QUIEME OBSERVATION. L analyse qui conduit aux formules [g]

suppose que Ton a a&amp;lt;^b\ et c est pour celte raison que la quatrieme
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des formulas clont il s agit cesse d etre exactc, lorsque a b o,

(juoiqu elle soil vraie lorsque a b est une quantite tres petite. Pour

obtenir des resultats independants du rapport des deux constantes a

ct b, il faut, comme nous 1 avons deja dit, avoir recours an principe de

la separation des exponentielles. En appliquant ce principe a la deter

mination de 1 integrale
/** x cos ax dx

&
) / ;

] -&amp;gt;&amp;gt;

J
ti

smux \ -i- x 1

on trouve

,.. r x x cosax (/.r ( e.
a

A / .-, - = ~\-r- i + C
,smbx \ + x- \c l

&amp;gt;--t:
b

}
* /

la valeur de C etant determinee par 1 equation

Knfin, lorsque rest plus petit que 1 unite, on a

-
/ sin T: r sin-?.::/ sin3~/- i ebr r &quot;

2 b

Les trois equations (&amp;gt;.), (;/.), (v) suffisent pour determiner la valeur de

1 integrale (0), dans tous les cas possibles, ainsi qu on va le fain 1 voir.

Premier cas. -
Supposons d abord a&amp;lt;^b; en faisant

dans 1 equation (v), on trouvera

2 a&quot; e

rt, par suite, 1 equation (1) deviendra

x ros&amp;lt;7.r dx r. e

ce qui s accorde avec la quatrieme equation (g}.



500 MEMOIRE SUR LES INTEGRALES DEF1NIES.

Second cas. --
Supposons, en second lieu, a = b, on aura

,

sm-j- = o, sin 7 = o,
b o

et, par suite, 1 equation (JA)
donnera

= o.

Cela pose, 1 equation (X) deviendra

C* fl.r r.e b

Q } I x cot b x = T 1 &amp;gt;

(&quot; I I _1_ .77- fO -*

ce qui s accorde avec 1 equation (c) des Exercicts de Calcul integral.

En general, si le rapport | equivaut a un nombre entier quelconque,

on aura
r* cosrt^r dx Tie a

l sin boc \-\-x- e e~ b

Troisieme cas. -- Soit a&amp;gt; b,
(
~ n etant pas un nombre entier. On

pourra supposer

q etant un nombre entier, et rune fraction plus petite quo 1 unite. Cela

pose, si Ton a

a

I

on aura aussi

IT CI . 27Trt
sin -r = sin 77 r, sin 7

=
it o

et, par suite, 1 equation (v) donnera

i
br

2 e,&quot; e_ e-b

Au contraire, si Ton a
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on aura, par suite,

r.n -?.r.n
sin -r- smitr, sin

j
- smi-r, ...,

et 1 equation (v) donnera

i pbr . a br
r\

*_

2 e b e b

On aura done, dans le premier cas,

cosrt.r dr. r. ?e~ n
-+- ebr e.

br

,/o
smbx i + x-

et dans le second,

C* x cosax
}

J sin bx i

ff.r 77 9. e n ebr

La fbrmule (T) est la derniere de celles que nous avons designees,

dans le Mernoire, par la lettre [z]. II nous reste a montrer, par quel-

ques exemples, que les formules (T) et (u) s accordent avec celles

qu on peut trouver par les methocles connues.

Exemple /. - - Soil a = b -+- a, y, etant line quantite tres petite. On

trouvera
n a _ / x\
1)

~
a

~
\ a I

On aura done, a tres pen pres,

ry(&amp;gt;~a
_

f&amp;gt;br _j_ p br

Cela pose, 1 equation (u) deviendra

x cos I b -4- tx 1 x dx 7i e~ b

r- silibx i + x- e h e~ b 2
~ u

On ohtient la nieine formule en retranchant Tune de 1 autre les dcn\
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equations connues

r
,

.r dx
colux

i 4- JL- e J

x dx

el observant quo, pour do tres petites valeurs de a, on a, a fort pen

pres,
cos

(
/&amp;gt; -+- a \T

COtOX S1I15CJT =
sin ox

Exemple II. - - Soit a = zb + a, a etant toujours line quantite tres

petite, on trouvera

On aura done, a tres pen pres, r = o. Cela pose, Tecjuation (T) de-

viendra

/*&quot; x COS (2 6 -4- Vr c/.r T.e - 1

y J

J \ + x- e e

On a, d ailleurs, pour de tres petites valeurs de a,

COS ( 2 I) | oC\ X I

-2 sin6.r -i siiia^1

COS&.T,smox smbx

Par suite, 1 equation (/) deviendra

/
&quot;

f i . , \ x dx

J, \ A\\\[)X I I OC &quot;

(/ c

On veritie aisement cette derniere an moyen des formules eonuues

x dr.

i + x- e e

/
x x sin/&amp;gt;.r ,

-
,- dx = -

e&quot;
1

.

i -i- x- 2
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RESUME.

Pour obtenir la valeur lie I integrale

f
S n

x cos no: d.r

s\\\bx i +- x-

consideree comine one fonction do a, il faut d abord examiner si .

b

est un nonibre entier on fractionnaire. Si . est un nombre entier, I in-

tegrale (0) aura pour valeur

Mais si
j

est un uombre fractionnaire, alors, pour determiner la

valeur de la meme integrale, on sera oblige de distinguer divei-ses

periodes, suivant les diverses valeurs de a. Ainsi, par exemple, si Ton

suppose

&amp;gt;a _ &amp;gt; -n

j ^&amp;gt;
o et

&amp;lt;; i, 1 integrale (0} aura pour valeur -

fl T *) P-
tl

f?~^&quot;~&quot;
i Q 2b r-ti

j &amp;gt;
et

&amp;lt; ?.,

&amp;gt;
&amp;gt;. et

&amp;lt; 3,
e b

b n -4- e( r ?.e

r&amp;gt;3et&amp;lt;4,
2 e e

-r: ?.e &quot; e tb~a -+- e
T&amp;gt; 1 et&amp;lt;5,
O

On pent remarquer iei quc la valeur de 1 integrale est donnee par la

meme formule dans les seconde et troisieme periodes, dans la qua-

trieme et la cinquieme, dans la sixieme et la septieme, ete.; et Ton

voit en meme temps que, si 2/z represente un nombre entier pair quel-

conque, on obtiendra pour [ integrate (0) la meme valeur, soil que
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on suppose

soil que Ton suppose

y. etant une quantitc tres petite. Au contraire, si Ton designe par

?.n-{-i un nombre impair quelconque, les trois valeurs de 1 inte-

i&amp;gt;Tale (0), correspondantes a

a n a

$
= * + -. j

= * +
,7

seront differentes 1 une de 1 autre, et respectivement egales a

On peut verifier directement cette derniere conclusion, ainsi qu il suit.

Si Ton designe toujours par a une quantite fort petite, on aura, a

tres peu pres,

et par suite,

r.r
cos(a^hot}x dx f x cos.r dx (* . smax x dx

-i r
| -r /

smax- T

sino.r i + x- J sirio^- i + ji- J smbx i + x-

Si, dans cette derniere equation, on suppose

a = (2/1 + \]b,

n etant un nombre entier, on aura

x cosajc dx -e a

f i H- x

(^ela pose, pour verifier les resultats trouves ci-dessus, il suflira de

fa ire voir qu on a

si n f 2 n -+- 1 ) b x x dr
*

V
sin y.x

sin b x i H- .r- 2
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el, en effet, soil 2/1 -+- r = k, on aura

sin ( in -f- i W&amp;gt;.r ?\\\1(bx

smbx

DC plus, on a, on general,

i r m
(Binox)*

m=
., //t t

- cosmbjc - cos(m \}bx -}-...

i 2 m ( i m 1 1 . . . ( m H- i

2 i . 2 . 3 . . . /n

on a anssi (a etant tiivs petit),

r * x &amp;lt;ix

sina^1 cosmox- = o,
/ \ + x-

si

x dx
cosm i)6af -^ = o,

r- 1 -+- X- 2

Done

^ dx ~
&amp;gt;. /?/ (

2m i) . . . (m -4- i]
I si

i + x- 2 2/M+l i .2,3. ..m- u

et par suite

sin f &amp;gt;. n -+- i \b.r .r d.r
sin a: x

sin 6 4;

f i

&quot;

.

* fr(fr
a -

i j_ H
i- ^ /f ( ^ a -

1 ^/&amp;gt;-
2

---&amp;lt;)?
*

______ i.

I I . .I . 3 2- I . &amp;gt;. I . .I .3.4.5 -i.

Si, dans le second meinbre de 1 eqiiation (}), on fait successivement

Xr = i , k = 2, X- -= 3, . . ., on trouvera qu il se reduit toujours, cominc

eela doit etre, a

OEm-res tl&amp;gt;- C. S. I, t. I
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On a done, en general, k etant un nombre impair,

- ^ 7t
2

1_ 1^ /f (fr
2

Of*&quot;

2
9)

1.2.3 ?.- I . 2 1.2.3..5 2

1.2.3 i . ?. . :i . 4 . 5 . 6 . 7 yTo

~

Cette derniere equation, a laquelle on est necessairement conduit par

[ analyse precedents, pent etre facilement verifiee dans les divers cas

particuliers; mais il serait peut-etre difficile de la demontrer direete-

ment.

On peut remarquer que le dernier terme de la serie qui forme le

premier membre de 1 equation (w) est egal au terme moyen du coeffi

cient de la puissance k i du binome. De plus, si k est un nombre

premier, tous les termes de la scrie en question, a 1 exception du der

nier, seront divisibles par k. Cela pose, il suit de 1 equation (w) que,

si Ton designe par k un nombre premier superieur a 2, le coefficient

du terme moyen, dans la puissance k i du binome, etant divise

par k, donnera pour reste -+- 1 ou --
i , suivant que le nombre donne k

sera de la forme 4 + , ou !\n i. Au surplus, il est facile de de

montrer directement cette proposition, et de faire voir que, si k est un

nombre premier, les divers coefficients de la puissance k i du bi

nome, divises par., donneront alternativement pour reste -+- 1 et i.

Ce qui precede suffit pour montrer comment on peut verifier les for-

mnles (g) et (s) du Memoire par les metbodes connues. C est pourquoi

je n insisterai pas davantage sur cet objet.

FIX DU TOME PREMIER DE LA PREMIERE SERIE.


