210 THEORIE DE LA CHALEUR.

La question que l'on vient de traiter est la premiere que
nous ayons résolue dans la théorie de la chaleur, ou plutot
dans la partie de cette théorie qui exige I'emploi de I'ana-
lyse. Elle fournit des applications numériques tres-faciles,
soit que I'on fasse usage des tables trigonométriques ou des
séries convergentes, et elle représente exactement toutes
les circonstances du mouvement de la chaleur. Nous passe-
rons maintenant & des considérations plus générales.

SECTION VL

Développement d'une fonction arbitraire en séries

trigonometriques.
207.
La question de la propagation de la chaleur dans un
s : [ L4 . d* - 2
solide rectangulaire a conduit a lequatlon—-—-f + ¥ o;
dx* dy?

et si l'on suppose que tous les points de 'une des faces du
solide ont une température commune, il faut déterminer
les coéfficients a, &, ¢, d, e, etc. de la serie

acos.z+bcos.3x+ccos.bx+dcos.nx+ ... etc.,

en sorte que la valeur de cette fonction soit égale a une
constante toutes les fois que I'arc x est compris entre
— et + > x On vient dassigner la valeur de ces coéfli-
cients; mais on n'a traité qu'un seul cas d'un probléme plus
général, qui consiste 4 développer une fonction quelconque

T A Y P R T R R R L L L L R L R R R RN R T R L RN R IR TR



CHAPITRE IIL 211

en une suite infinie de sinus ou de cosinus d’arcs multiples.
Cette question est liée a la théorie des équations aux diffé-
rences partielles et a €té agitée des l'origine de cette analyse.
11 était nécessaire de la résoudre pour intégrer convenable-
ment les équations de la propagation de la chaleur; nous
allons en exposer la solution.

On examinera, en premier lieu, le cas ou il s'agit de
réduire en une série de sinus d'arcs multiples, ure {onction
dont le développement ne contient que des puissances im-
paires de la variable. Désignant une telle fonction par ¢ x,
on posera I'équation

pr=asin.z + bsin.2x + ¢sin. 3o + dsin. fx + ... etc.

etil s'agit de déterminer la valeur des coéfficients a, 5, ¢, d, etc.
On écrira d’abord I'équation

a 3 4 5
px=x¢0 +fz—cp"0 +-;—3-qa'"0 +-2—'-23—4cp"0 + —23;”9'0 + ... etc.

dans laquelle 9’0, ¢"0, 9" 0, ¢" 0, etc. designent les valeurs
que prennent les coefficients

dox d.px d.ox dgx

Tz dz d’ d«7 &

lorsqu'on y suppose z==o. Ainsi en représentant le déve-
loppement selon les puissances de z par I'équation

+E

2 2 o x?
?x:Ax—BR+Cm—DZ,3.4.5.6.7 2.3.4.5.6.7.8.9 ete.
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on aura p 0=0 et o=A
9 0=0 @" o=—DB8
p"0=0 @ o=0C
" 0o=0 po=D
etc. etc.

Si maintenant on compare l'équation précédente a
celle-ci

gpx=asin.x + bsin. 2a + csin.3x + dsin. fx + esin. b x + etc.

En développant le second membre par rapport aux puis-
sances de x, on aura les équations

A—a+2b+3c+4 d+5e+etc

B=a+2b+3c+ 4d+ He+ etc.

C=a+2b+3Fc+ 4d+ 5+ etc.

D—a+2b+3c+4d+5e+ etc

E=a+ 20+ 3c+ 4°d + 5%e + etc. (@)
etc.

Ces équations doivent servir a trouver les coéfficients
a, b, ¢c,d, e, etc., dont le nombre est infini. Pour y
parvenir, on regardera d'abord comme déterminé et égal a
m le nombre des inconnues, et l'on conservera un pareil
nombre m d'équations; ainsi I'on supprimera toutes les
équations qui suivent les m premieres, et I'on omettra dans
chacune de ces équations tous les termes du second membre
qui suivent les m premieres que I'on conserve. Le nombre
entier m étant donné, les coéfficients @, &, ¢, d, e.... ctc.
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ont des valeurs fixes que l'on peut trouver par I'élimination.
On obtiendrait pour ces mémes quantités des valeurs diffé-
rentes, si le nombre des équations et celui des inconnues
était plus grand d'une unité. Ainsi la valeur des coéfficients
varie a mesure que l'on augmente le nombre de ces coéffi-
cients et celui dss équations qui doivent les déterminer.
1l s’agit de chercher quelles sont les limites vers lesquelles
les valeurs des inconnues convergent continuellement &
mesure que le nombre des équations devient plus grand.
Css limites sont les véritables valeurs des inconnues qui
satisfont aux €équations précédentes lorsque leur nombre

est infini.
208.

On considérera donc successivement les cas ou l'on aurait
a déterminer une inconnue par une équation, deux incon-
nues par deux €équations, trois inconnues par trois €qua-
tions, ainsi de suite & l'infini. Supposons que I'on designe
comme il suit différents systémes d’équations analogues a
celles dont on doit tirer les valeurs des coéfficients :

a—A, a,+2b=—A, a;+2 b,+3 e;=A;, a,+2b+3c+4d—=A,
‘ l a.+2'b,=B, a,+2b;+3Fc;=B; a;+2°b,+3c,+4d;=B,
2 a+ 230+ 3e,;=C;, a,+2°b+3c,+4d=C,
a,+2b+3Fc,+4d,=D;,

a+2b+3c;+ 4 di+5 e;=A;

as+ 22 b+ Fes + 4°d, + 5 e,=B;

a,+2°b+ ¥, +4°d, + 5 e, =C

a;+ 2b;+ 3ec, + 4ds + He,=D,

as+ 2265 + ¢+ 4d; + 5 e, =E;
etc. (b)
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Si maintenant on é€limine la derniere inconnue e, au
moyen des cinq équations qui contiennent A; B, C; D;E;, etc.
on trouvera

a,(5— 1) +2 b (5'—2) + 3 ¢ (5—3) + 4, (5—4) =5'A,—B,
a5 (5—1) + 2 b, (5'— 2%) + 3 ¢, (5—3) +4’d, (— §)=5'B, — C,
(5 — 1) + 2°b; (5— 27) + 30, (5'—3") + 43 dy (5'— 4) =5 C,— D,
ai(5— 1) + 278,(5—2) + 3¢, (5—3) + 4 dy (5— )= 5D, —E,

On aurait pu déduire ces quatre équations des quatre
qui forment le systéme précédent, en mettant dans ces
dernieres au lieu de

a, (b—1)a
b (5—2) b
¢ (=3)¢

d, (5—4) d,

et au lieu de A, 5 A, —B,
B, 5 B,—C;
C, 5 C;—D;
D, 5 D,—E,

On pourra toujours, par des substitutions semblables,
passer du cas qui répond 4 un nombre m d'inconnues i
celui qui répond a un nombre m + 1. En écrivant par ordre
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toutes ces relations entre les quantités qui répondent 4 l'un
des cas et celles qui répondent au cas suivant, on aura

a,—a(2’—1)
a,=a,(2’—1)
ay=a,(4"—1)
a=a(5—1)
as=a,6"—1)

a=a,(7°—1)

()
b,=b,(3'—2")
b=t —2) eyme(4—3")
b=by(5—2%) e=e,(5—3")  dy=dy(5'—4")
b=by(6'—2%) o;=c,(6°—3") di=d,(6'—4") es=e,(6'—5")
b=b(7—") eime(p—3) de=d(7—&) e=e (=) S=f7—6) 5
etc.

on aura aussi

A,==2A,—B, (d)
A,.—=3A,—B, B,=—=3B,—(,

A,—4A,—B, B,—4B,—C, C,=4C,—D,
A,=54,—B, B,=5B;—C, C,=5C,—D, D,=5D;—E,,

etc.

On conclut des équations (¢) qu'en représentant par

a,b,

c,d,e,... etc., les inconnues dont le nombre est
infini, on doit avoir
al
e IO )@ —1) (B —1). ..
b— b,
S —2) B —2 (B —2. .-
€y
G -3 (6337 .. ..
d= il
T —4) (6 —4) (7 —4) (B —47) - e

etc. (e}
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20g.

Il reste donc a déterminer les valeurs de a, b, c, d, e; etc.:
la premiere est donnée par une équation, dans laquelle
entre A,; la seconde est donnée par deux équations dans
lesquelles entrent A, B,; la troisieme est donnée par trois
équations, dans lesquelles entrent A;B;C;, ainsi de suite. Il
suit de la que si I'on connaissait les valeurs de

A A B, A;B,C, AB,C,D,... etc.,

on trouverait facilement @, en résolvant une équation, a, &,
en résolvant deux équations , a, b, ¢, en résolvant trois équa-
tions, ainsi de suite; apres quoi on déterminerait a, b, ¢, d, ¢,
etc. 1l s'agit maintenant de calculer les valeurs de

A, A,B, A,B,C, A,B,C,D, A,B,C,D;E, etc.,

au moyen des équations (d). 1° on trouvera la valeur de A,
en A, et B,; 2° par deux substitutions on trouvera cette va-
leur de A, en A; B, C;; 3° par trois substitutions on trouvera
la méme valeur de A, en A;B,C,D,, ainsi de suite. Ces va-
leurs successives de A, sont :

A,—A, 2°—B,
A,=A, 2*.3*—B,(2°+3")+C,
A=A, 2.3 . 4—B, (2.3 4+ 2. 4+ 3.4)+C, (2*+ 3+ 4)—D,
A=A 2.3 .4.5—B(2.3. £+ .3.5+2. 4.5+ 3.4.5)
+GC; (3% 342 4+ 2. 54 3. £+ 3. 5°4-47. 5)— D 2"+ 3"+ £+ 5)+-E;,
etc.,

dont il est aisé de remarquer la loi. La derniere de ces va-
leurs, qui est celle que I'on veut déterminer, contient les
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quantités A,B,C,D, E, etc. avec un indice infini, et ces quan-
tités sont connues; elles sont les mémes que celles qui en-
trent dans les équations (a).

En divisant cette derniére valeur de A, par le produit infini

2°.3.4.5°.6"..... etc.,

on a

A——B< +3,+ = +etc>+C< 3 —,-—,

4 +etc)

+D(2 St P TRt v 5,+etc.)
+E<

+ etc.

I
ey s '2='.3=.4=.6"+etc'>

Les coéfficients numériques sont les sommes des produits
que 'on formerait par les diverses combinaisons des frac-

. I ) § 3 . ’ ,
e e mm — ET fme e et, apres avoir separe la pre-
tions — — 33 , ap p P

. . I . ’ . ’
miere fraction —. Si I'on représente ces différentes sommes

de produits par P,Q.R,S.T,... etc.,et si I'on emploie la
premicre des équations (e) et la premiere des équations (b),
on aura, pour exprimer la valeur du premier coéfficient @,
I'équation

@@= (@) &) A BP+CQ—DR+ES—FT, +etc;
or les quantités P, Q. R, S,T....etc., peuvent étre facilement
déterminées comme on le verra plus bas; donc le premier
coéfficient @ sera entierement connu.
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210.
Il faut passer maintenant a la recherche des coéfficients
smivants bedef. .. etc., qui d'aprés les équations (e) dé-
pendent des quantités b,c,d, e, f;. . . etc. On reprendra pour
cela les équations (5); la premiére a déja été employée pour
trouver la valeur de a,; les deux suivantes donnent la va-
leur de 4,; les trois suivantes la valeur de c;; les quatre sui-
vantes la valeur de d, ainsi de suite.
En effectuant le calcul, on trouvera, a la seule inspection
des équations, pour les valeurs de &,¢;d,e;. . . etc, les résul-
tats suivants :

26,(1—2") = A, I'—B,

3o (173 (2—3)=A, 1".2’—B, (1’+2") 4 C,

4d,(r—4) (22—4) (3—4)=A, 0.22.3—B, (12’ + 1" 3"+ 22 3) + C, ("4 2'4 3))— D,

5, (=5 (257 (3'—57) (4—5)=A, 1722 34— B, (1.2 3 4 "2 4"+ 1.3 '+ 2°.3°.47)
+GC, (a4 034 14 203 2 44 3047 — D, (U 2°+- 3+ 4 +E,

etc.

La loi que suivent ces équations est facile & saisir; il ne
reste plus qu'a déterminer les quantités

A.B, A;B,C, A,B,C, etc.

Or, les quantités A, B, peuvent étre exprimées en A, B, C,,
ces dernieres en A,B,C,D, etc. Il suffit pour cela d'opérer
les substitutions indiquées par les équations (d); ces chan-
gements successifs réduiront les seconds membres des équa-
tions précédentes a ne contenir que les quantités ABCD
etc.,avec un indice infini, c'est-a-dire, les quantités connucs
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ABCD etc. qui entrent dans les équations (@); les coeéffi-
cients seront les différents produits que l'on peut faire en
combinant les quarrés des nombres 1*273*4*5* a l'infini. 1l
faut seulement remarquer que le premier de ces quarrés 1’
nentrera point dans les coéfficients de la valeur de a,; que
le second quarré 2* n'entrera point dans les coéfficients de
la valeur de 4,; que le troisieme quarré 3* sera seul omis
parmi ceux qui servent i former les coéfficients de la valeur
de c;, ainsi du reste a I'infini. On aura donc pour les valeurs
de b,c,d,e; etc., et par conséquent pour celles de bede ete.,
des résultats entierement analogues a celui que l'on a trouvé
plus haut pour la valeur du premier coéfficient a..
2Il.

Si maintenant on représente

[ 1 I I 1 \
parP,lesquantltesL—,—{-3—,4—?_},5_,_;_ ..
Q i UL SR ! !
1 12'3: 12.42 11'53+3,.4,+32.5,+.,
I I 1 1 \|
Rz {[’.32.4;+lz‘3:.5a+32-3a‘4,+3,'4,'5,+.-.‘>

N

{ 1 1
T3y T rase T

ete. ,

que on forme par les combinaisons des fractions

————— ...etc.,
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1 " . . I
a lnfini, en omettant la seconde de ces fractions 7> on

aura, pour déterminer la valeur de 4, I'équation
) q

26, =) — A, —BP,+CQ,—DR, + ES,—FT, +etc.
En représentant en general par P,Q,R, S, T,..... les
sommes des produits que l'on peut faire en combinant di-
versement toutes les fractions i— ;— ;—- ;— ;— ..... a l'infini,
apres avoir seulement omis la fraction ;, ; on aura en ge-

néral, pour déterminer les quantités a,b,c,d,e;. . . etc., les
€quations suivantes :

I
A‘—BP,—i—CQ‘—DR,'{—ES,—etC.: a, W

. (11_2:)
A,—BP,+CQ,—-DR,+ES,——etC.._.3b, m——

A;—BP,+CQ,—DR,+ES,—etc.=3¢, L) (2*—3)

.2t 45060, ..

A,—BP,+CQ,—DR,+ES,—etc.=44, (r—4) ("—4) 3*—4)

1*.2%.3*.5%.6°. ..

etc.

212,

Si I'on considere maintenant les équations (¢) qui don-
nent les valeurs des coéfficients abed. . . ete., on aura les
résultats suivants :
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2 (2._11) (3‘:;’)2:‘1;:1,)(5’——12)"'=A—B Pl+CQ,—DRu+E S,—"FTx -+ etc.
2%.3.4.5. ..

;,<'—2><3~23(44—;><5—2> —A—BP,+CQ,—DR,+ES—etc.
X

3¢ ("—27)(3—2 \(4;—52 ) (5—27)... '—=A—BP,+CQ,—DR,+ES, —etc.

4a == O 4 _ 5 _BP,+CQ,—DR,+ES,—etc.

etc.

En distinguant quels sont les facteurs qui manquent aux
numeérateurs et aux dénominateurs pour y completer la
double série des nombres naturels, on voit que la fraction

’ . . . I I
se réduit, dans la premiere e'quatlon ya =-~; dans la se-

conde d —2= ii’ dans la troisieme a 3 3 ; dans la quatrieme a

—-%‘—é, en sorte que les produits qui multiplient
a, 2b, 3¢, 4d, etc.,

sont alternativement = et —. Il ne sagit donc plus que
2 2

de trouver les valeurs de
P.Q. RS, P,Q,R,S, P,Q;R;S,... etc

Pour y parvenir, on remarquera que I'on peut faire dépen-
dre ces valeurs de celles des quantités PQRST... etc.,
qui représentent les différents produits que l'on peut former

avec les fractions - TaT 37. .. etc., sans en omettre
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aucune. Quant a ces derniers produits, leurs valeurs sont
données par les séries des développements de sinus. Nous
représenterons donc les séries

1 I I I I t arP
I—;+;:+3—,+?+§:+CC P ,
e e : et

1.2 0 1.3 1.4 2.3’ 2’.4’+3’,4’+ C.paI‘Q,
I + 1 + I I t R
1*.2*.3° 1”.2°.4° 1’.3’.4’+2’.3’.4’+ec' par ki,
- + - + - t S

[).22.31.41 2:.3g.4n_5- 11.2:.3,.5,‘*‘6(:- par N

ainsi de suite.
3 xj -l"

R . x
La série sm.x_.r—-m+2'3.4'5+2.3.4‘5.6.7+etc.;

nous fournira les quantités PQR ST etc. En effet, la valeur
du sinus étant exprimée par I'équation

in el 1 (1= Z X z”
e =1 =) (- ) () () (=) ke

x* x‘ xd

3t a3 4323456, ¢

= (1) (1522 () (i) -t

d’'ou l'on conclut immédiatement

on aura [ —
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.
P:2.3
7‘:‘
Q_2.3 4.5
.n.d
R_2.3.4.5.6.7
‘N7
S = =355
etc.
213.

Supposons maintenant que P,Q,R.S,... etc., représentent
les sommes de produits différents que 'on peut faire avec

. I I X I I ’ ’
les fractions — — 55 5 etey dont on aura séparé la

. I . « .
fraction —, n étant un nombre entier quelconque; il s'agit

de déterminer P,Q,R,S.... etc. , au moyen de PQRS... etc.
Si I'on désigne par 1 —gP,+¢*Q,—¢'R, +¢*S,—etc., les
produits des facteurs

(=) (=) (=) (=Bt

parmi lesquels on aurait omis le seul facteur 1 ____nq_ il fau-

dra qu’en multipliant par 1 —% la quantité
1—qP,+¢Q.—¢'R, + ¢'S, —etc.,

on trouve 1 —g P+ ¢ Q—¢g’'R + ¢*S —etc.
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Cette comparaison donne les relations suivantes :
P, + -I—-= P
n

Q.+ P, >=Q

1
R.+Q..—==R
S.+ R, —I— =S

n

etc.

ou P,,=P—-f;
n

Q.=Q—=P+=

I I I
Ro=R—7Q+P—5

S,=8——R+ Q——P+ %

C
ete.

En employant les valeurs connues de PQRS, et faisant
successivement n—=—1,2,3,4,5... etc., on aura les valeurs
de P,Q.R.S,... etc.; celles de P,Q,R.S,... etc.; celles de
P,Q,R;S;. .. etc.

214.

Il résulte de tout ce qui précede que les valeurs de

abcde. .. etc., déduites des équations

a+2b+3c+4d+5e +etc.—=A

a+2°b+3Fc+4d +5e +etc.=B

a+2°b+3Fc+4d +5e +etc.=C

a+2b+3c+4d +5e +etc.=D

a+22b+3c+4 d+5 e+etc.=E
etc.
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sont exprimées ainsi,

I =? I
a “ZA—B<E—1=>+C( 345“”7'_+ <)
[ I é 1w 1
—D <2.3.4.5.63—F'2 345 7'2—.3“?)
1 =° 1 T 1w I
+E (2.3.4.5.6.7.8.9 T3 45; T a3 a3t )
— etc.
I % I L ) S 1
“zﬁbZA—B(;.‘s—;ﬁ)+C(——2.3.4.5";“=‘;3‘+;7>
1 Ee I O 1
D<2.3.4.5.6.7 2? '1.3.4.5 + ;:S—ZT>
1 n° 1 4 I % 1
+ E<2.5.4.5.6.7.8.9 PEPR VT I IPLIPw Wt B )
— etc,
1 = 1
-3c—A—B(— 3>+C( 343 3='5§+F)
=° I T4 O 1
“‘D<2.3.4.5.6.7"F'2345 F'ﬂ_?ﬁ)
1 =8 1 w4 I w 1
+ E(n.3.4.5.6.7.8.9 323457 1375345 3531 §T>
— etc.
! fd— = IS
_54d_A‘_B(z )+C<3345" 2.3+44)
2.3.4.5.6.7 1 et 1 = 1
Dt )
E ™ I =8 1 ¢ = + b ¢
+ (2.3.4.5.6.7.8.9_F'2.3.4.5.7 4% 2345 4% 2377 %

— etc.
efc.
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215.
Connaissant les valeurs de abcdef. .. etc., on les sub-
stituera dans I'équation proposée

px==asin.z + bsin.2x + dsin. 3z + esin. 4x + etc.;

ct mettant aussi au lieu des quantités ABCDE, etc. leurs
valeurs g0, ¢™ o0, ¢’ 0, 9™ 0, " 0. .. etc., on aura I'équation
genérale

fnpr=sin fyo+emo(—i) +vo(GTp—i i+ )

,"..6

vt i.___« —————
+ 0(2.3.4.5.6.7 a3 + I,,)-H:tc.

11

—~sm 2.1‘{9 O+¢ O

>+‘? ( 345_?'Z%+$>

e 1 Tt 1 =

i1 . __.___L
+e 0(2.3.4.5.6.7—2’ 2.3.4.5 + 2% 2.3 2“) + etc.

I _. 3 111 : v
+gsm. xz (p0+q> o 33 3)+cp (2545_?.2_34_ )
+ '"0( [ X T4 L X t
¥ 0 \334565 3 234a+57'2.3_¥>+e°'

1 .
—% sin. 4 x {q:a o+¢"0

23 2345 4’23 4

s 1 4 1w I

+ ?v"0<z.3.4.5.6.7—F'2.3.4 ZTZ?_?> +ete

-+ etc.

On peut se servir de la série précédente pour réduire en
séries de sinus, d'arcs multiples une fonction proposée
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dont le développement ne contient que des puissances im-
paires de la variable.

216.
Le cas qui se présente le premier est celui ou l'on aurait
¢x =2z, on trouve alors ¢'0o—1, 9""0=—0,90=0...,

ainsi du reste. On aura donc la série

I . I . I . I .
S T==8in.x—_sin. 22 + 5 sin. 3x—Zsm. 4z + etc.,

qui a été donnée par Euler.
Si I'on suppose que la fonction proposée soit x°, on aura

T

p'0==—0,9 0=—2.3, ©°0=—0, ¢"0=—0... etc.,
ce qui donne I'équation

L L 23N . . 23N\ . ., 23N\ .
= = — )sm.x—<n — -sin. 2 + <1r ——~—> sin. 3z +etc.
2 1 2° /2 3.3

On parviendrait & ce méme résultat en partant de I'équa-
tion précédente,

. I . I . I .
2 =sIn. .x—;sm.2x+—sm.3x——sm.4x+ etc.

3 4

N -

En effet, en multipliant chaque membre par dx, et inté-
grant, ou aura

? 1

x ) ! 1
C—T=cos.x—;cos. 22 + ; COS. 3ae—-.

coSs. 4 &+ etc. ;

41
la valeur de la constante ¢ est
I I I I et(‘ .
I_;+3: 4,+5._ sy
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série dont on sait que la somme est + = = . Multipliant par
2 2.3

dx les deux membres de I'équation

a 2

x

23 4

]

X

35 COS. 3 x —etc.

I
——=CO0S. .Z‘——;COS. 2x +

0.
[

et intégrant, on aura

2

x 1
2.3 2

[

x? R . .
X —sin. & ——-sin. 22 + = sin. 3 x—etc.
2.3 a’ 3

Si maintenant on met au lieu de x, sa valeur tirée de I'é-
quation

) § . I . I . I .

~x=sin.x —sin. 22 —3sin. 3a:—z sin. 4 x + etc. ,

on obtiendra la méme équation que ci-dessus, savoir :

Ix'——sin x(ﬁ’ I) sin. 2@ i ')
2237 ' 2.3 1° 27 " 2.3 2°

| S w’ I ) S ™ 1
+§sm.3x<;3—3—,> + Z8i0. 4x(;§—4—,>—etc.

On parviendrait de la méme maniere a développer en
séries de sinus multiples, les puissances x°x72°... etc., et
en général toute fonction dont le développement ne con-
tiendrait que des puissances impaires de la variable.

217.

L'équation (A) (art. 216) peut étre mise sous une forme
plus simple que nous allons faire connaitre. On remarque
d’abord qu'une partie du coéfficient de sin. x, est la série

1 ﬂ, 111 w‘ v wﬁ vir
904 3970+ 9’0+ SmEEmeT 0 eley,
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ui représente la quantité %qnc. En effet, on a en général
qzx=q>o+.7c<po+—cp“o+ <p"'o+ 34? 0+234,<p 0 +...etc.

Or, la fonction ¢ x ne contenant par hypothese que des puis-
sances impaires; on doit avoir ¢0=o0, ¢"0=0, ¢"0=0,
ainsi de suite. Donc

PX—2x09 0+ cp 459 Yo+ etc.;

une seconde partie du coéfficient de sin. « se trouve, en
multipliant par —2 . la série
2 b

] 4 &

"0+ 59 0+——= i ?V0+—-—ﬁ——_-—--q>""0+etc.,
2.3 2.3.4.5 2.3.4.5.6.7

I ’ . 3
dont la valeur est - ¢”r. On déterminera de cette maniere les

différentes parties du coéfficient de sin. z, et celles qui com-
posent les coéfficients de sin. 2%, sin. 3z, sin. 4z, sin. Sz
etc. On emploiera pour cela les équations:

vir G “Te wrt .
T3P0+ 739 ° Y356t otete=

¢ w

Alm

s
¢ kd 34

Tix ki vIE 33 ____l'
0+ 3<p 0+2 3459 O+——3'4‘5_6'7cp 0+etc._wq> =

v Ll Vi1 174 x t ,___l
P 0+—2—.—3q; 0+n%/5cp o - etc. ——;ncp L

L1314

o+ <p 0 + etc. =_9"n
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au moyen de cette réduction on donnera a I'équation (A)
la forme suivante :

I : ( I 13 . 1 vi )
;ncpx_~sm.xlqm-——F<p 7:—’:—;;(;) L 'n:+etC.i

l I I 1w I v ‘
(P‘N——;? 1T+—27<P ﬂ.‘——;{? ﬂ+etc.‘

[
l
. I I ) |
+zsin. 3x iqm——g—,q:" w+37<p"w—§3cpv‘1r + etc.]

1
3
I . I . ) v | -
—ZSII‘I. 4.1’ (p‘n:——:i—,cp 'n:+z;<p w—?cp = + etc. !
+ etc. (B)
ou celle-ci

1 . 1 . I .
S r==p njsm.x—-; sin. 2+ 5 sin. 30— etc. }

{ . | G ) I
—o'n zsm.x—;, sin. 22 + 5 sin. 32 — ete. ;

+ o' m [sin.x-—;‘; sin. 2 & + ?;sin. 3x— etc. ‘
37
+ etc. €
218.

On peut appliquer 'une ou l'autre de ces formules, toutes
les ‘fois que l'on aura a développer une fonction proposee,
en une série de sinus d'arcs multiples. Si par exemple la

. I . | S
—"'r {sm.x—;, sin. 2 x —; sin. 3 x — etc. ]

. 3 x —_— ’
fonction proposée est e” —e ~, dont le développement ne
contient que des puissances impaires de x, on aura

[N (R R T T T IO T I R I L L L A L R R A AR RN T IR T TTTE TERE AR LT
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x —X

1 . I . I .
g — = (sm.a:—— - sIn.22 + 5 SI1N. 3.75———etc.>
2 x 2 3

X

v I .
—_ (sm.x—v—,sm. 22 + 5
2 3

sin. 3 ——etc.>

. ) I .
+ <sm.x——? Sin. 2x+§5sm.3x——etc.>
I
3

I

3o

. I . .
—_ (sm.x——-iﬁ sin. 2.2 + sm.3x——etc.)

. I . .
+ (sm.ac—;9 sin. 2 + = sin. 3x—etc. >

— etc.
En distinguant les coéfficients de sin. z, sin. 2 x, sin. 3 z,
. . I I I I
sin. 4 x, etc., et mettant au lien de St 5 +oete.,

n
sa valeur ——, on aura
I

(ex—e_z> ___sin.x sin. 2 & + sin. 3 @ sin. 4 x
x_,—%  1+1 2+1 343 4+<

e —é¢€

™

-+ etc.

N

On pourrait multiplier ces applications et en déduire plu-
sieurs series remarquables. On a choisi 'exemple précédent
parce quil se présente dans diverses questions relatives a la
propagation de la chaleur.

210.

Nous avons supposé jusqu'ici que la fonction dont on de-
mande le développement en séries de sinus d’arcs multiples,
peut étre développée en une série ordonnée, suivant les puis-
sances de la variable x, et quil n’entre dans cette derniere
série que des puissances impaires. On peut étendre les mémes
conséquences a des fonctions quelconques, méme a celles
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qui seraient discontinues et entierement arbitraires. Pour
établir clairement la vérité de cette proposition, il est néces-
saire de poursuivre l'analyse qui fournit I'équation préce-
dente (B) et d’examiner quelle est la nature des coéfficents
qui multiplient sin.z, sin. 2z, sin. 3 z, sin. 4. En désignant

s ., . .. , . X .
par ~ la quantité qui multiplie dans cette équation ~sin. nx,

- . . 1 . . .
s1 n est impair, et — - sin. 22, S1 2 est pair; on aura
Y n ] 3

1 11 1 v 1 vI
S=er— 9 mt e T — 59 = + etc.

Considérant s comme une fonction de =, différentiant deux

. ’ d:
fois, et comparant les résultats, on trouve s + —l— e = ¢
n' dw

équation a laquelle la valeur précédente de s doit satisfaire.
1 d*s

Or, l'équation s+ — ——==¢ x, dans laquelle s est considérée

comme une fonction de x, a pour intégrale

s==acos.nx+ bsin. nx+ nsin.nxfcos. nx.ex.dx

—ncos.nxfsin. nx.pxdux.

n étant un nombre entier, et la valeur de x étant égale a =,
onas=d=+ n[qu .sin. nx dx. Le signe+doit étre choisi lors-

que n est impair, et le signe — lorsque ce nombre est pair.
On doit supposer x égal a la demi-circonférence =, apres
l'intégration indiquée; ce résultat se vérifie, lorqu'on déve-
loppe att moyen de l'intégration par parties, le terme

[qa.x sin.nx.dx

L R R | R R R LT L L R L L R T
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en remarquant que la fonction g2 ne contient que des puis-
sanccs impaires de la variable et en prenant l'intégrale de-
puis x=o0 jusqu’a r==r.

On en conclut immédiatement que ce terme équivaut a

+ 1" I 18l 1 VI I YIre I
AT R TR e me e e we s o ete. )

Si l'on substitue cette valeur dei dans I'équation (B), en

prenant le signe +- lorsque le terme de cette équation est de
rang impair, et le signe — lorsque » est pair; on aura en
géneéral S(px.sin. nx.dx) pour le coéfficient de sin. nx; on
parvient de cette maniére a un résultat trés-remarquable
exprime par I'équation suivante :

Empx—_—sin.xs (sin.z.9x.dz)+sin. 228 (sin.2x oz dz)
+sin. 32 S(sin. 3x.9r dx)....4sin. fx S(sin. ix px dx) tetc.;
(D)
le second membre donnera toujours le développement cher-
ché de la fonction gz, si I'on effectue les intégrations de-
puis x=o0, jusqu’a r=r.
220.

On voit par-la que les coéfficients abcdef. .. etc., qui

entrent dans I'équation

1 . . . .
—TQx=—a sin. x4 b sin. 22 -+ ¢ sin. 3 x 4 d sin. 4 x+ etc.
2

et que nous avons trouvés précédemment par la voie des éli-
minations successives, sont des valeurs intégrales définies
exprimées par le terme général S (sin.ix.¢x dx), ¢ étant
le numéro du terme dont on cherche le coeéfficient. Cette
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remarque est importante, en ce quelle fait connaitre com-
ment les fonctions entierement arbitraires peuvent aussi
étre développées en séries de sinus d’'arcs multiples. En effet,
si la fonction ¢x est représentée par I'ordonnée variable
d'une courbe quelconque dont I'abscisse s'étend depuis x=0
jusqu'a ==, et si l'on construit sur cette méme partie de
l'axe la courbe trigonométrique connue, dont I'ordonnée est
y=sin. x; il sera facile de se représenter la valeur dun
terme intégral. Il faut concevoir que pour chaque abscisse x,
a laquelle répond une valeur de ¢ x, et une valeur de sin. x,
on multiplie cette derniére valeur par la premiere, et qu'au
méme point de 'axe on éleve une ordonnée proportionnelle
au produit ¢ z.sin. x. On formera, par cette opération conti-
nuelle, une troisieme courbe, dont les ordonnées sont celles
de la courbe trigonométrique, réduite proportionnellement
aux ordonnées de la courbe arbitraire qui représente ¢ x.
Cela posé, l'aire de la courbe réduite étant prise depuis x=o0
jusqu'a x==r, donnera la valeur exacte du coéfficient de sin. x;
et quelle que puisse étre la courbe donnée qui répond a ¢z,
soit qu'on puisse lui assigner une équation analytique, soit
quelle ne dépende d’aucune loi réguliere, il est évident
quelle servira toujours a réduire d'une maniere quelconque
la courbe trigonomeétrique; en sorte que l'aire de la courbe
réduite a, dans tous les cas possibles, une valeur déterminée
qui donne celle du coéfficient de sin. x dans le développe-
ment de la fonction. Il en est de méme du coéfficient sui-
vant b ou S (¢ x.sin. 22 dx).

I faut en général, pour construire les valeurs des coéffi-
cients abecde. .. etc., imaginer que les courbes, dont les
équations sont

] T B A L L L A L R A A R R LR L T LT SRR R T RN R TR R
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y==sin. x, y==sin. 2 &, y=sin. 3z, y==sin. { z, etc.,

ont été tracées pour un méme intervalle sur axe des x, de-
puis x=—o0 jusqua x=r; et qu'ensuite on a changé ces
courbes en multipliant toutes leurs ordonnées par les or-
données correspondantes d'une méme courbe, dent Péqua-
tion est y=q¢x. Les équations des courbes réduites, sont:

y==sin.x.px,y==sin.2 z.9x,y=sin.3z. ¢ x,y==sin. 4 x.¢ .. ete.

Les aires de ces derniéres courbes, prises depuis x=o0 jus-
qua x=mr, seront les valeurs des coéfficients a b ¢ d etc.,
dans I'équation

1 . . . .
STexr=a sin.x -+ & sin. 2 x + ¢ sin. 3 x + d sin. 4 x -} etc.

221.

On peut aussi vérifier I'équation précédente (D) (art. 220),
en déterminant immédiatement les quantités a,a,a;...a; etc.,
dans I'équation

¢x=a, sin.x+ a, sin.2x + a; sin.3x +... @, sin. jo +... etc.;

pour cela on multipliera chacun des membres de la derniere
équation, par sin. iz.dx, ¢ étant un nombre entier, ct 'on
prendra l'intégrale depuis x=o jusqua x=r, on aura

S(pasin.iz.dxy=a, S(sin. z sin. ix.dx)+a, S(sin. 2z sin. ixdx)

+...a;8(sin.jx.sinix.dx)-+... etc.

Or on peut facilement prouver, 1° que toutes les inté-
grales qui entrent dans le second membre, ont une valeur
nulle, excepté le seul terme @, S(sin. iz .sin. tx dx);2° que
la valeur de S (sin.iz.sin. iz.dx) est 4 r; d'out I'on con-
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. S{ox.sin.iz.dx ’
clura la valeur de a,, qui est ﬁP—J—) Tout se reé-

duit a considérer la valeur des intégrales qui entrent dans
le second membre, et 4 démontrer les deux propositions
precedentes. L'intégrale 2 S(sin. jz.sin. iz.dx), prise de-
puis * = o jusqu'a x = =, et dans laquelle i et j sont des
nombres entiers, est

7—/sin. (i—j.x)—l,_ll_j sin. (i +7 2)+ C.

I

L'intégrale devant commencer lorsque x==0, la constante C
est nulle, et les nombres ¢ et étant entiers, la valeur de I'in-
tégrale deviendra nulle lorsqu'on fera x=r=; il s'ensuit que
chacun des termes tels que

a,S{sin.xsin. ix.dx),a,S(sin, az.sin.fx.dx), a,S(sin. 3 zsin. i z.d x) ete.
1 \ 9 \ ) 3

s'évanouit, et que cela aura lieu toutes les fois que les nom-
bres i et/ seront différents. Il n'en est pas de méme lorsque

. . , I - ;T
les nombres 7 et j sont égaux, car le terme 7= sin. (t—jx)

auquel se réduit 'intégrale , devient g, et sa valeur est =. On

a parconséquent 2 S(sin. ix.sin. ix.dx)=nr; on obtient ainsi
de la maniere la plus brieve, les valeurs de @, a, 4, «,...a, etc.

qui sont :
a’:S (cp:c.slir;x.dx)’ a2:S(q)x.sirll.:.r.d.z) :

__S{px.sin.3x.dx) a _ S{px.sin.ix.dx)
- Ix e = In ’

a;

En les substituant on a
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iw(p;r;::sin. x S{oxsin.x.dx)+sin.2xS(px.sin. 2x2.dx)
2

~+sin. 3z S(g.xsin. 3 x.dx).... 4 sin. iz S (g sin. ix.dx)
+ etc.

222,

Le cas le plus simple est celui ou la fonction donnée a
une valeur constante pour toutes les valeurs de la variable x
comprises entre o et =; dans ce cas, l'intégrale /'sin. i d

’ 2 . . . . 4 .
est égale a - si le nombre ; est impair, et égal a o si le
nombre ¢ est pair. On en déduit I'équation

I . I . 1 . ) S
== 7 SIIL. 5 SN, ¢ ~sin. 7 x + - sin. gx +etc.
21‘ 51n.x+3sm 3x+5sm 51‘-‘}—75111 7‘1—}—951119

que l'on a trouvée précédemment.

11 faut remarquer que lorsqu'on a développé une fonction
o x en une suite de sinus d’arcs multiples la valeur de la
série asin.x + bsin. 2.x + csin. 3x + dsin. 4 x + ete. est la
méme que celle de la fonction ¢ & tant que la variable x est
comprise entre o et =; mais cette égalitév cesse en général
d'avoir lieu lorsque la valeur de x surpasse le nombre =.

Supposons que la fonction dont on demande le dévelop-
pement soit x, on aura, dapres le théoréme precédent,

I . . . .
;ﬁ.Z‘:SlH..Z’ xsin.xdx -+ SIn. 2xfxsm.2xdx

+ sin.3xﬁrsin. 3xdx + sin.[;xfwsin.Axdx + etc.

T
. , . . ’ . ™ . .
L’mtegralcfx sin. Zx dx équivaut a =+ % les indices o et =
(4]

qui sont joints au signe /* font counaitre les limites de I'in-



238 THEORIE DE LA CHALEUR.
tégrale ; le signe + doit étre choisi lorsque Z est impair, et le
signe-— lorsque ¢/ est pair. On aura donc I'équation suivante :

4 . I .
- X ==81n.xr —- Slll.
SE=S 2 2%+ 3 y z

223.

On développera aussi en séries de sinus d'arcs multiples
les fonctions différentes de celles o il n’entre que des puis-
sances impaires de la variable. Pour apporter un exemple
qui ne laisse aucun doute sur la possibilité de ce développe-
ment, nous choisirons la fonction cos, x, qui ne contient
que des puissances paires de x, et quon développera sous
la forme suivante :

1 . I . I . I .
—sm.3x———sm.4x+—sm.5x-—§sm.7x+etc.

asin.x + bsin.2x + csin. 3x 4+ dsin. fx + esin. bx + etc.

. v } .y A .
quoiqu'il n’entre dans cette derniere série que des puissances
impaires de la méme variable. On aura en effet, d’apres le
théoréme preécédent ,

I . .
;-r:cos.x:sm.xﬁos.xsm.xdm

+sin. 2xﬁ:’os.xsin. axdx + sin. 3x/::05. xsin. 3xdx + etc.

L’inte’graleﬁm.xsih.ix dx, équivaut a zéro lorsque Z est

. . 21 . .
un nombre impair, et& z—, lorsque Z est un nombre pair.

En supposant successivement i=2, 4, 6, 8, etc. on aura la
série toujours convergente :

A
5.5

1 2 .
~®COS, X —— SIN. 2& +

3 — —6—sin.6x

sm.4.7c+5_7

8 . 10 .
+ —sin. 8z +——sin. rox + etc.
7.9 9.41
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ou cos.x———zie+ %) sin. 2. & -+ <%+ %) sin. 4 x
+ (%—F;) sin.6x+'<—;—+§> sin.8z + <é+ﬁ) sin. 10z + etc.

Ce résultat a cela de remarquable quil offre le développe-
ment du cosinus en une suite de fonctions dont chacune ne
contient que des puissances impaires. Sil'on fait dans I'équa-
tion précédente x=17 =, on trouvera :
[ 1 X I
Cette derniére série est connue (introd. ad analysin. infint.
cap. X).
234,

On peut employer une analyse semblable pour dévelop-
per une fonction quelconque en série de cosinus d’arcs mul-
tiples. Soit ¢ la fonction dont on demande le développe-

ment , on écrira :
9 X ==a,C08. 0 X+a, COS. X+ a, COS. 3 L+a; COS. 3T+ ...a,C0O8.L.x... +ete.

Si I'on multiplie les deux membres de cette équation par
cos. j x et que l'on intégre chacun des termes du second
membre depuis =0 jusqu'a x=r; il est facile de s’assurer
que la valeur de cette intégrale sera nulle, excepté pour le
seul terme qui contient déja cos. j x. Cette remarque donne
immédiatement le coéfficient «;; il suffira en général de
considérer la valeur de lintégrale f/ cos.jx cos. tx dx,
prise depuis & = o jusqu'a & = =, en supposant que j et ¢
sont des nombres entiers. On a

sin.j + &+ ZJ————) sin. j — &+ C.

ﬁ:os.jx cas.tx dx :2—,/{‘—_;)- o
7 -
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Cette intégrale, prise depuis x =0 jusqu'a x=r, est
: évidemment nulle toutes les fois quej et 7 sont deux nom-
bres différents. Il n'en est pas de méme lorsque ces deux

, . 1 . g .
nombres sont egaux. Le dernier terme m sin. j — &

=)

. o] I ’ .
devient cretsa valeur est - =, lorsque l'arc x est égal a «.

Si donc on multiplie les deux termes de I'équation précé-
dente (m) par cos. Zx, et que l'on integre depuis o jus-

. 1 . .
(u'a =, on aura : ﬁ x c0s. ix d x = _ = a,, équation qui fera

connaitre la valeur du coéfficient a,. Pour trouver le premier
coéfficient a,, on remarquera que dans l'intégrale

) 4 . 0 d I . g d
;_(.].Ti) Sln.]—'—l-ﬂ.’:—l";-(—f_-—i) sm. j—ix,

.. . . o
sij=o et {==0 chacun des termes devient -, et la valeur

de chaque terme est :r; ainsi l'intégrale fcos.jzcos.ix dz,
prise depuis z=o0 jusqua z==r est nulle lorsque les deux
nombres entiers et 7 sont différents ; elle est + = lorsque les
deux nombres ; et ¢ sont égaux, mais différents de zéro,
elle est égale & = lorsque j etz sont I'un et 'autre égaux a
zéro, on obtient ainsi I'équation suivante :

~ ©
1 X
-n?x~——ﬁxdx +cos. x fpxcos.xdx
2 2

o [+

ki3 ™
+ cos. 2.1"/:9.Z’COS. axdx+ cos. 3xﬁxcos.3rd.r+ etc. (n)

o] o

Ce théoréme et le précédent conviennent a toutes les fonc-
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tions possibles, soit que l'on en puisse exprimer la nature
par les moyens connus de l'analyse, soit qu'elles correspon-
dent & des courbes tracées arbitrairement.
225.
Si la fonction proposée dont on demande le développe-
ment en cosinus d’arcs multiples est la variable « elle-méme;
on écrira I'équation

TTE=a,+@a,C08.X+a,C08. 22 +a;,C08. 32+... +a, Cos. 1 2+ ete.

et 'on aura, pour déterminer un coéfficient quelconque «;,

K19

I'équation @, = f zcos. ixdx. Cette intégrale a une valeur

o

. . , . N
nulle lorsque 7 est un nombre pair, ct est €gal a — - lorsque

¢ est impair. On a en méme temps @, — - =’. On formera
donc la série suivante

1 CO0s. x cos. 3 x cos. b cos. 7 .x
4 - 4 —4 — 4§ —L=—etc.

X == — — —
2" T Fr 5w
On peut remarquer ici que nous sommes parvenus a trois
développements différents de * X, Savolr :
I

I . I . . I . I .
> F=s8in.x—sin. 2. & + 3sin. 3x—2sm. 4o+ gsm.5x—etc.

Zo=2sin.z + - sin 324~ sin. 5 4——sin. 72 + ete
5 X==_sin. 5o SID. FaSII. o SiNL 7 i

X ) 4 2 2 ‘ 2
5 X=== %=~ CO8.& — — €0S. 32— ~— cos. 5 x —etc.
2 4 T 3 5%
11 faut remarquer que ces trois valeurs de : & ne doivent
point étre considérées comme égales, abstraction faite de
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toutes les valeurs de x; les trois développements précédents
n'ont une valeur commune que lorsque la variable x est
comprise entre o et = La construction des valeurs de ces
trois séries et la comparaison des lignes dont elles expriment
les ordonnées rendraient sensibles la coincidence et la dis-
tinction alternatives des valeurs de ces fonctions.

Pour donner un second exemple du développement d’'une
fonction en série de cosinus d’arcs multiples, nous choisi-
rons la fonction sin. x qui ne contient que des puissances
impaires de la variable, et nous nous proposerons de la

développer sous la forme
a+ bcos.x + ccos. 2 + dcos. Jx + etc.

En faisant & ce cas particulier l'application de l'équation
générale, on trouvera, pour I'équation cherchée,

I . x__i_cos.zx cos. 4 cos.6.r__cos.8:c
z_iﬂsul' TTa .3 3.5 5.7 7.9

On parvient ainsi a developper une fonction qui ne contient
que des puissances impaires en une série de cosinus dans
laquelle il n'entre que des puissances paires de la variable. Si
on donne a x la valeur particuliere ; =, on trouvera :

I I I

1
-+ 1333 -+ '5—;—-;'5 -+ etc.

T —

SRR

PN

Or, de I'équation connue

|
|
-
|

BN
E

(IR Y Xt N} XN EER R R L RN AR T LN AN TR R AN RN R AR A LA A RRR AL ER LR AR
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On tire
1 — I I 1 I te
SW_1_—+5.7 Jr‘9.11_‘_13.15_}_6 -
et aussi
_[_ __I I I I I t
8™ 2T 33 79 T3 135 €L

en ajoutant ces deux résultats, on a, comme précédemment,

I I I 1 I I I
Zw=;+l—3—3——5+3—7—7—9+ﬁ——;—[—-1—5+etc
226.

L'analyse précédente donnant le moyen de développer
une fonction quelconque en série de sinus ou de cosinus
d’arcs multiples, nous l'appliquerons facilement au cas ou
la fonction & développer a des valeurs déterminées, lorsque
la variable est comprise entre de certaines limites et a des
valeurs nulles, lorsque la variable est comprise entre d'au-
tres limites. Nous nous arréterons a l'examen dec ce cas
particulier, parce qu'il se présente dans les questions phy-
siques qui dépendent des équations aux différences partielles,
et quil avait été proposé autrefois comme un exemple des
fonctions qui ne peuvent étre développées en sinus ou
cosinus d’arcs multiples. Supposons donc que l'on ait 4
réduire en une série de cette forme une fonction dont la
valeur est constante , lorsque.x est comprise entre o et «, et
dont toutes les valeurs sont nulles lorsque x est comprise
entre « et =. On emploiera I'équation générale (rz) dans
laquelle les intégrales doivent étre prises depuis x ==o
Jjusqu'a x==r. Les valeurs de s x qui entrent sous le signe /'
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étant nulles depuis x=—na jusqu'da x=r; il suffira d’intégrer
depuis x=o0 jusqu'd x=qa. Cela posé, on trouvera, pour la
série demandée, en désignant par 4 la valeur constante de
la fonction,

I I—COS. o - I—CO0S.2¢a -
-mex=—h|———sin.x+ sin. 2%

1—cos. 3 . 1—cos. fo -

— " Zsin.3x + —, sin. 4 x + etc.

Si l'on fait A=1 =, et que l'on représente le sinus verse de
I'arc & par sin.V.z, on aura:

pxr=sin. V.asin.z+:sin.V.2asin. 2x+5sin. V. 3asin. 32

+ :sin. V. fasin. fx+<sin. V. 5asin. 5 x + etc.

Cette serie toujours convergente est telle que si 'on donne
a x une valeur quelconque comprise entre o et x, la somme
de ses termes sera L r; mais si I'on donne & x une valeur
quelcongue plus grande que « et moindre que £ ~ la somme
des termes sera nulle.

Dans I'exemple suivant, qui n'est pas moins remarquable,
les valeurs de ¢z sont égales a sin. x pour toutes les valeurs
de x comprises entre o et «, et sont nulles pour toutes les
valeurs de x comprises entre « et =. Pour trouver la série
qui satisfait a cette condition , on emploiera I'équation (m).

Les intégrales doivent étre prises depuis x=o0 jusqua
x = =; mais il suffira, dans le cas dont il s'agit, de prendre
ces intégrales depuis x==0 jusqu’a x=«, puisque les valeurs
de ¢ x sont supposées nulles, dans le reste de l'intervalle.
On en conclura:

ey R TR R Ly Ry R R R R R LR
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sin.usin.x+sin.2usin. 22  sin.Jasin. 3 x

1:1__“: 7:'1_2: a-n ,r:z__ 3:1 a'-)

sin. fy sin. 4 >

@ + etc.

Si 'on supposait «=—r, tous les termes de la série s'évanoui-
raient, excepté le premier qui deviendrait g, et qui a pour
valeur sin. &, on aurait donc ¢ x = sin. x.

227.

On peut étendre la méme analyse au cas ou l'ordonnée
représentée par ¢ x serait celle d'une ligne composée de
différentes parties, dont les unes seraient des arcs de courbes
‘et les autres des lignes droites. Par exemple, si la fonction
dont on demande le développement en séries de cosinus

d’arcs multiples a pour valeur (g) — 27, depuis x=o0 jus-

qua x =1 =, et est nulle depuis x= ;= jusqua x=r.
On emploiera I'équation générale (n), et en effectuant les
intégrations dans les limites données, on trouvera que le

r s ™\ 2 « ’ v 2 .
terme general/((—) — > cos. xx dx est égal a  lorsque ¢
2 z
. . ~ . . .
est impair, a ; lorsque ¢ est double d'un nombre impair, et
™ . . .
:‘al——F lorsque 7 est quadruple d’'un nombre impair. D'un
3
Ag s T . .
autre cdté, on trouvera 3 _; pour la valeur du premier terme

i [ ¢ x d x. On aura donc le développement suivant :

I 1 /m\* 2(cos.x cos.3x cos.5x cos.yx
;CP{C—;?;(;) +E{ e -+ 3 -+ ) -+ 73 +- etc.

L E
cos. 2.2 cos. §x + cos. 6
o & 6

— etc.
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Le second membre est représenté par une ligne composée
d’arcs paraboliques et de lignes droites.
228.

On pourra trouver de la méme maniere le développement
d'une fonction de x qui exprime l'ordonnée du contour
d’un trapeze. Supposons que ¢ x soit égale & x depuis =0
jusqu'a x==u, que cette fonction soit égale a « depuis x—=u«
jusqua x==r-—ax, et enfin égale & r — z, depuis r=r—u
jusqu'a x=r. Pour la réduire en une série de sinus d’arcs
multiples, on se servira de I'équation générale (). Le terme
général /o x sin. ix.dx sera composé de trois parties diffé-

? A ’ . 2 . .
rentes, et I'on aura, apres les réductions, = sin. (t«) pour le
coéfficient de sin.ix, lorsque ¢ est un nombre impair; et
zéro pour ce coéfficient , lorsque 7 est un nombre pair. On
parvient ainsi a I'équation :

I . . 1 . .
2810, 3asin. 32 4+ = sin. S asin. b a

1 . .
-RoX=—2{SIN.aSIN. X
nrq:ox @S +3, 5

T . .

+ =8I 7a sin. 72 + etc.} (p)
Si I'on supposait « =1 =, le trapéze se confondrait avec le
triangle isoscele, et I'on aurait, comme précédemment, pour
'équation du contour de ce triangle :
I . I . I . I .
—wq.ax=2<sm.x + 58I 32 + =sin. 5z + — sin. g v 4 etc.)
2 3 52 7
série qui est toujours convergente quelle que soit la valeur
de 2. En général les suites trigonométriques auxquelles nous
sommes parvenus, en développant les diverses fonctions,
sont toujours convergentes : mais il ne nous a point paru

T T TR R TR RN LAY L L L L R R R R R R L R T
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nécessaire de le démontrer ici : car les termes qui com-
posent ces suites ne sont que les coéfficients des termes des
séries qui donnent les valeurs des températures; et ces
coéfficients affectent des quantités exponentielles qui décrois-
sent tres-rapidement, en sorte que ces dernieres séries sont
tres-convergentes. A I'égard de celles ol il n'entre que des
sinus ou des cosinus d’arcs multiples, il est également facile
de prouver qu'elles sont convergentes, quoiqu'elles repré-
sentent les ordonnées des lignes discontinues. Cela ne résulte
pas seulement de ce que les valeurs des termes diminuent
continuellement; car cette condition ne suffit pas pour établir
la convergence d'une série. Il est nécessaire que les valeurs
auxquelles on parvient, en augmentant continuellement le
nombre des termes, sapprochent de plus en plus dune
limite fixe, et ne s'en écartent que d’une quantité qui peut
devenir moindre que toute grandeur donnée : cette limite
est la valeur de la série. Or on démontre rigoureusement
que les suites dont il s'agit satisfont a cette derniére condition.
229.

Nous reprendrons I'équation précédente () dans laquelle
on peut donner 2 x une valeur quelconque ; on considérera
cette quantité comme une nouvelle ordonnée, ce qui
donnera lieu 4 la construction suivante.

Ayant tracé sur le plan des x et y (voy. fig. 8)le rectangle
dont la base o = est égale & la demi-circonférence , et dont la
hauteur est - =, sur le milieu 7z du coté parallele a la base
on élevera perpendiculairement au plan du rectangle une
ligne égale & * =, et par l'extrémité supérieure de cette
ligne, on tirera des droites aux quatre angles du rectangle.
On formera ainsi une pyramide quadrangulaire. Si T'on
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porte maintenant sur le petit c5té du rectangle, i partir du
point o, une ligne quelconque égale & «, et que par l'ex-
trémité de cette ligne on meéne un plan parallele 4 la base
o =, et perpendiculaire au plan du rectangle, la section com-
mune  ce plan et au solide sera le trapeze, dont la hauteur
est égale a «. L'ordonnée variable du contour de ce trapeze
est €gal, comme nous venons de le voir, A

g <Sin.a sin. x -+ si,sin. 3« sin. 3z + 51 sin. Sa sin. 5
+%sin. 7asin. gz + etc.) ;

Il suit de la qu'en appelant «, ¥, z, les coordonnées d'un
point quelconque de la surface supérieure de la pyramide
quadrangulaire que nous avons formée, on aura pour I'équa-
tion de la surface du polyedre, entre les limites

X=0,T=m, y=O0,)y=1mx:

sin. & sin. sin. 3z sin. 3 sin. 5 & sin. 5
== In f+ 3: f+ 5: f

I
4
2

-+ etc.

Cette série convergente donnera toujours la valeur de l'or-
donnée z ou de la distance d’'un point quelconque de la
surface au plan des « et y.

Les suites formées de sinus ou de cosinus d’arcs multiples
sont donc propres & représenter entre des limites déter-
minées, toutes les fonctions possibles, et les ordonuées des
lignes ou des surfaces dont la loi est discontinue. Non seu-
lement la possibilité de ces développements est démontrée,
mais il est facile de calculer les termes des séries; la valeur
d'un coéfficient quelconque dans I'équation :

Px=a, sin. & + a4, Sin. 2 + a; sin. 3& +....4a, sin. { x+etc.

e Xl LR R R RN AR LA T AN AL IR AR NN AR L LR L L RN LR A
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est celle d'une intégrale définie, savoir :

2 . .
~fqa.2§‘ sin. tx.dx.
™

Quelle que puisse étre la fonction o2, ou la forme de la
courbe qui la représente, l'intégrale a une valeur déterminée
qui peut étre introduite dans le calcul. Les valeurs de ces
intégrales définies sont analogues & celle de laire totale
Jox dx comprise entre la courbe et I'axe dans un inter-
valle donné, ou a celles des quantités mecaniques, telles
que les ordonnées du centre de gravité de cette aire ou d'un
solide quelconque. Il est évident que toutes ces quantités
ont des valeurs assignables soit que la figure des corps soit
réguliere, soit quon leur donne une forme entierement
arbitraire.
23o0.

Si I'on applique ces principes a la question du mouvement
des cordes vibrantes, on résoudra les difficultés qu'avait
d’abord présentées I'analyse de Daniel Bernouilli. La solu-
tion donnée par ce géometre suppose quune fonction quel-
conque peut toujours étre développée en séries de sinus ou
de cosinus d'arcs multiples. Or de toutes les preuves de
cette proposition la plus compléte est celle qui consiste a
résoudre en effet une fonction donnée en une tclle série
dont on détermine les coéfficients.

Dans les recherches auxquelles on applique les équa-
tions aux différences partielles, il est souvent facile de
trouver des solutions dont la somme compose une intégrale
plus générale : mais 'emploi de ces intégrales exigeait que
Fon en déterminat l'étendue, et que l'on put distinguer



250 THEORIE DE LA CHALEUR.

clairement les cas ou elles représentent l'intégrale genérale
de ceux ou elles n'en comprennent qu'une partie. 1l était
nécessaire sur-tout d’assigner les valeurs des constantes, et
cest dans la recherche des coéfficients que consiste la diffi-
culté de l'application. Il est remarquable que I'on puisse
exprimer par des séries convergentes, et, comme on le verra
dans la suite, par des intégrales définies, les ordonnées des
lignes et des surfaces qui ne sont point assujéties a une loi
continue. On voit par-la qu'il est nécessaire d'admettre
dans lanalyse des fonctions qui ont des valeurs égales,
toutes les fois que la variable recoit des valeurs quelconques
comprises entre deux limites données, tandis qu'en substi-
tuant dans ces deux fonctions, au lieu de la variable, un
nombre compris dans un autre intervalle les résultats des
deux substitutions ne sont point les mémes. Les fonctions
qui jouissent de cette propriété sont représentées par des
lignes différentes, qui ne coincident que dans une portion
déterminée de leur cours, et offrent une espece singuliere
d’osculation finie. Ces considérations prennent leur origine
dans le calcul des équations aux différences partielles ; elles
jettent un nouveau jour sur ce calcul, et serviront a en
faciliter I'usage dans les théories physiques.
231.

Les deux équations générales qui expriment le dévelop-
pement d'une fonction quelconque en cosinus ou en sinus
d’arcs multiples donnent lieu a plusieurs remarques qui font
connaitre le véritable sens de ces théorémes, et en dirigent
I'application.

Si dans la série

a+ bcos. x + ¢ cos. 22 + dcos. 3x 4 e cos. 4 x + etc.
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on rend négative la valeur de «, la série demeure la méme,
et elle conserve aussi sa valeur si l'on augmente la variable
d’'un multiple quelconque de la circonférence 2=. Ainsi
dans I'équation

;—)-nfgxzéfq;ardm+cos.xfcpxcos.xdx

+cos.2quaxcos. sxdx+ cos.3xf@xcos.3xdx+etc. ()

la fonction g est périodique, et représentée par une courbe
composée d'une multitude d’arcs égaux, dont chacun cor-
respond sur l'axe des abscisses 4 un intervalle égal a 2 =. De
plus chacun de ces arcs est composé de deux branches
symétriques qui répondent aux deux moitiés de Vintervalle
égal 4 2

Supposons donc que lon trace une ligne d'une forme
quelconque pea et qui réponde & un intervalle €gal an,
(woyez fig. 9). Si l'on demande une série de la forme

a4+ b cos. x+ ccos.ax+ d cos. 3x -+ etc.

telle qu'en mettant au lieu de x une valeur quelconque X
comprise entre o et x, on trouve pour la valeur de la séric
celle de l'ordonnée X o, il sera facile de résoudre cette ques-
tion: car les coéfficients donnés par I'équation (v sont

I 2 2 :
—/wcdx, = /.cpxcos.:zacdx, 7fcpxcos.$xr1x, cte.
™, ™. ™

Les diverses intégrales qui sont prises de x==o0 ar=r,
ayant toujours des valeurs mesurables comme celle de Laire
09 a =, et la série formée par ces coéfficients étant toujours
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convergente, il n'y a aucune forme de la ligne gpa, pour
laquelle Tordonnée X ¢ ne soit exactement représentée par
le développement

@&+ b cos.x + ccos. 22+ dcos. 3z + ecos. fx + ete.

L’arc g pa est enticrement arbitraire ; mais il n'en est pas de
méme des autres parties de la ligne, elles sont au contraire
déterminées : ainsi farc ¢ 2« qui répond 4 lintervalle de
04—, est le méme que l'arc pa; et l'arc total a9a se
répete pour les parties consécutives de I'axe dont la lon-
gueur est 2 .

On peut faire varier dans l'équation (v) les limites des
intégrales. Si elles étaient prises depuis x = — jusqu’a
z ==, le résultat scrait double; il le serait aussi si les
limites des intégrales étaient o et 2 x, au liew d'étre o et x.

b

Nous désignons en général par le signe f l'intégrale qui
a

commence lorsque la variable équivaut & a, et qui est com-
plete lorsque la variable équivaut a ; et nous écrirons
I'équation (r) sous la forme suivante :

T kg
lﬂtpx=1f@xd1‘+COS..Z‘f«pd?COS..Z’d.Z
2 2

o o
T

+C0s. 2% q;xcos.zxdx+cos.3xfcpxcos.3xdx+etc. O]

(] o

Au lieu de prendre les intégrales depuis =0 jusqu'a r="r,
on pourrait les prendre depuis x = o jusqua z =2, ou

O R RN R T XL RN XN TR RN RN R R Rl I AR e R R A
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depuis x==-——7z jusqud x=—r; mais dans chacun de ces
deux cas, il faut écrire au premier membre z ¢ x au lien

de : = ¢ L.
232.

Dans I'équation qui donne le développement d’une fonction
quelconque en sinus d’arcs multiples, la série change de
signe et conserve la méme valeur absolue lorsque la variable
x devient négative; elle conserve sa valeur et son signe
lorsque la variable est augmentée ou diminuée d’'un mul-
tiple quelconque de la circonférence 2. L'arc pga (wvoyez
fig. 10), qui répond a lintervalle de 0 & = est arbitraire;
toutes les autres parties de la ligne sont déterminées. I arc
¢ ¢ «, qui répond a l'intervalle de 0 & — =, a la méme forme
que l'arc donné ¢ ¢ @ ; mais il est dans une situation opposée.
L'arc total a ¢ ¢ 9 ¢ @ est répété dans l'intervalle de ~ 4 3,
et dans tous les intervalles semblables. Nous écrirons cette
équation comme il suit :

k3 T
émpx:sin.x pxsin.xdx+sin.ax foxsin.axda

o o

+sin. 34?xsin. S3xdx+ete. (p)
o

On pourrait changer les limites des intégrales, et écrire
2% += ™

f ou f au lieu de f ; mais dans chacun de ces deux cas,
o - o

il faut écrire au premier membre = ¢ x, au lieu de * ¢ 2.
233.

La fonction ¢z, développée en cosinus d’arcs multiples,
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est représentée par une ligne formée de deux arcs égaux
placés symétriquement de part et d'autre de I'axe des y, dans
lintervalle de — = a + = (voy. fig. 11); cette condition est
exprimée ainsi px=¢ (—x). La ligne qui représente Ila
fonction ¢ x est au contraire formée dans le méme inter-
valle de deux arcs opposés , ce qu'exprime I'équation

yo=—y(—a)

Une fonction quelcanque Iz, représentée par une ligne
traede arbitrairement dans lintervalle de — = 4 + =, peut
toujours étre partagée en deux fonctions telles que g ct § .
En effet, si la ligne ' F'm F F représente la fonction F x,
et que l'en éleve par le point o l'ordonnée o n, on tracera
par le point m a droite de laxe o m l'arc m ff semblable
a l'arc m F' F de la courbe donnée, et a gauche du méme
axe on tracera l'arc 2 f /' semblable a 'arc m F F; ensuite
on fera passer par le point m une ligne ¢'¢'m oo qui
partagera en deux parties égales la différence de chaque
ordonnée x F ou &' f' & l'ordonnée correspondante x f ou
' F. On tracera aussi la ligne {' ' 0§ ¢, dont l'ordonnée
mesure la différence de l'ordonnée de F'F' m FF & celle de
S m ff. Cela poseé, les ordonnées de la ligne FF' m FF
et de la ligne ff" m ff étant désignées I'une par Fu et la
seconde par fx,on aura évidemment fxr=F (—x); désignant
aussi l'ordonnée de ¢'¢' m 99 par ¢z, et celle de ¢'¢' o ¢ ¢
par ¢ x, on aura.

Fr—=ox+{a+ et fr=px—fxr=F(—x)
donc

px=iFzx 4+ F(—x)etyr=:Fx—:F(—ux).
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[&]
(SN

on en conclut

pr=g(—x) et yr=—y(—=x);
ce que la construction rend d'ailleurs évident.

Ainsi les deux fonctions ¢ x et § 2, dont la somme équi-
vaut 4 Fx, peuvent étre développées I'une en cosinus d’arcs
multiples et 'autre en sinus.

Si I'on applique & la premiére fonction 'équation (v), et &
la seconde I'équation (1), en prenant dans l'unc et l'autre les
iutégrales depuis x—-—= jusqu'a z=r, et si 'on ajoute les
deux résultats, on aura

s + cos. x fox da—+cos. 2.2 fgx cos.2 x d x + ete.
w(q;x-kd/x)_—_—wFa::;/@xdx - ) .
. ~+ sin, & f § & dx +sin. 2 & f Y sin, 2 2 d 2+ etc.

les intégrales doivent étre prises depuis x—=-—r jusqua
=mr. Il faut remarquer maintenant que dans l'intégrale
+=
j px cos.x dx on pourrait , sans en changer la valeur,
Zn
metire ¢z + $  au lieu de g car la fonction cos. x étant
composée, a droite et a gauche de 'axe des x, de deux parties
semblables, et la fonction & étant au contraire formeée de
+1T
deux parties opposées, l'intégrale /:;;:c cos.x dx est nulle. 1l
—
en serait de méme si I'on mettait cos. 22 ou cos. 3z et en géné-
ral cos. iz au lieu de cos. z, 7 étant un des nombres entiers de-
4=
puis o jusqu'a 'infini. Ainsi l’intégrak?/ ox cos tx dx est la

k1
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méme que l'intégrale
-+ +=
f(¢.r+¢x) cos.ix dx oufFa: cos. iz dx;
—_— _—

+=
On reconnaitra aussi que l'intégrale f yx sin. ix dx est égale
—x
+
a lintégrale f Fx sin. i 2 dx, parce que l'intégrale

%

+r
[ px sin. ix dx
=
est nulle. On obtient par-la I'équation suivante (p), qui
sert a développer une fonction quelconque en une suite
formeée de sinus et de cosinus d’arcs multiples;

. +cos. z/Fxcos.xdx+cos. 22 f/Fx cos. 2x dv 4 etc.
n-Fx:—fFa: dx
2 ~+sin. x/Fasin, x do + sin. 22/ Fx sin. 2 x d x 4 ete.

234.

La fonction Fz, qui entre dans cette équation, est repré-
sentée par une ligne F'F'FF, d'une forme quelconque. L'arc
F'F'FF, qui répond a l'intervalle de — = 4+, est arbitraire;
toutes les autres parties de la ligne sont déterminées, et
l'arc F'F'FF est répété dans tous les intervalles consécutifs
dont la longueur est 2=. Nous ferons des applications fre-
quentes de ce théoréme, et des équations précedentes (m2)
et (n).
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Si l'on suppose dans I'équation (p) que la tonction Fz
est représentée, dans l'intervalle de —x & + =, par une ligne
composée de deux arcs égaux symétriquement placés, tous
les termes qui contiennent les sinus s'évanouiront, et I'on
trouvera l'équation (m). Si au contraire la ligne qui repré-
seute la fonction donnée Fx est formée de deux arcs égaux
de situation opposée, tous les termes qul ne contiennent
point les sinus disparaissent, et I'on trouve I'équation ().
En assujétissant la fonction F'x & dautres couditions , on
trouverait d’autres résultats.

On écrira dans I'équation générale (p), au lieu de la va-

riable x, la quantité %, x désignant une autre variable,
et 27 la longueur de l'intervalle dans lequel est placé Tare

. ’ - . X
w represente I x; cette fonction sera F (22 ). que nous
q P )

désignerons par fx. Les limites qui étaient x=—r ct x=—=x

. X x Iy
deviendront ~ 5 =-—m, %~ =r; on aura donc, aprés la
substitution

o + cos. f 7 ."——rxd (exI) [ (2% ) dx+ete.
rfxziﬂxdx s (w ) xcos( ) Z+ cos (2 r) Z cos <2r,> x o

(
2/ + sin, (w%)ffx sin.(”Tx) dz + sin. (mf)f Zsin. (27;;) dx+ et

toutes les intégrales doivent étre prises comme la premiere,
de x=—r 4 x=+ r. Si l'on fait la méme substitution dans
les équations (n) et (), on aura

irfe= rfam'x -+ Cos. (1: ";)ff;c €os. (w?) dx + cos. (2 w§>ff$ Cos. (27:‘;) dx+etc.

(N)
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-

et rfx:sin.(wf)[ x.sin. (wf> d.x + sin, (21:'f> [fx sin. <2wf)d.z:+etc.
2 r/ r r/, r

o (M)

dans la premitre équation (P), les intégrales pourraient
étre prises depuis z=o0 jusqua x=2r, et en représentant
par X lintervalle total 27, on aura

+ COSs. (21-;)[ x COS. <z—§) dx+cos.<2. 2—;>f x COS‘.'Z(Q‘ﬁ ';)dx-fetc.

. . o . xZ .
+ sin. (2:15)/}% sin. (2 ™ i> dx+sin.2. <2ni> fxsm.z(m-.%) dx-tretc.

uy

/

;X/.z:éfja dx

235.

1l résulte de tout ce qui a été démontré dans cette section ,
concernant le développement des fonctions c¢n séries trigo-
nométriques, que si l'on propose une fonction fz, dont la
valeur est représentée dans un intervalle déterminé, depuis
x=o0 jusqua x=X, par I'ordonnée d'une ligne courbe
tracée arbitrairement on pourra toujours développer cette
fonction en une série qui ne contiendra que les sinus, ou
les cosinus, ou les sinus et cosinus des arcs multiples, ou les
seuls cosinus des multiples impairs. On emploiera, pour con-
naitre les termes de ces séries, les équations (M), (N), (P).

On ne peut résoudre entierement les questions fonda-
mentales de la théorie de la chaleur, sans réduire a cette
forme les fonctions qui représentent I'état initial des tem-
pératures.

Ces séries trigonométriques, ordonnées selon les cosinus
ou les sinus des multiples de I'arc, appartiennent a l'analyse
élémentaire, comme les séries dont les termes contiennent

Poror e e TR T NI T L N L IR R R R L R LR T T SRR TR NIRRT ] , , .
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les puissances successives de la variable. Les coéfficients des
sérics trigonométriques sont des aires définies, et ceux des
séries de puissance sont des fonctions données par la diffe-
rentiation, et dans lesquelles on attribue aussi 4 la variable
une valeur définic. Nous aurions & ajouter plusieurs remar-
ques concernant l'usage et les propriétés des séries trigono-
métriques ; nous nous hornerons 4 énoncer brievement celles
qui ont un rapport plus direct avec la théorie dont nous
nous occupons.

1° Les séries ordonnées selon les cosinus ou les sinus des
arcs multiples sont toujours convergentes, cest-i-dire quen
donnant a la variable une valeur quelconque non imagi-
naire, la somme des termes converge de plus en plus vers
une seule limite fixe, qui est la valeur de la fonction déve-
loppée.

2° Si I'on a l'expression de la fonction fz qui répond i
une série donnée

a+b cos.x+c cos.ax+d cos.3x + e cos. 4z + etc.,

et celle dune autre fouction gz, dont le développement
donné est

a4+ Ccos. £ +y €cos. 22+ 8 cos. 3z +¢ cos. 4 x+ ete.;

il est facile de trouver en termes réels la somme de la série
composée, ax+b f+c y+ dd +e e+ etc., et plus généra-
lement celle de la série

@oa+b fcos.x+c ycos. 22 +d §cos.3x+ e ¢cos. 4 x+ ete.

que I'on forme, en comparant terme a terme les deux séries
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données. Cette remarque s'applique & un nombre quelconque
de séries.

3o La série (P) (art. 234) qui donne le développement
d'une fonction Iz en une suite de sinus et de cosinus d’arcs

multiples, peut étre mise sous cette forme :

, ~+-cos.x /' Fa cos.a d atcos. 22/ F a cos. 2 ¢ d atetc.
ﬁsz_fFada
2 +sin..rfFasin.adu+sin.21‘_[Facsin.Qadu+etc.

« étant une nouvelle variable qui disparait apres les intégra-
tions. On a donc

2

Ak (| -+ cos, & cos. a + cos. 2 x cos. 2a 4 cos. 3 xcos. 3 a+ete.
::Fx:fF adu
i —+ sin. & sin. a -} sin. 2 2 sin, 2 & 4 sin. 2 x sin. 3 o+ etc.)

-+
1 1 e _— —_—
ou Fe= ;f(; + COS. X —a + €0S. 22X —a + €08. 3. Z—a + etc.)
1
Donc, en désignant par 2 cos. iz — «, la somme de la série

ror . . . . % . I
précédente, prise depuis =1 jusqua i=_, on aura

Fo=" [Fada(2cos.iz—a+1).

. I . -
L'expression - + 2 cos tx—« représente une fonction de x
2

¢t de « telle que si on la multiplie par une fonction quel-
conque F a, et, si apres avoir écrit d«, on integre entre les
limites a=—r= et «===, on aura changé la fonction pro-
posée F « en une pareille fonction de x multipliée par la
demi-circonférence =. On verra par la suite quelle est la na-

. s I . T .« .
ture de ces quantités, telles que - + 2 c0s. tx—a«, qui jouis-

sent de la propriété que I'on vient d’énoncer.
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#° Sidans les équations (M) (N) et (P) (art. 234) qui
étant divisées par » donnent le développement d'une fonc-
tion fx, on suppose que l'intervalle r devient infiniment
grand; chaque terme de la série est un élément infiniment
petit d'une intégrale; la somme de la série est alors repré-
sentée par une intégrale définie. Lorsque les corps ont des
dimensions déterminées, les fonctions arbitraires qui repré-
sentent les températures initiales, et qui entrent dans les
intégrales des équations aux différences partielles, doivent
étre développées en séries analogues a celles des équations
(M), (N), (P); mais ces mémes fonctions prennent la forme
des intégrales définies, lorsque les dimensions des corps
ne sont point déterminées , comme on lexpliquera dans
la suite de cet ouvrage, en traitant de la diffusion libre de
la chaleur.

SECTION VIIL
Application a la question actuelle.

236.

Nous pouvons maintenant résoudre d'une maniere géné-
rale la question de la propagation de la chaleur dans une
lame rectangulaire BAC, dont I'extrémité A est constam-
ment échauffée, pendant que ses deux arétes infinies B et G
sont retenues a la température o.

Supposons que la température initiale de tous les points
de la table BAC soit nulle, mais que celle de chaque point
m de l'aréte A soit conservée par une cause extérieure quel-
conque, et que cette valeur fixe soit une fonction fx de la



