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SUR LES

SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES,
PAR M. H. LEBESGUE.

En m'occupant des séries trigonométriques, j'ai eu surtout pour
but de montrer l 'uti l i té que pouvait avoir, dans l'étude des fonctions
discontinues de variable réelle, la not ion d'intégrale que j'ai intro-
duite dans ma Thèse. Je rappelle d'abord les principales définit ions
et propriétés relatives à cette intégrale (^ ) ,

Un ensemble l inéaire de points e étapt donné , on peut enfermer
ses points dans un nombre f in i ou dans une infini té dénombrable
d'intervalles; a chaque système d'intervalles choisi correspond un
nombre, la somme des longueurs de ces intervalles; la limite infé-
rieure de ces nombres est la mesure extérieure m^e) de <?. Si e est
compris dans AB et si <?, est le complémentaire de e par rapport à AB,
la mesure intérieure de e est, par définit ion,

m,{e) = long.(AB) — mc(^).

Les ensembles pour lesquels m^e) == m^e) sont dits mesurables et de
mesure mÇe) === m^e} == ̂ (^). La mesure ainsi définie jouit de beau-
coup des propriétés des longueurs; en particulier, quand on ajoute
des ensembles sans point commun, les mesures s'ajoutent également.

0) Pour les dénionstraUôns on pourra se reporter à ma Thèse pâme dans les Annali
dl Matûmaticci, îyn : Intégrale, longueur, aire.



454 ÏÏ. LEBESGUE.

Une fonction / est dite sommable si, quels que soient a et b, l 'en-
semble des valeurs de x, pour lesquelles on a a^f<^b, est mesu-
rable. Toutes les l imites de fonctions cont inues sont sommabics.

Si y* est une fonction sommable et bornée qui varie entre / et L, on
peut lui attacher une intégrale de la manière suivante. Prenons

^ = l < ^ < 4 <... < L^ < /„ -= L,

et soit ^( i==o, î y 2, . . » , ^ ) l 'ensemble des valeurs de x pour les-
quelles on a

^/<^..H-

La somme
p

]^ll•m•çei)

0

tend vers u n e Innitc déterm.inée quand, p augmente i n d é f i n i m e n t et
que 4-M •~ h ̂ n^ un i formément vers zéro. Ce nombre est r in tégra lc
de /dans l ' intervalle positif (a, />), (a << ^); on la note

^
i f^

Pour compléter la défini t ion, on pose

/'v-<//, K/A

L'intégrale ainsi définie jouit de beaucoup des propriétés de l'in-
tégrale au sens deRiemann ; on a, en particulier,

y/^ç=//+Ap.//
^ ^K

\ /(^ ) dx = K /( K^ ) rte.
^rt ^//

"Relativement au calcul des intégrales on peut énoncer cette pro-
priété : Si l'on a, quel que soit co,

nm/^/^(^)=/(^),
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et si, quels que soient n et x,

1/^)1 <M,

ou AI. est un nombre f in i déterminé, on a aussi

r 1 ' c1'j f{œ) dx =z lim/^ 1 /„, ( x) dx.
^ a ^ a

A certaines fonc t i ons non bornées, mais sommables, il est possible
(l 'attacher u n e intégrale par un procédé analogue. Les nombres /,
qu ' i l f a u t choisir sont échelonnés de — co à -4-co en nombre i n f i n i
et tels que /^, — 4 soit borné. Si alors la série S^(<^) est conver-
gente, elle t end vers une l imi t e dé terminée quand les l^^ — // t e n d e n t
vers zéro; c'est l ' in tégra le . Il faut remarquer que si/a une in tég ra le ,
) /[ en a u n e auss i .

Supposons q u e / n ' a i t pas d ' in tégrale , mais que, dans chaque inter-
val le , en exis te un au t re o ù / a i t u n e in tégra le , alors i l se peu t q u ' i l
exis te u n e (onc t ion F et u n e seule à une cons tan te a d d i l i v c près, to i l e
que l'on a i t

r/^^F(^)-F(a),
^a

pour tous les in te rva l l e s (a , / / ) où le premier membre a un sens. S'il
en est a i n s i , on d i t q u e / a d m e t F pour in tégra le indéf inie . On voi t
f a c i l e m e n t que , pour qu ' i l existe une intégrale in défi nie , il f a u t qu ' i l
existe une fonc t ion F v é r i f i a n t l 'égalité précédente , et que les va leurs
de x^ qu i ne peuvent être comprises dans un in terva l le (û?, b ) sans
que, dans cet in te rva l le , /(^) n'ait pas d'intégrale, fo rment u n
ensemble réduc t ib le .

Lorsqu' i l existe une intégrale i n d é f i n i e , n o u s appel lerons intégrale
définie dafu (^, b) calculée à l'aide des intégrales mciefînies, la q u a n t i t é

Ï ^ / ( ^ ) ^ ' = F ( ^ ) ~ F ( ^ ) .

Aux fonct ions de plusieurs variables on peut attacher des inté-
grales par des procédés analogues à ceux qui servent pour les fonc-
t ions d 'une variable. Le calcul de ces intégrales mult iples se ramène
à des calculs d'intégrales simples dans des cas étendus et, en particu-
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lier, quand il s'agit de fonctions bornées limites de fonctions conti-
nues.

Dans ma Thèse j'ai fait deux applications de la notion d'intégrale.
J'ai mon t r é que, pour toutes les fonct ions bornées, l ' intégration per-
met ta i t la recherche des fonctions p r imi t ives ; j'ai montré qu'il était
possible de représenter par une intégrale la longueur de toute courbe
rectifiable ayant des tangentes. Je vais appl iquer ici la not ion d'inté-
grale à l ' é tude du développement tr igonornétrique des fonctions non
intégrables au sens de Biemann.

Parmi les méthodes qui ont été employées pour l 'étude des séries
tr igonométriques, la seule qui puisse s 'appl iquer à ces fonctions est
celle de Riemann. Mais cette méthode n'a condu i t jusqu' ici qu'à deux
ou trois propriétés générales et en par t icu l ie r au théorème de Cantor
sur l ' imposs ib i l i té de deux développements pour la môme fonc t ion .
Toutes les fo i s qu'il, s'est agi d 'obtenir des condi t ions sulllsantes pré-
cises pour la poss ib i l i t é du développement i r igonométr iqoe dune
fonc t ion , Riemann, ainsi, que tous les au leurs q u i se sont occupés de
la question, se restreint à l 'étude des séries de Fouricr . C'est déjà u n
champ d'étude très vaste, car il résul te des t r avaux de Din i , (PAscoli,
q u ' u n e fonct ion cont inue ne peut ê t re représentée l^igonoméiriquo-"
ment qu'à l 'aide d 'une série de Fouricr. P. du I i ( ) i s - I{eymon( l , à l 'a ide
de c o n s i d é r a t i o n s q u i ne sont peut-être pas à Fabri de toute c r i t i q u e ,
a é tendu le même théorème aux f o n c t i o n s inlégrables au, sens de Rie"
rnann . Lî\ recherche de cond i t ions suiïLsantes pour la p o s s i b i l i t é du
développement t r i gono rné t r i que des ( o n c t i o n s non iniégrahics , au
sens de H i e m a n n , n'a pas encore été abordée à cause de l ' ignorance
où l 'on se trouvait do la fo rme des coef ï ic ien ts du développement de
ces fonct ions.

La première proposition que je démontre est la su ivante : Pou/
foule fonction l'ornée, le développement ne peut être que celui de Fourier,
où les intégrales ont le sens i n d i q u é plus h a u t , M a i n t e n a n t que l'on
conna î t la forme des coeff icients , on peut espérer é t u d i e r la conver-
gence du développement par les méthodes o rd ina i r e s . VA, on effet , i l
m'a suffi do m o d i f i e r t rè^ peu des ra isonnements imk'édemrncnt cm-
ployés pour t rouver des cas de 'convergence assez é tendus . Cela m/a
permis de donner un exemple de fonc t i on , non hitégrable au sens de
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Riemann, et cependant représentable par une série trigonométrique
toujours convergente.

Les cas de convergence que j 'ai obtenus pourraient être déduits
des théorèmes généraux de Riemann , mais il est plus simple de fa i re
la remarque suivante. En é tud ian t les développements re la t i f s à des
fonctions non bornées, R iemann observe incidemment que l'étude de
la convergence vers /(y) de la somme des n premiers termes du déve-
loppement de Fourier

^j
/, T F 2 . s in (2 /7?4- \^t.g ^ ^1 (^ co .4- 9^ ) — — _ — — — dt

-ÎTj y t/ ' • / SH^
— ̂

revient à l 'étude de la convergence vers zéro de

.,5 !

ï r 2 /(cp 4- aQ — f(^) . , ., 1 ,„ & •L,L.'—.-...̂ ,Z.—'l.l̂ J. si n ( 2 m 4- ï ) tdt,
TTJ ^ sin^

""" "î

c'est-à-diro à l'élude de la convergence vers zéro des coefficients de
la série (h Fourier relative à </-to^.^^ Or Riernann a donné lesi n c
moyeu d'étudier cette convergence, de là on dédui t des cas étendus
ou le développement t r igonométr ique est possible. Cette méthode,
q u i n'est au f o n d pas très d i f férente de celle qu'emploie M. Dini dans
son Ouvrage sur les séries de Fourier, a été employée récemment par
M'. P. S t a e k e l ( ^ ) .

La même méthode s'applique avantageusement à l'élude des condi-
tions de convergence de Dirichlet, de Jordan, de Lipschitx-Dini ( 2 ) ;
je ne m'en occuperai pas ici.

Les caractères de convergence que j'ai obtenus se trouvent tous
dans l'Ouvrage de M. Dini , mais la généralisation de la notion d'inté-
grale permet de donner un sens plus étendu à leurs énoncés.

( 1 ) 'Nouvelles Annales dû Matlif'-matiffucs, février 1902.
(^) Umo=o[J(.^ S)-/(-<1M ^ 1 - 0-.

Afin. Ée. Korm,, (3), XX. — OcrOMua KjoS.
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I.

Considérons un développement trigonométrique convergent pour
toutes les valeurs de la variable

(i) /(9)=^o-+-^ (a,,cos^y~i-~ ^sinn(p).

M. G. Cantor a démontré que c/ri <"t ^ tenda ien t vers zéro avec - r - -
On peut alors définir une fonct ion con t inue par l'égalité

F ( © ) =: —° y2 — ̂  - ̂  ( a,^ ces /< y -+- b^ si n ̂  9 ).

Riemann a démontré queyet F étaient l iées par là-relat ion
F(o + a)+• F ( © — a ) — 9,F((P) ,., ,

lima-o ~^——-^^^^^^^ = /( 9 ).

On peut aussi attacher à/(y) la fonct ion harmonique

/( y, /• ) = ^(, -h^ /t/l ( a,, ces ̂  9 -h bn BÏ n //- y ).

Nous allons d'abord démontrer doux propositions concernant F(ç)
et/(9,r).

Relativement à F(o) on peut trouver une propriété analogue au
théorème des accroissements finis : La quantité

]^± îl±Ji?(LZ^^r ! '~ """" ~"^"""1"1""1^
^^ comprise entre les limites inférieure et supérieure de /Ïç) ̂ /^ l'in"
f ermite (90 — a^, Ço 4- a^).

Formons la différence

A^F^)-^-^ (y -<?.)'
^î (.A y

F(<po4-aJ-F(<pi,-<
20Sn

• y , ) - F ( y o ) = = F ( < P ) - B ( y ) .
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A(ç) s'annule pour ço — a^, ç^, cp^ + ay ; c'est une fonction continue,
doncA(ç) atteint son maximum pour une valeur (?< intérieure à l'in-
tervalle (ço — «^o» ?o + ^-o)» on pGut d'ailleurs avoir o, = ço.

^^ — [A f5?rj^l—^^i)] 4- F M <P i — a ) — A ( y, Y]
a2 """" ' "" ' ' a2 ~ 3

——jîll est donc une quantité positive ou nulle dès que a est assez
petit pour que cpi ~- a et ci -4- a soient entre ®o ~ ^-o 6t ?o-+- ^^o- Et,
comme l'on a

^•^ — ̂ If^ ̂  A1B1^ — ^^JLGî} _ ̂ (îi} ;
a2 a'2 a2 a2 a^

on en dédui t
A2 F ( °il — f^l^0()) „ ^AC î) > ̂ l̂̂

{.a^ ""' ^ ^ -"" af,

pour a assez pet i t ; par suite
., , ,. ^'V(o^^^V(o^/(ç0 .= lima=;) —- ,— ::: —.,——

— u

—ÎHî0} est donc au plus égale à la l imi te supérieure dc/(ç) dans
OCii

(ç^ — ao, Oo+ y.o); on démontrerait de même la seconde partie de la
proposi t ion.

La deuxième propriété que nous avons à démontrer est la suivante :
les limites inférieure et supérieure def(^), m et M, sont aussi celles, pour
r^i , de /(9, r). Cette propriété est bien connue dans le cas où/(9)
est cont inue; pour la démontrer dans le cas général, considérons la
fo n c t i o n II a r rn o n i q u e

^n
D(ç, r ) :=—.^,..^(6î,, COS/ /9 "}- ^sinno),« î—w /ti"

et fo rmons "^^^^^^^^ Pour a constant, c'est une fonction harmonique
a*

qui se réduit à ——^p-' pour r= ï ; donc, quand a, ç, r varient, les

limites inférieure et supérieure de ——^r/J- sont celles de ——^—"
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Or

AliD^•) ̂  ̂ [^-^L A-J^
a2 a2 a^ °9

donc les l imites in té r ieure et supérieure de —^A^i.Z-2 sont m — r^,
et M — a y . Le théorème de R iemann d o n n e

,. A2 ' ! )^,/-)
lin-i^o—^1"-— =/(9, /")--ao,

et:/(^, r) reste comprise entre m et M.
Ce résultat peut s'énoncer ainsi ; Si Ut partie réelle d^une série de

Taylor est convergente sur le cercle de convergence et a une somme infé-
rieure à M Cou supérieure à m), elle a aussi une somme inférieure à M
(ou supérieure à m) à l'intérieur du cercle de convergence.

Ces propositions démontrées, il est fac i le d'ohteinr les coefï ic ients
du développement (i) dans le cas ou ,/(ç) est bornée.

Kemarquons d'abord quo/(ç) étant la l imi te d 'une sui te de fonc -
t ions continues est sommable, donc, puisque /"(ç) est bornée,y'(o)
a une intégrale au sens généralisé du mot.

Donnons maintenant à r des valeurs r^ /^ ,.. q u i t endent vers i;
pour chaque valeur de y,/*((?) est la l i m i t e pour i i n f i n i de/(y, r/) et
les différences f{^}—/(??/^) sont, en valeur absolue , quels que
soient o et i, in fé r ieures à un nombre fîxc. Nous sommes donc dans
les condi t ions où l'on peut appliquer le théorème sur l ' intégration
qui, a été énoncé précédemment; en .remarquant que la série qui
donne /(y? ^-) est uniformément convergente et par suite peut être
intégrée terme à terme, on obtient

/,2îT p^

\ /( ? ) d^ = lino/=^ ^ /( o, r i ) do =: a i: a^
JQ J\

/,27t ^2lT

f /(?) cos/Kf ch == lim/s^ r /(o, /'/) cos/zç d(f '= lim^=-^7r^r? ==. r.a,^
t/û Jy

/.2Tt ^27T

f /(ç) sin nocif :== liïn/:=» ^ /(y, /"/)sin /zçJç== Imii/ïs^Tr^/f ^nô,^
t/O t/0

Si une fonction (cornée admet un développement trigonométrie ue va-
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labié pour toutes les valeurs de la variable, c'est celui dont les coefficients
^obtiennent par les formules d'Euler et Fourier; les intégrales qui
figurent dans ces formules étant des intégrales au sens généralisé du
mot et non nécessairement des intégrales au sens de Riemann.

On peut arriver au résultat précédent par une autre méthode plus
voisine de celles de Dini, Ascoli et P. du Bois-Reymond. C'est la mé-
thode employée par Riemann et qui consiste à déterminer les coeffi-
cients du développement de/(ç) en fonction de F((?). Reprenons
l'égalité

,. À 2 ? ^ ) ,. F ( o 4 - a ) + F ( o — o i ) — 2 F ( c ? ) - .11 ni a-.=u, —^— == 11 m a=o ————-———-^——-———— = /( 9 ),

et remarquons que, si /(/-p) est bornée, les deux membres sont
bornés, quels que soient cp et a, de sorte qu'on peut intégrer membre
à membre l'égalité précédente. En l'intégrant deux fois de suite
et en appelant F^ et Fa deux fonctions primitives successives de F,
on a,

F, ( o 4- a ) + Fi ( ? — a ) — 9. Fi ( o ) — F, ( a ) -- F i ( — a ) "h o. Fjo)11 m^p - 1 - 1 - 1 — - " — ^ - _ — . . . . , — ^ -..—————

..li,,,.,,̂ L(.l'=Î l./"/(.)„,,,
a jy

„,„,„ [̂  - ̂ ) - ̂  „] ̂ j-^w ̂  '».

D'ailleurs, puisque Fa admet F pour dérivée seconde, ceci s'écrit

F(^) -- F(O) - o ]ima--oA2-^) == f f /(Q dt dO,
a <-/() i/o

et, par suite, ^ ^
F ( 9 ) = J J / ( Q ^ ^ + A y + B ,

t/O «/O

A. et B étant deux constantes.
Appliquons maintenant le procédé de Fourier à la détermina-

tion des coefficients du développement de F(ç) — ^ç2; on trouve
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ainsi
^.==277 0=ç /=0 ^

0 = / / / f(£) dtdQd^ - ̂ ^ + aÂTI^- 2R7:,
^Çr-.-.O ^ Û ^ O ^i=Q ^

^ ^ ^=27T /.0=y /=0

^^^^r / / /(^)cosn9^J^9-2^,
^ ^^ç^o ^0-0 ^^o n

, /,yriâTl: /.0=rç /./=:0 •

^ - / / / /(^sin^y^^^+î^0-^.
'" ' •^^^O ^Or-O ^^-O /2 n

Pour transfonncr ces égalités il suffit de se servir de la no t ion d ' in-
tégrale triple. La fonction/(/) étant l imite de fonctions continues, on
peut appliquer aux intégrales précédentes les procédés de transfor-
mation qu'on emploie ordinai rement pour les fonctions continues.
On voit ainsi que les trois intégrales précédentes sont respectivement
égales aux intégrales des fonctions

fW> /(^)cosny, f(£)smnç?,

ces intégrales étant étendues à l'ensemble des points du tétraèdre d é f i n i
par les inégalités

0^9^27:, o î O Ï c p , o^ îO.

Or ces intégrales triples peuvent se remplacer par les intégrales
simples suivantes :

„ / .:r à TC /, 0 -. 2 TC /» 9 •:- à v.
\ / / f { t ) d ^ d 0 d t ,

^ l o ^ ( ) : " f •«/ ' ;p ' - , -0
/,/:-2-n: J) i.~:,. 2-TC /,^27Ï

^ ^ j /( t} cos ̂  9 <:/9 ̂  f/^,
«y/ r-: 0 «^O "-: / «^y -::: (l

/. / ::"" 2 V. /., 0 ,;:-1::. 2 TC /» y --: 2 TÎ

\ \ \ /( ̂ )sin n ? ̂ y ̂  ̂ ^
v /::- 0 ^(ï^t ^ y — Û

Dans ces trois expressions, les intégrat ions, par rapport à ç et 0,
s 'effectuent immédia tement , ce qu i donne

/.^ . ^
/ fW [^-^t^^}d^

J ^ \ ^ }
, ^

/ /( /)( i-cosnQ^,
^o

î /"''̂  . / , , / , s in/À/A --^j ^)^_,+_._^.
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Transportons ces expressions dans les formules précédentes, on
obt ient

î r^ r i r^ 1i r^ r i r^
a,,=: - j /(^)cosn^-l-2 < ^ o — — / /(O^

^ JQ L 2 ̂ ^o..=- ^ /(^)cosn^4-2 \^-— \ /(O^h
71 ^0 L ^0 J

/.2TC r /-.2'n: ~j
b,,-=^ î- f /(Q s i n / 2 ^ ^ — ^ p T C Œ o — a A — - ^ / ( Q ( 2 7 r — ^ ) ^ ,

Tr ^o . L 7r ^o J

/^21ït / ^2 \ L: \ f(t) ( 2 7 T 2 — 2 7 T ^ + - } d t — -ao^+ s A ^ + ^ B ^ .
^2'ït

0 = î /-( / )( 27T
^0Jn \ 2 / tj

Cela peut s'écrire
. î r r^ 1

——^U /(^^K.J,

î r r^ 1^,,= - / f{t)cosn£cl£-^ Ki ,7T lyo J
î r r271 lha == 1 /( t) sin /^ ̂  -i~ n Ko ,TC L^o J

ou KI et Ka sont deux constantes. Soient a^ V^ Kp K^ les éléments,
correspondant à a^ h,, K^ IL, relatifs à la fonction/(/ '-h a). On an* "w

i r r2^r .2TC+OC -J

f4=- / /(^COS^^+K'J
7r L^a J7T

et aussi
a/,cosn^+ b'n^mnt^an cosnt-J^- bnSmnt.

Cette relation, avec ^ ===/'+ a, donne
^ == ^^ cas ̂  a 4- bn sin n a.

En remplaçant a^ b^ par leur valeur, on a
r /.2TC-4-a "|

a,=l ^ /(^cos^^+K^/K L^ J
r /.*27t '" "1

— 1 \ f /(^)(cos/Ucos^a 4- Sï.nn£sinn(x)d£ •+• Ki cos/ia-h /iKâSin^a
^lYo J

r ^TV "j
•x- / f(£)cosn&fd£-J^- KiCOS^a 4- nKaSinna ,

r ^27t
TT7r lA J
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f(t) étant pér iodique, les intégrales qui figurent dans les deux
membres de ces égalités ont les mêmes valeurs, et l'on a

K\ =: KI cos n a 4- n Kg sin n a,
d'où

Ki^ro , IL-^o,

puisque K\ est constant avec a.
Cela démontre la proposi t ion .
Mais nous avons de plus les valeurs de A et B

- ^ ^27E

- 2À == - ^ f(£) (27T - £) dt - 2îr^-= - ^ /(O (7T - t) dt,
" o «/o

B=-^.A^ f2'^^^,^ r/-(o(^6^^)^3 27rJo a 127; ,4 ' / ' /

d'où celle de F(y) qu^on peut écrire sous les deux formes

(^ r0 o /"2TC » /•'2ït
F ( 9 ) = ̂  / /( L ) r.̂  ̂  - — ^ j\t){r.-t)dt - —— / ,/•( ^ ) (2 Tr2 "-- 0 TT t -h 3 /î2) ̂ /,

'-V ^'o • ^^./o ^^Jo
/^ ^ ./.27I; /.27t

F ( © ) ̂  / /( i ) ( y - / ) ̂  ̂  „ / f^^^^dt- —— \ f( t) (2 7î2 ~ 6 7T t -h 3 ̂ ) (il.
-'o ^Jo ^<^.^

Ces valeurs de F(o) pourraient servir à transformer les intégrales
que Biemarm considère pour énoncer des condit ions nécessaires pour
la possibil i té de la représentation (§§ VIII et IX du M'émoire do Bie-
mann) ; mais il vaut mieux remarquer que F(ç) admet une dér ivée
continue

^ ^
^ ( ç ) = / /(Q^ / f ( t } ^ ^ t ) d t

^o 271:«^

et transformer les intégrales que considère Riemann à l'aide de l'in-
tégration par partie. Quant au théorème sur la fonc t ion F(ç) (théo-
rème I, § VIII), il peut être remplacé par le suivant :

Si une fonction /(-y) bornée est développable en série (rigorwmétriqiuî,
il existe une fonction continue <?((?) telle que l'expression

^(o + oi:)~-^(9—a)
âa
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tende vers fÇ^}, quand a tend vers zéro en prenant certaines râleurs qui
pewent varier avec cp.

On peut encore dire que :

A chaque valeur de ® il est possible (ïattacher ime suite de nopnbres a^-
tendant vers zéro et tels que l'on ait :

y -+- a;
/(?)== Hm^^J fWdt.

y-a;

I I reste m a i n t e n a n t à considérer le cas où le d é v e l o p p e m e n t de/(ç)
n'est pas converg'ent pour toutes les valeurs de o. S o i t E l 'ensemble
des valeurs de o pour lesquel les on ne peut aff irmer la convergence
do la. série t r i ^onomé t r ique ; nous supposons E réduc t ib le , c'est-
à-di re que nous supposons que l 'un des ensembles dérivés E\ E",
K\ E\ . . . , E^, E^4 1 , .... ne cont ient aucun p o i n t ; soit E^ cet en-
semble .

Définissons une f o n c t i o n /", (y) par la cond i t ion d'être nulle pour
les points de "E et é^alc a/(ç) pour les au t res point's. Dans tout inter-
valle à l ' in té r ieur d u q u e l n'existe pas de points de E, les raisonne-
men t s précédents m o n t r e n t que l'on a

^ .0
( ^ ) F (9 )= :^ 1 /^)^^+À9-4-B,J o v o

Soit î)o un po in t isolé de 'E, c'est-à-dire n'appartenant pas à E';
o est l 'extrémité commune de deux intervalles dans lesquels on a
respect ivement :

•v .0
F ( 9 ) ~ ( ( fïW dt dQ -+• A i 9 + B i

«•A) «/u
..? ..0

F(^)^ J / i (Q^^+A^4-B,
t/O */o

avec

( 3 ) Ai ço + 'B i == A.â ?o + l̂ .
Ann. Êc. Korm^ (3), XX. — IN'OVISMMKE 1903. ^9
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Rjcmann a démont re que l'on a

,. A^o)Inn^o—-1-;;-1— := o.o'1,
Cela do 11 l i e

..?„ ..o
A 2 / ^ /i(Q^

^•"---^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^
. î,,,, A . f o « 4 " ^) 4- I î a 4 - A | ( O « — a ) 4- H , - - ^ (A^ i ,4 - BJ-T- l l l l la=o —"111-1-1 ---"---••---—,--..•..---.-.-.— . ^ ^...., ^ . , , - „ , , .„..-„•.„.,„.....„..—„.„.„.„ :-.: o .

La deuxième par t ie a pour l i m i t e A^ — A , ; ( p i a n t , a la p remiè re e l le
se ca lcule f ac i l emen t ; , car

.̂. ..o
A 2 / / f^dt

\ \ U » y____ y ————,-.". J^————.l-.^...--,-.,.,-.,.,,,—————^^

r ^^••-a' ^"Fo-x- "- /.'p,.,..a'
" :: n^a-.., / /i(Q ^^ " f /i(^)^^ - lima' u / yi(^^^

L''0 t 1 1 1 ' » . ^'^«..«y.'

et si AI est le m a x i m u m de la v a l e u r a b s o l u e de /(Y), r i u f é ^ r a l e pré-
céden te est i n f é r i e u r e a 2Ma\ doue ( e n d vers zéro. I l (au! , donc q u e
l 'on a U A ^ = A , el de la r e l a t i o n ("} ) on ( i r e IL ^ I},, d o n c Ffc.) a la
f o r m e (2) dans foui i n l e r v a l l e q u i ne c o n t i e n i pas de p o i n i s de E'. I l
eu sera encore de même p o u r t o u t i u l e r v a l l e ne c o n t e n a n i pa-s d t *
p o i n t s de W ou de W\ de lî\ . . . , < le 1 ,̂ de E^1 , . . . , do E\ Donc,
( t u i s q u e i^ esl n u l , F (9) a la forme <2) dans ( o n t i n t e r v a l l e ,

Ce p o i n t é l a h l i , le r a i s o n n e m e n t se p o u r s u i t comme précédem-
m e n t .

I.orsffu. (î/K^fonclion bornée culfnci un (lévdoppcinent tri^onom.éiriniu1

converge/a pour (oufes les valeurs (le la variable, sanf peul-éire pour
eericlines valeurs formant un ensemble récluefih!e, e e s t lu série de Fou-
rœr(^).

( [ ) Dans une Noio des Cnmpfcs i^ndi^ ( 1 0 in;irs 190'^ j'ai énoncé co liicorènic pour
lo cas où ^cns(î((iblc U csl Icrmo et do mcsuro n i t l l c ; muis i;i d é î n o i i s t r u l i û n que j 'nvaîs
(•rii pouvoir appliquer ù ce cas é(aU iiicoin|)mc.
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11 t a n t remarquer que les intégrales qui f iguren t dans les formules
de Four ier do iven t être re la t ives a /i(ç) et non a /(9); si l 'on veut
prendre les intégrales re la t ives à/(o), il f a u t les étendre seu lemen t
à l ' ensemble des points de l ' i n t e rva l l e (o, 2?:) q u i ne font pas partie
de E, puisque/C'y) n'est peut-être pas donnée dans E.

Un cas pa r t i cu l i e r de la p ropos i t ion précédente est le théorème de
Cantor :

Une aérie tri^onométii^ue dont la somme est mille pour toutes les
râleurs de la variable, sauf peut-être pour celles d'un ensemble réduc-
tible E, pour lesquelles la série pourra être convergente ou divergente, a
ses coefficients nuls.

Cette proposition peut encore s'énoncer ainsi :

Vue fonction, bor/iée ou non, ne peut admettre deux développement
lri^onométn(]ues différents^ valables pour toutes les valeurs de la va-
riable, sauf peut-être pour celles d'un ensemble réductible.

Nous o l ) l i e n d r o n s p l u s l o i n des c o n d i t i o n s s u f f i s a n t e s pour la con-
vergence des séries de Four ie r . Ces cond i t i ons sont appl icables à des
f o n c t i o n s nou bornées; grâce au théorème de M. Cantor nous pourrons
doue pour ces fonc t ions , comme pour les fonc t ions bornées, aff i rmer
q u ' e 11 e s n ' o n t p a s d ' a u t r c d é v e 1 o ] ) p e m e n t t ri go n o m é t r i q u e q u e 1 a
série de Four ier . Mais on p e u t app l iquer i m m é d i a t e m e n t les raison-
n e m e n t s précédents à q u e l q u e s cas simples. Nous a l lons démont re r
q u e :

Si une fonction ,/(9)» ayant une intégrale\ au sens généralisé du mol,
u est infinie que dans le voisinage des points d'un ensemble réductible E,
et s il existe une série trt^onométrique représentant f{^}, sauf pour les
valeurs de o appartenant à un ensemble réductible E^, ce/le séné est la
série de Fourier,

On voi t d'abord que F(ç')a la forme (2) dans tou t in terva l le où il
n'existe pas de points de E.

Soit y^ un po in t de E qui n 'appar t ien t pas à E'; en désignant
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comme précédemment par
^ .0 . .0

^ ^ / (^^+Ai94-i î i et | | /( /Q^^+A^- i - IL
t-1 0 '-'O «- 0 '"0

les valeurs de F(?) ^van t et après 'po, on t r o u v e

A 2 V ( rr \ F* ?'" * ^'
lim^o -"—'-^ =- l i 111^=0 ^ /(<0 ̂  + A ^ — A.i:= A 2 — Ai ,

a ^ y,, - a'

l ' inlégralc de ^o — a à o,, + a ( . e n d a u l vers zéro, car e l le est l ' accro is -
sement de la fbnc l ion c o n t i n u e in t ég ra l e i n d é f i n i e de/(/).

Donc F(y) a la tonne (2) dans lon t i n t e r v a l l e .
De là on d é d u i t des éga l i tés ( e l l e s que

/ t ;p=27r , .0 . - - -? /-./ -:0
- ^=^ / / / J-W^n^UM^-'^.

" • ^ • -o ^ O - o ' " / . . ( » "

La I r a n s f b r m a t i o n de ces éga l i tés , l e l l e ((( /(die a été eiïectué.e | ) l u s
l iaut, n'est p l u s i i n m é d i a t e m e n t p o s s i l ) l ( k .

Cons idé rons u n e f b n c l i o n A(/ , 0, o) q u i ne d e v i e n t i n f i n i e q u e
dans le vo i s inage des p o i n t s de lî ; supposons de p l u s q u e A so i t la
l i m i t e d 'une s u i t e de fonc t ions c o n t i n u e s , de sort i1 que , dans t o u t
i n t e r v a l l e où A est bo rné , l 'on a u r a

^':":l' / '10- : '? r 1 0 r ' h ^ " ' 1 r^ ''
W | / / A c/l dO (h = / \ \ A ch dû d(..

^^-ii ^h-.n J l a J / a Jo.;;/ ^ 0

En faisant t endre a ou h vers u n p o i n t de K on v o i t q u e la f o r m u l e
est vra ie , p o u r v u qu'à Vinf.érieur de (a, b) ne se t rouve a u c u n p o i n t
de E. Cet te formule est encore vra ie si , dans (a, b), se t rouve u n s e u l
p o i n t c de E, car l 'on a
^ ^
I ^ A di f/0 ch
a ^ i!

r ' r^ /•0 r 1 ' r^ /'•° /-// /-•? /-'• r 1 ' / l r l ^0

^ kdtd^h+ ^ ^ A ^ ^ ^ + / / / \dld^h+ ^ / k d t d ^ h
J " ^ t/// "̂  t-/<• <•/(• .- /<. . /. •,/„ 1 J,. .^ .^

' /•t// /-^ r 1 ' r'^ ^ h ^ ^ r^' ..!>
A. d^ d9 dl + f 1 1 A ch dO dl + A ch dO dt 4- A (h ̂  ^/^.y^, .,/( J ̂  J ̂  j ^ J^ ' j ^ J^ j ^

h

A. d^ dO dt.
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On peut d()ric in te rver t i r l'ordre des trois iutegrat ions fau t que,
dans {a, b), ue se t rouve aucun point do E"; on démolUrerait de
moine qu'il surfit qu'il n ' ex i s t e dans (a, //) aucun point de E" ou
de \^\ ... et l'on voit ainsi que la formule (4 ) est vraie dans tout
intervalle. En rappliquant pour a ---= o, b == 2^: au cas on A est e^'al
a/'(/ ) cos^.o ou a f(/) s in / /cp , on a des formules tel les que

/-.2TC r / . •27T ~1

- ^ ./'( / ^ COS // t (II -I- -2 ^,, — - r - / /( / ) (H \a^ : - — f / ( / j ces / / ^ ai -l- -î | (^,,
7T ,7T ,/ ' ' 1). TT . /

(^t l'on coneint connne i ^ recedemi r s i ^n t .
(^ l t l ieorem(1 coi ï t i lu i t comme cas part icul iers tous ceux que nous

avions dé jà obtenus; il restera i t , a étudier les f onc t i ons non bornées
les plus générales, mais il ne semble pas que le tiléoremc sur l'inte-
i-çratiou, qui nous a (a i t connai t re la lormo de Ffo), permette cet te
étude. Si l'on renonce i< l ' ex is tence de Pinte^'ralc de /ï^), on peul
aller ) ) lus loin.

Suf)p()so//s (fue la, /o/u'/ f on / ( ^ ) ne ^oïl i i { / / f u , e (flic da/is le rofsi/ui^c
(les points ( l ' t d i eïisein^lc fédiiclilfic H cl ai/ if/fc i/t/e^rale indéfinie; nous
allons démontrer quW/^ ne peiU admdire d'autre développe/ne/tl frigo-
/loméirif/nc ( / ( / ( ' la série doni les eoefJicienU so/fl. donnes par les formules
d' Elder et Fonrier, dans lesmïel.l.es les intégrales soni calculées à l 9 aide
des in légra les in de'/in ( es.

Si la (onct ion /ï^) admet un développement (r igouoîné[ri<jue, dans
(on t in te rva l le ( a , h) ou /(o) est bornée, on a

F(9 ) •3 ( ' ' f J\t)dtd0-\-\^-\-\^

ce qui peut s 'écr ire
r ^ s 0

F ( ? ) '= / | ./( Q di cl0 ~1•[1•• A ? + I î-J \\ (i
En ra isonnant comme précédemment, on voi t que ce t te forrinilc

est générale, qu'elle s 'appl ique a tout in terval le .
On a alors des relalions tel les que

" -^ == ^ ( f' î /(i)cosn^dl^ch - ̂ '
n1 'n J, J, l,'7 ' / - ' ri-
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leLa t r a n s f o r m a t i o n de ces expressions suppose que l'on sache i n t e r -
v e r t i r l 'ordre des i n t é g r a t i o n s dans des express ions t e l l e s q u e

^ /-?-M-°

f f T A^/^/9,

on A s a t i s f a i t aux mêmes c o n d i t i o n s q u e p l u s l i a n t .
On a é v i d e m m e n t

r " r^T 0 T" r' r 1 1
\ \ | A di d0 do -= | ^ A (h r / 0 d i ,

' ' a ' ' a ^-u 1 1^ J 1 • '0

dans (oui in terval le ( a , //) oii A est, f ini, puisque ce n'est qu'um'
antre manière d'écrire la formule (:^). En examinan t 1 ( * cas ou, dans
(a, //), no se trouve qu'un point de K, puis de H', . . . » on voi t que
cel te Sormule est générale. 1 1 n'y a d'ai l leurs pas l ien de se demander
s'il ex iste bien une intégrale indéf in ie pour la fonc t ion de /

./. ^
n =^ ^ / A ^9 r/o,

J/ Jo

pnis ( (ne , c o t t e f o n c t i o n ne ( l e v e n a n t i n f i n i e que dans le v o i s i n a g e des
po in t s de E, i l su f f i t de savoir qu ' i l ex i s te u n e f o n c t i o n ^ > ( / ) ( e l f e q u e
l'on a i t ,

^' ^ (P) - \^(y.) •=: r iw/,
t o n t e s les fois que lo second niemhre a u n sens, pour q u ' o n pu isse
a f f i r m e r l 'exislence do l ' i n t ég ra l e i n d é f i n i e ; et la d é m o n s t r a t i o n pré-
cédente n o u s donne l ' u n e des f o n c t i o n s ^)(/) .

En i n t e r v e r t i s s a n t l 'ordre des i n t é g r a t i o n s , l 'on a

^ j /(t ) cos // c di "^ '•î a^ "" 7^~ 1 t ( z ) (u •a, .=: -^ | f( t ] ces n t di -h- '•i | </„ — -^-1 f ( i ) di
" TT '

. 27T;

h,. =: -1. t / l^) sin nt di — ^ 27:^»— ^A — ^ I /"m (^7; -~ 1} di•ï-1 /*( t ) si n n t di — n 2 n a, — lî A. — î- T f( l ) ( '>. r. — <î ) d
r. 1 ^ " [ r. i, ^
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oïl i r-r-^ 1
^~ Ï7 l .AO^4-1^ '

i pr^ 1
rt^ —: - j /(/) COS/^ ̂ 4- KI ,

I [ j 2 ^ 1
/^ = - 1 f( l ) s in /^ ̂  -\- / z K - > .7: L1.» ' ' j

On d é m o n t r e , connnc p lus liaiil , q u e K i cl K.> sont nuls .

I I .

Nous avons élc condui ts a doux espèces différentes de séries (ri^'o-
noinétri(|nes. Dans les [ ) reîniéres, les coelTicients sont donnés par les
roniinles d'I^nler-Fons'ier, les inlé^'ralt^s qui figurent dans CA^ (onnuii^s
étant des in(ép,Tales au st^is généralisé du înot. Dans les secondes, les
coe f l i c i en f s sont encore donnés par les mornes Ibnmiles, mais les in-
tégrales do ivent é[re ca lcu lées a l 'aida1 des intégrales indétinies. C'est
anx jn^uïnéres que nous réserverons le nom de séries de Fourier;
on pourrai t , appeler les secondes des séries de Fourier ^0 ne rat [secs ( 1 ) .

/.es ('oef/icic/ils ( l ' d / f e se r i e de Fourier lendeni loujours vers zéro,

liiemann a démontré ce t i léoréme j)our le cas ois /(o) est intégrable,
au sens que liiemann aKacliait à ce mot. Voici sa déinonstration (§ X
dn Mémoi r î * de Hiemann) :

I^trta^'eons l ' interval le (o, 27:) en inicrvalles égaux à —' ' • Soient
M(, M^, ... ; //?,, //^, ... les l im i tes supér ieure et inférieure dc/^o)
dans ces d i l fércnts inh^rva l les . Dans la première moitié du ^l(llne inler-
v a l l t 1 , l ' inlé^rale de, f(^)^\\\n^ est infér ieure a celle de M,ys in / /o

f 1 ) I^ii rdisiiiil, ( • ( • [ le (Iisl,iii(;lioi> je veux sinipiornonL I)^(r>cisc^ ce que j'enlends iiar série
(le Fourier. .ic ne suis pas s'il existe des roncl.ions représenlables par des séries de Fourier
.reiiorulisees ; Ion les les fonctions non bornées que j';ii vu eiler comme rcprcscnL'dbIciS par
1 1 no série de Fourier uvuietil une Vîdeiir absolue (-ivunt 1 , 1 1 1 0 il île-cru le.
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parce que sin/?-? est positif, donc est. in fér ieure a TC M,, de même elle

est supérieure à ^m,; (.lans la seconde moitié de l'intervalle, sin//o

étant négatif, l'intégrale de/(s)sin,?ç est comprise entre celles de
de //;,, s in/?o ot de M.sin/^, c'est-a-dirc entre
a donc

^ //,,. et _ _. ̂  ()n

/ /(?)si -'-"(M,,—/;/,,), o) s in//, o c/a ':>. T.

et , par s u i t e ,

f /(?)si^) .si i l / / ï» d'.i '"Vdvi.,.-.

Or la qiii.ntite lî ̂  (M,,-///,) (>st la son.me des longueurs des

i i t terval les parliels multipliées respect ivement par les l imites supé-
r ieures de l 'oscil lation de/^) dans ces inlerval ies; puisque f(^)
est inlégrahic, an sens de Hiemann, cette somme (en<l vers 'zéro

avec ^ et le second membre de l' inégalité précédente (end vers /ero.

On raisonnerait de même poin'y'7(?)<'o^^; le tlicoreme de
Riemann est donc démontre.

Kc'tliirqiions que la démons! ration précédente subsiste si les infé-
S-rales de/Co) cos//,^ et/(^) sin//,^ sont étendues a un intervalle (a, //)
qiielconqiie. ' '

Supposons maintenant./•(-?) I.ornée et, sommable. r)e ^ déf in i ( io i i
des fonc t ions sommables il résulte que l' intervalle (o,^) pr.,,( f.i,,.
pfrtagé en un nombre fini d'ensembles sommables dans c'bacun des-
quels l'oscillai.on de/Co) est infér ieure a E. Définissons une Fonc-
tion./, (9; par la condit ion d'être cons tan te dans chacun des ensembles
...us, définis et égale a l'une des valeurs de f(^ dans cet. ensemble.
LaJ.lference ./, (̂  --/^) ,st au plus égale a s, donc les intégrales

i ^^^"^^^^/'"/.(^^"•"î^.linerentdcmoinsde^s;;!

sulfit donc, puisque c est quelconque, de démontrer que les inté-
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orales do Fonder r e l a t ives à / i (o ) ( e n d e n t vers zéro p o u r qu 'on en
conc lue q u ' i l on est do même p o u r J\ 9). Si E , , E,, . . . , 1̂  son! les
ensembles p a r t i e l s e[ M , , M,, . . . , ̂  les v a l e u r s de / , ( 9 ) dans ces
en son i l ) les, on a

..2TC /'

( • > > ) / / i (? ) ? m / / o < / 9 ='y M/ / s in /^ r/o.
/ ' .jteOtfl / ' '

E t u d i o n s l ' i i i i e g r a l o f s i n y / o (h. [ / ( - n s e n i l t l e E/ esl c o n t e n u dans u n

ensemble E, de même mesure que E/ a moins de £ ])i 'es, et qui es(
composé d'un nombre fini ou intini d ' interval les. Si E cont ient un
nombre iniini d ' interval les, nous n'en conserverons qu'un nombre
fini, assez ^r;uid pour que rensemble c ainsi o b î e n n ai t même mesure
que E a moins de £ près. Les deux in tégra les

f sin // ̂  <7o, I sin // ^ c7^,

d'une par t , et les deux in lé^-ra les

j s i n / / o c/o, ^ s1 u // ^ ̂ ,
^i-: «- <•

d ' a u t r i ^ [ ( a r t , d i l l e r e u l , d t * m o i n s de £. I^a d e r n i è r e de ces i n t é g r a l e s
t e n d vers zéro a v e c - 5 p u i s q u e e est composé d ' u n n o i n b r e f i n i d ' in -

t e rva l l e s , ( » ( | ) u i s ( j i i e c est q u e l c o n q u e , i l en est de m ê m e de f s in/?c/ <fo.(-/^;(•
Les^ ( ( ^ r m e s d u s ( t cond n i e m l ) r e de l ' c^a l i té (5) t enden t vers zéro, i l
en est de m ê m e du p r e m i e r m e m b r e .

Les inlë^'ralcs de Fourier rclali^es u luie fo/icllon sommable bornée
/e/ulen/ vcf's zéro quand leur indice augmente iiidéjlmfneni,

11 est u t i l e d ' e x a m i n e r le cas où la f o n c t i o n est non bornée.
R e m a r q u o n s d 'abord que la d é m o n s t r a t i o n p récéden te s ' app l ique

q u a n d les in l é^ ' r a l e s do F o u r i e r sont é t e n d u e s a 'un i n t e r v a l l e quel-
c o n q u e , on m ê m e a u u e n s e m b l e m e s u r a b l e q u e l c o n q u e .

Supposons m a i n t e n a n t que f(^) a i t u n e in tégra le , au sens généra-
l i sé du m o t ; ou sai t q u ' i l en est a lors de même de j\^)\. On p e u t

r î n f i . /•;c. Nonn., ( ; -> ; , X X . - — Novailirj. nj-o.'î. Oo
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donc choisir M' cessez ^'rand pour que, dans l 'ensemble E où |/(9)
est sapér ienr à M, l ' i n t ég ra l e de [ /T'p) [ so i t i n f é r i e u r e à £. Soit E, 1(
c o m p l é m e n t a i r e de E par rapport a r i n t e r v a l l e ou à l 'ensemble mesu-
rable e dans lequel on considerey(' 'o). On a alors

f /( 9 ) s in n (p c/o — j /( o ) s in /< 9 <:/9 d~ ^ /( 9 ) s in .̂ 9 r/y.
fc <' »--'i1; *- f'i

La première i n t é g r a l e du second m e m b r e e s t , q u e l q u e s o i t / z , infe-
r i e u r e en v a l e u r a b s o l u e a £ ; la seconde in le^ ' ra le ( end vers zéro
avec ~ puisque /Ïç) est bornée dans E,, donc le premier membre

(end vers zéro avec -•n

Les ifUé^rales de Foiirier, relalivcs à une fonction a.yanl. une inlé^ralc
au se/is sf é fiera lis ( ! d i t moi^ lendc/îl vers zcf'o (/imnd leur indice au^'me/f/c
indefinimen!.

La propriélé |)récédenle ne s 'étend pas aux séries de Fourier géné-
ralisées. Biemann a (ai( . voir en efH^, f§ XIII) que, pour de lelles
séries, certains des coef l ic ients Douvaieni augmenter indét in imenl .

L'exemple que donne Hiemann est celui de la ( onc t i on

^ ( r ^ ^ ^ L }
r ( \ •• 1 0 //(•9)-::

pour o << v -< "•

Cela just i f ie la distincl ion qiKï nous avons f a i t e entre les deux
espèces de séries de Fourier.

La condition nécessaire de convergence des séries tri^rmmétriques,
((lie leurs coef f ic ients tendent vers zéro, est donc toujours remplie
pour les séries de Fourier, mais elle ne l'est pas toujours pour les
séries (le r o u r i e r ^enerasisees .

Eludions m a i n t e n a n t la convergence des séries de Four i e r . Nous
savons d 'abord que la série de Four ie r cor respondan t à f(^) ne p e u t
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être tou jou r s convergente que si à /(o) est attachée F(<p) te l le que

li"̂ -̂  -/(?),
et alors, si /(y) est bornée , la série de Four ie r a t ou jou r s pour
somme /(ç) quand, e l le converge, a cause de la forme trouvée précé-
demment pour F(cp). Cela n'est plus démon t r é si f( cp) n 'es t pas
1) ornée.

Nous a l l o n s rechercher s e u l e m e n t quelques cas où la. série de Fou--
r ier converse vers/( 'p); nous ne supposerons pas /ï'p) bornée . La
somme des //. p remiers termes é tan t

^,,î
i r 2 ,. , sui^m -4- n (. .
- / ( co 4- a i ———;————- dl,
TT J „ • sm^

puisque l'on a
^.-.î

„ . i F ' /./ s in (9 .77 /+ iV .
/ ( <& ) :—•: — 1 / ( Cp ) •1————-1 -—••-———— (U.J ^ ) ^ j ^ J ^ ) SIlK

ï

il suflit de rechercher des cas ou. la q u a n t i t é

A(/«) =1 f ^^l^^f^^nz+^t^
7l J ^ S i t l ^

tiuid. vers zéro avec — •

f ( ^ ) , a y a n t u n e série de Fourier , a une intégrale, au sens généralisé
du. mot; donc il. en est de même de la fonct ion —?—^^-^—-^- == g ' Ç i )
dans tout intervalle (a, b) qui ne contient pas la valeur t == o.

Dans (a, b) Fintégrale

r 1 '1 S-{i) sin(2w 4 - 1 ) tdt
*" fi
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( e n d donc vers zéro, et, A(/^) a même l i m i t e q u e

1 r ' ^
Iî ( f)i ) ~r. - / ^ (̂  ) si 1 1 ( •:•> m -r- 1 ) i ( / / ,

^.L, ' '

on a est, un nombre pos i t i f quelconque inférieur a r:.
Do la résulte celle proposi t ion cé lébre(Riemann, § IX, théorème III ) :

la convergence de la série clé Fourier re/a/fve à n/ie fonction /'(o), pour
la valeur o,, (le la variabîc, dépend seulement de la manière doni se com-
porte la fonction /(ç) a(Uonr de Oo, |)(iis()iie l'on peut, sans quo rien
ne soit change à la coiiver^erK'c ou î» la ( l iver^enco (le la série, niodi--
i\cv/( o ) à ('(^xtérieiir de (epo — 20, o,, 4"" 2 a).

Cela montre que les cond i t i ons de convergence des séries de Fon-
cier ponrc' == Oo sont des coiidi l ions rcdat iv t^s an point, ̂  et, non des
condit ions qui doivent ôtre remplies dans f o n t nn interval le. En ce
sens les condi t ions de convergence de Dir ic l i let sont, moins honnes
()ne c( l l les qu(1 nons oitt^^idrons |)lns loin.

I) 'a[)res ce que nons avons vn, ïî(m) (end vers zéro tonl( ls les lois
que ^'(^) admet nno înté^rale. Or, si l'on pose

^Q^^;-^-^^:,,

les denK fonctions h ( l - ) et ^ ( ^ ) » qui 11^ sont pas déf in ies pour / -'-= o,
adi tK^tei i f , en même temps, une intégrale ou non.

Donc la série de Foluier, relative à la f onction f{^), converge vers f( ^ )
lorsnnc la fonction de t

^y^.^±.^Ail

admet une intégrale.
1 1 (a ut bien re marquer que, dans cet énoncé, il ne s'agit, pas d'une

intégrale calculable à raide des intégrales indéfinies; en (raulres
termes, \ n ( l ) \ doit avoir aussi une intégrait1 .

La (onct ion /'(/) admet une intégrale dans tout intervalle, sauf
peut-être dans (—a, +a); il suffit de s'occuper de la manière dont
se comporte hÇt) au voisinage de t == o.

h(t) a évidemment une intégralo si, quand / tend vers zéro, h{/)
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(.end vers une limite f in ie; dans ce cas, / ' a u n e dérivée pour la
valeur ^ considérée. D'ou celle proposit ion :

La série de l^ourier relative à une fonction /'(y) est convergente pour
fouies les râleurs de o pour lesquelles f admet une dérivée ( ' ).

Si / / ( / ) est bornée, A ( / ) admet une intégrale, donc : la série de
Fourier relative à une fonction /(o) est converge/il e pour toutes les
râleurs de o (elles que le rapport

ISi±.^^^lt

soi/ borné des que t es/ assez petit. Pour de (e l les valeurs f(/^) est con-
t inue, et l'on peut dire qne /a série de Fourier relative, à une fonc-
tion f( o) est convergente pour toulcs les râleurs de o pour lesquelles /( c?)
est continue et a des nom/n'es dérivés ( 1 2 ) bornés.

Appliquons inainlenant des cr i tères de convergence a l'iiilé^'rale
/'7C

| [A( / ) | r / / dans laquelle on ta i t (endre £V( t rs / .é ro . On trouve (j i ie l'in-

lé^rale a nne l innîe [)onrvu (ju'on puiss(î (rouver les notniM'es M e( A'
(M ^> o, / • - < ? ) tels que

l / / (0l^>

(Ui remplaçant l i . ( / ) |)ar sa valeur on a

I.Ay+o-./^)!^^1-^

Op i _- /• (^j (in nombre posi t i f quelconque, donc la série de Fourier
relative à une fonction j ( / f ) est convergente pour toutes les va/eurs de û
telles que l'on ait, pour t assez petit,

] / (?+Q- / (?)1^ .M^,

où M el a sont des noml/res positifs quelconques. C'est la condition de

( î ) C'est co llléorcinc, qui yc trouve déjà dans Je Mémoire de M. Dhii, que (lonne
M. Slaekel dans Ja Note citée.

(2; Au .sens que M. Dîiii aLtribue a ce mot.
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M. Lipschitz (^Journal de Crelle, t. 63); en tous les po in t s où cet te
c o n d i t i o n est vér i f iée , ,/(9) est c o n t i n u e , mais not re démonst ra t ion
m o n t r e qu ' i l n'est pas nécessaire que ,/Yo) soi t c o n t i n u e dans n n
i n t e r v a l l e comprenant la va leur ç considérée, si pe t i t q u e soit cet
i n t e r v a l l e .

On peu t app l ique r d 'aut res cr i tères de convergcnco à l ' i n î é g r a l c
^

^ | //,(/) \dt. On sai t que , si l 'on pose
J\'î

S^x^^x, <^^(</,.,.r),

l ' intégrale précédente a u n e limite p o u r v u qu 'on puisse re t rouver A I ,
p , a (M^> o, a ^> o, p e n t i e r ) tels que l 'on a i t

[Hi)l-^1——
M

four la convergence de la série de Four ie r i l s u ( l i t donc q u e l 'on
a i t

M:1 f^ 4- ̂  "~ /( 9 ) 1 •:——-— -.--.-.„,-,-,,....-...,.i ./ \ i / ./ ^ T i 1 .- / s / . ,

<•(;-)•- Ï ••••-• (Ol1- [7
I -KX "

On peu t é tendre n o t a b l e m e n t le champ d ' a p p l i c a t i o n des théorèmes
précédents en éc r ivan t B/^ sous la forme

i F ' 1

^"= ^ f [ô / ' (^) — ̂ (- 0] sin (">.w + i) / dt,B
71

c'est-à-dire en remplaçant f f ( l ' ) par

,, /^ _ /(? + t^) •+-/(? ~ ̂ ) - V(?)^,( ^ ) .̂  .—————^^^_——,..,..,_„„. .^,

et, par suite, fiÇt') par

// (n ̂  ̂ lJî L±ZL:0^^^^

,// ^^^^ y^^ /^ (/) ait une intégrale pour qac la série de Fourier soit
convergente: ce qu i revient a dire qu'i l , suff i t que les cond i t i ons précé-
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dentés so ien t réa l i sées , non pour

/(?+^
in ai s p o u r

/(cp + t) -i-/(o - Q -=./i (9 -l- /.).

R e m a r q u o n s que ce t te t r a n s f o r m a t i o n n'est j a m a i s n u i s i b l e , c'est-
à-dire que , si les théorèmes p r é c é d e n t s a p p l i q u é s à / (?-+- /) P01'"
m e t t e n t d ' a f f i r m e r la convergence de la sér ie de Four ie r , i l s p o u r r o n t
aussi ê t re appl iqués a ,/i(9 -+- / ) -

La transformation précédente est, en particulier, souvent ulih1

pour les po in ts où ,/fo) admet, des discontinuités de première espèce,
^est-a-dire i)our l es 'po in i s où/^+o) et /(o - o) ex is ten t . I.es
tiléorérnes précédei i ts ne s'appliquent que si l'on a

/•( ^ -i..- o ) -;- /( 9 — o ) — '.>. f( 9 ) = o ;

il est d 'ai l leurs faci le de voir que ce/le relation est vérifiée en ioul point
de (liseonhinfUe ( le première espèce par les fonctions developpables en séries
U'i^nomeirinues. l^n edel , [Xiisque/^ - o) ( -1 /(/? 4- o) existent, on
peu! t rouver nu in te rva l le (^ - a. 9 -i- a) dans lequel/^) esl bori^^.
l )ansc (d i n i t ^ r v a l l e , F(/} a une dérivée cont inue

r 'r f ( / ) -=i ^ f{y)di + M,

M élant urn- cons tan te . Pour / = 9, ^(/) admet une dérivée à droite
^ + 0 ) et une dér i vée a gauche/<9 - o), de sorte que l'expressionf(

j f ^ 4-- ( y . 1 ) — .'f(o — y.1)
2 a

((.nd vers ̂ /(^ 4- o) +.A? - 0)] (^llan(l a/ ten(l vers zéro dîune ma"
nièrt- quehonque. On sai t d/ail leurs que cette limite est/(o); la pro"
posi t ion est ainsi démont rée .

Nous pouvons ma in tenant donner des exemples des fonct ions repré-
senlaldes par des sér ies de Fourier et présentant des discontinuités
des deux espèces.

Déf in issons une fonct ion/ Ï^} ayant la période 2-n: par l'égalité

y (^^ /(-,-. o)=o,
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d'où
/(0)=:/(7T)=(>

eî les eondilions suivantes :

^^M^)--—.
^0) ~ r i ' o 1 1 1 ' r. > 9 > ?, ^ > o > JI,

/ (?)=-( pour ^o-^, î.-,^ ^
•-> • ;̂  ;̂ î - • -" ^•>

yiK1 ! ( j ( io soil 9, la fouet ion

/ , (9~h^)^ / (o -h / )4 " / (o . - / )

^[ c o n s t î t n ( o dîins un cer^in in(ervaHc (•oin|)rcu;>u( ^; (loue la smr
(le Fourici- rclalivc ;i /(o ) osl pîii^oiil (•oimT^iilc.

Pour colle fonclion, 9=0 (-si point de disconhnuilc d<- s^nnd(-
(-SJXMT; 7:, î, ̂ , ... soni dos poinis de discont inuité de première
cs|»ece.

Cons idé rons la f o n c l i o n [elle ( j ( i e

,/'(9)-r/Ï- 0 )-,::: o,

^O - /(S) -4^
y( ï - ) -:•: —.._ jKiKr 7r > ̂  *•••'„ î, 7:

-i-v7^ ' " •t ^

•^^^

 1 1 < ) " ^ ^>->^ ^•^-^ • • • •

(;<'tl.o fonclion pn'-scntc les mcmcs si^uhmK-.s (juo la )„,.;<.<!(-,««•
'•!, de plus, (.lans 1 < . voisin;isc do J'ori^-iK., ( - 1 1 , - (.si iioii Ix.r,,,.., (:,.((.'>
onction <.s(, bien r,-pr,sen(ahl<. par mio scric cie Kouri,,, puisq,,,.

./,(? +/^ a (inc (Imvec poiir / = o, quel q,,p soit o, (-1. mit. //., ) a
IIIK" iijll'ig'ralc. ' • ' /

^ Dans les df.ux (.xempics prc.-o.lenfs, 1;» consi.fcral. iol] (le f\^ + / )
" • - • 1 ; < ' 1 pas iihic pour dcniond.cr la convergence |,oni-. = o, pam. (inc
l. 's_scr,os ne conicnai . -nt (pic des K.rmcs en sinus, mais c,.(l,. consid.-
••i'ro» dcv.cndrait utile si, aux Conclions/^) (,,,i vienneni d 'e f re
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définies, on a jou ta i t une fonc t i on de période 27: avant une dér ivée,
1 a ( 'o î \ c i ion c 0 s c o s ̂ , | ) a r e x < k 1 1 1 [ ) 1 e.

Pour faire une app l i ca t ion du théorème général, nous allons con-
s t r u i r e une fonction non nHe^ralde au sens (le Rieniann et représeiitable
par une série /ngono/neirif/ue pour I ou les les râleurs de la l'aria blé.

Nous a l lons d'abord const ru i re , avec M. Vol terra ( / 1 ) , une fonction
dérivée non inié^rable. Pour cela, choisissons une fonri ion T.( /, )
bornée, avant, nne dér ivée pour tou tes les valeurs de 1a variable cl.
tel le que?:^/) ne tendi^ vers aueune l i i s i i t t ^ (jiia^id. / augmente iiidéti-
nisnent. Alors T . ' { I } change néeessaire i i ient . î i s i e intinilé de lois de
signe quand / augmente indéfi î t i î nen l . .

Soit îna in tenan t nn ensernide. lernié E, non dense dans tout inter-
valle, qui ne ehan^e pas si l'on augmente les abscisses de ses points
d e 2 71:, ( 1 1 d o n I. la [ ) a r i i e c o î î ) [ ) r i s ( k e 1 1 (. r e o ^i 27; e s l d e ni e s u r e n o si
nulle. Une (onct ion qui a les points de E pour points de discontinuité
n'est pas inté^-rable.

Considérons une fonction /'(^) nulle pour les points de E et définie
dans (on t , in te rva l le ( a , I ) ) cont inu a E, c'est-à-dire dont les ext résn i iés
sont points de E et qui ne con t ien t pas de, points de E, de la manière

fisu iva s'a n n u 1 c u n c i. n ti n i té d eLa quantih ^-.^T:d^ ^ - a / ]
fois en t r e a et b\ so i t a 4- c la [dus g r a n d e v a l e u r de ^ au p l u s éî-çale
a, — - p o u r l a q u e l l e el!e s ' a n n u l e . Nous posons

/(?)
d

~~ 'rh

/•(9)-:=o,

. / ' -> -%
( c; — a )î r:

( h

'^-.
a -i- c ^ 09 ^ b — c,

h — c <^ cp -< b.

La fonction f(^) a ius i dé f in ie admet les points de E pour points de
discontinuité et l'on vér i f ie facilement que c'est une fonction dérivée;
/'(^) est bornée ou non suivant que r^ l'est, car, pour 9^0, on a

d
7h

(9 — a ) • i ^ T { ^ — a)îr
^P--^

( 1 ) Sul pruicipa dcl Calcolo intc^rcdc ( G io ma le de BaHa^Um, i88r;. M. Vol terra
considère k; eus où ^(f-) = s'ml.

Ann. F.c. !\'orrn., (3 ) , X X . -- NOVEWIIKK 1903. ^I
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Précisons m a i n t e n a n t la na tu re de î r ( / ) . Si l'on suppose Ions les
in terva l les {a, b) de longueurs in fé r ieures a î , c'est-à-dire c toujours
i n f é r i e u r a ^ i l suffit que 7:(/) soit dé f in ie de ^ à ce.

Nous supposons que r^Çl) existe et que r ^ ( l ) ne s ' annule que pou r
les valeurs entières de /, pour lesquelles on aura

7^)--=,

Ceci posé, montrons que /(^) a u n e in tégra le , donc u n e série de
Fourier. Ceci est é v i d e n t si TC ' ( / ) est bornée, parce qu 'a lors i l en est de
même de /(^).

Supposons m a i n t e n a n t TC^/) q u e l c o n q u e . L ' in tégra le de \ f ( ^ )
dans (o, 2-7:) est la somme des intégrales de f{^}\ d a n s les i n t e r v a l l e s
t e l s que (a, a h c ) , (h — c, b) con tenus dans (o, 271:), d'oio î i

r'^Ay)!^^^ fj n j a
/( 9) [J9.

., Il -1- C

^} 1 d(û < / 2 ( 9 — - a ) TTr '!/(?) i^</î/// ' <'; f..--.̂
\ ? - " ^ 7 J./

('/^,

car u est une f o n c t i o n posi t ive. TC é t an t i n f é r i e u r e a î , a i n s i que <•, la
première intégrale est i n f é r i e u r e à rie; c a l c u l o n s la seconde. Si y est
le p lus grand ent ier non supér ieur à - > on a

-~.V 1~^ ///'}

Donc, dans (a, a -4- <?), l ' in tégra le de f ( ^ ) | est i n f é r i e u r e a 3c, (q ,
par s u i t e , l ' i n t é g r a l e de l/Cy) ] est f i n i e et i n f é r i e u r e a GT: d a n s
fo , 2'n;); i l est l é g i t i m e de par le r de la série de Four ier r e l a t ive a/('-p).

La série de Fourier r e l a t i ve à ./(ç) converge é v i d e m m e n t p o u r
f o u t e s les valeurs de ç qu i n ' a p p a r t i e n n e n t pas à E, p u i s q u e r ^ ( / )
exis tant , /(ç) a u n e dérivée pour ces valeurs de <p.
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Soit m a i n t e n a n t Q\) un po in t de .E; cherchons si la fonction -y---^
.9 — 9«

a une in t ég ra le . Pour cela calculons u n e l i m i t e supérieure de l ' inté-

grale de ——^— é tendue a un in te rva l l e ( a , b) contiû 'u à E. Si Oo n'estg raie de
o ç) — çp \ •' / D i "

pas supér ieur à a, ç — a est au plus égal à ç — cp(p donc

^"-l"L/ï^^,f"
J/, c? ~ yo ' ~J,,

1 / ' (?)! /~——— c/co *

dans ( I ) -— c, //), ^ — (py est au plus égal à ^ — a, q u i est plus grand
( j u e // — y, donc

f 1^2l^<f" l^l^^f'IZLïll^.
,A_, ? — ?o ' Ji^, h — y ' J^ ? — a '

I)(t ces deux inégalités on déduit

/; I^ÏL
? "-" ?" <'!^ ' I .A9)1^-^L',/.?

^ _..-. a

et l 'on d é m o n t r e r a i t de rnêine cette i n é g a l i t é si <po était supér ieur à a,
et , par s u i t e , a ^.

D a n s ( ( ( , (f I- c) on a

l . / ' (? ) |
Cp -11-- ('/

-h

f" "L•/i^-L/,<.<f,/, ? - '/ .;. —- 1 d'à 4--^
r< -1- < • 77

,Y ' \
\ Œ) — a /
ai — a,

cico

< a c •• '1^1^.
-/^

En c o n s e r v a n t a y la s i g n i f i c a t i o n ind iquée p récédemment , on a

^ \^{,i -\~. i ) — TT ( n ) (^^^/«y f ^<;s-
^1 / ,,-^ "' /< »-Y^=Y

» :=:
^^^<ï/t.2 ÂuA n(n — i ) y — ï

n =- y n == y
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ci si l 'on remarque que y est au m o i n s égal à 3, on peu t prendre pour
v a l e u r supérieure de l ' in tégra le —— et, a p lus forte ra i son , 20.

De sorte que, dans (a, &) , l ' intégrale de W est i n f é r i e u r e à 8r\
/(?)donc a 4(^ — <^) ; par suite, a uno intégrale dans (o, 271) au

plus égale à 87:.
La série de Four ie r est donc convergente pour les p o i n t s de E.
11 est a i n s i d é m o n t r é q u ' i l exis te des f o n c t i o n s non i n l é g r a b l e s

représentahles t r i g o n o m é t r i q i K ^ m e n t ; le ca l cu l des coefficients q u i a
été fa i t au d é b u t n'est donc pas sans ob je t .

On sai t qu 'on o b t i e n d r a i t i m m é d i a t e m e n t les coeff ic ients t rouvés si
l'on a d m e t t a i t que la série et celles qu 'on en d é d u i t en m u l t i p l i a n t
tous les termes par s i n / / 0 et cos^O sont in tégrables te rme a te rme
entre o et 27:.

Soit f(^) u n e f o n c t i o n représentable par u n e série de Four i e r .
r^ . .

Posons ^(<p) = j f(^)ch. ^('^) étant à var ia t ion bornée, au sens d(1

'- 0

M. Jorda.n, est représenîable t r igorKHHét j^quejnent . Les c o e f f i c i e n t s
(.1 e son d é v e 1 o p p e m e n t s o n I,

, ^ o
a,r^ f ï f{^)rhd^

i . /1» * YO

I /-2TC • /> r J

y.n :-= - / / /'( ̂  ) (h ' ces n 0 dO,
77, / ,/ " * '

^=^ F f/(o)^ ^mnOclO.
't' ^c -1 7 '»

La l 'onction f(^) é tant u n e l i m i t e de fonc t ions con l inues , on peu t
i n t e r v e r t i r l 'ordre des i n t é g r a t i o n s en 9 et 0. En e f fec tuan t les i n t é -
grat ions en 0, q u i sont immédia tes , on trouve

r^i
27T

1 ( 2 T C — 9)/(9)c/y,
</()

/ 2 T S
I

ni
^ 1 sm/<9/(cp)(r/çs
' ^ o

/t27tî

m: f ( co s / ^—i ) / (9 )^9 ;
^o
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ou, en a p p e l a n t a^ a/p ^ les coefticients du déve loppement de/(^),
^27:

a/, =: - - h,,, (̂  -= ^ a,, - — | /( y ) rfo.
I l H I I 7T /«. ^

Mais on a
..271 .2TT: /,27Î^ ^27C ^2TT: /,27Î

- / /( ?) ̂  ̂  ^ / /(?) ̂  -^ ̂  I / ( ̂  </^ :
J Q ^ I/O L ^ / ( )

;J f(^ch^.^f /(?)^~-^^| /(9)</9sin/^,

donc
/•, 2 TT; /» 2 Z

^(0)- -L. ^ (27T-9) / (^ )^ f--1- | /(?)^?
'27r^ 1 k 1 ' ^J,,

y( /-^cos^+^sin/ l0^+^ f /'(^^.^\ /< //, / ^/,, " '" '

Pour 0 = o, on a
., 2 7T /. 2 7T .

,̂ { ^/(p)^?-^/ •/(^—S-^
et, |(ar suil.^^

J( ^ ) — </„ ^ 4" Y - ( a^ s il i // 9 — //„ ces n Ù + /^, ).:—; a ^ ' j 4" > - ( a,, stil/^.i //

/.̂ .v ,sy77^.v ^/^ Fourur so/U donc; uile^midcs lermr a lennc dans /oui
ifUcfVdf/r. l)^ la il rés i i l f e (aei lemeni qinl en est de iiiérne si l'on mul-
tiplie (ous les tennes |)ar s i n / / 0 ois c o s / ^ 0 *

La proposi t ion pree^huste ("st la ^'éncral isal ion d'un théorenH» dfi îi
Du Bois-Kevmond.


