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SUR LES

SERIES TRIGONOMETRIQUES,

Par M. H. LEBESGUE.

*

En m’occupant des séries trigonométriques, j’ai eu surtout pour
but de montrer I'utilité que pouvait avoir, dans 'étude des fonctions
discontinues de variable réelle, Ia notion d’intégrale que j’ai intro-
duite dans ma These. Je rappelle d’abord les principales définitions
et propriétés relatives & cette intégrale (*).

Un ensemble linéaire de points e étant donné, on peut enfermer
ses points dans un nombre fini ou dans une infinité dénombrable
d’intervalles; & chaque systéme d’intervalles choisi correspond un
nombre, la somme des longueurs de ces intervalles; la limite infé-
rieure de ces nombres est la mesure extérieure m,(e) de e. Si e est
compris dans AB ct si ¢, est le complémentaire de e par rapport & AB,
la mesure intéricure de e est, par définition,

m;(e)=1long.(AB) — m.(e).
Les ensembles pour lesquels m;(e) = m.(e) sont dits mesurables et de
mesure m(e) = m;(e) = m,(e). La mesure ainsi définie jouit de beau-

coup des propriétés des longueurs; en particulier, quand on ajoute
des ensembles sans point commun, les mesures s’ajoutent également.

(1) Pour les démonstrations on pourra s¢ reporter & ma These parue dans les 4rnali
di Matematica, 1902 : Intégrale, longueur, aire.
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Une fonction / est dite sommable si, quels que soient @ ct b, I'en-
semble des valeurs de «, pour lesquelles on a aZ /<<, est mesu-
rable. Toutes les limites de fonctions continues sont sommables.

Si fest une fonction sommable et bornée qui varie entre / et L, on
peut lui attacher une intégrale de la maniere suivante. Prenons

111: [<[1< l:z<-- < l/"—1< [,;:L:

et soit e;(¢ =0, 1, 2, ..., p) I'ensemble des valeurs de z pour les-

quelles on a
LS <ligy
[.a somme

17
Y lim(e;)
i

0

tend vers une limite déterminée quand p augmente indéfiniment et
que 4y — L tend uniformément vers zéro. Ce nombre est I'intégrale
de fdans Pintervalle positif (a, b), (« < b); on la note

14
f Sda.

Pour compléter la définition, on pose

b « !
f + f =o0.
a b

L’intégrale ainsi définie jouit de beaucoup des propriétés de I'in-
tégrale au sens de Riemann; on a, en particulier,

f/+<p=ff+fc.o,

4 K
f J(z)dze =K J(Kx)dz.

«
K

Relativement au calcul des intégrales on peut énoncer cette pro-
pricté : Sil’on a, quel que soit 2,

lim,= fo(z) = f(x),
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et si, quels que soient n et @,
| fu(z) | <M,

ot M est un nombre fini déterminé, on a aussi

b b
[(r@)de =t [ fue) de.

A certaines fonctions non bornées, mais sommables, il est possible
d'attacher une intégrale par un procédé analogue. Les nombres /
qu’il faut choisir sont échelonnés de — o & 4+ o en nombre infini
et tels que /., — {; soit borné. Si alors la série El,-m(e,-) est conver-
gente, elle tend vers une limite déterminée quand les /;,, — 7 tendent
vers zéro; ¢’est Uintégrale. Il faut remarquer que si fa une intégrale,
|/ en a une aussi.

Supposons que /n’ait pas d’'in(égrale, mais que, dans chaque inter-
valle, en existe un autre olt fait une intégrale, alors il se peut qu'il
existe une fonetion I et une seule & une constante additive pres, telle
que on ait

D
/fm-:p(/;)_l«‘(a),

pour tous les intervalles (@, ) ot le premier membre a un sens. §'il
en est ainsi, on dit que / admet F pour intégrale indéfinie. On voit
facilement que, pour qu'il existe une intégrale indéfinie, il faut qu'’il
existe une fonction F vérifiant 'égalité précedente, et que les valeurs
de 2, qui ne peuvent étre comprises dans un intervalle (&, 0) sans
que, dans cet intervalle, f(x) n'ait pas d’intégrale, forment un
ensemble réductible.

Lorsqu’il existe une intégrale indéfinie, nous appellerons wtégrale
définic dans (a, b) calculée a I aide des intégrales indéfinies, la quantité

12 f(@) de =F (D) — F(a).

22

Aux fonctions de plusicurs variables on peut attacher des inté-
grales par des procédés analogues & ceux qui servent pour les fone-
tions d’une variable. Le calcul de ces intégrales multiples se raméenc
i des calculs d’intégrales simples dans des cas étendus et, en particu-



456 H. LEBESGUE.

lier, quand il s’agit de fonctions bornées limites de fonctions conti-
nuces.

Dans ma Thése jai fait deux applications de la notion d’intégrale.
J'ai montré que, pour toutes les fonctions bornées, I'intégration per-
mettait la recherche des fonctions primitives; j’ai montré qu’il ¢tait
possible de représenter par une intégrale la longueur de toute courbe
rectifiable ayant des tangentes. Je vais appliquer ici la notion d’inté-
grale & I'étude du développement trigonométrique des fonctions non
intégrables au sens de Riemann.

Parmi les méthodes qui ont ¢té employées pour I'étude des séries
trigonométriques, la seule qui puisse s’appliquer & ces fonctions est
celle de Riemann. Mais cette méthode n’a conduit jusqu’ici qu’a deux
ou trois propriétés générales et en particulier au théoreme de Cantor
sur impossibilité de deux développements pour la méme fonction.
Toutes les fois qu'il s’est agi d’obtenir des conditions suflisantes pré-
cises pour la possibilité du développement (rigonométrique d'une
fonction, Riemann, ainsi que tous les auteurs qui se sont occupés de
la question, se restreint a 'étude des séries de Fourier. Gest déjivun
champ d’¢tude tres vaste, car il résulte des travaux de Dini, d’Ascoli,
qu'une fonction continue ne peut étre représentée Lrigonoméltrique-
ment qu'a Paide d’une série de Fourier. P. du Bois-Reymond, i aide
de considérations qui ne sont peut-étre pas a P'abri de toute critique,
a étendu le méme théoreme aux fonctions intégrables au sens de Rie-
mann. La recherche de conditions sullisantes pour la possibilité du
d(f)V()l()pp(*ln(‘nt trigonométrique des fonetions non intégrables, au
sens de Riemann, n’a pas encore ¢lé abordée i cause de Pignorance
ott 'on se trouvait de la forme des coeflicients du développement de
ces fonclions.

La premiere proposition que je démontre est la suivante : Pow
toute Jonction lornée, le (l(."ve/up[)c/n(fn/ ne peut élre que celut de Fourder,
ot les intégrales ont le sens indiqué plus haut. Maintenant que I'on
connait la forme des coefticients, on peut espérer ¢ludier la conver-
gence du développement par les méthodes ordinaires. 1, en cffet, il
m’a suffi de modifier trés peu des raisonnements précédemment em-
ployés pour trouver des cas de convergence assez élendus. Cela m’a
permis de donner un exemple de fonction, non intégrable au sens de
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Riemann, et cependant représentable par une série trigonométrique
toujours convergente.

Les cas de convergence que j’ai obtenus pourraient étre déduits
des théortmes généraux de Ricmann, mais il est plus simple de faire
la remarque suivante. En étudiant les développements relatifs i des
fonctions non hornées, Riemann observe incidemment que 'étude de
la convergence vers /(9) de la somme des  premiers termes du déve-
loppement de Fourier

s.=1 [ fg+e0)
?

revient & 'étude de la convergence vers zéro de

sin(2m +1)¢

e dt
Sl é

@

e

1 / *flo--2t) — f(2)

- sin(2m 1) ¢éde
it v sin¢ ( ) ’

2

c’est-a-dire & I'étude de la convergence vers zéro des coefficients de

©-=2l)— [(9
A o
moyen d’¢tudier cette convergence, de Ia on déduit des cas ¢tendus
olt le développement trigonométrique est possible. Cette méthode,
qui n’est an fond pas (rés différente de celle qu’emploie M. Dini dans
son Ouvrage sur les séries de Fourier, a été employée récemment par
M. P. Stackel ().

La méme méthode s’applique avantageusement a I'é¢lude des condi-
tions de convergence de Dirichlet, de Jordan, de Lipschitz-Dini (*);
je ne m’en occuperai pas ici.

Les caracteres de convergence que j’ai obtenus se trouvent tous
dans 'Ouvrage de M. Dini, mais la généralisation de la notion d’inté-
grale permet de donner un sens plus étendu a leurs énoncés.

la série de Fourier relative i Riemann a donné le

(1) Nouvelles Annales de Mathématiques, {évrier 19o2.

(*) limg=o[ f(2 ~+ 8) — f(2)]L| 8] = o.,

58

Adnn. Le. Norm., (3), XX. —- Octopre 1903.
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Considérons un développement trigonométrique convergent pour
toutes les valeurs de la variable

(1) f(?)‘:—(lo—}—vE(a,,COSlZ({)—i—-[),LSinn(p).

’ ’ . , I
M. G. Cantor a démontré que a, ct b, tendaient vers zéro avee e

On peut alors définir une fonction continue par I'égalité
1 .
F(o)=—=— w*»—E ;;2(61,,, cosng 4 b,sinng).

Riemann a démontré que /et F étaient liées par la relation

Flo+a)+Flo—a)—a¥F(o) _
—1 AN

S(%)-

limgesy
On peut aussi attacher 4 /(9) la fonction harmonique
S(o, r)=q, -{—2 rt(a, cosne -+ b, sinng).

Nous allons d’abord démontrer deux propositions concernant F(z)
et (g, r).

Relativement & F(¢) on peut trouver une propriété analogue au
théoreme des accroissements finis : La quantite

F(f?()+ o) -+ F(?u — o) — f"F(C{/u) - A*F (?0)
H T al

est comprise entre les limutes inférieure et supéricure de [(2) dans {in-
tervalle (o, — o.q, @y + o).
Formons la différence

A*F (o,
Ao)=F(g) — 5 1)

2
2 ol

(¢ — 00"

- F(‘@"_M");;OF(%_ %) (g —90) — F(g0) = F () — B(9).
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) . .
A (¢) s'annule pour ¢, — «,, 9,, 9, + o, ; ¢’est une fonction continue,
donc A(9) atteint son maximum pour une valeur o, intérieure i U'in-
tervalle (9, — «,, 9, -+ «,), on peut d’ailleurs avoir Oy = 0,-

A2A(o) [A(ol—uo’)——-r\(o,ﬂ—i—[\(ol—o' —'\(wlﬂ

o? a?

AZA
-——;(—(i) est donc une quantité positive ou nulle dés que « est assez

petit pour que ¢, — o et 9, + « soient entre o, — o, et Dy + 2. Et,
comme 'on a

A*A(9) _A'F(g) A'B(o) _ AF(2)  AF(o)

a* o o o ol ?

on en déduit
AF(o) _A*F(oy)  A*Als)s A*F(s)

V" U‘ o - O'(‘)

pour o assez petil; par suite

¢ ’5 2R (¢«
f(?[):::liﬂl;(::‘,A ]( ')NA] 9()\

d"

A‘ ]‘ (’-”0)
a()
(94 — oy Dy %o ); on démontrerait de méme la seconde partie de Ja

est donc au plus égale 4 la limite supérieure de /(o) dans

proposition.
La deuxitme propriété que nous avons & démontrer est la suivante :
les limites inféricure et superieure de [(3), m et M, sont ausst celles, pour
r<1, de f(w, r). Cette propriété est bien connue dans le cas ot /(%)
est continues; pour la démontrer dans le cas général, considérons la
fonction harmonique
\ re .
D(9, r) :::——2 7;;((1,, cosng 4 b, sinny),
l)(.J r) 5 , . .
- Pour « constant, c’est une fonction harmonique
A D(o, 1)
e

et formons =—

pour r=1; done, quand e, 9, r varient, les
A*D (o, ) D(fo 1)
oc*

qui se ré¢duit &

limites inféricure ct supéricure de — sont celles de
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Or

¢ _.fl_q 2
s S[FO=39] sri

o* a? o

, 7°)

= sonl m -- «,

et M — a,. Le théoreme de Riemann donne

= no(t GRS =/J(p, 1) — a,

limg—,

et f(z, r) reste comprisc entre m ct M.

Ce résultat peut s’énoncer ainsi : &¢ la partie réelle d’une serie de
Taylor est congergente sur le cercle de conyergence et a une somme infeé-
ricure a M (ou supcrieure a m), elle @ aussc une somme inféricure a M
(ou supéricure & m)) a Uintérieur du cercle de congergence.

Ces propositions démontrées, il est facile d'obtenir les cocllicients
du développement (1) dans le cas ot /(2) est bornée.

Remarquons d’abord que /(g) é¢tantla limite d’une suite de fone-
tions continues est sommable, done, puisque /(%) est bornée, /(2)
aune intégrale au sens généralis¢ du mot.

Donnons maintenant a » des valeurs r,, Tay oue qui tendent vers 13
pour chaque valeur de ¢, /(9) est la limite pour ¢ infini de /(g, 7)) et
les différences f(g) — f(a, r;) sont, en valeur absolue, quels que
soient ¢ et ¢, inféricures & un nombre fixe. Nous sommes done dans
les conditions ot 'on peut appliquer le théoréme sur intégration
qui a été énoncé précédemment; en remarquant que la série qui
donne /(¢, r;) est uniformément convergente et par suite peut étre
intégrée terme i terme, on obtient

j J(9 dq)——hm,:,,/ S (2, ri)dy = 2may,
f /((P)LOSI&(P(IW == ]I / S(o, rycosnody =l1iM=,Ta,r} =Ta,,
0

2T +2
/ S(@)sin nody = lim,-.:_,,/ S(o, ri)sin nodo =liMu=.nb,r} ==mb,.
0 0

Si une fonction bornée admet un développement trigonomeétrique va-
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lable pour toutes les valeurs de la variable, ¢’est celui dont les coefficients
s'obtiennent par les formules d’Euler et Fourier; les intégrales qui
figurent dans ces formules étant des intégrales au sens généralisé du
mot et non nécessairement des intégrales au sens de Riemann.

On peut arriver au résultat précédent par une autre méthode plus
voisine de celles de Dini, Ascoli et P. du Bois-Reymond. C’est la mé-
thode employée par Riemann et qui consiste & déterminer les coeffi-
cients du développement de /(%) en fonction de F(z). Reprenons
Végalite

A*F ()

AL :“mu:ol‘(cp—f—a) +F('9.——-<z) —aF (o)

o =/(9),

lim =

el remarquons que, si /(2) est bornée, les deux membres sont
bornés, quels que soient ¢ et «, de sorte qu’on peut intégrer membre
4 membre Uégalité précédente. En Iintégrant deux fois de suite
et en appelant F, et F, deux fonctions primitives successives de F,
on a

lim Filo+-a)+Fi(o-—a)—2F (o) =T (a) —F (—a) +2F (0)
] ol
2K () —F ?
= li“’l'/::.:nA ! 1(',))02 fulo)] :f JS(0)do,
- 0
0
. AT, (o) A*F,(0)  A*F (o) } f?f _
SN et oo Sl Bt A et i = 0 de dh.
Illn/_,,_,n[ o P pr] @ A , /( )(

D’ailleurs, puisque F, admet F pour dérivée seconde, ceci s’écrit

2 ? o
F(9)—F(o0) —f?]imct-—-oé-r&#)—) :f f Jded,
[ 0
et, par suite,

7 Al
F(f.p):fff(t)(ltd9+Acp+B,
0 0

A et B étant deux constantes.
Appliquons maintenant le procédé de Fourier & la détermina-

. ’ ay o
tion des coefficients du développement de F(9) — —*¢% on trouve
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g =2m =9 =0
0= f f f (&) dtdddo —
=20 0=0 {= o
adp 1 /-?i«'«‘lﬁf =
n? T 0-

ainsi

27T
__/L’i lf f f _/' )sinno dt df dy + 2
nt Ty o Vim0

=9
f f(c) cosno dtdydo —

+o2A7+2Bm,

,,\

n

Pour transformer ces égalités il suffit de se servir de la notion d’in-
tégrale triple. La fonctlon /() étant limite de fonctions continues, on
peut apphquer aux intégrales précédentes les procédés de transfor-
mation qu’on emploie ordmairemcnt pour les fonctions continues.
On voit ainsi que les trois intégrales précédentes sont respectivement

égales aux intégrales des fonctions

7(¢), [f(¢)cosno, f(¢)sinnog,

ces intégrales étant ¢lendues a Uensemble des points du tétraddre défini

parles inégalités

of¢Zem, 0l0le, oF

Or ces intégrales triples peuvent se remplacer par les intégrales

simples suivantes :

ST PR
/ / [ 7(0) do d0 dt,
gy

2T 27
f / f J(&) cosnododidt,
U]
j f f f(t) sinngdydidt.
(=0 Y o0

Dans ces trois expressions, les intégrations, par rapport & ¢ et 0,

s'elfectuent immdédiatement, ce qui donne

27 2
/ /(t)<27r2——2m+—2—>clt,
0

/z‘/ JS(&) (1 — cosnt)de,

I sinnt
- £y (2w —t+ =
/11 f( ) (9 T
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Transportons ces expressions dans les formules précédentes, on
obtient

I 27 . v I 27T
a”—%f f(t)cosntdt—i—z[ag——ggf S de
27
b, = / f(t) sinntdt —n [2na0—zA— —f f(t)(27r—~t)dt]
2 . . 4
Ozf J () (27f'—27ft+;> a't—gaon’—f— 2Am2+2Br.
0
Cela peut s’écrire

a‘}::'—rg[f /(t)dt—i—]\l:l

[ f(t) cosntdt + K ]

a, ==

A=

b, = ! [[— JS(¢)sin ntde +- ILKQ],
T

ot K, et K, sont deux constantes. Soient a,, ), K/, K} les ¢léments,
correspondant a a,, b, K,, K,, relatifs & la fonction /(¢ + o). On a

[ 27T O
), = = [/ J(&) cosnt' dt +K’1]
-4

et aussi
: a, cosnt' 4+ b, sinnt'= a, cosnt + b, sinnt.
Cette relation, avec £ = ¢ + o, donne

a,— a,cosna—+ b,sinnc.

Iin remplacant a,, b, par leur valeur, on a
1 2T 4 %
“,":}E[/ f(t)cosnt’dt—{—K'i]
o

[/ J(¢t)(cosntcosna +sinntsinna)dt -+ Kl cosna -+ nK, Smna]

FH"‘

Fll"‘

[/ S (t)cosnt'dt + Kycosna + nK, smn,{l
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J(z) étant périodique, les intégrales qui figurent dans les deux
membres de ces égalités ont les mémes valeurs, et 'on a
K=K, cosna+nrnK,sinna,
d’olt
K,=o, Ky=o,

puisque K| est constant avec e.
Cela démontre la proposition.
Mais nous avons de plus les valeurs de A et B

W2TC 2T
—oA= -I-/ J)y(em—0)dt —ama,= —I-/ J(&) () de,
e 0 ﬁ 0

27 22T
B= fﬁ"l — A — —/ /(”(OT-W 2 lt:-—--—l-—f [(t) (2 — 6wt - 32%) dt.
0

12

d’ott celle de F(g) qu’on peut éerire sous les deux formes

XN o om | 27T
F(o) :;.-/ [ S dedys — ;——:_ / SO (m—t)dt— T’.&E‘/ Jle) (2~ Gme + 342)dL,
oty ' Iy

0

¥ L, T
0)::/ J'(ﬂ)(ﬁ’f-—l)fltwg'j;/ S (m—t)de—~- *‘/ J(O)(ant—6me -+ 3L,
<o ] 0
Ces valeurs de ¥ (o) pourraient servir & transformer les intégrales
que Riemann considere pour énoncer des conditions nécessaires pour
la possibilit¢ de la représentation (§§ VIII et IX du Mémoire de Rie-
mann); mais il vaut micux remarquer que F(z)admet une dérivée

continue
) 9 ] W27
W):/ sydi— = [ pe) w0y de
] 2T ),

et transformer les intégrales que considére Riemann 4 aide de I'in-
tégration par partic. Quant au théoreme sur la fonction ¥(g) (théo-
reme I, § VIIT), il peut étre remplacé par le suivant :

St une fonction [(9) bornée est developpable en série (rigonométrique,
il existe une /oncuon conzmue 5(9) telle que U'expression

F(o4a)—F(o—2)
20
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tende vers f( '.p), quand o tend vers zéro en prenant certaines valeurs qut
peuvent varier avec .

On peut encore dire que :

A chaque valeur de o il est possible d’ attacher une suite de nombres o,
lendant vers zéro et lels que 'on ait :

P %
J(2) = lim;—, 71*] J(e) de.
2o,

Il reste maintenant a considérer le cas ot le développement de /(o)
n'est pas convergent pour toutes les valeurs de o. Soit E "'ensemble
des valeurs de g pour lesquelles on ne peut affirmer la convergence
de la série trigonométrique; nous supposons B réductible, ¢’est-
a-dire que nous supposons que 'un des ensembles dérives B, E7,
B, By, oo, KO, EPY, CLL ne contient aucun point; seit E* cet en-
semble.

Définissons une fonetion /i (2) par la condition d’étre nulle pour
les points de K et égale & f(g) pour les autres points. Dans tout inter-
valle & intéricur duquel n’existe pas de points de K, les raisonne-
ments précédents montrent que oo a

% A0
(2) 1:(?).-:f / Ji(e)dedd + Ao+ B.

Soit o, un point isolé¢ de E, ¢’esl-i-dire n’appartenant pas & E';
o, est extrémité commune de deux intervalles dans lesquels on a
i
respectivement :

o0
le(,‘g),—;./ j Si(8)ydedd+ Ay + B,
0 0

et
X .0
F('.’)::/ f /I(L)r/tzm—}—As_,?—l-Bz
o Yo
avee
(‘3) Al@(,+131:-/\2?|)+];2-

Ann. Ee. Norm., (3), XX. — NOVEMBRE 1903, 29
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Riemann a démontré que on a

. A2 F (o)
Jim oy =

o

Cela donne

« Do 0
NN AOY?
0 0
L

limg—y —

. Asloyt-2) =+ Ba=i- A (o, — o) == By a0 Ayo,+ By)
=+ Ty — (- S D o ——— L

Z
La deuxitme partic a pour limite A, — A5 quanta la premicre elle
se caleule facilement, car

BTN

A? [ Ju()de
linye, - v T,,,‘_’y._,,,,,,, B
T ko SPa A - AR
: ‘““la‘..‘nl / Jul) de — / ./'l(.“’/ll = Ty Ju(e)di,
0 o R -

et si M est le maximum de Ta valeur absolue de f(2), Pintégrale pro-
cédente est inféricure & aMo/, done tend vers zévo. I faut done que
Pon atb Ay==A, et de Ta velation (3)on tre By, By, done F(2) ala
forme (2) dans tout intervalle qui ne contient pas de points de K11
en osera encore de méme pour tout intervalle ne contenant s de
points de B ou de K7, de B oo, de B2, de Bt 000, de . Done,
puisque [ est nul, F( o) alaforme (2) dans toutintervalle.

Ce point établi, le raisonnement se poursuit comme précédem-
ment.

Lorsqu’une fonction bornde adimet un déceloppement trigonométrique
congergent pour loules les valeurs de la varcadle, sauf peut-éire pour
certaines valeurs formant un ensemble réductible, ¢'est lu série de Fou-
rier ().

(1) Dans une Note des Comptes rendus (10 mars 1902 jai énoneé ce théortme pour

le cas ott I'ensemble 1 est fermdé et de mesure nulle, mais Ia démonstration que javais
eri pouvoir appliquer & ce cas ¢lail incomplite.
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Il faut remarquer que les intégrales qui figurent dans les formules
de Fourier doivent étre relatives a Ji(g)etnond f(o); si l'on veul
prendre les intégrales relatives & /(2), il faut les ¢tendre seulement
a 'ensemble des points de P'intervalle (o, 27) qui ne font pas partic
de E, puisque /(%) n’est peut-¢tre pas donnée dans E.

Un cas particulier de Ia proposition précédente est le théoreme de
Cantor :

Une série lrigonomélrique dont la somme est nulle pour towles les
valeurs de la variable, satf peut-éire pour celles d'un ensemble réduc-
1ihle B, pour lesquelles la série pourra étre concergente ou divergente, a
ses coefficients nuls.

Celle proposition peul encore s’énoncer ainsi :

Une fonction, bornée ou non, ne peut admetire deux dépeloppements
trigonometriques différents, valables pour towtes les valeurs de la va-
riable, sauf peut-étre pour celles d’un ensemble réductible.

Nous obtiendrons plus loin des conditions suffisantes pour la con-
vergence des séries de Fourier. Ces conditions sont applicables & des
fonctions non bornées; grace au théoreme de M. Cantor nous pourrons
done pour ces fonctions, comme pour les fonetions bornées, affirmer
qu’elles n’ont pas d’autre développement trigonométrique que la
série de Fourier. Mais on peut appliquer immédiatement les raison-
nements précédents  quelques cas simples. Nous allons démontrer
que :

St une fonctwon [(7), ayant une intégrale, au sens généralisé du mol,
n'est infinic que dans le voisinage des points d’un ensemble réductible 1,
et 8l existe une sére trigonomelrique representant [(%), sauf pour les
valeurs de o appartenant @ un ensemble réductible B, cetie serie est la
serie de Fourder.

On voit d’abord que F(z)alaforme (2) dans tout intervalle ot il
n’existe pas de points de E.

7

Soit g, un point de IZ qui n’appartient pas & E’; en désignant
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comme précédemment par

a0

{/ J)dedi+Ayo 4B,

“0 Yo

92 0
[ [ J()ded)+ Ao+ By et
0 v
les valeurs de F(g) avant el apres g, on (rouve

LR N Quta
T gy é,lé,f") = lily—g / Sydt+A,— A=A, — Ay,

Yo —a

Iintégrale de o, — o {9, -+« tendant vers zéro, car elle est Pacerois-
sement de la fonetion continue intégrale indéfinie de /().

Donc F(z) alaforme (2) dans tout intervalle.

De Iion déduit des égalités telles que

p . P=2T N o ol -0 0
— 2= [ / / Sy cosnodid)dy — ==
n* it v Jy ' ' n*

-0 Yo

La transformation de ces égalités, telle quelle a été effectuée plus
haut, n’est plus immédiatement possible.

Considérons une fonction A(z, 0, 2) qui ne devient infinie que
dans le voisinage des poinl,s de K; supposons de plus que A soit la
limite dune suite de fonctions continues, de sorte que, dans tout
intervalle ot A est bornd, F'on aura

S E N EL N |
) f / / Adtdl e, ::/
PR Da Y1u (

En faisant tendre @ ou b vers un point de K on voit que la formule
est vraie, pourva qu'a Uintériewr de (a, b)) ne se (rouve aueun point

N

(

dobo 0l b
Ny

[ / Ady dldi.
[

S ey )

de E. Cette formule est encore vraie si, dans («, b), se trouve un scul
pointe de I, car I'on a

NG o7 .U
[ / / Adididy
”,r' ”,"9 ! f) b N b 0
,/ f f Aded)dy +/ / / A dbdldy / / / Adeddy + [ / / Adtdydy
'l‘ﬂ “(I ”." ¢ . ( y “,1- (l{.tz " “« , 13‘(. u.f’ u./}
/ f / Ado d di + [ [ [ Adzavai [ f f Adgasaur [ f / Ady d de
Ya Y C) Yo YL Y da Y VY “a vy e
N/ RN}
- j / A dy di dt.
a 13 [
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On peat done intervertiv Mordre des trois intégrations tant que,
dans (a, b), ne se trouve aucun point de 5 on démontrerait de
méme quiil suftic quiil nexiste dans (@, 6) aucun point de E” ou
de B, ... et Pon voit ainst que Ta formule (4) est vraie dans (out
intervalle. En Pappliquant pour « = o, b = 2= au cas ot A est ¢gal
af(L)ycosngoud f()sinng, onades formules telles que

L2 i ST

1 I
WTT — (L) cosntdl + o A(,——r-[ (¢ ,
a 7:/ Sty cosntdi [ﬂ o ./(/)’/’;l

0 0

et Pon conelut comme précédemment.

Ce théoréme contient comme cas particuliers (ous ceux que nous
avions déja obtenus; il resterait a ¢tudier Tes fonctions non bornées
fes plus générales, mais il ne semble pas que e théortme sur inté-
gration, qui nous a fait connaitre fa forme de F(z), permette celte
¢tudes SETon renonce & Pexistence de Pintégrale de f(2), on peut
aller plus loin.

Supposons que la fonction [(o) ne soil (nfinie que dans le voisinage
des potnts d'un ensemble réductible Voot ait une intégrale indefinie ; wous
allons démontrer qu'elle ne pewt admettre d autre deéceloppement trigo-
nométrique que la série dont les cocfficients sont donndés par les formules
d'Euler et Fourier, dans lesquelles les intégrales sont calculées a lade
des intégrales indefinies.

Sila fonction /(o) admet un développement trigonométrique, dans
tout intervalle Ca, by otr f(2) est bornée, on a

SN
IF (o) ;[ / Sy dtd) + Ao+ B,
Ya “a
cequi peut s’éerire

0
I'(v) ::/ ] S)ydedi -+ Ao+ B.
O

vy

En raisonnant comme pr(u:(wlvnlmcnl, on voit que cette formule
estgencrale, quielle sTapplique a tout intervalle.
On a alors des relations telles que

" . e e 0 9 a
" R Y
e 2l = I SO cosnaded)dy — —--
" T 0 =0} o' » 1 l v
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La transformation de ces expressions suppose que Fon sache inter-
vertir Pordre des intégrations dans des expressions telles que

b

2 0
/ / I Adedd) do,

el e

ol A salisfait aux mémes conditions que plus haut.
On a ¢videmment

e 0 b oAb b
/ [ l Adtd) dy ::] / / ANy dide,
a v « T v

r 0

dans toul intervalle (a, b) ot A est fini, puisque ce n'est quiune
autre manicre d’é¢erive la formule (7). En examinant le cas ot dans
(a, 0), ne se trouve qu'un point de 1, puis de 1, .00, on voit que
cette formule est générale. I n"y a dailleurs pas lien de se demander
s'il existe bien une intégrale indéfinie pour la fonetion de v

N/
B Ay,
. f)

14

puisque, cette fonetion ne devenant infinie que dans Le voisinage des
points de K, il suffit de savoir qu’il existe une fonction w(7) telle que
Pon ait

’l"n(@) () == B,

toutes les fois que le second membre a un sens, pour qu’on puisse
aftirmer Pexistence de Uintégrale indéfinies et la démonstration pré-
ctdente nous donne 'une des fonetions ws (7).

[n intervertissant lorvdre des intégrations, 'on a

Sty cosntdl 4o

a——1 s /u],

c0

27T

] S sinntdt—n

f),’['.'(l.,——-‘.'!:\—'-;: Sty (om—1t)de],
[

T0
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| .
T
e "

1 R .
= [ J () cosntdt + I\'l],

0

—
A |
-t

au

27T

0

_/(l)(lt+l(,],

o

l;,,:,::—_ [ Sty sinnedt -+ nl\"{l.
ie

On démontre, comme plus haut, que K, et K, sont nuls.

II.

Nous avons ¢té conduits i deux especes différentes de séries (rigo-
nométriques. Dans Tes premiceres, les coefticients sontdonnés par les
formules d'Buler-Fourier, les intégrales qui figurent dans ces formules
ctant des intégrales au sens généralisé du mot. Dans les secondes, los
cocllicients sont encore donnés par les mémes formules, mais les in-
tegrales doivent ¢tre caleulées a Paide des intégrales indétinies. Cest
aux premicres que nous réserverons le nom de séries de Fourder;
on pourrait appeler les secondes des scries de Fourier généralisces (1),

Les cocfficients d"une série de Fourder tendent Lowjours vers scro.

Riemann a démontree ce (héoréme pourle casot /(o) estintégrable,
au sens que Riemann attachait i ce mot. Yoicl sadémonstration (§ X
du Mémoire de Riemann ) :

.

2. . . ’ 27 o
Yartageons Uintervalle (o, 27) en intervalles ¢gaux & 0 Sotent
My, My, ooy my, my, oo Tes Timites supéricure ot inféricuare de f/(9)
dans ces différents intervalles. Dans la premiere moitié du s inter-
valle, Pintégrale de f(z)sinns est infericure 4 celle de Mgsinng

(1) En faisanl cette distinclion je veux simplement préciser ce que jentends par série
de Fourier. Je ne sais pas s'il existe des fonctions représentables par des séries de Fourier
séndralisées; loutes les fonelions non bornées que j'ai vu ciler comme représentables par
une séric de Fourier avaient une valeur absolue ayant une intégrale.



A7 . LEBESGUE.
/
. .. T T N
parce que sinzg est posilif, done est inférieure & P M;, de méme elle
est supérieure a %m\.; dans la seconde moiti¢ de intervalle, sinnz
/ A 4

¢lant négatif, Uintégrale de /(z)sinng est comprise entre celles de

. . N . e T
de mg sinng et de Mysinng, ¢’est-d-dire entre — Smg el — M,. On
a done
T
28 —
" 2T
/ Sy sinngdyo | < =" (My— my),
7e
- 21y —1 "

1

et, par suile,

» 2T
{ S(w)ysinnwdy
]

AT

< -
7

}: (M, — neg).

e AT Y N
Or la quantité ";{Z(,M,s- — my) est la somme des Tongueurs des
intervalles particls multiplices respectivement par les limites supe-
ricurves de Poscillation de /(7)) dans ces intervalles; puisque [(2)
est intégrable, auw sens de Riemann, cetfe somme (end vers zéro

1 L < ;o ,
avee ~ cl le second membre de Pinégalite preecdente tend vers zéro.

VI T
On raisonnerait de méme l)()lll'/ J(z)ycosngdys le (héoreme de
0
Riemann estdone démontré.

Remarquons que la démonstration precedente subsiste si les inte-
grales de f(g)cosnyg el [(9)sinng sont ¢lendues i un intervalle (a, b)
quelconque.

Supposons maintenant /(=) bornée et sommable. De la définition
des fonctions sommables il résulte que Pintervalle (o, 2%) peut étre
partagé en un nombre fini d’ensembles sommables dans chacun des-
quels Poscillation de /() est inféricure & e. Définissons une fone-
tion /, (=) parla condition d’¢tre constante dans chacun des ensembles
ainsi definis el égale & Pune des valeurs de /(=) dans cet ensemble.
La difference /i (9)—/(z) estau plus ¢gale g, done les intégrales

j S(w)sinngdy ()L/ Ji(z)sinngdy different de moins de 2xe; il
{ 0

)
suffit done, puisque e est quelconque, de démontrer gque les inté-



)

SUR LES SERIES TRIGONOMETRIQUES. 473
grales de Fourier relatives & /(%) (endent vers zéro pour qu'on en
conclue qu'il en est de méme pour /(o). Si B, By, ..o, B, sont les
ensembles partiels o€ M, My, ..o, M, les valears de /i(2) dans ces
ensembles, on a

2T /'
= N o O
(3) / Si(w)sinnody :3 hl,-[sin:wz/o.
o -~y C
, i
Etudions l’inl(*gr:\l(,\/ sinng dy. Lensemble B est contenu dans un
Ty
ensemble B, de méme mesure gque E; & moins de & prés, et qui esl

composé d'un nombre fini ou infini d’intervalles. Si E contient un
nombre infini dCintervalles, nous n’en conserverons quun nombre
tini, assez grand pour que P'ensemble ¢ ainsi obtenu ait méme mesure
que Bamoins de e pres. Les deuxintégrales

/Sill/l?(/?, / sinn o dy,

TE g%

d"une part. et les deux intégrales

/.\'inuqz/"g, /s'mnp o,
E

Qautre part, different de moins de e La dernicre de ces intégrales
’ i . ’ s } > . 9.
tend vers zéro avee - puisque e est composé d'un nombre fini d’in-
/e
tervalles, et puisque z estqueleconque, it enestde méme de / sinnyg ds.
L or

Les p termes da second membre de Pégalité (5) tendent vers zéro, il
en est de méme du premier membre.

Les iniégrales de Fourcer relatices a une fonction sommable borneée
:
tendent vers zéro quand lear indice augmente tndéfiniment.

1 estutile dexaminer le cas ot la fonetion est non hornde.

Remarquons d'abord que Ta démonstration précédente s'applique
quand les intégrales de Fourier sont ¢tendues & un intervalle quel-
conque, ou meéme 4 un ensemble mesurable quelconque.

Supposons maintenant que /(%) ait une intégrale, au sens généra-
lis¢ du mot; on sait qu’il en est alors de méme de | /(2)1. On peut

Aun. FEe. Noroe., (), XX, — NovedsE 1905, 6o
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donc choisir M assez grand pour que, dans Pensemble E ot | /()]
est supéricur & M, Iintégrale de | /(2) | soit inféricure i e. Soit B, Ie
complémentaire de E par rapport i l'intervalle ou & I'ensemble mesu-
rable ¢ dans lequel on considere /(). On aalors

/f(o) sinng dy —= ['/(9) sinnody + //(J) sinnodo.
e K S,

La premicre intégrale du second membre est, quel que soit n, inf¢é-

ricure en valear absolue & &5 la seconde intégrale tend vers zéro

1 . 5 ” .

avee — puisque /(?) est bornée dans 5, done le premier membre
’ I
tend vers zéro avee -

Les intégrales de Fourier, relatives a une fonction ayant une inlégrale
aw sens generalisé dw mot, tendent vers =éro quand lewr indice augmente

wdéfiniment.

La propri¢té precédente ne s'élend pes aux séries de Fourier géne-
ralisées. Riemann a fait voir en cffet (§ XI) que, pour de telles
series, certains des coellicients pouvaient augmenter indéfiniment.

Lexemple que donne Riemann est celui de Ta fonction

\

(/(f‘a" £OS - )

J(w)— - a7

Q-

I

pour o < v < o

Cela justifie la distinction que nous avons faite entre les deux
espeees de séries de Fourier.

Lacondition nécessaire de convergence des séries trigonométriques,

que lears cocellicients tendent vers zero, est done toujours remplie

pour les séries de Fourier, mais elle ne T'est pas toujours pour les

séries de Fourier généralisées.
I11.

Etudions maintenant la convergence des séries de Fourier. Nous
savons d'abord que la série de Fourier correspondant i J(=) ne peut
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¢tre toujours convergente que si & /(%) est attachée F(o) telle que

limg—, él(’;’ = /(%)

(24

et alors, si f(9) est bornée, la séric de Fourier a toujours pour
somme /() quand clle converge, a cause de la forme trouvée préed-
demment pour F(g). Cela n’est plus démontré si f(g) n’est pas
bornée.

Nous allons rechercher seulement quelques cas ot la série de Fou-
rier converge vers f(9); nous ne supposerons pas /(2) bornée. La
somme des 2 premiers termes ¢lant

.
m— X
v sin(am 1) ¢
;r—/ ViCEs ‘.‘zl)-—-(«:i—[w——cll,
Si
2
puisque Pon a
TCAE
v Csin(om 4 1)t
f{ep) — — L4 - P — ll
r=1 T,

il suflit de rechercher des cas ou la quantité

“——.

A(m) = %f fla 420 —/(3) sin(am —+1)tde

sint

e -

(-G

’ I
tend vers zéro avee -

/(7), ayantune série de Fourier, a une intégrale, au sens généralisé
(0 +2t)— (o
f, .) ./ f):g.(o
s é .
dans tout intervalle (@, ) qui ne contient pas la valeur ¢ = o.
Dans (a, b) Uintégrale

du mot; done il en est de méme de la fonction

Wb

f a(e)sin(am +1)tde

a
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tend done vers zéro, et A(n2) a méme limite que

o
T . .
;(_IN)':?_;_ [ a(eysin(am 1) di,

Tl

olt e eslun nombre positil quelconque inféricur a =.

De laresulte cette proposition eélébre (Riemann, §IX, théoreme 1) :
la congergence de la séree de Fourier relative a une fonction f(w), pour
la valeur o, de la variable, dépend seulement de la maniére dont se com-
porte la Jonction [(2) autour de o, puisque Pon peut, sans que rien
ne soit change i la convergence ou a la divergence de la série, modi-
licr /(o) allextéricur de (g, — 2a, 2, + 2a).

Cela montre que les conditions de convergence des séries de Fou-
rier pour o =g, sonl des conditions relatives au point 2, et non des
conditions qui doivent étre remplies dans (out un intervalle. En ce
sens les conditions de convergence de Diviehlel sont moins honnes
que celles que nous obtiendrons plus loin.

Dapres ce que nous avons vu, B(m) tend vers zéro toutes les fois
que g(0) admet une intégrale. Or, si 'on pose
S 0l)— [(2) 2

= (L) - ;
oY) 22 sint

h(2t) =

fes deux fonctions 2.(2) et g(¢), qui ne sonl pas définies pour £ = o,
admettent, en méme temps, une il'll(rgrulu ou non.

Done lusérie de Fourier, relative a la fonction (), concerge vers (o)

lorsque la fornction det
Sy

L(ty =

admet une integrale.

Il fant bien remarquer que, dans cet énonceé, il ne s’agit pas d'une
intégrale caleulable & Paide des intégrales indéfinies; en d’autres
termes, |2(¢)] doit avoir aussi une intégrale.

2 fonction 2(¢) admet une intégrale dans tout intervalle, sauf

La fonetion 2(¢) admet tegrale d tout int e I
peut-¢tre dans (— a, + a); il suftit de s’occuper de la manicre dont
se comporte A(4) au voisinage de ¢ = o.

A(¢) a évidemment une intégrale si, quand ¢ tend vers zéro, £(2)
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tend vers une limite finie; dans ce cas, / a une dérvivee pour la
valeur ¢ considérée. D'oli cette proposition :

La scree de Fourter relative a une fonction [() est concergente pour
o 7 ol
toules les valeurs de o pour lesquelles [ admet une déricée ().

St A(e) est bornée, A(2) admet une intégrale, done : la série de
Fourier relatice « une fonction [(w) est concergente pour loutes les
valeurs de o telles que le rapport

J(o 0 = /(%)
¢

sotl borné des que 1 est assez petid. Pour de (clles valears f(z) est con-
tinue, et Pon peut dire que la série de Fourier relatice @ une fone-
tion [( w) est consergente pour loules les valeurs de w pour lesquelles [ ©)
est continue el « des nombres derees (*) bornes.

Appliquons maintenant des eriteres de convergence o Uintégrale

/ [2:.(0)] de dans laquelle on fait tendre e verszéro. On trouve que Pin-

(égrale a une limite pourvu qu’on puisse (rouver les nombres M e &
(M > o, k<) tels que

M
OIS

en remplacant £ (4) par sa valeur on a

/(2 0) = (2)| Mk,

Or 1 — £ est un nombre positif quelconque, done la série de Fourier
relative « une fonction [ () est convergente pour loules les valeurs de ¢
telles que Uon act, pourl assez petit,

/(340 — ()| 2 M,

ou M el o sont des nombres positifs quelconques. Cest la condition de

(1) Cest ce théoreme, qui se trouve déjd dans le Mémoire de M. Dini, que donne
M. Stackel dans la Note citée.
(2) Au sens que M. Dini altribue & ce mot.



4178 I. LEBESGUE.
M. Lipschitz (Journal de Crelle, t. 63); en tous les points olt cette
condition est vérifice, /(%) est continue, mais notre démonstration
montre qu'il n’est pas nécessaire que f(7) soit continue dans un
intervalle comprenant la valeur ¢ considérée, si petit que soit cel
intervalle.

On peut appliquer d’autres criteres de convergence a Iintégrale

/. |(t)|dt. On sait que, si 'on pose

T Ve (2 "
Lyxe =L, "‘\n-L — ‘\,,,141),

Pintégrale précédente a une limite pourvu qu’on puisse retrouver M,
p, o (M>o0,a>o0, pentier) tels que P'on ait

- M
O 1 A N A RN ER
i) i) onlz) o)
Pour la convergence de la série de Fourier il suflit done que Ton
ait
- M
[ S(98) = J (@) | T

*‘w(\z)'\z(z")""w‘(‘/;)\‘w'(ﬂ’

On peut ¢tendre notablement le champ d'application des théoremes
précédents en ¢erivant B, sous la forme

W (L
1 ; . - \
B = 7‘%/ Lo(t) — g(— )] sin(am 1)t di,
0

¢’est-i-dire en remplacant g(¢) par

o ([)_~/(’,J+'):l)+~./'(?~_~ ")'l)”"")‘_/'(?ﬂ)
o - sint 3
et, par suite, 2(¢) par

hy(2) = [i?if).iﬂ’:; — /%),

11 suffit que h, (L) ait une intégrale pour que la série de Fourier soit
convergente : ce qui revient i dire qu'il suffit que les conditions préeé-
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dentes soient réaliscées, non pour

./(’7’ -+ [)9
mais pour
Sz 0+ [l —1) = [i(o+1¢).

Remarquons que cette (ransformation n’est jamais nuisible, ¢’est-
a-dive que, siles théoremes précedents appliqués & f(9 +1) per-
mettent daffirmer la convergence de la série de Fourier, ils pourront
ausst ¢lre appliques a /(2 4+ 1),
La transformation précédente est, en particulier, souvent utile
pour les points ott /(=) admet des discontinuités de premiere espece,
? : 1 3 1 3 N | vf I A wisle g
¢’est-i-dire pour les points ott /(9 +0) et f(2 — o) existent. Les
théoremes précédents ne sappliquent que si on a

Sloto)+flo—0)—af(v)=0;

il est Cailleurs facile de voir que cette relation est vérifice en lout point
de discontinute de /)/'/'m('(f‘/'(f espéce par les fonctions développables en séries
trigonometriques. B ellet, puisque f(o — o) et f(z 4 0) exislent, on
peut trouver unintervalle (o —a, o 4+ «) dans luquolf(jg) est bornde.
Dans cetintervalle, F(z) a une dérivée continue
i
F(l) = / Sy dt + M,
Y —rt
M ¢tant une constante. Pour ¢ =9, 7(¢) admet une dérivée i droite
. . P N . N » o .
J(z+o0)ctune dérivee a cauche /(7 — o), de sorte que 'expression
Flo+a')—T(o—a)
9o
1 N . ’ ’ [}

. e ! v .o , o (o s -
tend vers ~| /{2 +0) + /(% — o)] quand 2" tend vers zéro d’une ma
niere quelcongue. On sait d'ailleurs que cette limite est /(z); la pro-
position est ainsi démontrée.

Nous pouvons maintenant donner des exemples des fonctions repré-
sentables par des séries de Fourier et présentant des discontinuités
des deux especes.

’

Définissons une fonetion /(2 ) ayant la période 2= par 'egalite

J(3)+ /(=2 =0,
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dot
Slo)y=/ (r)=0

et les conditions suivantes :

S(o)y= 1 pour

S(o)y=—1 pour

Quel que soit g, la fonction
Silg =) =g+ )+ [y —1)

est constante dans un certain intervalle comprenant 25 done lasérie
de Fourier relative & /(%) esC partout convergente.

Pour cette fonction, % = o est point de discontinuité de seconde
T

>

\ T
especes w, 0

sont des points de discontinuité de premiere
esplee,

Considérons Ta fonetion telle que

Gette fonction présente les mémes singularités que la précedente,
b, de plus, dans le voisinage de origine, elle est non hornée. Cette
fonction est bien représentable par une série de Fourier, puisque
Ji(z 4 1) a une dérivée pour £ == o, quel que soit 2, et que f(2) a
une intégrale,

Dans les deux exemples précédents, Ta considération de /(o -+ 1)
nélail pas utile pour démontrer la convergence pour 4 == o, parce que
les séries ne contenaient que des termes en sinus, mais celle conside-
ration deviendrait utile si, @ux fonctions /(=) qui viennent étree
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définies, on ajoutait une fonction de période 2w avant une dérvivee,
la fonction cos coss, par exemple.

Pour faire une application du théoreme général, nous allons con-
struire une fonction non intégrable wi sens de Riemann et représentable
))(u* une serie lrigonomelriqgue pour toules les valewrs de la varwdle,

Nous allons d'abord construire, avee M. Volterra ("), une fonetion
dévivee non intégrable. Pour cela, choisissons une fonetion =(1)
bornée, ayant une dérivée pour toutes les valeurs de la variable ot
telle que ='() ne tende vers aucune limite quand ¢ augmente imdefi-
niment. Alors ='(¢) change nécessairement une infinite de fois de
signe quand £ augmente indéfiniment.

Soit maintenant un ensemble ferme B, non dense dans tout inter-
valle, qui ne change pas si Fon augmente les abscisses de ses points
de 2=, et dont Ia partic comprise entre o ¢t 27 est de mesure non
nulle. Une fonetion qui a les points de B pour points de discontinuité
n'est pas intégrable.

Considérons une fonetion /(z) nulle pour fes points de B et définie
dans tout intervalle Ca, b) contigu a K, ¢’est=a-dire dont les extrémités
sont points de I et qui ne contient pas de points de B, de la maniére

. od
sutvante : La quantite
74

o I ) . « s,
(9 — a)-:(~ ) ‘ slannule une infinité de
! W o—

fois entre @ et by soita + ¢ la plus grande valeur de 2 au plus égale
Lo h s .
n pour lagquelle elte sTannule. Nous posons

1
(b'gé«a)zt_(;— r(-[~>l pour < w<la-+c,
o

7

oo 17
./(’:J) B (/".J
f(o)—=o, pour a-+cZoZb—c,

/r |
/(g)~7’/’; l‘(/:~;,)ﬂﬁ(\];'z‘)>] pour b—c¢<<o<b.
La fonetion /(=) ainsi définic admet les points de E pour points de

I
discontinuité et Pon vérifie facilement que ¢’est une fonction dérivée ;
/(%) estbornée ounon suivant que =" Uest, car, pourgZo, on a

Al’ . . B ; i ( ) » _A_I___ i
7({*/()273(’;'—;;21)»‘ﬁﬂ(f*(l)lg(?#[‘> "~ <(?—'(,Z>

(V) Sui prencipic del Caleolo integrale ( Giornale de Battagling, 1881). M. Vollerra
considere 1o cas ot m(¢) = sin¢.

Ann. Ee. Norme., (3), XX. -~ Novemere 14od. 61
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Précisons maintenant la nature de = (7). Si 'on suppose tous les
intervalles (@, 0) de longueurs inférieures & 1, ¢’est-a-dire ¢ toujours
inféricur a —5; il suftit que =(¢) soit définie de 2 4 o

Nous supi)osons que =" () existe et que ='(¢) ne sannule que pour
les valeurs entieres de 7, pour lesquelles on aura

(——1

1 J
(L) =1—— ~+ 5
(4) 2 9 L—1

Ceci posé, montrons que /(') a une intégrale, done une série de
Fourier. Geel est évident si ©'(2) estbornée, parce qualorsil enestde
meme de /(7).

Supposons maintenant =’ (¢) queleonque. Llintégrale de | /(5)]
dans (o0, 27) est la somme des intégrales de | /(2)] dans les inte avalles
tels que (a, @ +c¢), (b — ¢, b) contenus dans (o, 27), d'ol

f I/(’?)ldqﬁ:z;/ /(%) | do.
[} «

S 0

WO C - e I it
/ [S(2)] dg <'[ ?'(9"—“)7T<_;?‘ijj‘,;>“/’? “*“‘[

a 1

duw,

P
Tr/ ( — R
\ v o

car © est une fonction positive. = ¢lant inféricure a1, ainsi que ¢, la
premitre intégrale est inféricure 4 2¢; calculons la seconde. Siy est

. , . .1
]C I)IUS gr‘:md entier non SU[)CY)CU]' HY ;"7 on a
(L
(—)——[-[[l

N . v /
/ k ' (— —~—> do ” / LS
O — ' 1=
“a A
» n-1 ' “ “
\ 14 T(rn-1)—1m N
-‘—"Z LE()—I di <2J_‘('LJ‘*£)"»‘ ———(—{[- , =y —IT < - o e
£ 7n* 70t Yo

n

Y 1 A

2

Done, dans («, a +¢), Uintégrale de | /()] estinféricure i 3¢, ef,
par suite, Pintégrale de | /(¢)] est finie et inféricure & 6= dans
(0, 2m); il est legitime de parler de la série de Fourier relative i /().

La série de Fourier relalive 4 /() converge ¢videmment pour
toutes les valeurs de o qui n'appartiennent pas & E, puisque ="(7)
existant, /() a une dérivée pour ces valeurs de 4.
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J(9)

P = %o

a une intégrale. Pour cela calculons une limite supérieure de 'inte-

Soit maintenant ¢, un point de E; cherchons si la fonetion

(o , . . N QS
grale de ‘/(_)‘ étendue 2 un intervalle (a, ) contigu & E. Si o, n’est
’ P % '

pas supérieur a @, 3 — @ est au plus égal & 9 — o, donc

4 1

- o (X 3 o
f %/A(gi,,?;/ L/ g

g o —a
f “ -

dans (b —¢, b), v — ¢, est au plus égal & o — a, qui est plus grand

1

que b — o, done

/"' 1Sy, /"" L) g f L/l ,

U — ) — T
© — 9, Jy_o—e v —a

-Q

b—¢ a

De ces deux inégalités on déduit

o+ N

o—a '

14 /(? )

/ 1
o v T

et Pon démontrerait de méme cette inégalilé si g, était supéricur 4 a,

el, par suite, 4 b.
Dans (a, « +-c¢) ona

ol L]

|

Wl Y —d, Y —a
\
—/ 4
RN } /.{ l Lavce . \ L ‘ i <ED——(£ )
v) A
RS N ) / 7?( - ") d’-? *%/ s — dﬂP
] o , R (] v—a
o 7 o« i a
(

[n conservant iy la signification indiquée précédemment, on a

n=—w

. "o RN ’
(L) | N n(e) o [Ty —m(a)]
‘/ e de <, ' e <Z -~
[ n=y " n=Y

n—mw»

=2 <My =y

n=ry n=



484 Il. LEBESGUE.

et si'on remarque que ¥ est au moins égal & 3, on peut prendre pour

. I , 2 N .
valeur supéricure de I'intégrale —— ct, & plus forte raison, 2c.
RNy (o P < ¢
De sorte que, dans («, b), U'intégrale de |— )| est inféricure i 8e,
' ¥ %o
lonc & 1(b — a); par suite 9 |y une intégrale dans (0, am) au
( od 1[( -9 o — o, ¢ sldliu dlis ,.,Ah)(

plus égale a 8.

La série de Fourier est done convergente pour les points de K.

Il est ainsi démontré qu'il existe des fonctions non intégrables
représentables trigonométriquements le caleul des coelticients qui a
¢té fait an début n’est done pas sans objet.

On sait qu’on obtiendrait immeédiatement les coefficients trouveés si
Pon admettait que la série ct celles qu’on en déduit en multipliant
tous les termes par sinzl et cosn sont intégrables terme & terme
entre o el 2w,

Soit f(7) une fonction représentable par une série de Fourier.

/
»

Posons 7(7) = / S(9)ydy. (%) ¢lant i variation bornée, au sens de

0
M. Jordan, est représentable (rigonométriquement. Les coefficients
de son développement sont

Y RN -
I .
Oy === — / / S (o) dy l cosn0dl,
ely o _

2T N -
t@n::";;/ L] S(g)dy

La fonction /() ¢lant une limite de fonctions conlinues, on peut
intervertir lordre des intégrations en ¢ et 0. En cffectuant les inté-
grations en 0, qui sont immédiates, on trouve

sinnldb.

P g (27— ) [f(9)dy,
Yy
. 2T

w==iz) sinng [(9)dy,
| pET

Bn= | (cosng—1) [(%)dy;

nTm 0
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ou, en appelant a,, a,, b, les coefticients du développement de /().

P

_ [ 5 I I
Ip—=—=— TL/)IIJ r)u:;ﬂn"' F J / )([(‘.7
Mais on a
[ 2T \W 22
)“f Sl 5/ S(w)do —_-d/Tf /o ) o sinn G,

]

done

27

F(0) - ;l;/ (”_?)f(?)’l?*-;-/ Jlo)ds

~ g
3 ( Leosnl 4+ -2 \mn(j)] 4+ / S (=) dy.
n :

— : 7
2T

vy

Pour ) = o, on a

: /.2W’ /( . | /"rf( » b,
- T) s (g — - ) oYy — — J—
o ? 7)Y 2 ) == 2

]

el, par suile,

5 | .
DY =, -1~}‘»’~' (aysinnl) — b, cosnl-+b,).

Les scries de Fourcer sont done intégrables terme a terme dans tow
intercalle. De Fail vésulte facilement qu'il en estde méme si Fon mul-
tplie tous les (ermes par sine 0 ou cosnf,

La proposition preeédente est la généralisation d’un théoreme di
Du Bois-Reymond.



