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Avant-Propos

Que serait-ce que les Jésuites sans la probabilité et que
la probabilité sans les Jésuites ?

Otez la probabilité on ne peut plus plaire au monde ; met-
tez la probabilité on ne peut plus lui déplaire.

B. Pascal, Pensées ([23], p.412)

Le présent polycopié est en tres grande partie composé a partir de I’ouvrage [18] (mais
j’en ai profité pour corriger de nombreuses coquilles qui le parsemaient... sans douter un
instant qu’il en reste encore plein!). Il considere connus les principaux résultats de la
théorie de la mesure et de I’intégration, et contient évidemment beaucoup plus que ce qui
sera fait pendant les deux semaines de pré-rentrée.

Un chapitre initial rassemble les principaux résultats de la théorie de la mesure qui seront
utilisés en permanence par la suite. Ce chapitre ne contient cependant aucune démonstra-
tion. Apres avoir défini et étudié des propriétés générales des espaces de probabilités et
des variables aléatoires, on passe a 1’étude des convergences de suites de variables puis
a I’étude du conditionnement. L’étude des vecteurs gaussiens est présentée ensuite ainsi
que quelques éléments sur le processus de Poisson, la simulation et les martingales a
temps discret (dont le chapitre est repris de [2]) . Par contre, les chaines de Markov, qui
font I’objet d’un autre cours n’y sont pas abordées. Pour ce qui concerne les corrections
des exercices sur les martingales, ainsi qu’un cours sur les chaines de Markov on pourra
d’ailleurs se reporter a I’ouvrage indispensable (!) [2].

Le cours est émaillé de nombreux exercices, dont beaucoup, repérés par le signe <> sont
intégralement corrigés dans [18]
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La théorie des probabilités hier et aujourd’hui

Inclure un bref apercu historique est 1égitime au début d’un cours de probabi-
lités, car il semble important que I’étude de cette discipline s’accompagne d’une prise de
conscience de sa spécificité. Concevoir le calcul des probabilités simplement comme un
sous-chapitre de la théorie de I’intégration, masque en effet completement les immenses
discussions qui eurent lieu pendant des siecles au sujet de sa nature et de ses rapports avec
les différentes conceptions qu’on peut se faire du hasard. Si la théorie de la mesure joue
incontestablement aujourd’hui un r6le capital dans la théorie des probabilités, un point
essentiel que I’histoire nous a légué, c’est que faire des probabilités c’est autre chose que
faire de I’intégration, méme si les problemes philosophiques que pose la question du ha-
sard n’enflamment plus systématiquement les esprits. Il y a une démarche probabiliste
spécifique. Or, cette différence apparait en pleine lumiere quand on suit la construction
élaborée depuis quelques trois cent cinquante ans. La théorie mathématique du hasard
s’est construite sur des aller-et-retours permanents entre 1’observation des phénomenes
et I’élaboration mathématique qui en rend compte. La pratique aujourd’hui du calcul des
probabilités a gardé de cette démarche une forme de réflexion tres particuliere cherchant
autant que possible a allier les informations obtenues a partir de 1’étude de I’expérience
aléatoire et des propriétés des objets mathématiques manipulés.

Mentionnons juste ici une trame et quelques noms. Il est classique de faire
démarrer I’histoire du calcul des probabilités a la correspondance échangée entre Blaise
Pascal (1623-1662) et Pierre de Fermat (1601-1665) au sujet de problemes de jeu et no-
tamment du célebre probleme des partis qui amena Pascal a former une notion d’espérance
mathématique. Ces débuts officiels furent cependant précédés par un certain nombre de
tentatives pour forger un concept de hasard mesurable dont on trouve des traces des I’ Anti-
quité a travers des “mesures” de risques. L’ importance du modele du jeu comme prototype
de I’événement fortuit va s’imposer progressivement au seizieme siecle accompagnant
I’emprise croissante du role de I’argent dans les échanges sociaux, comme en témoignent
de merveilleux exemples picturaux comme le tableau Les Tricheurs de Georges de la Tour.
On peut noter d’ailleurs que le mot aléatoire utilisé a partir du 19¢me siecle provient lui-
méme de alea, les dés en latin. Avant Pascal et Fermat, on peut mentionner des écrits
de Jéréme Cardan (1501-1576) et de Galileo Galilei (1564-1642) fournissant des calculs
sur les jeux. Il est cependant vrai qu’avec Pascal, on entre dans une autre dimension de
la question par la volonté d’élaborer une véritable géométrie du hasard selon sa propre
formulation. Le premier traité, entie¢rement consacré a une modélisation mathématique du
jeu de dé, est dii a Christiaan Huygens (1629-1695) et date de 1657.

Vers la fin du 17eéme siecle cependant, le domaine des sciences de la so-
ciété (ce qu’on appelait alors I’arithmétique politique) va prendre une place de plus en
plus importante dans 1’émergence d’une théorie mathématique du calcul des probabilités.
L’évaluation des populations et des estimations de mortalité deviennent des disciplines
essentielles a la gouvernance moderne et économique des états. On peut dans cette direc-
tion citer les écrits de William Petty (1623-1687), Jan de Witt (1625-1672) et Gottfried
W.Leibniz (1646-1716). Ce mouvement ira en s’amplifiant et débouchera tout au long
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du 18eme siecle sur la naissance de la théorie des populations (ancétre de notre démo-
graphie), a laquelle participent la plupart des grands mathématiciens du temps comme
Daniel Bernoulli (1700-1782), Leonhard Euler (1707-1783), Jean-le-Rond d’Alembert
(1717-1783), Jean-Antoine de Condorcet (1743-1794). Les questions d’astronomie et le
traitement des erreurs de mesure prennent également une grande importance et Pierre-
Simon de Laplace (1749-1827) fait des probabilités un outil indispensable pour I’analyse
cosmologique.

C’est donc portée par ces problemes au cours du 18eme siecle que la mathé-
matisation des notions de probabilités s’accentue et les modeles d’urne, les théoremes
limites tels que la loi des grands nombres (théoreme de Bernoulli) et des versions initiales
du théoreme limite central (théoreme de Moivre) quantifiant I’écart entre la moyenne des
observations et la valeur théorique attendue et la vitesse de convergence, les probabili-
tés géométriques estimant les chances de réalisation de certaines configurations dans un
plan, vont amener les mathématiciens a faire intervenir dans la modélisation des proprié-
tés issues de la théorie des fonctions, du calcul intégral et différentiel. Citons les noms
de Jakob Bernoulli (1654-1705) qui introduisit la notion de série dans les calculs de pro-
babilités et formula une version élémentaire de ce qu’on nomme aujourd’hui la loi des
grands nombres prescrivant une interprétation fréquentielle de la probabilité d’un évé-
nement, d’ Abraham de Moivre (1667-1754) qui obtint une premiere version du résultat
appelé aujourd’hui théoreme limite central pour le schéma de Bernoulli (jeu de pile ou
face, voir [19]) et de Georges Louis Leclerc de Buffon (1707-1788) qui développa une
premiere théorie des probabilités géométriques (probleme de 1’aiguille de Buffon, voir
Exercice 3.3.20 ). Ajoutons a cette liste les études consacrées au probleme de 1’inversion
de la probabilité ou de la recherche de la probabilité des causes; on doit y citer Thomas
Bayes (1701-1761) qui se posa le probleme de I’inférence statistique a partir de probabi-
lités a posteriori mais surtout Pierre-Simon de Laplace qui fut le véritable créateur de ce
qu’on appelle improprement la théorie bayésienne.

Au début du 19¢me siecle, a part des essais hasardeux d’application du calcul
des probabilités aux sciences morales notamment de la part de Laplace et de son éleve
Siméon-Denis Poisson (1781-1840), essais qui souleverent immédiatement des tempétes
de protestation, 1’attention se concentre entrainée par les besoins de la physique expé-
rimentale sur la théorie des erreurs. Adrien-Marie Legendre (1752-1833) formule une
premiere méthode des moindre carrés dont les fondements se trouvent dans la Théorie
analytique de Pierre-Simon de Laplace. Ce dernier met en avant le role de la loi normale
et démontre une version assez générale du théoreme limite central. Enfin, c’est surtout
Carl-Friedrich Gauss (1777-1855) qui développe toute une théorie des erreurs. Pendant
tout le 19¢me siecle, ces résultats vont étre précisés et augmentés. Les mathématiciens
russes de 1’école de Saint-Petersbourg, a commencer par son fondateur Pafnuty Lvovich
Chebyshev (1821-1894), puis Andrei Andreevich Markov (1856-1922) et Aleksandr Mi-
khailovitch Lyapunov (1857-1918), jouent un rdle prépondérant en fournissant des dé-
monstrations de la loi (faible) des grands nombres pour laquelle Chebyschev énonga sa
célebre inégalité qui avait été aussi découverte et démontrée antérieurement par le fran-
cais Irenée Jules Bienaymé (1796-1878), du théoreme limite central (Markov le fit en
1898, concluant une démonstration presque achevée par Chebyshev utilisant la méthode
des moments, Lyapunov en 1901 par les fonctions caractéristiques).

On dit souvent que la théorie moderne des probabilités nait avec Andrei Ni-
kolaievitch Kolmogorov (1903-1987) qui en proposa une axiomatisation en 1933 dans
un cadre de théorie de la mesure. En fait, il est sans doute plus juste de voir le tournant
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se produire entre 1905 et 1910 quand Emile Borel (1871-1956) entrevoit les applications
possibles de la mesure des ensembles et de I’intégrale de Lebesgue au calcul des probabi-
lités et donne un premier énoncé de la loi forte des grands nombres avec une convergence
presque stire. Parmi les précurseurs de Kolmogorov qui utiliserent les propriétés de la me-
sure abstraite dans un cadre probabiliste, on peut citer Maurice Fréchet (1878-1973) qui
introduisit I’intégration sur un espace abstrait, permettant de définir en toute généralité
I’espérance d’une variable aléatoire, et Paul Lévy (1886-1971) qui mit en lumiere le role
fondamental de la convergence en loi. L’axiomatisation de Kolmogorov permit surtout de
donner un socle solide a la théorie des processus aléatoires (ou processus stochastiques)
qui fut le grand sujet d’étude en probabilités tout au long du 20eme siecle. Initiée par les
travaux de Andrei Andreevitch Markov et de Henri Poincaré (1854-1912), la théorie des
événements en chaine (chaines de Markov) allait connaitre un développement fulgurant
avec les recherches de Bohuslav Hostinsky (1884-1951), Maurice Fréchet, Paul Lévy,
Harald Cramer (1893-1985), Wolfgang Doblin (1915-1940) et surtout de 1’époustouflante
école probabiliste soviétique a laquelle appartenaient (liste loin d’étre exhaustive!) An-
drei Nikolaievitch Kolmogorov, Alexandr Yakovlevitch Khinchin (1894-1959), Serguei
Natanevitch Bernstein (1880-1968) et Vsevolod Ivanovitch Romanovsky (1879-1954).
Dans une direction conjointe, les processus gaussiens, au premier rang desquels se trouve
le mouvement brownien, allaient eux aussi se trouver au premier plan, notamment avec
I’ceuvre immense et tres personnelle de Paul Lévy. Une théorie générale des processus
stochastiques se mettait alors en place progressivement qui allait aboutir a son exposé
systématique par Joseph Lee Doob (1910-2004). En parallele, un calcul différentiel et
intégral des processus aléatoires était construit, le calcul stochastique, permettant de dé-
finir une notion suffisamment souple et exploitable d’équation différentielle ou intervient
un bruit aléatoire. Il faut ici mentionner le role important joué par I’école japonaise, et
notamment par Kyoshi Itd (1915-2008) qui obtint une construction pratique d’une inté-
grale par rapport au mouvement brownien et grace a elle, la mise en place d’une version
commode d’un calcul différentiel et intégral pour certaines familles de processus stochas-
tiques. Les probabilités se sont ainsi imposées comme un des domaines de recherches et
d’applications les plus actifs en mathématiques, et on 1’a vue intervenir dans de multiples
champs du savoir : en physique naturellement, mais aussi en biologie, en économie, en
recherche opérationelle et dans les sciences humaines. Pour des compléments, le lecteur
intéressé peut consulter quelques livres qui abordent 1’histoire de la discipline a diverses
périodes comme [17], [25], [12], [10], [4], [11] ou [20].






Chapitre premier
Rappels d’intégration

Nous allons dans ce chapitre introductif rappeler les notions les plus importantes de la
théorie de la mesure et de I’intégration qui nous serviront en permanence par la suite. Le
lecteur est néanmoins invité a se reporter a des textes spécifiques pour de plus amples
détails (voir par exemple [9]).

Dans ce qui suit, E désigne un ensemble non vide.

1.1 Définition. On appelle tribu sur E un ensemble € de parties de E tel que

(i) 0€ct.
(i) AecE=A€é.
(iii) (An)nen € € = UpenAn € €.

Le couple (E, &) est dit ensemble mesurable.
Quand la condition (iii) est remplacée par la condition beaucoup plus faible

(iii')A,BE E=>AUB€ &

on dit que € est une algebre de Boole. Quand il n’y aura pas d’ambiguité, on emploiera
simplement le terme algebre pour algebre de Boole.

On vérifie immédiatement qu’une intersection de tribus est une tribu. De ce fait, quand B
est un ensemble de parties de E, I’intersection de toutes les tribus sur £ qui contiennent
B est la plus petite tribu sur E qui contient B : on 1’appelle la tribu engendrée par B et
on la note o (B).

Un exemple fondamental est donné quand £ = R et B est I’ensemble des intervalles
ouverts de R. La tribu engendrée par B est dite tribu borélienne de R et notée B(R).
Cette définition se prolonge au cas de R¥ et plus généralement d’un espace métrique E
quand B est la famille des ouverts de E.

1.2 Définition. Soient (E,&) et (F,F) deux espaces mesurables et f : E — F une appli-
cation. On dit que f est mesurable si f~!(F) C € c’est-a-dire

VBeF . {x€E,f(x) e B} €Ct.

Un cas particulier simple de fonctions mesurables est celui des fonctions continues de
R* dans R™ quand ces deux espaces sont munis de leurs tribus boréliennes. Parmi les
fonctions mesurables de (E, ) dans (R, B(R)), on a avant tout les fonctions étagées de
la forme

f=Y ouly,
k=0

5
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ou les Ay sont des ensembles de €. Rappelons aussi qu’une limite simple d’une suite de
fonctions mesurables est une fonction mesurable. A ce sujet, on a I’utile résultat suivant :

1.3 Proposition. Toute fonction numérique mesurable positive est limite simple d’une
suite croissante de fonctions étagées positives.

Quand (f;);c; est une famille de fonctions de E dans 1’espace mesurable (F,J), la tribu
engendrée par les ensembles fl-_1 (A),A € F est la plus petite tribu sur € qui rende mesu-
rables toutes les f; : c’est la tribu engendrée par les f;, notée o (f;,i € I).

1.4 Définition. Soir (E, &) un espace mesurable. Une mesure sur (E, ) est une applica-
tion i : & — R U{+oo} telle que pour toute suite (A,) d’éléments de E disjoints deux a

deux on ait
o U An) = Z 1(An

n>0 n>0

L’exemple le plus important de mesure est donné par la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)),
notée traditionnellement A, qui & un intervalle ]a,b[ associe b — a. Rappelons au passage
que son existence n’est pas absolument immédiate et résulte d’un théoreme qui sera essen-
tiellement démontré dans le chapitre suivant. Une mesure u sur (E, €) permet de définir
I’intégrale par rapport a u d’une fonction mesurable positive f : (E, &) — (R, B(R)). On
considere d’abord des fonctions étagées positives sous la forme

n
=Y oy,
k=0

pour lesquelles on a
/ S)du(x Z 0 L (Ay).

On prolonge ensuite cette définition pour une fonction mesurable positive f : par la pro-
position 1.3, celle-ci est limite croissante de fonctions étagées f; et on définit

[ f@dut) =timt [ fix)ane.
E E

Noter que ce nombre peut étre infini. On montre qu’il ne dépend pas de la suite (f)
choisie.

Enfin, quand f est une fonction mesurable, on peut écrire f = f* — f~ ot a®™ = max(a,0)
et a” = max(—a,0). Si [ fT(x)du(x) < 4o et [pf (x)du(x) < 4o, on dit que f est
intégrable sur E et par rapport a (L et on pose

[ 10due) = [ £ @duto - [ £ 0du

Noter que si f est intégrable, | f | I'est aussi (puisque | f |= f7+ f7).

Soit (X, X, i) un espace mesuré tel que p(X) < oo. Soit (f,,) une suite de fonctions
complexes mesurables qui converge simplement sur X. Alors quelque soit € > 0,
il existe un sous ensemble mesurable E de X tel que u(X \ E) < € et que (f,)
converge uniformément sur E. (Théoreme d’Egorov)
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L’ensemble des fonctions intégrables sur (E,E, ) (ou plus exactement ’ensemble des
classes d’équivalence de fonctions intégrables pour la relation d’égalité - presque par-
tout, abus qui sera systématiquement sous-entendu par la suite) est noté L' (E, &, ut). Plus
généralement, si p est un réel > 1, on définit LP(E, €, 1) comme I’ensemble des fonctions
mesurables de (E, €) dans (R, B(R)) telles que | f [P€ L'(E, &, it). On note alors

17 = ([, 171 ()"

On définit aussi L”(E, €, 1) comme 1’ensemble des fonctions mesurables de (E, £) dans
(R,B(R)) telles qu’il existe M > 0 tel que u({x € E,| f(x) |> M}) =0 (on dit que
| f|< M, presque partout (p.p.) ) et || f||« est 1a borne inférieure de ces M.

L’inégalité suivante permet d’établir des liens entre les espaces L”.

1.5 Théoreme. (inégalité de Holder) Soient p et q deux réels tels que % + é = 1. Soient
feLP(E, &, u)etgc LI(E,E u). Alors fg € LY (E, &, 1) et

1Fglle <17 llpllgllg-

Dans le cas d’une mesure de masse totale 1, on a aussi I’inégalité suivante.

1.6 Théoreme. (inégalité de Jensen) Soit (E,E, 1) un espace mesuré tel que W(E) = 1.
Soit ¢ : R — R une fonction convexe. Pour toute f fonction intégrable telle que ¢ o f soit
intégrable, on a

o [ r@u(@) < [ oo seu(av.

Soit p une mesure positive sur (X,B), f: X — C mesurable, et p > 0. On pose

0(p) = [ 1f1Pdu = 111

On pose ensuite E = {p: ¢(p) < =}, et on suppose que || f||~ > 0.

a) Pour r < p < s, avecr,s € E, montrerque p € E.

b) Montrer que log ¢ est convexe a l'intérieur de E et que ¢ est continue sur E.

c) D’apres a), E est connexe. Est-il nécessairement ouvert, fermé? Peut-il étre
réduit & un point ? Peut-il étre n’importe quel sous ensemble connexe de |0, +oo[ ?
d) Pour r < p <5, montrer que || f||, < max{|f,|f|ls}. En conclure L?(u) C
Li(u)NL ().

e) Supposons qu'il existe r > 0 tel que || f||- < e=. Montrer qu’alors || f||, = || f][c-

{> Exercice 1.3

On suppose toujours i (X) = 1. Soient f et g deux fonctions intégrables et positives
telles que fg > 1. Montrer qu’alors

/fdu/gduzl.
X X
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Toujours si u(X) =1, soit 1 > 0 mesurable et A = [ hdu. Montrer que

VI+A2<E, (V1+h2) <1+A.
u

Si u est la mesure de Lebesgue sur [0, 1] et si & est continue, avec h = f/, quelle
est I'interprétation géométrique des inégalités ci-dessus ?

Soit 1 < p < oo, f € LP(]0,+o0[), relativement & la mesure de Lebesgue. Posons
pour x > 0,

Fx) = % /O " e,

a) Démontrer l'inégalité de Hardy
p
IFllp < - =1l

qui assure que F envoie L? dans lui-méme.

b) Démontrer que I'on a I'égalité si et seulement si f =0 p.s..

c) Démontrer que la constante p%l est la plus petite possible.
d)Sif>0etfcL' montrerque F ¢ L.

Indications : pour le a), considérer d’abord f > 0 continue a support compact, et
intégrer par parties pour obtenir ||F||5 = —p [5° FP~! (x)xF’(x)dx. Remarquer que
xF' = f — F, et appliquer I'inégalité de Hélder a [ FP~! fdx.

Pour c), faire f(x) =x~/? sur [1,A], 0 ailleurs, pour A assez grand.

L’importance de la construction de I’intégrale vient de la tres grande souplesse apportée
aux passages a la limite (contrairement par exemple au cas de I’intégrale de Riemann pour
laquelle on a en général besoin de convergences tres fortes (type convergence uniforme)
pour pouvoir passer a la limite).

1.7 Théoreme. (convergence monotone, Fatou-Beppo Levi) Soit (f,,) une suite de fonc-
tions mesurables telle que 0 < f, < fu+1. On note pour tout x € E lim, f,(x) = f(x).

Alors [y f(x)dp(x) = lim, [ fu (¥)dp (x)

Rappelons le Lemme de Fatou, qui peut permettre d’obtenir des inégalités intéressantes
sous des hypotheses tres faibles :

1.8 Théoreme. (Lemme de Fatou) Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables telle que
Vn,0 < f,. On note f =liminf, f,,. Alors [ f(x)du(x) <liminf, [ f,(x)du(x).

On en déduit le résultat le plus important, le théoreme de convergence dominée de Le-
besgue

1.9 Théoreme. Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables telle que Vn,| f, |< g ot g
est une fonction intégrable sur (E, &, ). On suppose que p.p. lim, f,(x) = f(x). Alors

Jg f(x)du(x) =lim, [ fo(x)dp(x).
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Rappelons aussi qu’on dit que la mesure it admet la densité f par rapport a la mesure
v si f est une fonction numérique positive mesurable sur R telle que pour tout A € B(R),

u(A) = /A F()v(dx).

Calculer, en les justifiant, les limites suivantes :

n—yoo n n—oo

n n n n
lim (1 —f> ¢/2dx,  lim (1 +)—‘) e 2.
0 0 n

> Exercice 1.7
On reprend les hypotheses de I'exercice 1.2 mais en outre on suppose que u(X) =
1.

a) Démontrer que || f||, < ||flls si0 < r < s < oo.

b) A quelles conditions peut-on avoir 0 < r < s < oo et || f||, = || flls <o?

c) En supposant que || f|| < e pour un certain r > 0, montrer que

Tim 171, =exp ([ toglrlaw).

en posant exp(—oo) = 0.

Une autre notion fondamentale concerne les espaces-produits.

1.10 Définition. Soient (E,E) et (F,F) deux espaces mesurables. La tribu sur E X F

engendrée par les pavés A x B ot A € € et B € F est dite tribu produit . On la note
E®T.

Sur I’espace mesurable (E x F,& ® F), on définit le produit d’une mesure sur (E, ) par
une mesure sur (F, ).

1.11 Théoreme et Définition. Soir i (resp. v) une mesure sur l’espace mesurable (E, &)
(resp. (F,F)). 1l existe une unique mesure sur (E x F,E® F), notée L @V et appelée
produit de u et v telle que

URV(AxB)=u(A)v(B),Ac&,BecT.

Les résultats fondamentaux suivants permettent d’intervertir 1’ordre d’intégration dans le
calcul d’une intégrale par rapport a une mesure produit. Le second résultat sert notamment
a démontrer ’intégrabilité d’une fonction de deux variables. Le premier permet quant a
lui de calculer une intégrale double par le biais du calcul de deux intégrales simples.

1.12 Théoreme. (Fubini-Tonelli) Soit i (resp. V) une mesure sur l’espace mesurable
(E,E) (resp. (F,F)). On suppose que LL et v sont G-finies (L est G-finie s’il existe une suite
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(Ay) € & telle que | )T Ay =E et [i(Ay) < +o0). Soit f: E x F — R*,& @ F-mesurable,
n

alors

Fendpev)ey) = [ reyaveldat = 1] reydueave)

ExXF

En outre, la fonction f est intégrable sur E X F si et seulement si les quantités ci-dessus
sont finies.

1.13 Théoréme. (Fubini) Soit i (resp. v) une mesure sur I’espace mesurable (E, E) (resp.
(F,F)). On suppose que U et v sont G-finies. Soit f : E X F — R, & @ F-mesurable telle
qu’il existe G : F — R, intégrable sur (F,F,Vv) pour laquelle v-p.p.,

L 1£6) [ ) < GO).

Alors f est intégrable sur E X F et

/Efo( Vd(p®V)(x,y) = //fxydv y)ldp(x) //fxydu x)ldv(y)-

Une autre notion treés importante est la suivante :
1.14 Définition. Soit u une mesure finie (i.e. telle que L(R?) < +oo) sur (R?, B(R?))).
On définit la transformée de Fourier de i par

ﬂ(l‘) — /Ee—2i7r<t.,x>u(dx>_

fi ainsi définie est une application continue sur R¢, bornée par p(R?).
La propriété fondamentale de la transformation de Fourier est qu’il existe une formule
d’inversion permettant de retrouver p a partir de fl.

1.15 Théoreme. Soit u une mesure finie sur (R, B(R4))). Soit h continue et bornée de
RY dans R. On a alors

h(x)p(dx) =lim h(x)(/ ,ﬂ(u)ezm<”’x>_2”262|“|2du)dx.
R4 010 /R4 R

On verra au Chapitre 6 une démonstration élémentaire de ce théoreme. Quand f est une
fonction Lebesgue intégrable sur R, les résultats précédents s’adaptent de facon agréable.
La transformée de f, notée f, est définie comme celle de la mesure f(u)Ags(du), soit

f(u> — /Rd 6721’71'<u7x>f(x)dx
Quand £ (u) est elle-méme intégrable, la formule d’inversion s’écrit

f(u) — /]Rd eZin:<u,x>fA(u>du.



Chapitre 2
Espaces et mesures de probabilités

Depuis Kolmogorov (1933), le modele habituel pour la présentation d’un probleme de
probabilités rentre dans le cadre de la théorie de la mesure.

2.1 Espaces de probabilités

2.1.1 Définition. On appelle espace de probabilités tout espace mesuré (Q,F,P), ou
Q est un ensemble non vide, I une tribu sur Q et P une mesure sur I’espace mesurable
(Q,F) telle que P(Q) = 1.

Rappelons que les éléments de F s’appelent des événements , Q est I’événement certain,
et 0 I’événement impossible. Par ailleurs, un événement de probabilité 1 est dit presque
stir. Plus généralement, on dira qu’une propriété est vraie P-presque slirement (en abrégé
P-p.s.) pour signifier qu’elle est vraie avec probabilité 1.

Rappelons une des multiples versions d’un résultat crucial sur les tribus qui sera souvent
utilisé. Un ensemble M de parties de Q est dit une classe monotone s’il est stable par
réunion dénombrable croissante et par intersection dénombrable décroissante.

Alors on a

2.1.2 Théoreme. (de classe monotone). Soient Fy une algebre de Boole et M une classe
monotone. Si Fy C M, alors 6(Fp) C M.

PREUVE : Tout d’abord, de mani¢re manifeste, on constate qu’une intersection de classes
monotones est une classe monotone. On peut donc définir une notion de classe monotone
engendrée par un ensemble de parties B, c’est-a-dire une plus petite classe monotone
contenant B. Par ailleurs, il est manifeste qu'une algebre de Boole qui est une classe
monotone est une tribu. De ce fait, pour montrer le résultat, il suffit de montrer que la
classe monotone engendrée par J, notée C, est une algebre de Boole.

Soit G = {A,A € C}. Puisque C est une classe monotone, G I’est aussi. Par ailleurs, Fy C §
et donc C C G. Donc C est stable par complémentaire.

Soit maintenant A € F. Considérons §; = {B,BUA € C}. Clairement, Fy C G et de plus
G, est une classe monotone. De ce fait, C C G et I’'union d’un élément quelconque de C
avec un élément de F est donc dans C.

Posons G, = {B,BUC € C,VC € C}. D apres 1’étape précédente, Fy C G,. Par ailleurs,
G, est une classe monotone contenant Fy donc € qui est stable par union finie. ]

L application essentielle du résultat précédent est I’identification d’une mesure L.

2.1.3 Corollaire. Soient deux mesures |l et V de masse totale finie sur le méme espace
mesurable (Q, F).Soit Fy une algébre de Boole incluse dans F. On suppose que [L(A) =

11
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V(A) pour tout A € Fy. Alors U et v coincident sur 6(Fy). En particulier, si 6(Fp) = 7,
les deux mesures sont égales.

Notons au passage, a toute fin utile, qu’il n’est absolument pas suffisant que les deux
mesures coincident sur un systeme générateur de la tribu pour avoir le résultat (penser aux
mesures &y et 28y sur I’ensemble des intervalles ouverts |a,b[ de R qui ne contiennent pas
0, ot &y désigne la mesure de Dirac en 0).

Ci-dessous, un autre résultat du méme genre est proposé.

Soit Q un ensemble. On appelle w-systéme un ensemble de parties stable par
intersection finie. On appelle A-systéme un ensemble de parties qui contient I'en-
semble vide, est stable par complémentation et par réunion dénombrable disjointe
(cette derniere condition est donc moins exigente que pour une tribu).

a) Montrer que toute intersection de A-systémes est un A-systéme.

b) Montrer qu’un m-systéme qui est aussi un A-systéme est une tribu.

c) Soient P un w-systéme et £ un A-systeme tels que P C £. Montrer que o(P) C £
(ce résultat est connu sous le nom de “rA théoréme ).

Enfin, mentionnons sans démonstration une forme fonctionnelle des résultats précédents.
Elle ne sera en fait utilisée qu’une seule fois dans ce cours, en 13.4.

2.1.4 Théoreme. Soit H un espace vectoriel de fonctions numériques bornées définies
sur un ensemble E. On suppose que H contient les fonctions constantes, et que pour toute
suite (fn)n>0 de fonctions de H, croissante et uniformément bornée, lim,, 1 f,, € H.

Soit P un m-systeme tel que pour tout A € P on a Iy € H. Alors toute fonction bornée
0 (P)-mesurable est dans K.

2.2 Théoreme d’extension

Une probabilité sur une algebre (de Boole) A se définit a I'instar de ce qu’il en est d’une
tribu, mais en ne supposant satisfaite que 1’additivité finie. On vérifie la caractérisation
suivante.

2.2.1 Lemme. (Continuité en 0) Soit P une probabilité sur l’algebre A. Alors P est G-
additive sur A si et seulement si P est continue en 0, a savoir : si (A,),>0 est une suite
dans A telle que A,y C Ay et N, A, =0, alors P(A,) — 0.

PREUVE : Supposons que P soit o-additive. Alors si la suite (A,) décroit dans A vers 0,
posons B, = A, \A,+1. On a B, € A et les B, sont deux a deux disjoints, d’union Ay.
Donc ¥, P(B,) =P(Ag). Et P(Ax) = Y,>nP(B,) — 0.

Réciproquement, soit (B,,) une suite dans A, de termes deux a deux disjoints, et telle que
UnBy = Ag € A (cette condition n’est pas nécessairement remplie puisque A n’est qu’une
algebre de Boole). Alors si nous posons A, = Uy>,By, la suite (A,) est dans A, et décroit,
et NA, = 0. Donc P(A,) — 0. Mais P(Ag) = P((Ur<Br) UA,) = Y4, P(Br) + P(Ay), et
donc P(U,B,) =Y., P(By). ]

On a de plus la définition suivante
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2.2.2 Définition. Soit P une probabilité sur l’algebre de Boole A. On dit que P est sous-
o-additive si pour tout A € A et toute suite (Ap)n>0 d’éléments de A telle que A C U Ap,

n>0
ona

P(A) < ) P(A,).

n>0

On a alors le théoréme d’extension suivant.

2.2.3 Théoreme. (Caratheodory) Soit P une probabilité sous-c-additive sur une algébre
de Boole A. Alors il existe une unique probabilité P sur 6 (A), qui coincide avec P sur A.

PREUVE :

L’unicité de I’extension résulte directement du théoreme 2.1.3.

La preuve de I’existence repose sur plusieurs lemmes précisant des propriétés de la me-
sure extérieure P*, définie pour £ C Q par

P'(E) = inf Y P(A,).
ECUndn M

Considérons
M={ACQ:VECQ,P(ANE)+ P (A°NE)=P*(E)}.

Nous allons montrer que sur M, P* est une probabilité, que M est une tribu, et que A C M,
et enfin que P* et P coincident sur A.
Les propriétés suivantes de P* sont élémentaires a démontrer (propriétés de I’inf) :

(i) : P*(0)=0;
(ii) : P* >0 (positivité);
(iif) : E CF = P*(E) <P*(F) (monotonie);

On a en outre
2.2.4 Lemme. P* est sous-o-additive.

PREUVE : Soit (A,),>1 une suite de parties de Q. Soit € > 0. Pour tout n > 0, soit (B})x>1
une suite dans A telle que

. €
;P(BZ) <P (An) + 55
On a J,An C Uy, By et donc

P (| JA,) < kZP(Bg) ~Y Y P(B)) <Y P*(A,) +228—n <Y P4, +e

n k n n
d’ou P*(| JA,) < Y P*(A,). O
n n
On en déduit immédiatement la conséquence suivante

2.2.5 Corollaire. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes

(JAeM
(ii) P*(ANE)+P* (A°NE) < P*(E) pour tout E C Q.

Ona
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2.2.6 Lemme. M est une algebre.

PREUVE : on sait déja que M contient Q. Par ailleurs, par définition de M, elle est claire-
ment stable par complémentation. Soient A, B € M et soit E C Q : alors

P*(E) = P*(BNE)+P*(B°NE)carBeM
= P"(ANBNE)+P*(A“NBNE)+P*(ANB°NE)
+P*(A°NB°NE)carA e M,
> P*(ANBNE)+P*(A°NE)+P*(ANB°NE) grace a la sous-c-additivité de P*.

Comme (A“NE)U(ANB°NE)=(ANE)U(B°NE) = (ANB)°NE, on a, toujours par
la sous-o-additivité de P*, P*(ANE)+P*(ANB°NE) > P*((ANB)*NE) et donc

P*(E) >P*(ANBNE)+P ((ANB)°NE).
De ce fait, par le Corollaire 2.2.5,ANB € M. ]

2.2.7 Lemme. Si les A, constituent une suite finie ou infinie d’éléments deux a deux
disjoints de M, alors quel que soit E C €,

PY(EN(UnAn)) = Y P*(ENA,).

PREUVE : Soient A| et A; disjoints dans M. Alors

P*(Eﬂ(Al UAz))
= P*(Eﬂ (A1 UAZ) ﬂAl) —l—P*(Eﬂ (Al UAz) ﬂA({) puisque A| € M
= P*(E ﬂAl) —l—P*(E ﬂAz) puisque A1 NA, = 0.

Par récurrence, si Ay, ...A, € M, on obtient facilement que

n

P*(EN(U_,Ap)) Z (ENAy).

Soit maintenant une suite (4, ),>0 d’ensembles disjoints dans M. Par la monotonie de P*
et par la propriété qu’on vient de démontrer, on a

P*(EN( UAk ) >PEN(JAr) = Y P*(ENA).

k<n k<n

De ce fait, en passant 4 la limite, ) P*(ENA;) <P*(EN (UJAx)
k k
L’inégalité contraire résulte immédiatement de la sous-c-additivité de P*. ]

2.2.8 Lemme. M est une tribu, et P* restreinte a M est o-additive.

PREUVE : Puisque M est une algebre, il suffit, pour montrer qu’elle est une tribu, de
montrer qu’elle est stable par unions dénombrables disjointes.

Soit (A,) une suite disjointe dans M et posons U,, = Ug<,Ag, n > 1. M étant une algebre,
onaU, € M.

Posons aussi U = U,A,. On a P*(ENU,) +P*(ENUS) =P*(E), pour tout n et E C Q.
Par monotonie, P*(ENUY) > P*(ENU¢). De plus, par le Lemme 2.2.7,

P(ENU,) = Y P*(ENA).

k<n
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Pour chaque n, on a donc

P“(E) >P*(ENU,) + P (ENU®) > Y P*(ENAy)+P (ENU°).

k<n

Par passage a la limite, P*(E) > Y, P*(ENA,) +P*(ENU°), ce qui par le Lemme 2.2.7
s’écrit P*(E) > P*(ENU)+P*(ENU). Donc U € M par le Corollaire 2.2.5 .

La o-additivité de P* sur M résulte immédiatement du Lemme 2.2.7 avec E = Q. ]
2.2.9 Lemme. On a l'inclusion A C M.

PREUVE : Soient A € A, € >0, et E C Q. Soit (A,),>0 une suite d’ensembles dans A telle
que E C UyApetY, P(A,) <P*(E)+¢€. Soient B, = ANA, et C, = A°NA,. Notons que
B, et C, € A puisque A est une algebre.

OnaENA C U,B,, et ENAC C U,C,. Par définition de P* et additivité finie de P, on a

P*(ENA) +P*(ENA) <) P(B,)+ Y P(Cy) ZP ) <P*(E) +¢,

ce qui démontre le lemme en faisant tendre € vers O. ]

Fin de la preuve du théoreme 2.2.3 : il ne reste plus qu’a vérifier que P* = P sur A. Par
définition de P*, P*(A) <P(A) siA € A.

Si (A;)n>0 est une suite dans A qui recouvre A, par sous-c-additivité de P sur A, il vient
P(A) <Y,P(4,NA) < YP(A,), et en passant a I’inf sur ces recouvrements, on obtient
P(A) <P*(A). ]

Remarque. La classe M a laquelle s’étend P est souvent bien plus large que o(A). Elle
contient notamment la complétion de la tribu 6 (A), c’est-a-dire les sous-ensembles de Q
contenus dans les ensembles de 6(A) qui sont de P* mesure nulle.

Application : Construction de la mesure de Lebesgue A sur [0, 1].

On considere I’algebre A des unions finies disjointes de sous-intervalles de [0, 1] (vérifier
que c’est une algebre).

Pour U;l; € A, on pose A(U;l;) = Y ;longueur(l;). Il faut vérifier que c’est une bonne dé-
finition, puis, que si on considere une union dénombrable disjointe de telles unions, alors
la série des sommes de longueurs redonne bien la somme des longueurs initiales. On peut
plutét utiliser le Lemme 2.2.1 et vérifier que si (A,) € A est telle que A, C A, et que
NyA, = 0, alors A(A,) — 0.

On peut alors poursuivre la contruction précédente. Donnons nous (A,) une suite décrois-
sante d’unions finies d’intervalles de [0, 1] telle que N,A, = 0. Nous voulons vérifier que
A(A,) — 0. Soit € > 0. Pour chaque n, nous pouvons trouver une union finie disjointe
d’intervalles fermés KV C A, telle que

A(A\KD) < e /2mT

Posons K, = K? N...NKY. Alors la suite (K,,) est une suite décroissante de compacts de
R, et d’intersection vide. Il s’ensuit qu’il existe ng tel que n > ny = K,, = 0. Alors pour
n 2 no,

)‘(An>:)‘<An\Kn):)L(A (ﬂs<nK0 < ZA A N KO <28/2s+1

s<n
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et donc on a montré que A(A,) — 0.

Par application du Lemme de continuité en @, il s’ensuit que A est une probabilité sur A.
Le théoreme d’existence nous donne alors 1’existence d’une unique mesure de probabi-
lité sur ([0,1],0(A)) telle que A(I) = longueur(I) si I C [0, 1] est un intervalle. C’est la
mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Remarquons que 6(A) = {AN[0,1] : A € B(R)}, ot B(R) est la tribu borélienne de R.

2.3 Lemme de Borel-Cantelli

Le résultat élémentaire principal du modele probabiliste est le Lemme de Borel-Cantelli
qui permet d’obtenir une probabilité faisant intervenir une infinité d’événements sous une
hypothese technique assurant que les événements restent individuellement de probabilité
assez petite.

2.3.1 Théoreme. (lemme de Borel-Cantelli) Soif (A,) une suite d’événements de I’espace
de probabilités (Q,F,P). On suppose que Z P(A,) < Hoo. Soit A I’événement “une infi-
n>0

nité de A; se produisent simultanément”. Alors, P(A) = 0.

PREUVE : Il suffit de remarquer que A = ﬂ U A,. On a alors

N>0n>N
P(A)= lim [P(|JA,) < lim ) P(4,)=0. ]
N—r+oo HSN N—>+oon§\,

Il peut sembler étonnant qu’une majoration aussi grossiere que celle dont résulte le théo-
reme précédent puisse étre utile. En fait, il faut plutdt sentir son importance comme pro-
venant du fait qu’on ne peut souvent rien écrire d’autre.

{> Exercice 2.2

Soit I'espace de probabilités ([0, 1],B([0,1]),P) ou P est la mesure de Lebesgue.
o,

On définit pour ® € Q, d,(®) = w, oU ® = Z —Z est la décomposition dyadique

n>1
de w. Soit ¢,(w) la longueur de la chaine de zéros partant de d,(w) : {y(®) =k
signifie que d, (@) =--- =d, ;1 (®) =0 et d, . () = 1.

a) Montrer que P({®, 0, (@) > r}) =27".
b) Soit (r,)n>0 Une suite de réels telle que Y 27" < oo,
>
Montrer que P({w, ¢, (®) > r, infiniment sonJvoent}) =0.
. 0 — Y di(w)27F - - :
c) Soite,(w) = Tt I'erreur relative commise en estimant @ par son
développement dyadique limité a 'ordre n — 1. Alors, pour € > 0,

1
plte

P({o,e,(0) < infiniment souvent}) = 0.
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2.4 Probabilité conditionnelle et indépendance

Commencons par quelques rappels de notions élémentaires.

2.4.1 Définition. Soient A et B deux événements tels que P(B) # 0. On appelle probabi-

lité conditionnelle de A sachant B le réel P(A/B) = %

Il faut bien stir comprendre intuitivement la définition précédente comme mesurant la pro-
babilité normalisée de ceux des @ € B qui réalisent A. En quelque sorte, puisqu’on connait
le fait que B se réalise, I’espace de probabilités peut €tre restreint a B. Le cas particulier
majeur de cette situation est celui ou B n’a pas d’influence sur A, ce qui s’exprime aussi
en disant que conditionner ou non par B ne change pas la probabilité de A. Ce qui revient
a dire que P(A/B) = P(A) ou encore P(ANB) = P(A)P(B). Prolongeant cette définition
au cas ou P(B) = 0, on a la définition classique suivante

2.4.2 Définition. a) Deux événements A et B sont indépendants si on a P(ANB) =
P(A)P(B). On utilisera souvent la notation A_LL B.

b) Deux sous-tribus G et J{ de F sont indépendantes si et seulement si tout élément de G
est indépendant de tout élément de .

L’exercice suivant montre, si besoin était, qu’il n’y a aucun rapport entre I’indépendance
et la disjonction.

Montrer que A et A° sont indépendants si et seulement si P(A) =0 ou 1.

On prolonge comme d’habitude cette définition.

2.4.3 Définition. Une famille d’évenements (A;)ics est indépendante si quel que soit J C 1
fini,
P(NjesAj) =[P4
jeJ
La famille (A;);cs est deux a deux indépendante si quels que soienti # j € I, A; 1LA;.
Soit (B;);ier une famille de parties de F. La famille (B;) est indépendante si quelle que
soit la famille (A;) € []B;, elle est indépendante.

Nous dirons que la famille (B;) est deux a deux indépendante si quels que soienti # j € I,
A; € By, etAj S Bj,Ai_LLAj.

2.4.4 Proposition. (Borel-Cantelli) Si la suite d’événements (A,) est indépendante, alors,
siYy,P(A,) = et si A est I’événement “une infinité de A; se produisent simultanément",
onaP(A)=1.

PREUVE : Soit C; = Mp>,Aj, alors P(U, 1 C,) = 1lim,, 1 P(Cy). Orsix >0, 1 —x <e™,
et donc

n+k n+k Z”*kP(A)
) =1 P(A) =1 (1-P )<l i=n 2\ = ()
1mH 1mH 1]£ne

Donc pour chaque n, P(C,) =0et P(C5) = 1. Or A =N, C; et donc P(A) = 1. O
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Soit E = {0,1}. On note A I'ensemble des parties A de E qui dépendent d’'un
nombre fini de coordonnées, au sens ou il existe n > 1 et A, C {0,1}" tels que

A=A, x{0,1} x{0,1} x ...

a) Montrer que A est une algebre de Boole.
b) Montrer qu’il existe une unique probabilité P sur A telle que pour tout
(wp, @1,...,@,) € {0,1}*! on ait

P({wo}x{wl}x...{wn}x{o,ux{o,l}x...):2%.

c¢) Montrer que P est o-additive sur A (utiliser le Lemme 2.2.1).

d) Soit T = o(A). On note P. la probabilit¢ prolongeant P sur T. Sur
({0,1}N,7,P..), posons A, = {a, = 1}. Vérifier que la suite (4;) est indépendante.
Evaluer ¥, P.(Ax), et en déduire que P.-presque slirement, @ posséde une infi-
nité de 1 et de 0. Utiliser deux méthodes ( par le premier lemme de Borel-Cantelli
puis par le second).




Chapitre 3
Variables aléatoires

Dans la suite sauf mention contraire, (2, F,P) désignera un espace de probabilités.

3.1 Définitions et premieres propriétés

Une variable aléatoire va servir a concentrer le hasard sur le résultat d’une expérience
aléatoire. Quand on considere une variable aléatoire, on s’intéresse a 1’effet produit par le
hasard lors de I’expérience. Avec cette idée, la définition suivante est naturelle.

3.1.1 Définition. On appelle variable aléatoire a valeurs dans I’espace mesurable (E, £)
toute application mesurable X de (Q,F) dans (E, &).

Si E = R muni de sa tribu borélienne, on parle de variables aléatoire réelle (en abrégé, on
emploie couramment la notation v.a.r.).

Un vecteur aléatoire est une application (X1,...,X,;) : Q — R dont les composantes sont
des variables aléatoires réelles.

Quand E = R, on définit (quand I’intégrale existe) 1I’espérance (ou moment d’ordre 1)
de X par Ep(X) = [ X (w)dP(w). Quand il n’y a pas d’ambiguité sur la probabilité sous-
jacente, on écrira E au lieu de Ep.

On fera naturellement I’abus standard en supposant que cette quantité est toujours définie
(et éventuellement infinie) dans le cas ou X est a valeurs positives. On dit que la loi est
centrée si E(X) = 0.

Plus généralement, le moment d’ordre p > 1 de la variable aléatoire réelle X, quand
cette quantité est définie, est donné par E(X?). L’inégalité de Holder montre alors que si
X admet un moment d’ordre p > 1, elle admet des moments de tous ordres 1 < g < p.
Par ailleurs, la variance de X admettant un moment d’ordre 2 est donnée par

Var(X) = E((X —E(X))?) = E(X?) —E(X)%.
Quand la variance égale 1, on dit que la loi est réduite.
3.1.2 Propriété. La variance est invariante par translation i.e.
Var(X + ¢) = Var(X),
et une variable sans dispersion est constante P-p.s., a savoir que
Var(X) =0 <= X =EX)P—p.s..

3.1.3 Définition. L’ écart-type de la variable aléatoire X admettant un moment d’ordre
2 est la racine de la variance, 6(X) = 4/ Var(X).

19
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L’espérance d’un vecteur aléatoire est définie par
E((X1,...,Xy)) = (E(X1),...,E(Xy))-

Pour les vecteurs aléatoires, nous bénéficions des mémes théoremes généraux d’inter-
version de limite et d’intégrale que pour les variables aléatoires, a ceci pres qu’il faut
en adapter I’énoncé de sorte a ce qu’ils integrent simultanément les conditions requises
composante a composante, a savoir pour chaque X;.

3.1.4 Définition. Soit un vecteur aléatoire X = (X, ...,Xy), avec X; € L*(P), la matrice
de dispersion ou matrice des variances-covariances est donnée par

Var(X) = (Cov(X;, X;))1<i,j<a

ou Cov(X;,X;) désigne la covariance des variables X; et X;, définie, pour deux variables
aléatoires Y, Z € L*(P), par

Cov(Y,Z) = E((Y —E(Y))(Z - E(2))).

> Exercice 3.1

Soit un vecteur aléatoire X = (Xi,...,X,) centré, avec X; € L*(P), de matrice de
dispersion Dy = I,,. Soit A une matrice n x n.

a) Quelle est la dispersion du vecteur aléatoire AX ?

b) Soit X* le vecteur transposé du vecteur X. Montrer que la variable aléatoire
réelle X*AX admet une espérance égale a tr(A).

Rappelons immédiatement deux importantes inégalités de base liées aux moments.

3.1.5 Proposition. Soit X une variable aléatoire réelle.
(1) (Inégalité de Markov) Si X > 0, alors pour tout a > 0,

E(X)

P(X >a) <
(> <=

(i1) (Inégalité de Bienaymé-Chebyshev) Quand X admet une variance, pour tout € > 0,

Var(X)

P( X —E(X)[> )< —

PREUVE : (i) sera obtenu un peu plus tard comme conséquence d’une propriété plus gé-
nérale (voir Proposition 3.2.4). (ii) s’obtient en prenant comme variable aléatoire positive
| X —E(X) |? et a = €? dans (i). O

3.2 Lois des variables aléatoires

Le transfert du hasard se fait a travers le concept central de loi de la variable aléatoire X .

3.2.1 Définition. On appelle 1oi de la variable aléatoire X a valeurs dans I’espace me-
surable (E,E), la mesure de probabilités sur (E,E) image de P par X. On la notera
classiquement Lx. En d’autres termes, [x est la mesure définie sur (E,E) par ux(A) =
P(X € A) ou la notation (X € A) désigne I’événement {w,X (w) € A}.
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Insistons sur I’interprétation capitale de cette notion. Quand on considere la loi de X, on
oublie complétement ce qui se passe sur 1’espace Q. Tout se passe comme si le hasard se
concentrait désormais sur I’espace E avec la loi iy qui devient de ce fait le nouvel espace
de probabilités. Ceci peut étre particulierement intéressant si I’ensemble E (contrairement
a Q) s’avere étre un ensemble ayant de bonnes propriétés comme R? ou des espaces de
fonctions. De multiples exemples montreront par la suite 1’intérét d’un tel transfert.

Pour commencer, donnons quelques exemples de lois importantes de variables aléatoires
réelles. 11 s’agit donc de probabilités sur R, et méme plus précisément sur I’ensemble ol
la variable prend ses valeurs.

Regardons tout d’abord le cas ou la variable serait a valeurs dans N. La loi pourra alors
s’écrire sous la forme Y~ pn8,(dx) ol §, est la masse de Dirac au point n, c’est-a-
dire la mesure telle que 6,(A) =14 (n), et (py)n>0 est une suite de réels positifs tels que
Y. pn = 1. Voyons quelques exemples classiques de choix pour la suite (pj,).

La Loi de Bernoulli de parametre 0 < p < 1 est définie par p; = p =1 — pg (et donc a
fortiori pp = 0,k > 2).

La loi binomiale de parametres n € N* et 0 < p < 1 est, elle, définie par

pr=Cip*(1—p)" *0<k<n

(et pj=0,j>n+1).
La loi géométrique de parametre 1 > a > 0 est donnée par

pe=(1—a)d" k>0.

Enfin, la loi de Poisson de paramétre A > 0 est donnée par

Un autre cas spécialement intéressant est celui ou la loi est définie a travers la donnée
d’une fonction mesurable positive f , d’intégrale 1 par rapport a la mesure de Lebesgue
c’est a dire telle que [ f(x)dx = 1. On dit alors que f est la densité de la loi.
c P . 1
La loi uniforme sur [a,b],a < b est définie par le choix f(x) = b—]I[a b (%)
—a ?

La loi normale de parametres m € R et o > 0 (pour des raisons qui apparaitront tres
rapidement, on parle plutdt des parametres m et 62 ) est définie par le choix

) = e
X) =—=& 202 .
V2no?
Dans le cas particulier ou m = 0 et 6 = 1, on dit qu’il s’agit d’une loi normale centrée,
réduite.
La loi exponentielle de parameétre A est définie par le choix

f(x) = Le M.

L’utilisation standard de la notion de loi se fait a travers le résultat suivant.

3.2.2 Proposition. (théoréeme de transfert) Soit (E,E) un espace mesurable et soit X :
Q — E une application (F,E)-mesurable. Alors pour toute application borélienne g :
E—R ona

gL (uy) <= goXcL'(P).

Si tel est le cas, alors
Ep(goX)=Ey(g).
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PREUVE : par définition, si g : E — RY, son intégrabilité équivaut a celle de toutes ses
composantes, et son intégrale est le vecteur des intégrales de ses composantes. Donc re-
streignons nous a ne traiter que le cas de g : £ — R.

SiAeletg=1I4, goX =1y (4) est intégrable, et par définition de py,

Ep(goX) =P(X"'(4)) = ux(4) = Ey (g)-

Donc I’énoncé est vrai pour g une variable aléatoire simple, i.e.

n
g=Y aly,
i=1

ou les A; sont des éléments disjoints dans &.

Si g est positive alors elle est limite d’une suite croissante (g,) de variables aléatoires
simples et positives, et donc par Beppo-Levi, et la validité de notre énoncé pour les fonc-
tions simples,

Eux(g) = lirfnTE“X(gn) = lirgnTEp(gnoX) =Ep(goX),

car 0 < g, o f 1 goX simplement.
Il en résulte notamment que si g est positive,

g€ L (jx) & Eyy (g) <o Ep(goX) <o goX € L'(P).

Donc I’énoncé est vrai pour les variables aléatoires positives. Dans le cas général, on
passe par les parties positives g© = max(0,g) et g~ = max(0,—g). On remarque que
(goX)T =gToXet(goX) =g oX,eton écrit

g € L' (ux)
& ghetg elL'(ux)
< max(Ey (g7),Eu(87)) <eoo
< max(Ep(gtoX),Ep(g0X)) <o & (goX)"et(goX)” €L (P)
& goX e LY(P).

Puis on conclut par

Ey (8) =Eu(87) —Euc(87) = Ep((g0X)") —Ep((g0X) ™) = Ep(goX). O

3.2.3 Remarque. Supposons que nous ne connaissions de la variable aléatoire X : @ — R
que sa loi ux sur (R, B(R)). Alors, bien que nous ne connaissions pas I’application X
elle-méme, nous pouvons décider de I'intégrabilité de g(X) on g : R — R est borélienne,
et en plus calculer Ep(g(X)). Il suffit en effet pour cela de vérifier que g € L' (uy), et si
c’est le cas, de calculer

Ep(¢(X)) = By () = [ g(x)dpix (x).
On a I'important résultat d’inégalité suivant.
3.2.4 Proposition. Soir v : R — R borélienne positive. Pour A € B(R), on pose
ip = inf{y(x):x € A}.
Alors si X est une v.a. sur (Q, B, P),

P(X € 4) < iE(w(X)y



§ 3.2. Lois des variables aléatoires 23

PREUVE : On a
iAP(X c A) = E(iA]IA (X)) = EIJX (iA]IA (x))
< Epy (W(0)la (x)) < Epy (v(x)) = E(y(X)),
ou aucune condition d’intégrabilité n’est a vérifier puisque Y est borélienne positive. [ ]

La proposition 3.1.5 est une conséquence immédiate de ce résultat avec a > 0 et
A =|a,+oo[ et Y(x) = |x|. Une autre inégalité est obtenue avec un autre choix de y.

3.2.5 Corollaire. (Cantelli) On suppose X € L>(P), avec E(X) = 0. On pose 6> = Var(X),
et on prend a > 0. Alors on a
2

(0
PX>a) < ——.
(X=za)< 0% +a?
PREUVE : On prend y(x) = (x+ %2)2 et A = [a,+oo|. ]

L’exercice suivant donne la valeur des espérances de lois usuelles.

a) Si la loi de X est une loi binomiale de paramétres n et p, E(X) = np et Var(X) =

np(1—p).
b) Si la loi de X est une loi de Poisson de paramétre A > 0, E(X) = Var(X) = 1.

, , - b ,
c) Si la loi de X est une loi uniforme sur [a,b], E(X) = % et la variance Var(X)

(b—a)®
12
d) Si la loi de X est normale de paramétres m et 62, E(X) = m et Var(X) = 2.

e) Sila loi de X est exponentielle de paramétre A > 0, E(X) = et Var(X) = 5.

vaut

Il existe aussi bien entendu des lois ne possédant pas d’espérance :

{> Exercice 3.3

1 1
Soit X une v.a.r. de loi de Cauchy de parametre 1 i.e. de densité 212 L Montrer
X

que X n’a pas d’espérance.

On peut cependant rendre intégrable une variable aléatoire (et méme toutes les variables
d’une suite) en changeant convenablement la probabilité.

3.2.6 Définition. Soit (E, &) un espace mesurable.

a) On dit qu’une mesure | sur (E, &) est absolument continue par rapport & une mesure
v sur (E, &) si pour tout A € € tel que V(A) =0, on a u(A) =0. On écrit alors p<<v.
b) On dit qu’une mesure finie U sur (E,&) est équivalente a la mesure v sur (E,E) si
UKV et V<U. Onnote L = V.

Le théoreme suivant fait le lien entre 1’absolue continuité et 1’existence d’une densité.

3.2.7 Théoreéme. (Radon-Nikodym)

Soient U et v deux mesures sur (E,&). On suppose W(E) < +oo et V,G-finie, et 1<K V.
Alors, il existe un unique h € L'(v) tel que pour A € €, (A) = [, hdv. On appelle h la
dérivée de Radon-Nikodym de U relativement a v, et on note

du
du = hd h=—.
U V ou encore v
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Pour la démonstration, voir par exemple [24].

{> Exercice 3.4

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R.

a) Montrer que X est presque bornée au sens ou Ve > 0, il existe M > 0 telle que
P(|X|>M)<e.

b) Montrer qu’il existe une probabilité O équivalente a P avec Eg(X) < o,

c) Soit (X,),>0 une suite de variables aléatoires réelles. Montrer qu’il existe une

suite de réels strictement positifs (A,),>0 telle que la série Z AX, converge p.s.
n>0

Déduire I'existence d’une probabilité Q équivalente a P sous laquelle toutes les X,

admettent un moment d’ordre 1.

Nous avons défini au chapitre précédent I’indépendance d’événements. Regardons main-
tenant comment se définit I’indépendance de variables aléatoires.

3.2.8 Définition. Soir (X,),> une suite de variables aléatoire réelles. On dit qu’elles sont
indépendantes si, pour tout n > 1, pour tout choix d’entiers 1 <iy <ip <---<ix<n, et
de fonctions mesurables bornées f :R¥ - Retg: R * 5 R ona

E(f(X11 yoee 7Xik)g(Xj1 oo 7Xjn7k)) = E(f(Xn yee e 7Xik)) ’ E(g(le yeee ’Xjn—k>)
OU ji,...,Jn_i désignent les entiers de 1,...,n autres que les i,.

Quand X et Y sont deux variables aléatoires on notera parfois X 1L Y pour stipuler qu’elles
sont indépendantes.

On emploiera parfois 1’abbréviation classique (mais anglo-saxonne) i.i.d. pour signifier
indépendantes et de méme loi.

3.2.9 Théoreme. La suite (X;)ics est indépendante si et seulement si quel que soit J C I
fini, si Xj = (Xj) jes, alors
.UDCJ- = ®.LLX]"

jel

PREUVE : Soit (A;) jes € B(R)’. La loi iy, est entiérement déterminée par ses valeurs du
type oy, ([1jesA)) (m-systeme générateur des pavés). Il en est de méme de 1autre loi en

N

question sur R/, & savoir ® jes Mx;. Mais par indépendance,

tx,([esAj) = PNjesX;'(A))
= [LiesP(X;7 ' (A))

= [ljestx;(A))
= (®jesx;) ([jesA))-
Donc I’'indépendance entraine que la loi est la loi produit.
Réciproquement, si flx;, = @ jc; Hx;, I'indépendance est évidente. ]

3.2.10 Corollaire. Si X L1 Y, alors quels que soient g,h : R — R boréliennes telles que
g(X) et h(Y) soient dans L*(P), on a

E(g(X)n(Y)) = E(g(X))E(h(Y)).

En particulier si X,Y € L*(P),
Cov(X,Y) =0.

Et alors Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
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PREUVE : il suffit de le vérifier d’abord pour les fonctions simples g, 4, puis pour leurs
limites croissantes boréliennes, et enfin de considérer les parties positives et négatives.
On a donc

Cov(X,Y)=E((X —E(X))(Y —E(Y))) =E(XX —E(X))E(Y —E(Y)) =0* =0.
Enfin Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y). ]
Un résultat fondamental i€ aux suites de variables indépendantes est di a Kolmogorov :

3.2.11 Théoreme. (loi du 0-1) Soit (X,)n>0 une suite de variables aléatoires indépen-
dantes. On pose G = (1,50 0 (Xk,k > n) (“tribu de queue”).
Alors, VA € §,P(A) =0ou I.

PREUVE : posons . = 6 (X, X1, ..., Xy, ... ). Noter qu’évidemment § C F... SoientA € G

et C={B € F,P(ANB) = P(A)P(B)}. On vérifie immédiatement que C est une classe

monotone. De plus, € contient I’algébre de Boole B = | | 6(Xj, ..., X,). Par le théoréme
n>0

de classe monotone (Théoréme 2.1.2), il contient donc la tribu engendrée par B, c’est &

dire F. En particulier, A € € et donc A est indépendant de lui méme, ce qui équivaut a

P(A)=0oul. O

Soient Ay,...,A, des événements.

a) Montrer que si Aj,...,A, sont indépendants, il en est de méme de
A1, A, 1, A

b) Déduire que VJ C {1,...,n}, (AS,j € J;A;,i € {1,...,n} \J) forme un ensemble
d’événements indépendants.

c) Montrer que Ay, ...,A, sont indépendants si et seulement si les variables aléa-
toires I, ...,I4, sont indépendantes.

<> Exercice 3.6

Soit X une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur [0,1]. On considére u une
probabilité sur R et on note F, () = (] —oo,t]) (la fonction de répartition de p). On
pose, pour 0 < x < 1, G(x) = inf{r € R, Fy, (1) > x}.

Déterminer la loi de la variable aléatoire G(X).

{> Exercice 3.7

On se place sur I'espace de probabilités ([0,1],B,4) ou A est la mesure de Le-
besgue sur [0,1]. Soit x € [0,1]. On écrit x sous la forme de sa décomposition

dyadique x = kZl % et on pose X;(x) = x;.

a) Montrer que les variables aléatoires (X;);>; forment une suite de variables in-
dépendantes et de méme loi 3(8& + &)

b) Montrer gqu'’il existe une suite (¥,) de variables aléatoires indépendantes sur
([0,1],B,2) telle que ¥, suit une loi uniforme sur [0, 1].

c) Soit (,),>1 une suite de mesures de probabilités sur R. Montrer qu'’il existe une
suite (Z,),>0 de variables indépendantes telle que Z, a pour loi p,,.
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> Exercice 3.8
Un joueur va au casino avec une fortune a € N. A chaque partie, il peut gagner 1
euro avec une probabilité p et perdre 1 euro avec une probabilité g =1 — p.

Son but est de jouer jusqu’a I'obtention de la fortune ¢ > a,c € N mais il doit s’arré-
ter s'il est ruiné. On note s.(a) sa probabilité de succes (atteindre ¢ avant la ruine).
a) Calculer 5.(0) et s.(c)

b ) Montrer, pour a > 0, en raisonnant sur ce qui s’est passé au premier coup, la
relation

se(a) = psc(a+1)+gsc(a—1)

c) Déduire la valeur de s.(a)

d) Application numérique :

Calculer la valeur précédente avec a = 900,c¢ = 1000; a = 100, ¢ = 20000 dans les
cas p=0,5etp=15.

> Exercice 3.9
Une princesse a n > 3 prétendants numérotés par ordre de mérite décroissant
1,2,...,n. Elle doit en choisir un. Le probléme est qu’ils défilent un par un au hasard
devant elle et qu’elle ne peut revenir sur son choix si elle en a laissé partir un. Elle
doit donc adopter une stratégie pour avoir le plus de chance de choisir le meilleur. . .

Soit Q I'ensemble des permutations de {1,2,...,n}. Q est muni de la probabilité
uniforme.

o € Q représente un tirage du hasard (les prétendants défilent dans l'ordre
o(1),...,0(n)).

Pour 1 <k < n, on introduit la variable Y; qui est le rang de o (k) dans I'ensemble
{o(1),...,0(k)} rangé en ordre décroissant : Y; = 1 signifie que o (k) est le plus
grand parmi I'ensemble {c(1),...,0(k)}, ¥, = 2 signifie qu'il y a exactement un
élément de {o(1),...,0(k)} plus grand que o (k) etc...

Par convention, on pose Y, =0.

a) Montrer que
F:0— (Y1(0),...,Y,(0))

définit une bijectionde Q surIT= {1} x--- x{1,2,...,n}

b) En déduire que les variables Y; sont indépendantes et que Y suit la loi uniforme
sur{1,2,...,k}.

c) Soit 7, = inf{k > .Y, = 1} (= n+1 si cet ensemble est vide).

Calculer la probabilité pour qu’au temps 7,, le prétendant qui se présente soit le
meilleur (i.e. le numero 1).

Comment choisir r* pour maximiser la probabilité précédente ? Trouver un équi-
valent de r* quand n tend vers l'infini.
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| Exercice 3.10 |

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. La fonction génératrice de (la loi
de) X est définie pour 0 <s < 1 par

gx(s) =E(s¥) = Y P(x = k)s*.
k=0
a) Calculer les fonctions génératrices des lois de Bernoulli, binomiale, de Poisson.
b)

c) Montrer que si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes a valeurs
dans N, on a

Montrer que la fonction génératrice caractérise la loi de X.

8x+v(s) =gx(s)gr(s),0<s < 1.

d) Montrer que gy (1) = E(X) (cette quantité pouvant eventuellement étre infinie).

| Exercice 3.11 |

On reprend le modéle de I'exercice 3.8 mais le jeu change et le joueur est maintant
autorisé a s’endetter (il ne doit plus s’arréter quand il est ruiné). On s’intéresse au
temps d’attente du premier gain par le joueur (c’est a dire au premier instant ou sa
fortune s’est accrue d’'une unité par rapport a sa fortune initiale).

a) Posons
¢, = P("au n ieme coup, pour la premiere fois, le joueur réalise un gain").

Par convention, ¢y = 0.
Calculer ¢.
b) Onpose ®(s) = Y ¢,s" pour 0 < s < 1. Montrer que pour n > 1,

n>0

On=q(P1Gp—2+ -+ Pu201)

c) Déduire que ®(s) — ps = gsP*(s).
d) Résoudre I'équation et en déduire ®.
e) Calculer ) ¢,

n>0
f) Soit N le numéro du coup ou le joueur réalise un gain pour la premiere fois.
Calculer E(N).
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<> Exercice 3.12

Soit (5,~7j),207j20 une famille de variables aléatoires a valeurs dans N, indépen-
dantes et de méme loi de fonction génératrice (voir Exercice 3.10) donnée par
f(s) = E(s%),Vi,j > 0. On suppose que P(&; = 0)+P(&; =1) < 1 et que
m= E(é,g/j) < oo,

On construit par récurrence une suite de variables aléatoires (Z,),>0 en posant
Zn

Zy=1etZ,.1 =) &, Parconvention, cette somme vaut 0 si Z, = 0.

i=1
a) Montrer que pour tout n, les variables Z,, &, 1,&,2, ... sont indépendantes.

b) Soit £, la fonction génératrice de Z,. Montrer que f,(s) = f")(s) ol on pose
f) = fo fo... f (nfois).
Calculer E(Z,) en fonction de m.

c) Montrer que f est strictement croissante et strictement convexe sur [0, 1]. Etudier
I'equation f(x) = x en fonction des valeurs de m.

d) On note ¢ la plus petite solution de I'équation f(x) = x dans [0, 1]. Montrer que
si0 <t <gq,f(t) tend en croissant vers q.

e) Soit 'événement A = {w € Q, EI:I'_I Z,(w) =0}. Calculer P(A).
n oo

| Exercice 3.13 |
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles tel que pour A € B(R?),

P((X,Y)€A)= Z %HA(n,n) —1—C/A(1 —xzyz)ﬂ[()’l]z(x,y)dmz(x,y),

n>1

ou C est une constante positive.

1) Calculer C.

2) Déterminer uy, puis ty sans calcul supplémentaire.
3) X et Y sont-elles indépendantes ?

4) Montrer que X est intégrable et calculer E(X).

| Exercice 3.14 |

Soient X et Y deux var indépendantes et équidistribuées sur {0, ...,n} et {0,...,m}
respectivement.

Déterminer la loi de Z =X +Y : on appelle cette loi la loi trapezoidale.

<> Exercice 3.15

Soient X et Y deux var indépendantes de lois de Poisson de parametres respectifs
A et B. Montrer que la loi de X +Y est une loi de Poisson de paramétre A + f3.
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| Exercice 3.16 |

a) Si X est une var de loi géométrique, a valeurs dans N, montrer que quel que
soitk,n > 1,

P(X =n+klX >n)=PX =k).

Pourquoi appelle-t-on cette propriété la propriété d’absence de mémoire ? Existe-t-il
d’autres v.a. a valeurs dans N ayant cette propriété ?

b) Soit Y une variable aléatoire réelle positive sans mémoire, c’est-a-dire telle que
pour tous s, > 0 on ait

P(Y >t+s|Y >t)=P(Y >s).

Déterminer laloide Y.

| Exercice 3.17 |

Onnote {u; < p < ...} =P 'ensemble des nombres premiers, et (N;);> une suite
de var indépendantes telles que

P(Ni=k)=(1—-%)¥, k=0,

B

ou Y =u; -, pour chaque i, et un certain B > 1. Montrer qualors

M=[n"

i>1

est un entier aléatoire, de loi P(M = m) = Cm~P pour m > 1 (c’est la distribution
dite de “Dirichlet’ ), ou C est une constante telle que

0 (2)
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<> Exercice 3.18
On rappelle la Formule de Poincaré : si (Ay,...,A,) sont des événements,
P(JA) =Y (=D s,
k=1 k=1
ou S, = Z P(Ailﬂ"'mAik)-

1<ij<ip<---<ix<n
A) Sur N*, on considere la probabilité u; (s > 1 réel fixé), définie par

1
E(s)ne

us({n}) =

1 . ,
ol {(s) = ) — (fonction de Riemann).
n>1 n
Pour p premier, on définit les variables aléatoires p, et «, par p,(n) = 1 si p divise
n, 0 sinon, et a,(n) = exposant de p dans la décomposition en facteurs premiers
de n.
a) Trouver la loi des variables p,, et montrer qu'elles sont indépendantes.

N

1
b) Montrer que {(s) = | |(1 - “—)‘1 ou {px,k > 1} désigne la suite des nombres
k=1 k

premiers dans N.

B) Soit N > 2 un entier fixé. On pose Q = {1,...,N}? et on note uy la probabilité
uniforme sur Q.

On introduit les événements B = { les entiers choisis sont premiers entre eux} et
A, = { les entiers choisis sont divisibles par p} ou p est premier.

On note up,uw,..., U, les nombres premiers inférieurs a N et on fixe un entier
m> 1.

a) Montrer que

m

(U Aw) =Y (1"
k=1 k=1

. 1
ol Sy =+ Y N/, - i)
1<i) <ip<--<ix<m
b) Déduire, toujours pour m fixé, que

: " i 1
111{,HMN(UAuk) =1-TT0-—).
k=1 k=1 Hy;
c) Conclure que i (B) = ° (on rappelle que ) 1_ ”_2)

n>1
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{> Exercice 3.19

1) Soient X1,X,...,X, des variables réelles indépendantes et de méme loi u.
Soit o € §,,, ensemble des bijections de {1,2,...,n} sur lui méme. Montrer que
VH € B(R"),

P((X1,....X,) € H] = P[(Xo(1), -, Xo(n) € H]-

2 ) Soit (X,)sen Une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de
méme loi possédant une densité sur R.

a) On définit Q comme I'ensemble des » € Q tels que

Xi(0) #Xj(0),Y(j,k) € N2k #

Montrer que P(Q) = 1.

b) Sur Q, on définit la variable aléatoire T"(w) a valeurs dans §, comme la
permutation ordonnant (X (®),...,X,(®)). Autrement dit, 7" (@) = o signifie

Xo(1) (@) < Xg(2)(@) <+ < Xg(n) (@)

On pose de plus Y, (@) égal au rang de X,,(®) parmi X; (o), ..., X,(®)i.e. Y,(®) =k
signifie que parmi X;(®),...,X,(®), k— 1 valeurs exactement sont inférieures a
Xy (o).

Montrer que T" suit une loi uniforme sur ,,.

c ) Montrer que Y, suit une loi uniforme sur {1,2,...,n} et que les variables
Y1,Y,,...,Y,,... sontindépendantes.

d) Soit A, I'événement (r]?axXk < X,) (on pose A| = Q).
<n
1
Montrer que A},A;,... sont indépendants et que P(4,) = —.
n

e) Soit N,(w) =inf{n’ >n,0 €A}

Montrer que
n

PNo =n+k) = T Dl

Calculer E(N,)

{> Exercice 3.20

Le plan est strié de droites paralléles équidistantes de 2a. Une aiguille de longueur
21,1 < a est jetée au hasard sur le plan au sens ou la distance du milieu de I'aiguille
a la droite la plus proche est une variable aléatoire X uniforme sur [0, a] et ou I'angle
que fait l'aiguille avec cette droite est une variable aléatoire ¢, indépendante de X,
uniforme sur [0, ).

Quelle est la probabilité que l'aiguille coupe I'une des paralleles ?
(Aiguille de Buffon).
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<> Exercice 3.21

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles. On note m; la mesure de Le-
besgue sur (R?,B(R?)), et m la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)). On suppose
que Ly y)<<my, et on note

d
M(x,y) = f(x,y)

dm2

sa densité (voir Théoreme 3.2.7).
1) Montrer que ux<<m et que Uy <<m.

2) Exprimer %f(x) sous la forme d’une intégrale faisant intervenir f. Faire de

méme en ce qui concerne % (y),

3) Soit A € B(R?). On note A, = {x € R: (x,y) € A}. On rappelle que m presque
sirement en y, A, € B(R), et que y — m(A,) est mesurable, et que my(A) =

Jm(Ay)dy.
Soient i et v deux mesures de probabilités sur (R, B(R)), absolument continues

relativement a la mesure de Lebesgue m. Montrer qualors u ® v<<m,, et détermi-
ner 22Y) en fonction de 9% et de V.
4) En déduire une CNS pour que X 1LY, concernant la forme algébrique de f.

5) On suppose que la loi d'un couple de v.a.r. (X,Y), l(x y), a une densité f(x,y) =

1 1 . N . _ . 7 7
2020 7007 relativement a m,. Les variables X et Y sont-elles indépendantes *

<> Exercice 3.22

Soit (An)n>1 une suite d’événements mesurables d'un espace probabilisé
(Q,B,P), telle que P(A;) > 0. On note

Yjx<nP(A;NAL) .
(ZkgnP(Ak>)2 , a

Nn:I[A1+...+]IAn, eten:

1) Montrer que limsup, A, = {lim, T N, = +oo}.

2) On note w;, = P(Ay) et m, = u; + ...+ w,. Calculer Var(N,) en fonction de 6, et
de my,.

3) Soit x € R tel que m,, > x. Montrer que P(N,, < x) < P(|N,, —m,| > m, —x), et en

déduire que P(N, < x) < %-

4) On suppose désormais que Y, U, = +oo, et que liminf, 6, < 1. Montrer qu’alors
quel que soit x € R, liminf, P(N, <x) =0.
5) Montrer que P(sup, Ny < x) < P(N, < x). En déduire que P(limsup, A,) = 1.

6) Déduire de ce qui précéde que le second Lemme de Borel-Cantelli est encore
valable si I'on suppose les A; deux a deux indépendants.
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| Exercice 3.23 |

Soient X et Y deux var a valeurs entiéres dont la loi conjointe (i.e. la loi du couple
ou vecteur (X,Y) ) est donnée par

C
(x+y—1D(x+y)(x+y+1)’

P((X,Y) = (x,y)) = Xy > 1.

Déterminer les loisde U =X +Y etV =X-Y.

3.3 Notions sur les processus a temps discret

Nous allons jusqu’a la fin de ce chapitre dire quelques mots concernant les collections de
variables aléatoires indéxées par un parametre temporel discret, autrement dit ce qu’on
appelle des processus stochastiques.

3.3.1 Définition. On appelle filtration sur I’espace mesurable (Q, F) une suite croissante
(Fn)nen de sous-tribus de F.

L’idée de cette notion est de modéliser un accroissement d’information au cours du temps.
On note Foo = 6(U,>0 F»)- Naturellement, il n’y a aucune raison pour que |, F» = Fe
(en général | J,,~o F, n’est méme pas une tribu), ni que F = F.. Quand I’espace (Q,F) est
muni d’une filtration on dit qu’il s’agit d’un espace filtré.

3.3.2 Exemple. Soit Q = [0, 1[. On considére F, I’ensemble des réunions disjointes d’in-
tervalles du type [k/2", k+1/2"[,0 <k <2"—1.
Fn est une filtration sur (Q,B([0,1])) et U,>0 Fn # B([0,1]) = F.

Etroitement liée a la notion de filtration est celle de temps d’arrét dont le nom prend son
sens grace a la Proposition 3.3.8 infra.

3.3.3 Définition. Soit (Q,F,(F,)n>0,P) un espace mesurable filtré . On appelle temps
d’arrét sur (Q,F, (F,)n>0,P) une variable aléatoire t a valeurs dans NU {0} telle que,
pour tout n € N I’événement (T < n) appartient a F,.

Les principales propriétés élémentaires des temps d’arrét sont les suivantes.

3.3.4 Proposition. a) Soient T et 6 deux temps d’arrét. T\o,TV O sont des temps d’arrét

b)Sit= liT 1 1, out les T, forment une suite croissante de temps d’arrét, T est un temps
n——oo

d’arrét.
c) T est un temps d’arrét si et seulement si Vn, (T =n) € F,.

PREUVE :
a)Ona(tho>n)=(t>n)N(c>n)et(tVo<n)=(t<n)N(c <n).
b)Ona (7 <n)=\=o(® < n).

¢) Tout d’abord, (7t :_n) =(t<n)N(r <n-—1)"etdonc si T est un temps d’arrét, ceci
se trouve dans J,. Réciproquement, (7 < n) = |J;_(7 = k) et par hypothese (7 =k) €
Fr C T, ]
Il convient de remarquer que la derniere propriété énoncée (c) est spécifique au cas discret
et ne sera pas valable en temps continu. Il est aussi important de remarquer qu’un temps

déterministe fixé considéré comme variable aléatoire constante est un temps d’arrét.
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3.3.5 Proposition et Définition. Soit T un temps d’arrét de la filtration (F,). On consi-
dere

F={AcFAN(t<n) e F,VneN}

F: est une tribu dite tribu du passé de .

La démonstration, immédiate, est laissée en exercice. Deux propriétés importantes des
temps d’arrét sont proposées en exercice.

{> Exercice 3.24

a) Montrer que si T < o sont deux temps d’'arrét, F; C F.
b) Montrer que sit=t,t € N,ona J; =3,.

On va introduire maintenant les bases de la théorie des processus stochastiques a temps
discret. Le cas discret est spécialement simple structurellement, en particulier en ce qui
concerne les questions liées a la mesurabilité. L’extension des notions au cas continu
représente une étape ultérieure éventuellement délicate (voir le Chapitre 13).

3.3.6 Définition. a) On appelle processus stochastique indexé par N a valeurs dans
(E, &) toute suite de variables aléatoires (Xy),>0 a valeurs dans (E, €).

b) Si I’espace de probabilité est filtré par une filtration (F,),>0 on dit que le processus
(Xu)n>0 est adapté si pour tout n € N, X, est une variable aléatoire F,, mesurable.

c) Par ailleurs, a tout processus (X,)n>0 est associée une filtration (dite naturelle) définie
par F, = o(Xo,X1,...,X,). Naturellement, un processus est toujours adapté a sa filtration
naturelle.

Un processus stochastique X = (X,,),>0 peut &tre congu comme une variable aléatoire a
valeurs dans EY. De ce fait, sa loi tx est une probabilité sur I’espace mesurable (EN, £5N)
ot la tribu €N est engendrée par les ensembles du type 7, ! (B) ot B € E®" ! et

7, ((@i)i>0) = (00, @1, .. ).

L espace mesurable (E®N, €2N) est dit espace canonique des processus 2 valeurs dans
E. Le processus canonique X est défini sur E®N par X,,((})r>0) = @p.

On voit immédiatement que la donnée d’un processus stochastique entraine I’existence
d’une famille de probabilités p, sur (E"*!, £97+1) définies par

Wa(Ag X --- X Ay) =P(X] € Ag,.... X, €Ap).

Les probabilités u,, s’appelent les répartitions finies du processus. De maniere manifeste,

un(dxo,...,dxn):/Eun+1(dx0,...,dxn,dxn+1). (3.3.1)

La question qui se pose naturellement est la réciproque : si une famille de probabilités
(Un)n>0 sur (E"H1 g@ntly 4 satisfait la condition de compatibilité précédente (3.3.1),
existe-t-il un processus a valeurs dans E admettant les y, comme répartitions finies ? La
réponse est donnée par le théoreme de Kolmogorov suivant dont une démonstration dans
deux cas particuliers importants sera faite dans un chapitre ultérieur (Corollaire 9.1.3), a
charge pour le lecteur de vérifier I’absence de cercle vicieux. On peut aussi voir une dé-
monstration directe par exemple dans [6], comme conséquence du théoreme d’extension
de Caratheodory (Théoreme 2.2.3).
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3.3.7 Théoreme. (Kolmogorov) Soit E un espace métrique séparable et soit (Uy),>0 une
famille de probabilités sur les espaces produit (E"+!, 8®”+1)n20 qui satisfait la condition
de compatibilité (3.3.1).

Alors il existe une unique probabilité P sur I’espace canonique telle que sous P le proces-
sus canonique X admette les lois |1, comme répartitions finies.

Pour terminer cette section, nous allons présenter I’exemple fondamental de temps d’arrét.
Considérons un processus stochastique (X,),>0 a valeurs dans (E,E). Soit A € €. On
appelle temps d’entrée dans A la variable aléatoire a valeurs dans N U {+eo} définie par
14 = inf{n > 0,X, € A} et temps de retour dans A la variable aléatoire a valeurs dans
NU {+eo} définie par o4 = inf{n > 1,X,, € A}. Dans ces deux définitions, la valeur prise
est infinie si I’ensemble considéré est vide. On a alors

3.3.8 Proposition. Pour tout A € €, T4 et G4 sont des temps d’arrét de la filtration natu-
relle () du processus X.

PREUVE : Soitn >0.0na (14 =n) = (Xo ¢ A,...,Xy—1 ¢ A, X, € A) et ce dernier en-
semble est manifestement dans F,,. D’apres la Proposition 3.3.4 ¢), T4 est un temps d’arrét.
Pourn>1,(ca=n)= (X1 ¢A,...,X,_1 ¢ A,X, € A) qui est aussi dans F,. O

{> Exercice 3.25

Soit E un ensemble dénombrable. Q est I'espace des applications de EN vers E.
On note X, la n-ieme projection canonique définie par X,(®w) = m, si ® = (@)i>o-
(Fn)n>0 désigne la filtration naturelle du processus (X,),>0-

Soit 0: Q — Q lopérateur de translation , défini par 6((w,)n>0) = (@y+1)n>0, €t
(6,)n>0 la suite de ses itérées (i.e. 6y = identité et 6, = 6o ---0 0, n fois).

a) Montrer que X, 060, = X, €t 6,1 (Fn) = 6(X, - .., Xuam)-

b) Soient 7 et v deux temps d’arrét de la filtration (F,),>0 (éventuellement T = v).
b1)Montrer que, pour tout entier positif k, k + 7 o 6; est un temps d’arrét.

b2) Montrer que p = v+ 70 6, est un temps d’'arrét. Montrer que, si on suppose
de plus que v et 7 sont finis, X; 0 6, = X,,.

b3) Pour A C E, notons

(@) = inf{n > 0:X,(0) €A} oa(@) = inf{n > 1;X,(0) € A}

les temps d’atteinte et de retour en A. Montrer que, SiA C B, Ty = T+ T4 © Ox,.







Chapitre 4
Différents types de convergences

Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires a valeurs dans R, et soit X une variable
aléatoire a valeurs dans R.

4.1 Convergences

Introduisons d’abord les définitions des différentes convergences.

4.1.1 Définition. a) On dit que la suite de variables (X)) converge presque siirement (p.s.)
vers X si

P{w,X,(0) > X(w)}) =1

b) On dit que la suite de variables (X,) converge dans L' vers X si E(| X — X, |) — 0.

c¢) On dit que la suite de variables (X,) converge en probabilités vers X si Ve > 0,
P(|X,—X|>¢€)—0.

d) On dit que la suite de variables (X,) converge en loi vers X si pour toute fonction
f R — R continue et bornée, E(f(X,)) — E(f(X)).

Les convergences a,b,c) ci-dessus sont dites convergences spatiales car elles font interve-
nir de maniere essentielle 1’espace de probabilités 2. Par contre, on remarque que (comme
son nom I’indique), la convergence en loi ne fait intervenir que les lois des variables X,
et X (cf. Proposition 3.2.2). De ce fait, on peut légitimement considérer que la conver-
gence d) est plutot a voir comme une convergence de mesures et on écrira classiquement
MUx, = Ux pour signifier la convergence en loi en question.

4.2 Liens entre les différentes convergences
Le lien entre ces différentes convergences est donné par la proposition suivante.

4.2.1 Proposition. a) Les convergences dans L' et p.s. entrainent chacune la convergence
en probabilités.
b) La convergence en probabilités entraine la convergence en loi.

PREUVE : supposons d’abord que (X,),>o converge dans L' vers X... Soit € > 0. On a
alors, par I'inégalité de Markov, P(| X, — X« |> €) < 1E(| X, — X |) et ce dernier terme
tend vers 0, donc la suite converge en probabilités vers X.,.

Si (Xu)n>0 converge p.s. vers Xe, (Ix, _x.|>¢)n>0 converge p.s. vers 0, et est dominée par
1. Par application du théoréme de convergence dominée, P(| X, — Xo. |> €) — 0.

37
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Enfin, supposons que (X ),>0 converge en probabilités vers X... Soit f une fonction conti-
nue a support compact sur R. f est alors uniformément continue sur R : pour € > 0 donné,
il existe @ > 0 tel que | x—y |< @ =] f(x) — f(y) |< €. On a alors

| E(f(Xn) — f(X)) |

E(| f(Xn) — f(X) |)

E(| f(Xn) = f(Xeo) [ Ly, —x..|<a) T E(| f(Xn) = f(Xeo) | [x,—x.|>x)
£+ 2| f]|P(| X, — X [> @) < 28

(VAN VAN

pour n assez grand. On a donc E(f(X,,)) — E(f(X«)). On conclut alors en appliquant le
Lemme 6.3.3 infra. ]

4.2.2 Proposition. Si (X,) converge en probabilité vers X, il existe une sous-suite (Xy,)
qui converge p.s. vers X.

PREUVE : Soit € > 0. Pour k > 1, on peut trouver n; suite strictement croissante telle que
1 1
P(| X, —X|> %) <z
On a alors . .
Y P(| X —X|>2) <+eo
k=1 k

et donc, par le lemme de Borel-Cantelli (2.3.1), p.s. a partir d’un rang K, | X,, — X |< %
De ce fait, X,,, — X p.s. ]

4.2.3 Remarque. Les implications de la Proposition 4.2.1 sont en général les seules
valables.

Construisons en effet des contre-exemples aux autres directions.

a) Soit Q = {0,1} muni de la probabilité P telle que P({0}) = P({1}) = 1. On définit
X2,(0) = 0,X,(1) =1 et Xp,+1(0) = 1,Xp,41(1) =0 . Il est alors immédiat que tous les
X,, ont méme loi, et donc que la suite (X),) converge en loi. Si on avait une v.a.r. X telle
que X, —p X, il existerait N,Van > N,P(| X, — X |[> ;) <1.SiN<2n<2n+1,0na

1 1 1 1

Or | X, — Xou+1 |= 1 d’oli une contradiction, et la suite ne converge pas en probabilité.
b) Soit Q = [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue. On considére la variable aléatoire X,

définie par
0, si 0

1—n!
si 1—n— 1.

IAIA

X
X

IAINA

1
Clairement, P(| X, |> €) = — et donc (X,,),cn converge en probabilités vers 0. Par contre,
n

E(X,) = n* x % = n tend vers oo et la suite ne saurait converger dans L.
¢) Soit de nouveau Q = [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue. On définit la suite de
variables aléatoires comme suit. Xy est constante égale a 1. X vaut 1 sur [%, 1] et O ailleurs.
X, vaut 1 sur [0, %] et 0 ailleurs. X3 vaut 1 sur [%, 1] et O ailleurs, X4 vaut 1 sur [%, %] et
0 ailleurs, X5 vaut 1 sur [0, %] et O ailleurs. Et ainsi de suite, 1’intervalle ou X,, vaut 1 "se
promenant” de droite a gauche en parcourant tout [0,1] et en se réduisant en longueur. 1l
est alors clair que la suite converge en probabilité vers 0. Par ailleurs, pour tout x € [0, 1],
il existera toujours des n aussi grands qu’on veut pour lesquels X, (x) = 1 et donc la suite

ne converge pas p.s.
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{> Exercice 4.1

Soit (X,) une suite de variables aléatoires a valeurs 0 ou 1.

On pose p, =P(X, =1).

a) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (X,) converge
vers 0 dans L.

b) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (X,,) converge
vers 0 en probabilités.

c) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (X,) converge
vers 0 p.s.

d) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (X,) converge
vers 0 en loi.

{> Exercice 4.2

On dit qu’une famille (X;);c; de v.a. réelles sur un espace de probabilité (Q,F,P)
est équi-intégrable (on dit aussi uniformément intégrable) si

lim sup/ | X;|dP = 0.
{IXi|>a}

a—+tee e

On se propose de montrer différentes propriétés d’une telle famille.
1) Montrer qu’une famille finie de v.a. intégrables est équi-intégrable.

2 ) Montrer que la famille (X;);c; est équi-intégrable si et seulement si I'on a
sup;c; E|X;| < 4o et la propriété :
(P) pour tout € > 0 il existe o > 0 tel que P(A) < o implique

sup [ |X;|dP < €.
iel JA

3) Soit (X,).>0 une suite de v.a. réelles convergeant dans L' vers une v.a. X.
Montrer que la suite est équi-intégrable.

4) Soit (X,),>0 une suite équi-intégrable de v.a. réelles convergeant p.s. vers une
v.a. X. On note, pour a > 0,

fa(x) = _al{x<7a} +x1{fa§x§a} +a1{x>a}'

4a) Montrer que sup, E|X,| < 4. En déduire que E|X| < +oo.
4b ) Montrer que, pour tout a > 0, || f(X,) — fu(X)|]1 —» 0.
4c ) Montrer que

sup X, — fa(Xu)[ > 0

1X = £,01 = 0

a—r+-oo

5d ) Montrer finalement que X, converge vers X dans L'.







Chapitre 5
Convergences spatiales

5.1 Loi des grands nombres

Commencons par un petit Lemme, qui a son propre intérét au demeurant :

5.1.1 Lemme. Sip>1etX € LP(P), X : Q — R™, alors

E(X?) = /prxp—'u _ Fe(1))dr.

PREUVE : Ona 1 —Fy(t) = P(X > 1) = [;"I}; ;o|(u)dPx (u), et donc par Fubini-Tonelli,
et le théoréme de transfert,

Jo pxP~1(1— Fx(t))dt
= Jep PP Ty peog () dPx (u)dt
= Jo (Jo'pr"~'dr) dPx (u)
= Jo uPdPx(u)
_ E(xP). 0

La loi forte “classique” suppose 1’indépendance de la suite. Le résultat qui suit est dii au
mathématicien indien Etemadi, et date de 1983. 11 généralise le cas classique en supposant
simplement 1’indépendance deux a deux.

5.1.2 Théoreme. (Loi forte d’Etemadi) Soit (X;);> une suite de variables aléatoires iden-
tiquement distribuées, intégrables, et deux a deux indépendantes. Alors

1
lim — Z Xk = E(Xl) P—p.s.
" ”kgn

PREUVE : D’abord remarquons que les hypotheses sont aussi vérifiées pour les deux suites
(X, i1 et (X )i>1. Et donc il est clair que si le résultat est vrai sous 1’hypothése sup-
plémentaire de positivité des Xj, il en découlera dans le cas général par décomposition en
parties positives et négatives. Ainsi nous pouvons sans perte de généralité nous restreindre
au cas P(X; > 0) = 1. Nous noterons S,, = Y <, Xi.

Posons Y, = Xilx, <, et S, = Y r<, Yx. Remarquons que la suite (¥;) est une suite deux a
deux indépendante, et que ¥, € L*(P).

Soit a > 1, fixé, et posons u, = [¢¢"]. Nous allons d’abord démontrer que, si € > 0 est

donné,
S —E(S*
Zg — ZP | Uy ( )
n

Un

|> €| < oo,
Up

41
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Par indépendance et distribution identique des Xj, on a

Var(Sy) = ) Var(¥) < Y E(Y) = Y E(X{Ix,<x) < nE(X{Tx,<n).

k<n k<n k<n

Par application de I’inégalité de Bienaymé-Chebysheyv, il s’ensuit que
1 1
ZS S o2 Z _E(XIZ]IXI Sun) .

Posons K =2« / (ot —1), et soit x > 0. Soit N = N(x) = min{n : u, > x} : alors aV > x,
et comme pour y > 1, on a toujours y < 2[y], il s’ensuit que

) l§2Zoc_":l(oc‘1\'§£

Up>X Un n>N X

Et donc en substituant X; a x, il vient, compte tenu de la majoration précédente de X, et
en appliquant Fubini-Tonelli,

1 1 1., K. K
e < ?E(X1 ]IX1>0(M'§3(1 u_n)) < EE(Xl HX1>0)?1) = ?E(XO < oo.

La convergence de X entraine, par le premier lemme de Borel-Cantelli, en prenant une
suite g, | 0, que
Sy —E(S)
P(limsup | ————"~ (Su,)
n n

|>0) =0,

autrement dit que P-p.s., la suite (S —E(S; )) / uy tend vers 0.
D’autre part, E(Y;) — E(X)), par convergence monotone. Et donc puisque u, — oo, il
s’ensuit par Césaro, que E(S?: ) / u, — E(X), et donc nous concluons que

*

S
= E(X)) P—p.s.
Un

Ensuite on a, en utilisant le lemme préliminaire,
Zk:P(Xk £Y) = Zk:P(Xk > k) = zk:P(Xl > k) < /OwP(Xl >1)dt =E(X]) < o0
et donc a nouveau avec le premier lemme de Borel-Cantelli, il s’ensuit que
P(limksup{Xk #Y})=0.
Et donc P-p.s., il existe n(®) tel que sin > n(®), (Sy — ;) (®) = S,() (@) — S*(w) (w), et

n
donc

lim 0 P—p.s.
n n
Il s’ensuit que
S
lim=™ =E(X;) P—p.s. (5.1.1)
n I,tn

Soit nyp = min{n : ul < oo — 1} : alors la suite (up)n>n, est strictement croissante. Soit
k > up, et soit n I’'unique entier tel que u, < k < u, 1. Par positivit€ des X;, nous avons
Un Sun Sk Un+1 Sun+1

S - S 9
Upil Un — K Up Upil
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dont il découle, puisque u,, | / u, — o, et compte tenu de (5.1.1) que
) 1 R Sy
quel que soit o > 1, P EE(XI) < 11rr}€1nf? < llmsup? <aE(X)) | =1.
k

11 suffit alors d’intersecter les ensembles correspondants de mesures pleines le long d’une
suite a, | 1 pour conclure. ]

5.1.3 Corollaire. Supposons X| € L' (P) et E(X{") = +oo. Alors, sous les mémes hypo-
theses que celles de la loi forte, on a

S
= 4o P—p.s.
n
PREUVE : Par la loi forte, si nous posons S, — = Y<, X, , alors S, — / n — E(X;") P-

p.s.. Dong, il suffit de montrer que le corollaire est vrai si X; > 0 et E(X;) = +eo. Soit
alors p € N et posons X; , = min(Xy, p). Alors par la loi forte, si S, , = ¥ 4<, Xk, p, On a
lim, Sy, ,/n = E(X) ,), et puisque S, , < S,, on a

< —
E (X1 7p) hn}imf .

. . . ) .. S
Comme Xj , T X| si p — oo, il s’ensuit que 40 = lim, T E(X; ,) < liminf, Ly ]
n

5.2 Convergence des séries de variables indépendantes

Nous allons nous intéresser dans ce paragraphe a un cas particuliecrement important d’étude
de convergence de variables aléatoires, dont les résultats essentiels marquerent 1’entrée en
scene fracassante de Kolmogorov en 1925.

Dans ce paragraphe, et sauf mention contraire, (X,),> désignera une suite de variables
aléatoires indépendantes, centrées et admettant un moment d’ordre 2. On pose, pour
toutn, S, = Y7 _ | Xi.

5.2.1 Théoreme. On suppose que Z E(X?) < oo. Alors (Sp)n>1 converge dans L?.
k>1

PREUVE : il s’agit de montrer que la suite (S,),>0 est de Cauchy dans L?. Or, par 1’indé-
pendance et le centrage des X;

5 n+p 5 n+p )
E(|Sip =S P)=E( ) X[))= ) EXp),
k=n+1 k=n+1
d’oli I’on déduit le résultat cherché. ]

Pour regarder la convergence p.s. de ces mémes séries, on va devoir employer une tech-
nique qui s’averera tres importante dans la théorie des martingales (voir Chapitre 12).

5.2.2 Proposition. (Inégalité de Kolmogorov)

E(S7)

P Sy |>¢€) <
(max S|z €) < —5
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PREUVE : On a

n

Sy 1> €l = A
(g, e 26l = U 4y

Ap=(|S1|<eg ]S l<e,...,|S—1|<e ]Sy |>e).

Noter que les A, sont disjoints et que S, — S, est indépendante de S)l4, et d’espérance
nulle. De ce fait, pour tout 1 < p <n,

E(S2,) = E((S— Sp)Ia,) + E(S21a,) > £2P(4))

et sommant sur p, E(S2) > £P( max | Sy |> ¢€)). O
1<k<n

Une conséquence importante de la Proposition 5.2.2 est le résultat suivant.

5.2.3 Corollaire. On suppose que S, converge dans L*. Alors, il y a aussi convergence
p.s. C’est en particulier le cas sous les hypothéses du Théoréeme 5.2.1.

PREUVE : Soit € > 0. Fixons ng € N. D’apres 1’inégalité de Kolmogorov, on a

E((Sn Sn )2)
Pl max |S;,—S >e) < ——— 0/
<n0<%<n ’ k 0 ’ ) 82

Passant a la limite croissante en n dans le membre de gauche, et utilisant la convergence
de (S,)n>0 dans L? vers S dans le membre de droite, on obtient

E((S—S,,)>
P(sup | S — S, [> &) < T Sm)).

sup = (5.2.1)

On peut construire une suite strictement croissante d’entiers (n; )0 telle que

E((S—8,)%) < % Par le Lemme de Borel-Cantelli, utilisant (5.2.1), on a alors pour

presque chaque o, I’existence d’un rang mg,, tel que sup | S, —S,, | (®) < &, et donc
n>me

tel que, pour n > mg et p >0, | S, — S,44 | (w) < 2¢€. C’est dire que la suite (S,) est p.s.
de Cauchy. ]

Le premier exercice ci-dessous est un tres beau résultat, di a Lévy, qui montre un autre
type d’amélioration de convergence.
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> Exercice 5.1

Pour X variable aléatoire réelle, on appelle médiane de X tout réel m tel que P(X <

m) > % etP(X >m) > % Noter que ce réel n'est pas unique en général. On notera

systématiquement u(X) une médiane de X Noter que —u(—X) est une médiane

de X.

On désigne par (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes. On notera

en particulier gu’on ne fait aucune hypothése sur les moments des X,,. On pose
n

enfin, comme auparavant, S, = Y X;.

k=1
a) Montrer que, pour € >0, P(| X |> €) < 3 =| u(X) |< &. Déduire que si X, — 0
en probabilités, u(X,) — 0.

b) Soit € > 0. Montrer I'inégalité
P( max [Sp — U(Sk —Sn)] > €) <2P(S, > ¢).
1<k<n
Indication : Ecrire que S, = [Sk — 1 (Sk — Sn)] + [Sn — Sk + 1 (Sk — Su)]-
c) Déduire l'inégalité de Lévy

— — > < >£).
P(max | Si—p(Sc—Su) |2 €) <2P(| Su[> €)

d) On suppose que (S,),>1 converge en probabilités vers une variable aléatoire S.
d1) Montrer qu’il existe une sous-suite (Snj)jz() convergeant p.s. vers S telle que

1 1

j+1
d2) Pour tout j > 1, on pose

Ti= max |S; =Sy —pU(Sn—"Su.,) |-

njgngnjH

Montrer, en utilisant 'inégalité de Lévy, que la suite (7}) j>1 converge p.s. vers 0.
d3) Montrer que (S,),>1 converge p.s. vers S.

{> Exercice 5.2

Soit ¢ > 0 et supposons que (Z,) soit une suite indépendante de v.a., centrées, et
uniformément bornées par ¢ (|Z,| < ¢). Soit € > 0 et notons Sy =Z; + ...+ Z;. Alors

(e+c)?

==
Zkgn Var(Zk)

<P Sl > ¢€).
< (r,gg;|k|_)

(Inégalité de Kolmogorov a gauche)
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Soit (Q,B,P) = ([0,1],B,m) (m=mesure de Lebesgue), et f € L*>. On pose I =
1

/ f(t)dt. Soit (U;);>1 une suite i.i.d., de loi commune la loi uniforme sur [0, 1]. On
0

pose
b= (FU) + 4 F(U).

a) Montrer que I, P_jp}s' I;
n—oo
b) Utiliser 'inégalité de Chebyshev pour estimer P(|, — 1| > \/iﬁ).
( Intégration de Monte-Carlo).

<> Exercice 5.4
Soit {X,, }»>1 une suite de v.a. indépendantes.

a) On suppose que pour un ¢ > 0 les trois séries

i"]PﬂXn! > c}, i"]E(X,g), i"]Var(X,f)

convergent, ol on note X; = X, 1/x,|<}- Montrer que la série Z X, converge p.s.

n=1

b ) Montrer que la convergence des séries ZE(Xn) et ZE(|Xn|P) pour un

n=1 n=1

nombre réel 1 < p <2 entraine la convergence p.s. de la série Z Xy.
n=1
(Théoreme des 3 séries)

Soit £ € C([0,1]), et soit f,(x) = X2 Cra™(1—x)"""f(™) le n®™ polyndme de
Bernstein associé a f.

a) Soit S, la somme de n variables indépendantes de loi de Bernoulli de parametre
p, 0 < p < 1. Montrer que Ef(S,/n) = fu(p).

b) Soit M = || f||~. Soit € > 0. Montrer qu’il existe § > 0 tel que

E(FC1) ~ f(p)| < e+ 2MP(>" — p| > 6).

c) Montrer que P(|%2 — p| > 8) < ;1.

d) Montrer que ||fn(x) — f(x)||ec — O si n —> o0.
(Théoreme de Stone-Weierstrass, preuve de Bernstein)
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Soit (X;);>1 une suite i.i.d. dans L* telle que u = E(X;). On veut montrer que
Sn/n— u P-p.s..

a) Montrer que I'on peut supposer sans perte de généralité que u = 0.
b) Développer E(S%) pour en déduire que E(5%) < Cn?.

c¢) En déduire avec l'inégalité de Markov que P(|S,,| > ne) < C/(n’e*).
d)

Montrer a 'aide du premier Lemme de Borel-Cantelli que
P(limsup{|S,| > €}) = 0. Conclure.

(Loi forte dans L*) .

Pour x € [0, 1], on note (&,(x)),>1 € {0,1}" une suite telle que

&y(x)
x:Z TR

n>1

a) Montrer que si x n’est pas rationnel de la forme 4, alors la suite (&,(x)) est
unique. Montrer que sinon il en existe au plus deux.

b) Onnote x:{0,1}N" — [0, 1] l'application définie par 7((&,)n>1) = Yo>18.27"
Sur Q := {0,1}", on choisit la tribu B = @-P({0,1}). Montrer qu'alors 7 est
mesurable de (Q,B) dans (R, B(R)).

c) Soit p €]0,1], soit P, la probabilité sur ({0,1},P({0,1})) définie par P,({1}) =
p. Soit enfin P, = ®y- P, la probabilité produit correspondante sur (2, B). Montrer
que (P%),r = m, la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

d) En utilisant la loi forte des grands nombres, une fois, cependant, son utilisation
justifiée, montrer que p # g = P, L P,. Montrer qu'il en est de méme de (P,), et
de (ﬁq),r. Ces mesures sont-elles discrétes ? Absolument continues par rapport a
la mesure de Lebesgue ?

Indication : Considérer Xi((&,)n>1) = &-







Chapitre 6
Convergence en loi unidimensionnelle

Commencgons par étudier quelques outils de représentation des lois.

6.1 Fonctions de répartition

6.1.1 Définition. La fonction de répartition d’une v.a.r. X est la fonction Fx : R — [0, 1]
définie par
Fx(t) =P(X <t) =Px(]—o,1]), t€R.

C’est un exercice instructif de démontrer que Fy a les propriétés suivantes :

(i) Fx est croissante

(if) Fx est continue a droite
(iii)  limy_ o Fx(t) =0

(iv)  limy e Fx () = 1.

6.1.2 Lemme. Si F : R — [0, 1] satisfait aux propriétés (i —iv) énoncées précédemment,
alors il existe (Q, B, P) et une variable aléatoire X sur (Q,B) tels que F = Fy.

De plus si X et Y sont deux variables aléatoires telles que Fx = Fy, alors elles ont méme
loi, i.e. Px = Py.

PREUVE : Pour la premiere assertion, voir I’exercice 3.6.

Pour la deuxieme, on note que les lois uy et ty coincident sur le 7-systeme constitué

par les intervalles | — o0, 7], € R. Par le 7 — A théoréme, L et ty coincident sur la tribu
borélienne. ]

Le résultat suivant proposé en exercice est un moyen commode de construire une variable
aléatoire de loi donnée.

6.1.3 Théoreme. La suite (X;)ics est indépendante si et seulement si quel que soit J C I
fini, si Xj = (X;j) jey, alors

Fy, (1)) jer) = [T Fx, (1)) (i.e. x, = Q) x;)-
JeJ jeJ

PREUVE : Soit (#;) je; € R’. Si on a I’indépendance, alors
Py, (1)) jes) = P(NjesXj (| = oo, 1))) = TTPX; (| = oo,1])) = [ T B, (1)-
jeJ jeJ
Réciproquement, I’ensemble des pavés [];c,| —oo,t;] forme un 7-systéme générateur de
3(RJ). Si donc I’on suppose que Uy, = &) ey Hx;, ¢’est donc que Uy, et @) ey lx; coin-
cident sur ce 7m-systeme générateur, et donc sont égales.
Par le Théoreme 3.2.9, on obtient I’'indépendance. ]

49
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6.2 Fonctions caractéristiques

Une représentation de la loi d’une variable aléatoire réelle se fait aussi par la fonction
caractéristique. Elle correspond a la transformée de Fourier de la loi de X, ty, que les
probabilistes utilisent sans la constante 27.

6.2.1 Définition. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R. La fonction caractéris-
tique de X est x(t) = E(eX).

Nous allons démontrer une version du théoréme d’inversion (Théoréme 1.15).

6.2.2 Théoreme. Soit ¢ la fonction caractéristique de la variable aléatoire X de loi |L.
Soient a < b deux réels tels que p({a}) = u({b}) = 0. Alors

T e—lta . e—ttb

, 1
ula,b) = tim — [ E—E—o(ar
Avant de démontrer ce théoreme, notons que ce résultat implique bien que deux variables
aléatoires X et Y ayant méme fonction caractéristique ont méme loi. En effet, en utilisant
le théoréme on a x (Ja,b[) = uy (Ja,b[) pour tout choix de réels a et b tels que ux ({a}) =
tx ({b}) = uy({a}) = uy({b}) = 0. Or, les points de masse de ux et py étant au plus
dénombrables, ces intervalles forment clairement un 7-systéme engendrant la tribu B(R).

PREUVE : .
sinu . . P .
Notons S(t) = / ——du. § est une fonction continue sur R et bornée puisque 11r+n =
0 u [—> oo

T
5 Notons que si on note sgn(60) le signe du réel 6 (avec sgn(0) = 0), pour 7 > 0, on a

/T sin(le)dt =sgn(0)S(T | 6 |).
0 t

Ona

T ~—ita _ .—ith T ~—ita _ .—ith )
| ear= [ ([ ep(an)ar
R

it -T it

T oit(x—a) _ qit(x—b)
- [ . dr) ()
R J-T 1t

par le théoréme de Fubini dont I’ utilisation est 1égitime puisque (¢,x) —

eit(x—a) _ qit(x—b)

€

|23
est bornée, et donc intégrable par rapport a la mesure A ® p qui est finie sur [—7,T] x R.
Notons que, en utiiisant la parité des fonctions cos et sin, et puisque 7 > 0,

T ait(x—a) _ .it(x—b) T _ _qi —
/ e ‘ e dt:/ sin(t(x —a)) — sin(¢(x b))dt
-T it -T t

B 2/0T sin(i(x —a)) —sin((x b)) . _ 2[sen(x—a)S(T | x—a|)—sgn(x—b)S(T | x—b )].

Donc,

—ita __ ,—ith nlx—a nlx —
o | = [ P ) g
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Remarquons que

lim wg(ﬂx_a |)_w5(

T|x—bl|)=
Jim S i | x—b]) = y(x) avec

0 si x<a

1/2 x=a
yx)=<¢ 1 a<x<b
1/2  x=b
0 x>b
_ . sgn(x—a) sgn(x —b) .
Par ailleurs, la fonction TS(T |x—a|)——=——=S(T | x—b|) est bornée donc

le théoreme de convergence dominée s’ applique et on a

im o [ o= [ ywn(an) = bu(la)) + Sa((5))+nlla.b) = (a.b)
T—+ 2 J_T it ¢ N Hx,ll/x'u * _Z'u . 2'u HUa P = Hud,
puisque p({a}) = p({b}) =0 m

Ci-dessous sont indiquées les fonctions caractéristiques de quelques lois usuelles.

a) Montrer que la fonction caractéristique d’une loi uniforme sur [a,b] est ¢(r) =
eitb_ ita

€
it
b) Montrer que la fonction caractéristique d’'une loi normale N(m, 62) est ¢(t) =

. t
elfm— 2

c¢) Montrer que la fonction caractéristique d’une loi exponentielle de parametre A >
A

Oesto(r) = T
—1

d) Montrer que la fonction caractéristique d'une loi de Cauchy, de densité

——_,esto(r)=¢ .
e) Montrer que la fonction caractéristique d’une loi de Poisson de paramétre A > 0

est p(r) = "1,

6.2.3 Proposition. Une fonction caractéristique est uniformément continue.
PREUVE : En effet,
|0 (¢ +h) — ¢x (1) < E(|e"™ (™ —1)]) = E(|e™ —1]).

Or, 0 = limy,_, [¢"X — 1|. Comme |e"X — 1| <2, on a E(|e”X — 1|) —,_,o O par conver-
gence dominée. []
Poursuivons par quelques développements de Taylor : par intégration par parties,

i

n+1

x}’l

+1
n+1+

X . X .
/ (x—s)"'e"ds = / (x—s)" el ds, (6.2.1)
0 0
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dont il découle par induction que
) (iX)k il’H—l X .
et=) —+ —/ x—s)"e"ds. 6.2.2
kgz;z k! n! Jo ( ) ( )
En remplacant n par n — 1 dans 6.2.1, et en déduisant la valeur de I’intégrale de droite
dans 6.2.1, puis en injectant dans 6.2.2, il vient

ix (ix)k i" x n—1,_is
e _kg X +<n_1)!/0(x—s) (e" —1)ds. (6.2.3)

En estimant les intégrales dans 6.2.2 et 6.2.3 et en séparant les cas x > 0 et x < 0, il vient

) i\ K n+1 n
LY () gmin{ "™ 20 } (6.2.4)
&k n+ D!’ nl

Remplagons x par une v.a. X dans 6.2.4. Il s’ensuit que si E(|X|") < oo,

(i) .k [ x| 2|
- ~~L EXY)| <E . 2.
Px(t) ,;n o B S Eming Cm 6.25)
Et donc si ¢ est tel que lim,, WEﬂw =0, alors
itk
ox(t) =) %EOK"). (6.2.6)
k>0 ™

Si la série 6.2.6 converge sur un voisinage de 0, alors ¢y permet de retrouver les moments
de X : ®
oy (0) = "E(X").

Par contre X n’a pas forcément de moments de tous ordres (considérer par exemple la loi
c . . < 1 . P
de densité proportionnelle a X3—+1]I[07 +eo])- Toutefois, on peut énoncer

6.2.4 Proposition. E(|X|*) < oo, alors %((k) est uniformément continue, et
0 (1) = B((iX)e™).
PREUVE : Observons que

Ox(t+h)—¢x(1)
h

h

—E(iXe"®)=E |e

D’aprés 6.2.4 pour n = 1, on a |/ — (1 +ix)| < min{3x?,2|x|}, et donc par conver-
gence dominée (par 2|X|), on en déduit ¢4 (t) = E(iXeX), dont I’uniforme continuité se
démontre sur le modele de la preuve de celle de ¢y.

Si le moment d’ordre k existe, de proche en proche, on obtient les formules recherchées
jusqu’a I’ordre k. ]

On en déduit immédiatement la forme du développement de Taylor de la fonction ¢@x.

6.2.5 Corollaire. Si E(|X|") < oo, alors au voisinage de 0,

(it)k k n
ox(1) = ¥ RO +o(t")

et en particulier sin =2,

Ox(t) = 1+itE(X) — gE(XZ) +o(r%). (6.2.7)
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6.3 Etude de la convergence en loi unidimensionnelle

Le premier résultat que nous allons établir est qu’une suite de variables aléatoires qui
converge a de bonnes propriétés de bornitude. Introduisons la définition suivante.

6.3.1 Définition. On dit que la suite de v.a.r. (X,) est tendue si pour tout € > 0, il existe
K > 0tel queVn >0, P(| X, |> K) < e.

Montrer que toute variable aléatoire réelle X est tendue.

6.3.2 Proposition. Soir (X,,) une suite de variables aléatoires réelles qui converge en loi
vers X. Alors la suite (X,) est tendue.

PREUVE : On note Uy, = W,. Soit € > 0. D’apres I’exercice 6.2, on peut trouver K > 0
tel que ux ([—K,K]) > 1 — €. Soit alors @k la fonction qui vaut 1 sur [-K,K], O si | x |>
K + 1 et est raccordée continument de facon linéaire. Qg est continue et bornée donc, par
définition, E(@x (X,,)) — E(@k(X)).

De ce fait, pourn > N, E(@x (X)) > E(pk(X)) —€ > 1 —2¢.

Mais, u,([—(K+1),K+1]) > E(¢k(X,)). Finalement, Vn > N,P(| X, |> K+ 1) < 2¢.
Comme les autres n sont en nombre fini, quitte a grandir K, on peut supposer que la méme
relation est vraie pour tout n > 0. ]

D’une facon générale, on définit classiquement pour une suite de mesures trois types de
convergence (étroite, faible, et vague) suivant que les fonctions-test choisies sont conti-
nues bornées (cas de la convergence en loi telle que nous 1’avons introduite), continues
tendant vers 0 a I’infini, ou continues a support compact. Dans le cas qui nous intéresse ici
(ol Uy, et uy sont des mesures de probabilités), ces trois notions sont identiques, comme
le montre le lemme suivant.

6.3.3 Lemme. Soir (X,,) une suite de v.a.r. et X une v.a.r. telles que pour toute f continue
a support compact de R dans R, E(f(X,)) converge vers E(f(X)). Alors X,, converge en
loi vers X.

PREUVE : La démonstration de la Proposition 6.3.2 n’utilisait que des fonctions a support
compact. De ce fait, elle est encore valable ici et on en déduit que la suite (X,,) est tendue.
Considérons alors f une fonction continue bornée. On peut trouver une fonction y conti-
nue a support compact telle que y et f coincident sur [—K, K] et || Y/]|c < || f||o. Alors

| E(f(Xa) = f(X)) |SE(] f(X) = w(Xa) )+ [ E(W(Xa) — w(X)) | +E(] w(X) — f(X) [).

Le terme | E(y(X,) — (X)) | tend vers 0O par hypothese, et comme | f — ¥ |< (|| f]l +
[Wlleo) Tk < 2|1 fllool]yj> - les deux autres termes sont majorés par 2€. || f|c. ]

La tension d’une suite de variables aléatoires correspond en fait a la relative compacité
comme le montre la proposition suivante. Rappelons I’énoncé du théoréme de représen-
tation suivant (voir [24]) :

6.3.4 Théoréeme. (Riesz-Markov) A route forme linéaire ® continue sur Cg(R), ensemble
des fonctions réelles continues a support compact dans R, est associée une unique mesure
u sur R telle que

Vf € Ck(R), ®(f) = /R F)du(x)-
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6.3.5 Proposition. Soir (X,,) une suite de variables aléatoires réelles tendue. Alors, il
existe une sous suite (X, )r>0 qui converge en loi.

PREUVE : On note de nouveau [y, = l,. La démonstration repose sur le procédé diagonal
de Cantor. Choisissons ( fi)x>0 une suite de fonctions continues a support compact dense
pour la convergence uniforme dans 1’ensemble des fonctions réelles a support compact.
La suite de terme général u,(fo) = [ fo(x) . (dx) étant bornée dans R, elle admet une
sous-suite convergente 10 (fo) vers un réel noté u(fp). Considérons la suite Mo (f1) :

elle admet une sous-suite notée 1y (f1) convergente vers un réel p(f;). Ainsi de suite,

on arrive a construire par récurrence une sous suite (i, ) de (u,) telle que pour tout
k >0, (up,(fr)) soit une suite convergente vers 1 ( fi).

Soit & une fonction continue a support compact. On va montrer que (L, (1)) converge :
sa limite sera notée W (h). Soit € > 0. Il existe f; telle que || fx — h||« < €. De ce fait,

| tp, (R) = i, (R) [ fp,, () = Hp, (fic) [ 4 | Hp, (fi) = B () |+ | B, (fit) = (R)

et les trois termes précédents peuvent étre rendus inférieurs a € pour m et n assez grands.
De ce fait, (1, (h)) est une suite de Cauchy. p définit une forme linéaire sur Cx(R). De
plus, comme | (k) |=lim,— e | tp, (1) | < ||h]|e, cette forme est continue, et ¢’est donc
une mesure. Il reste a vérifier que c’est une probabilité, pour obtenir, d’apres le Lemme
6.3.3, 1a convergence en loi de (1, )n>0 vers L.

Comme la suite (X,),>0 est tendue, on peut trouver K > 0 et une fonction % continue a
support compact dans [—(K+1),K+ 1] telleque 0 <h < 1letpu, (h) >1—¢€,¥n>0.En
particulier, u(h) = lim pp, (h) >1—e€. Alors, u(R) > u([—(K+1),K+1]) > u(h) >

n—r—4oo
1 — €. Enfin, si g est une fonction a support compact [—(k+ 1),k + 1] et égale a 1 sur

[—k, k], a valeurs comprises entre O et 1, on a Vk > 0, (gx) <1 et donc u(gx) < 1.
Comme g; 1 IR, le théoréme de convergence monotone donne p(R) < 1. ]

On sait que les lois unidimensionnelles peuvent étre représentées a 1’aide des fonctions
de répartition F;,(x) = P(X, < x). La proposition suivante montre comment ces fonctions
peuvent servir a vérifier une convergence en loi.

6.3.6 Proposition. Soient (X,,) une suite de variables aléatoires réelles et X une variable
aléatoire réelle. On note F, (resp. F') la fonction de répartition de X,, (resp. X ). Alors, sont
équivalentes

(i) ux, = Mx

(ii) F,,(t) — F(t) en tout point t on F est continue.

PREUVE : Supposons (1). Soit # un point de continuité pour F'. Soit € > 0. On peut trouver
a>0tlquePXet—oa,t+a]) <e.

Soit alors y_(¢) la fonction égale a 1 jusqu’ent — a, a 0 apres ¢ et raccordée linéairement ;
de méme, v, (1) est la fonction égale a 1 jusqu’en ¢, a 0 apres ¢ + o, et raccordée linéaire-
ment. On a clairement W () <I_., j <y (t) et | yy (1) — W (¢) [< L _g 14 - De ce fait,
E(y_(X,)) < F,(t) <E(y4(Xy,)) et les deux termes extrémes tendent vers E(y_ (X)) et
E(y, (X)) par hypothese. De plus, E(| v (X)—y_(X) |) <PX €t —a,t+al]) < &.
Enfin, | E(y, (X))~ F(1) |< E(| 93 (X) ~ I (X) |) < E(| ye (X) —y_(X) |) < € et de
méme | E(y_ (X)) — F(t) |< €. Finalement, la seule valeur d’adhérence de la suite F,(r)
est F(t), d’ou le résultat cherché.

Réciproquement, supposons (i1). Soit f une fonction continue a support compact. Comme
I’ensemble des points de discontinuité de F (croissante)est dénombrable, son complé-
mentaire est dense dans R. Soit € > 0. On peut clairement trouver une fonction en es-
calier f =Y} _, olyy, 1, telle que |[f — flle < € et telle que les points #; soient des
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points de continuité de F. Notons qu’alors E(f(X,)) — E(f(X)) (car E(Iy, , 1 (Xn)) =

Jistie+
Fu(ti1) — Fa(tx))- De plus, | E(f(X,)) —E(f(X)) |< 2e+ | E(f(X,)) —E(f(X)) | d’ou le
résultat cherché. ]

Le résultat suivant est souvent utile en pratique pour achever la preuve d’une convergence
en loi.

6.3.7 Corollaire. Soient (X,),>0 une suite de variables aléatoires réelles tendue et X
une variable aléatoire réelle. Si toutes les sous-suites de (X,)n>0 qui convergent en loi
convergent vers X, alors la suite (X,),>0 converge en loi vers X.

PREUVE : Supposons que (X,),>0 ne converge pas en loi vers X. D’aprés la Proposition
6.3.6, on peut alors trouver x € R tel que F est continue en x et Fx, /4 F(x), ou F est la
fonction de répartition de X. Donc, il existe € > 0 et une suite (n,),>0 d’entiers tels que
| Fx,, (x) — F(x) |> €,Vp. La suite (X,,)p>0 étant tendue, on peut trouver une sous-suite
(ank) >0 qui converge en loi, vers X par hypothese. On a alors Fx,, (x) — F(x) puisque
F est continue en x (Proposition 6.3.6), ce qui est une contradiction. ]

Le résultat suivant relie les fonctions caractéristiques a la convergence en loi.

6.3.8 Théoreme. (Lévy) Soit (X,,),>0 une suite de variables réelles et X une variable
réelle. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) X,, converge en loi vers X

(ii) Pour toutt € R, @,(t) = @x,(t) — @x(t) = @(1).

PREUVE : (1)=- (i1) vient de la définition de la convergence en loi car x — ei™* est une
fonction continue et bornée sur R.
Supposons maintenant (ii). Le lemme suivant montre que la suite (X;),>0 est tendue.

6.3.9 Lemme. Soit (X,),>0 une suite de v.a.r. et X une v.a.r. telles que pour tout t € R,
©n(t) — @(1). Alors (X,)n>0 est tendue.

PREUVE : soit € > 0. On a par le théoréme de Fubini, pour tout u > 0,

oo oo
1/_(1—% )t = / 1/_ — )y (d) 2/ 1—51“;‘x)uxn<dx)

u u.

2 [ (- () > (X, 2 2. 63.1)

x|>2 | ux |

Par ailleurs, le théoréme de convergence dominée permet d’affirmer que & JE (L= @,(t))dt
converge vers = [* (1 —¢@(t))dt et comme ¢ est continue en 0 et ¢(0) = 1, on peut choisir
u pour que + [* (1 —@(t))dt < €. On obtient alors C > 0 et N € N tels que pour n > N,
P(| X, |> C) < 2¢e. Comme la suite finie de variables (X )<y est tendue, quitte a agrandir
C, I'inégalité est valable pour tout n > 0 et la suite (X},) est donc tendue. O

Revenons a la démonstration de (ii) = (i). Soit (X;,),>0 une sous-suite de (Xy),>0 qui
converge en loi vers la loi g. On a alors d’apres (1)=>(11) ‘Pan( ) — fi(t),Vt € R, ou 1
désigne la fonction caractéristique de la loi .

Par I’hypothese (ii), on a donc fi(¢) = @(t),Vt € R et donc (X;,),>0 converge en loi vers
X. D’apres le Corollaire 6.3.7, (X,,),>0 converge en loi vers X. ]

En fait, le théoréme précédent prend la forme plus précise suivante.
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{> Exercice 6.3

Soit (X,,) une suite de v.a.r. telle que V¢ € R, ¢,(t) — ¢(t), ou ¢ est une fonction
continue en 0. Alors, ¢ est une fonction caractéristique et (X,) converge en loi vers
la loi de fonction caractéristique ¢.

Démontrer, a l'aide des fonctions caractéristiques, que la convergence en probabi-
lités implique la convergence en loi.

{> Exercice 6.5

la loi iy d’une variable aléatoire est dite a réseau s'il existe a € R et b > 0 tels que
ux(a+0b7Z) =1.

a) Montrer que X admet une loi a réseau si et seulement s’il existe ¢t € R* tel que
| ox (1) [=1.

b) Montrer que si | x(¢) |=| @x(t') |= 1 pour deux réels r et ¢’ tels que 7/t ¢ Q, X
est constante.

Les opérations sur les variables aléatoires réelles ne sont pas systématiquement continues
pour la convergence en loi. Ainsi, on n’a pas en généralement la convergence en loi de

.o L £ . . o
XY, vers XY si X,, = X et Y, = Y en loi. Citons néanmoins 1’important

6.3.10 Théoreme. (Slutsky) On a les propriétés suivantes :
a) SiV, 5V et W, 50, alors V, + Wy, 5V

b) Si X, £> Xetsiy, £> a, alors XY, £> aX.

PREUVE : .

a) Observons d’abord que W,, = 0 = W,, — 0 en probabilités.

Soit v € R, et soient w' < v <w” tels que P(V =w') =P(V =w") =0.
Siw <v—e<v<v+e<w alors

P(Vy, <w') —P(|Wy| > &) <PV, +W, <v) <PV, <w")+P(|W,] > ¢),
ce qui, puisque V, 5 Vet W,, — 0 en probabilités, donne a la limite

P(V <w') <liminfP(V, + W, <v) <limsupP(V, + W, <v) <P(V <w').
n

n

Si alors P(V =v) = 0, Fy est continue en v, et on peut trouver des w' < v < w” arbitrai-

L . £ . .
rement proches de v, et aux propriétés requises. Donc V,, +W,, = V puisque les fonctions
caractéristiques convergent aux points de continuité de celle de V.

b) Notons que X,,Y,, = X,,(Y,, — a) + aX,, et que si ¥, A a,alors Y, —a £0 (puisque c’est

ez . L iy _r ..
une convergence en probabilités), et enfin que si X,, = X, alors aX,, — aX (distinguer ici

le cas a = 0, et raisonner a 1’aide des fonctions de répartitions).
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. £ ., .
Par a), si nous montrons que X, (Y, —a) = 0, alors la seconde partie s’ensuivra. Notons
R < L £ )
donc 6, =Y, — a, et nos hypothéses sont a présent que §, — 0 et X,, = X. La conclusion

. L
recherchée est X,,0, — 0.

Soient € > 0 et K tel que P(| X |> K) < &. Choisissons A > 0 tel que P(|X| = %) =0
et % > K. Notons que comme la loi de X ne charge pas les points +%, on a d’apres la
Proposition 6.3.6, P(|X,| > £) = P(|X| > £) <P(| X |[>K) <e.
Alors, on peut écrire

limsup, P(|6,X,| > ¢€) limsup, P(|6,| > A) + limsup, P(|X,| > €/A1)

<
< O0+e.

Donc, on a limsup, P(|8,Z,| > €) = 0, soit §,X, o O

<> Exercice 6.6

1) Soit (X;,) une suite de variables aléatoires réelles.

a) Montrer que si (X,) est une suite tendue, alors (¢@x,) est uniformément équi-
continue.

b) Montrer que si (X,) converge en loi vers X, alors ¢x, (¢) converge uniformémént
vers @x(t), sur tout intervalle borné de R.

2) Soient (a,) et (b,) deux suites réelles avec a, > 0, pour tout n. Soient X et Y
deux variables aléatoires non constantes et (X,) une suite de variables aléatoires
telle que X,, converge en loi vers X et a,X,, + b, converge en loi vers Y.

On note ¢,, ¢ et v les fonctions caractéristiques de X,,,X et Y.

a) Montrer que | @,(ant) | converge uniformément, sur tout intervalle borné, vers
R7QRE

b) Déduire que 0 n’est pas valeur d’adhérence de la suite (a,)

c) En "échangeant" les réles de ¢ et y, montrer que +oo n’est pas valeur d’adhé-
rence de la suite a,,.

d) Montrer que (a,) converge vers a > 0.

itn converge vers ()
¢(at)

t .
f) En considérant / e*bnds, déduire que (b,) converge.
0

e) Montrer que e

dans un voisinage de 0.

Comme signalé plus haut, la convergence en loi n’est pas une convergence spatiale, et
ceci complique un certain nombre de manipulations. En particulier, pour des suites de
v.a.r. vérifiant des convergences spatiales (du type convergence L! ou convergence p.s.),
on peut €tre amené naturellement a utiliser des théoremes de passage a la limite (conver-
gence dominée ou monotone etc. ). Il existe un moyen tres efficace pour transformer une
convergence en loi en une convergence de type spatial, pourvu qu’on accepte de changer
d’espace. C’est I’objet du théoréme suivant.

6.3.11 Théoreme. (Skorokhod) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles qui
converge en loi vers une variable X. Il existe alors une suite de variables aléatoires (Y,)
et une variable Y sur I’espace ([0,1],B([0,1]),A) telles que les lois de Y, et X, (resp. de
Y et de X) coincident, et Y,, — Y, A-p.s.
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PREUVE : considérons F,(¢) la fonction de répartition de X, et posons

Y, (x) =inf{r € R,F,(r) > x}. D’apres ’exercice 3.6, Y, est une variable aléatoire réelle
sur [0, 1] de méme loi que X,,. On définit F et Y de facon similaire.

Soit alors 0 < x < 1. Soit € > 0. Puisque les points de discontinuité de F' sont en nombre
au plus dénombrable, on peut choisir s point de continuité de F tel que Y (x) —€ < s <
Y(x). On a F(s) < x. Comme F,(s) — F(s), pour n assez grand on a F,(s) < x et donc
Y (x) — € < s < Y,(x). De ce fait lim¥, (x) > Y (x).

Soit maintenant 1 > x’ > x. Soit ¢ un point de continuité de F tel que Y (x') <7 <Y (x') +€.
Comme F est continue 2 droite, on a x’ < F(Y(x’)) et donc on a puisque F est croissante
x<x <F(Y(x)) <F(t) et donc, pour n assez grand, x < F,(¢) et donc

Ya(x) <t <Y(X)+e.
Do, limY,(x) < Y (x) si x < x'. Finalement, pour tout x < x’ < 1, on a
Y (x) < limY,(x) < limY,(x) <Y (x').

De ce fait, ¥,(x) — Y(x) si Y est continue en x, ce qui est vrai A-p.s. puisque Y est
croissante. ]

Montrer que si (X,,),>0 converge en loivers X, E(| X |) <limE(| X, |).

6.4 Le théoreme limite central

6.4.1 Théoréme. (Laplace-Gauss) Soit (X;,) une suite i.i.d. dans L*(P) ayant une moyenne
c et une variance 6% > 0. Notons Sy = ZQVZIX/(. Alors

SN—NC £> Y,
oVN

ouY a pour loi la loi normale centrée réduite N(0, 1), de densité

. _ Sy—Nc
PREUVE : Notons Yy = oUW

que c =0 et 0 = 1. Notons ¢x = ¢,
Nous allons montrer que ¢y, — @y puis conclure en invoquant le théoreme de continuité.

Quitte a remplacer X par (X; — ¢) / O, on peut supposer

2
On sait que ¢y (1) =e™ 2.
Par I’indépendance, on a ¢y, () = q)X(\/LN)N. D’apres (6.2.7), on a

12 [2 1 N 2 N
on(0) -t = (1-gu o) ~(e8)

Le lemme suivant nous sera utile.

6.4.2 Lemme. Siz,...,2,,V1,--.,Yn Sont des nombres complexes de module inférieur ou
égalal, ona

n n
[Tz—-11v
i=1 i=1

n
<Y lzi—yil-
i=1
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PREUVE du lemme : Par une récurrence immédiate, en écrivant que
n n n—1 n—1 n—1
[Tzi—11vi= 1z [1v) 2+ []yi-(zn—yn) O
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

2
C o : o _2 ;
Ceci s’applique a ’expression précédente de |¢y, (1) —e™ 2| pour conclure que I’on a
2

Oyy (1) — e 7 0. D’apres le Théoreme 6.3.8, on obtient la convergence cherchée.
Notons que puisque la loi normale ne charge pas les points, pour tout x € R,

2
Sy —Nc X e 2
P <x —>/ dt.
( AV ) —= /27 =
Citons sans preuve le

6.4.3 Théoreme. (Théoréme de Berry-Essen) Sous les hypothéses du théoreme limite
central, si en plus E(|X1|*) = p < o, alors si x € R,

2
Sy —Nc X o772 3p
P <x)-— —dt| < .
( oyn ) —o V21 | T Vno3

Que X ait une loi a) P(1) oub) I'(1,1) alors ¥, = (X —E(X))Var(X) /2 converge
en loi vers N(0, 1).
Montrer que

time (140 4 +) =1

Trouver une suite de fonctions caractéristiques qui converge partout ponctuelle-
ment mais telle que la limite ne soit pas une fonction caractéristique (indication :
lois uniformes sur [—n, +n)).

| Exercice 6.10 |
Montrer que si x > 0, et n — oo, alors

Eienalcryif2Ch — 2" e 2du/v/2m:

Z\k—nléx\/;lnk/k! ~e" ffxeiuz/zd”/v 2m.
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<> Exercice 6.11
Soit (X;);>1 une suite iid de var équidistribuées sur {—1,+1}. Montrer qu’'on a la

convergence en loi
3 & C
n—3];1ka 5 N(0,1).

<> Exercice 6.12

Soit (X,) une suite de variables aléatoires telle que supE(X>) < oo.
n

On suppose que (X;,) converge en loi vers X.
Montrer que E(X,,) — E(X).

{> Exercice 6.13
On considere la densité de probabilités
a 1 &2
ho(t) = Et_%e 2 ljo e[ (1),

ou o > 0.

a) Soient @ >0 et § > 0 donnés, et X ~ hy,Y ~ hg deux variables aléatoires
indépendantes. Déterminer la loi de X +Y (on pourra utiliser des transformées de
Laplace).

b) Soit (X,) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi possédant la
densité hy. Déterminer la loi de

X+ +X,
n? '
Y-a-t-il une contradiction avec la loi des grands nombres ?
c) Etudier la convergence de la suite

Y, = — maxX;
" I’l2 k<n

(on pourra regarder la fonction de répartition de Y,,)

{> Exercice 6.14

(Formule de Stirling)
Soit (X;);>1 une suite i.i.d. de loi commune la loi P(1). Notons S, = X; +... +X,,.

“n\ —n _ k nti g
a) Montrer que E [(%) ] =e "y, ("—\/,,f> n= %
b) Montrer que <S"\/%">_ A N7, ou N~ désigne la partie négative d’'une v.a. N de
loi N(0,1).

¢) Montrer que E [(S%">_] —,E(N7) = \/LE

1
d) Conclure que n!~+/2zn" 2e™".




Chapitre 7
Théorémes limites dans R*

7.1 Convergence faible et suites tendues

Nous allons tout d’abord prolonger & R* I’étude qui avait été faite a la section 6.3. Plu-
sieurs définitions équivalentes sont possibles pour définir la convergence en loi. Pour des
raisons qui apparaitront par la suite, nous allons privilégier une définition a 1’aide des
fonctions de répartition, prolongeant ainsi le résultat de la Proposition 6.3.6.

7.1.1 Définition. La fonction de répartition d’un vecteur aléatoire X = (Xj,...,X,) est
par définition Uapplication Fy : R? — [0,1] définie par

FDC(tlw"atd):P(Xl St]w"aXdStd)'

Dans le cas d’un vecteur aléatoire, contrairement au cas d = 1 ( Lemme 6.1.2), la carac-
térisation des applications qui sont des fonctions de répartition de vecteurs aléatoires en
dimension d > 1 est complexe. Elle nécessite d’ajouter des conditions supplémentaire de
“positivité sur les contours”. Nous n’insisterons pas sur ce point. Néanmoins, pour com-
prendre I’existence de ces conditions, on peut penser au cas R?, X = (X;,X>), et soient
x1 <yjetxy <yp. Alors 0 < P((x1 <X; < y1) VAN (XQ <X < yz)), et donc

Fx(y1,y2) + Fx(x1,x2) — Fx(x1,y2) — Fx(y1,x2) > 0.

Soient u et tt,, n > 1, des mesures de probabilité sur (R, B(R)). Soient X et X,,, n > 1,
des vecteurs aléatoires a valeurs dans R¥. Soient enfin F et F,, n > 1, des fonctions de
répartition de lois de probabilité, ou de vecteurs aléatoires, sur R,

7.1.2 Définition. Nous dirons que F, converge faiblement vers F, noté F, = F, si
F,(x) — F(x) en tout point de continuité x de F.

Nous dirons que 1, converge faiblement vers p, et nous noterons W, = U, si les fonc-
tions de répartition associées convergent faiblement.

. . (v £ .
Nous dirons que X,, converge en loi vers X, noté¢ X,, — X, si Uy, = Ux.

Comme pour la droite réelle, nous caractérisons la convergence faible :

7.1.3 Proposition. (Conditions équivalentes pour la convergence faible dans R¥)
Avec les mémes notations, |, = U si et seulement si ['une des conditions suivantes est
satisfaite :

i im, = our toute [ : R* — R continue bornée ;
() lim, Ey, (f) = Eu(f) p [ R* = R continue borné

(ii) limsup, i, (C) < w(C) pour tout C C R¥ fermé ;
(
(

<
>

iii)  liminf, u,(G) > w(G) pour tout G C R¥ ouvert ;

iv)  lim, u,(A) = u(A) pour tout A € B(R¥) de frontiére u-négligeable .

61



62 Chapitre 7. Théorémes limites dans R*

PREUVE : Montrons d’abord que les quatre conditions exprimées sont équivalentes entre
elles.

1. Preuve de (i) = (ii) : Soit C un ensemble fermé non vide et posons dist(x,C) =
inf{|x—y| : y € C}. On a x — dist(x,C) continue. Posons, pour j > 0,

1 sit <0
¢j(t)= 1—jt siOStS%;
0 si%ﬁt.

Puis notons f;(x) = ¢;(dist(x,C)). La fonction f; est continue bornée par 1, et
lim;_s 4o fj(x) = Ic(x) car C est fermé. Par (i), on alimsup, u,(C) <lim, Ey, (f;) =
Ey(f;), et par convergence dominée, lim o Ey (fj) = 1(C).

2. Preuve de (ii) < (iii) : Poser C = R¥\ G.

3. Preuve de ((ii) A (iii)) = (iv) : En combinant les deux, on a

L(A) < Timinf () < liminf t(A) < limsup tn(A) < limsup p(A) < p(A),

n n

o

et puisque ((dA) =0, ona u(A) = u(A)

W1(A). De ce fait, lim, u,(A) existe et
vaut i (A).

4. Preuve de (iv) = (i) : Supposons f continue et |f| < K (f bornée). Etant donné
€ > 0, choisissons oy < 0 < ... < oy tels que 0 < —K < K < oy et que o1 —
o; < g,etque u({f = o;}) =0 pour chaque i.
Notons alors A; = {041 < f < oy }. Alors par continuité de f,

{1 < f<a;} CACA; C{ai1 < f<ay},

et donc dA; C {f = o1} U{f = a;}. Et donc pu(dA;) = 0. D’autre part, que v
désigne 1, ou U,

1 )
<eg, et Z Oiln(A;) — Z ol (A;),
i=1 i=1

'/fdv—iaiv(Ai)
i=1

d’apres (iv). Puisque € est arbitraire, on en déduit (7).

Ainsi nous avons montré (i) = (ii) < (iii) = (iv) = (i), et reste donc & montrer
par exemple que (iv) = (U, = W) et que (U, = u) = (iii).

5. Preuve de (iv) = (U, = u) : Soit x = (xq,...,x;) € RX, et soient F, et F les
fonctions de répartition respectives de w, et p. On a donc w,(Sy) = F,(x) et
1(Sy) = F(x) si

Sy={yeRF:y; <x;, 1 <i<k}

La continuité de F en x équivaut a i (dSy) =0, et donc (iv) = (F, = F).
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6. Preuve de (W, = i) = (iii) : Comme seul un ensemble au plus dénombrable

d’hyperplans paralleles peuvent éventuellement ne pas étre p-négligeables, il existe
un ensemble D dense dans R tel que pour chaque i, et chaque r € D, p({x: x; =
t})=0.
Soit A la classe des pavés A = Hle]a,-,bi] avec a;,b; € D. Par construction, on
a Uy(A) — u(A), puisque par hypothese, F, — F 1a ol F est continue, et que
tant 1, (A) que p(A) s’expriment a I’aide des valeurs de F, et F en des points de
continuité de F.

Et donc, si B € A, la classe des unions finies disjointes d’éléments de A, on obtient
t,(B) — w(B). Maintenant par densité de D, si G C R¥ est ouvert, il s’écrit comme
union croissante d’éléments de A, disons G = U,, T By, et alors

liminf u,(G) > liminf u,(B,) = (By),
pour tout g, et donc [(G) = sup, U(B,) < liminf, u,(G). O

7.1.4 Proposition. (Transfert et convergence faible dans R*) Soir & : R¥ — R/ une ap-
plication. Alors I’ensemble Dy, de ses points de discontinuité est mesurable. Supposons h
borélienne, et d’autre part que W, = W dans (R*, B(R¥)). Alors si w(Dy,) =0, on a

(Hn)p = M-
PREUVE : Montrons d’abord que Dj, € B(R¥) : Soit
A€, 8)={xeRF: 3y zeR : [x—y| <8 A [x—2z| <8 A |h(y)—h(z)| > €}
Alors que & soit mesurable ou pas, A(€,0) est ouvert et

Dj = Ugeq+ Nscg+ A(g,d) € B(Rk).

Soit C C R/ fermé. Alors h—'C C D, Uh~'C. Si u, = u, par (ii),

limsup p, (h~'C) < limsup p,(h—1C) < u(h=1C) < w(D,UL™'C) = u(h'0),

n n

et donc encore par (ii), ([,L,,)h = Uy ]

Notons que dans le cas de la droite réelle, nous avions utilisé, pour montrer le résultat
correspondant, le Théoréme 6.3.11 : il reste valable pour R¥, mais sa preuve est plus
complexe. Citons-le sans preuve :

7.1.5 Théoréme. (Skorokhod version R¥) Si X,,, n > 1 et X sont des vecteurs aléatoires

N . vy . . e .
a valeurs dans R¥, et si X, = X, alors il existe un espace probabilisé (Q, B, P), une suite

de vecteurs aléatoires Y, : Q@ — R¥ et un autre vecteur aléatoire Y : Q — RX, tels que Y,
converge vers Y P-p.s., et qu’en outre

Pyn = PX,I et Py = Py.
A I’instar de la dimension 1, on donne la définition suivante.

7.1.6 Définition. Une suite de probabilités (Uy),>1 sur (RF, B(R)) est tendue si, quel
que soit € > 0, il existe un rectangle A € B(RK) tel que

inf i, (A) > 1—e.
n
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Une adaptation, que nous admettrons, de la preuve correspondante pour la droite réelle,
donne les résultats suivants (le lecteur pourra se reporter a [6]).

7.1.7 Proposition. a) De toute suite tendue on peut extraire une sous-suite qui converge
faiblement.

b) Si une suite tendue est telle que toutes ses suites extraites qui convergent convergent
vers la méme limite, alors elle converge faiblement, vers la limite commune.

7.2 Fonctions caractéristiques

Soient r = (11,...,t;) € RFet X = (Xi,...,X;) un vecteur aléatoire. Alors on pose

k
<l‘,X> = Zl‘iX,'.
i=1
7.2.1 Définition. La fonction caractéristique de X (ou de sa loi ty) est définie par

ox(0) = E@Y) = [ & du(x) = 9,(0) st px = .

Pour I’essentiel, les propriétés de ¢y sont identiques a celles du cas de la droite (k =
1). Citons notamment I’uniforme continuité, et surtout la formule d’inversion (Théoréeme
1.15).

7.2.2 Théoréme. (Formule d’inversion dans R¥) Si A = Hf-‘zl]a,-,bi] est un rectangle
borné, et si L(dA) =0, alors

1 —itya, efitubu

k
. (S
‘LL(A) - 711_1;130 (275)]( /[T,T]kuljl itu ¢,U (t)dta

oudt =dt...dt.
Et donc la fonction caractéristique caractérise bien la loi.

Pour ¢ € R¥, notons /, : R¥ — R définie par &, (x) = (¢, x).

7.2.3 Corollaire. (Caractérisation de u sur les demi-plans) Une mesure de probabilité |1
sur (RF, B(RY)) est enticrement déterminée par ses valeurs u({x: (t,x) < a}), t € R¥,
a € R (I’ensemble {x : (t,x) < a} est ce que ’'on appelle un demi-plan dans RF).

PREUVE : Ona u({x: (t,x) < a}) = uy (] — oo, a]). Par changement de variables (trans-
fert),

Py, (5) = Pu(str, ..., sty),

et donc la donnée de p sur les demi-plans détermine ¢, qui a son tour détermine U. []

7.2.4 Théoréme. (Théoreme de continuité dans R¥) Soient 1, n > 1 et 1 des probabilités
sur (RK, B(RK)). Alors

Uy = W& Oy, — Oy simplement.
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PREUVE : Si W, = W, alors @y, (t) = Ey, (7)) — Ey, (/%)) = ¢, (¢), d’apres le (i) de la
caractérisation de la convergence faible, puisque x - ¢’ (%) est continue bornée.
Réciproquement, si la convergence simple a lieu, alors pour chaque ¢ € R, et chaque

s €R,
(p(ﬂn)h, (s) = (P(”)h, (s),

et donc par le théoreme de continuité sur la droite, (U, )n, = Up, -

iem
yiéme

Choisissons t = e, := (0,...,0, 1 ,0,...,0). Lasuite ((ttn)p,, )n>1 converge faiblement,
et donc est tendue. Pour € > 0 donné, il existe a, < b, tels que

. E
inf (o), (s bul) > 1= 2.

Alors en posant A = [1¥_,Jay, by], on a A° C Ur_ R“"!x]a,, b,]¢ x RE4, et donc

SUpy, ‘uﬂ(Ac) < Zﬁzl sup,, .un(Ruil X]Cluabu]c X Rkiu)
= Xh_sup, (), (au b)) <kx§=e,

et donc la suite (u,) est tendue.

Supposons qu’une sous-suite (i, );>1 converge faiblement vers v. Par la convergence
simple des fonctions caractéristiques, on a ¢, = lim,, ¢,,. Par ailleurs, le sens direct déja
trait€ donne lim,, ¢, = ¢y. Donc ¢, = ¢, et donc v = u. Par consé€quent, toute sous-suite
convergente convergle vers u. Donc u, = U. ]

On peut aussi mentionner le théoreme suivant, dont nous nous limiterons a ébaucher la
démonstration.

7.2.5 Théoréme. (Théoreme de Cramér-Wold) Une suite de vecteurs aléatoires dans R¥
Xn = (Xu1,--., Xnk) converge en loi vers le vecteur X = (Xy,...,Xy) si et seulement si
pour toutt = (t1,...,t;) € R¥,

k c k
Y tXou =Y 1uXa
u=1 u=1

PREUVE : Considérer les applications continues /4, pour la condition nécessaire. Pour la
condition suffisante, chaque convergence en loi sur la droite (¢ fixé) entraine la conver-
gence simple des fonctions caractéristiques (théoreme de continuité sur la droite), et donc
pour chaque s € R,

E (e ZimtuXna)) _ F(eis(Zimt X)),

Faire s = 1 pour en déduire la convergence simple des fonctions caractéristiques @y, dans
R¥ vers @x, et conclure avec la version R¥ du théoreme de continuité. ]

7.3 Quelques prolongements

On regroupe ici quelques premiers résultats concernant les suites de mesures de probabi-
lité sur un espace polonais (E, £) (i.e. un espace métrique complet séparable muni de sa
tribu borélienne &£). Ce type de situation se produira couramment dans I’approfondisse-
ment de 1’étude des processus stochastiques en temps continu (mouvement brownien en
premier lieu) pour laquelle on sera naturellement amené a travailler sur un espace cano-
nique de fonctions continues.

(E, €) désigne par la suite un espace polonais fixé.
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7.3.1 Définition. On dit qu’une mesure | sur E est tendue si pour tout € > 0, on peut
trouver un compact K C E tel que u(K¢) < €.

On a alors
7.3.2 Proposition. Toute mesure de probabilité sur (E, E) est tendue.

PREUVE : Notons (x,),>0 une suite de E dense dans E. Soitk > 0. Ona {J,~q B(xx, %) =E,
et de ce fait on peut choisir n; tel que

g
Posons K = (] | E(xn,%). Ona p(K) <Y u({ U o B(xn, %)}C> <e.
k>1n=0
Montrons que K est compact. C’est clairement un fermé comme intersection de fermés.
De plus, soit (a,) une suite dans K (notons que K # 0 puisque xy € K). Appliquons
alors un procédé d’extraction diagonal : il existe une sous-suite de (a,) dans une boule
B(xmn;,1)(0 < my < nyp); on en choisit un qu’on note agy). Puis, il existe une infinité de
termes (1.e. une sous-suite) de la sous-suite précédente dans une boule E(xmz, %) 0<m <
nz); on en choisit un noté ay(y) et il est loisible d’exiger ¢(2) > ¢(1). Et ainsi de suite.
La sous-suite de (a,) ainsi construite est clairement de Cauchy et donc convergente. [

Soit (U, )uen une suite de mesures de probabilité sur E. Les définitions suivantes pro-
longent naturellement les définitions 7.1.6 et 4.1.1d :

7.3.3 Définition. /) On dit que (U,) est une suite tendue si, pour tout € > 0, il existe un
compact K C E tel que ¥n > 0, u,(K) < €.
2) Si W est une mesure de probabilité sur E, on dira que (L,) converge étroitement vers

WL si pour toute fonction f continue bornée de E dans R, / fx)n(dx) — / F)u(dx).
E E

La difficulté d’étude de la convergence étroite provient de la structure en général complexe
des fonctions continues sur E. Le cas particulier suivant est instructif. Des considérations
générales sur la topologie de RN pourront étre trouvées dans [14]. Rappelons uniquement
que f: RN — R est continue en un point (x2),>0 € R si et seulement si pour tout € > 0,
il existe K > 0 et o > 0 tel que si (yu)n>0 est tel que | y; —x¥ |< a,0 < i <K, alors

| F((¥n)n>0) —f((xg)nzo) |< €.

Comme en dimension finie, la tension apparait comme une condition nécessaire de conver-
gence.

7.3.4 Proposition. Dans un espace polonais, si (ly),eN converge étroitement vers [,
(U )nen est une suite tendue.

PREUVE : Commengons par rappeler un petit résultat de topologie des espaces métriques.

7.3.5 Lemme. Pour tous € >0, N > 0 et K un compact de (E,d) espace métrique, on peut
trouver une fonction continue f a valeurs dans [0,1] et qui vaut 1 sur K et 0 si d(x,K) > 1.

PREUVE : Il suffit de choisir f(x) = (1— %K)+, O
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Fixons alors n > 0. On peut trouver K, tel que i(K,) > 1 — 47. Soit, grace au lemme 7.3.5,
f» une fonction continue qui vaut 1 sur K, et 0 si d(x,K,,) > % On a

E

/fnd.uk - / fndpt = .U(Kn) > 1 A
E E 2

De ce fait, a partir d’un rang R, [ fudiy > 1 — 27 et donc i (K;;) > 1 — 57 ot I'on pose

K; = {x,d(x,K,) < 1}. K} est recouvrable par un nombre fini de boules de rayon 2 :

BY,...,B} . Quitte a ajouter des boules, on peut supposer que Vk, ,uk(Ufi B > 1— 4.

On considere alors K = (),,> Ufil B} qui est compact (la démonstration est la méme que
dans la Proposition 7.3.2) et tel que . (K¢) < &, Vk. ]

7.3.6 Proposition. Soit (W,),>0 une suite de probabilités sur RN, Soit u une probabilité
sur RN, Si pour tout k > 1 et pour toute f : R¥ — R continue et bornée, on a

/f(xl,...,xk)d/,tn—>/ f(xl,...,xk)du (7.3.1)
RN RN

alors (U ) >0 converge étroitement vers L.

PREUVE : Nous notons 7 la projection de RY dans R**! qui 2 une suite X = (Xp)n>0 as-
socie le (k+ 1)-uplet (xp,x1,...,x;). Nous allons tout d’abord montrer le résultat suivant.

7.3.7 Lemme. Sous I’hypothése (7.3.1) de la proposition 7.3.6, la suite de mesures () n>0
est tendue.

PREUVE : Soit € > 0. Soit k > 0. Posons v,’j = M. Uy, et VK = m. . Par ’hypothése (7.3.1),
vk — v et donc (V¥),>1 est une suite de mesures sur R¥! tendue. 11 existe donc Kj
compact de R**! tel que

€
Va(Ki) 2 1= o7 vn.

Posons Ky = Kg x Rx R+ x Rx -+ C RN et K = (0 Kk
K est un compact. Il est en effet clairement fermé comme intersection de fermés. De plus,

s0it X = ((x%),>0)k>1 une suite d’éléments de K. (x§);>1 est une suite de K : elle admet

: k L k k ,
donc une sous-suite (x i ))kz | convergente. Considérons alors (xg i ),x(lpl( ))kz | @ Clest

. . N . . k k
une suite de K| qui admet a ce titre une sous-suite (x6p20<p1( )7x(1P20(P1( ))kz 1 convergente.
Par procédé diagonal, on extrait ainsi une sous-suite Xy, (1), Xp,0p,(2),--- convergente de

(X )i>1. Par ailleurs, pour tout n,

(K < ¥ R = Y11 - (Rl = L1 -viK < ¥ o =e. [0

k>1 k>1 k>1 k>1

Terminons alors la preuve de la proposition 7.3.6. Soit € > 0. D’apres le lemme 7.3.7, (u,)
est une suite tendue. Soit K un compact de R tel que u,(K) > 1 —¢€et u(K) > 1—¢.
Soit £ : RY — R continue et bornée. Sur K, f est uniformément continue : il existe & > 0
et N > 0 tels que pour tous X = (x,) et ¥ = (y,) dans K, si maxj<j<y | xi —y; |[< o, on a

| f(X)—f(¥)[<e.

Posons alors @(X) = f(xo,x1,...,xy,0,0,...) pour X € RN : ¢’est une fonction continue
sur RN, De plus, pour tout X € K, | f(X) —@(X) |< €.
Ona

| Jgy fdu — [pn fdu, |<
| T o0 (dx) ~ [ p()t(dx) | +1 [(@ — N (dx) ~ [ (9~ £)(x)paa(d) |
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Or,
| Jev (@ = f)dn [<[ [k (@ = fldpn | + | [xe(@ — f)dp |

< €+2| flleottn(KC)

< e+2||f|-e
et de méme

[ (o= du|< e+2])f]e.
RN
Finalement,
Jdim [ fap, = [ rau. =

Enfin le résultat principal (Théoréme de Prokhorov) qui prolonge les Propositions 6.3.5
et 7.1.7 et que nous admettrons dans le cas général (voir [6]).

7.3.8 Théoreme. (Prokhorov) Soit (U, ),cn une suite de mesures tendues sur E. Alors, il
existe une sous-suite qui converge étroitement.

Néanmoins, on peut obtenir le cas particulier E = RY comme corollaire du cas E = R”.
PREUVE du Théoréme 7.3.8 dans le cas E = R :

Soit donc (U, ), une suite de mesures tendues sur RY. Alors (7. 41,) est une suite tendue
de mesures de probabilité sur R¥*! (ot comme d’habitude 7., (A) = Wy (7, ' (A)),A €
B(R*)). En effet, soit K un compact tel que u,(K) > 1 — &,Vn. Notons K’ = m;(K) : c’est
un compact de R**!. Comme n,:l(K/) DK, on aun(n,:I(K’)) >1—¢,Vnie. m.u,(K') >
1—¢€,Vn.

De (7y.n)n>0 ON peut extraire une sous-suite (7. L, ),>0 convergente vers fly, mesure
de probabilité sur R.

De la suite (7.1, ),>1 On peut extraire une sous-suite (”l-ﬂk,,,) qui converge vers fl,
probabilité sur R? etc...On construit ainsi une suite (We,)n>0 telle que Vk, mpy, — fiy,
mesure de probabilité sur R¥1,

Par ailleurs, pour tout k£ > 1 fixé, notant 7 : RFFL 5 RF 1a projection excluant la der-
niere coordonnée, on a naturellement 7 (1, ) = MMy, d’ou, passant a la limite par
le théoreme de transfert 7.1.4, w1 = [ ce qui est la condition de compatibilité du
Théoréme (de Kolmogorov) 3.3.7. De ce fait, il existe une probabilité fi sur RN telle que
Vk > 1,m [t = [i. Par construction, pour tout k > 1, pour toute fonction continue bornée
f iR SR,

Lo P (@) = [, ()
R R

La Proposition 7.3.6 permet alors de conclure que (i, converge vers fl. ]



Chapitre 8
Espérance conditionnelle

La notion d’espérance conditionnelle prolonge le formalisme précédemment introduit
dans la section 2.4 en cherchant a intégrer la connaissance de la valeur d’une variable
aléatoire, et plus seulement celle du fait qu’un événement particulier s’est réalisé.

8.1 Construction de I’espérance conditionnelle

Commencons par une situation simple mais exemplaire de ce qu’on cherche a faire. Soit
X une variable aléatoire réelle intégrable et T une variable aléatoire a valeurs dans un
ensemble dénombrable E = {ry,11,...,t,,...}. D’apres la section 2.4 , pour k € N, sur
I’événement (T =1;) est définie une probabilité O, = P(./T =t;) qui représente la mesure
de probabilité P tenant compte du fait que (T = t;) s’est réalisé. De ce fait, la valeur
moyenne de X sachant que 7 = f; sera naturellement prise égale a la quantité E(X /T =

fy) = / X (@)dQr (), et on définira par suite I’espérance conditionnelle de X sachant
(T=1)

T comme étant la variable aléatoire égale a

EX/T)= ) EX/T =)l
20

Noter qu’avec cette définition E(X/T) apparait comme une fonction de 7', ou encore
comme une variable o (7 )-mesurable.

Pour chercher a prolonger ce résultat au cas de variables 7" a valeurs non dénombrables,
on peut remarquer sur I’exemple précédent que pour n’importe quelle fonction bornée
fiE =R E(f(T)X) = Y=o f(t)E([(7—;,)X). Or, comme pour n’importe quel A € F,
E(Li7—yLs) = P(T = 1) NA) = P(T = 1,)0(A) = E(I(7—,)0k(A)), on en déduit par

les arguments habituels que E(I7—,)X) = E(I(7—, / XdQy), et donc que
Q

E(f(T)X) = E(Y. f(1)Lr—y) [ XdQ)) = E(f(T)E(X/T))

k>0
Ceci conduit naturellement a poser la définition suivante.

8.1.1 Théoreme et Définition. Soient X une variable aléatoire réelle admettant un mo-
ment d’ordre 1 et T une variable aléatoire. On appelle espérance conditionnelle de X
sachant T ['unique variable aléatoire Y mesurable par rapport a o(T) telle que pour
toute variable bornée Z mesurable par rapport a 6(T), on ait

E(X.Z)=E(Y.Z). (8.1.1)

Cette variable est notée E(X /T) ou E°T)(X).
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PREUVE :
1. Unicité.
Supposons que Y et Y’ satisfassent la Définition 8.1.1. La variable aléatoire
Y -Y’
7 = WHY#Y{ est 0(T)—mesurable et bornée. De ce fait, en appliquant

B.1.1, 0=E((Y —Y")Z) =E(| Y =Y | Iy syr) o0 ¥ = Y'-ps.

2. Existence.
Commencons par supposer que X € L?(Q,F,P). Posons H = L*(Q,o(T),P), il
s’agit d’un sous-espace vectoriel fermé de 1’espace de Hilbert L2 (Q,F,P), et de
ce fait, on peut définir Y la projection orthogonale de X sur J{. C’est une variable
o (T)-mesurable et elle satisfait, pour toute variable Z, o (7' )-mesurable et bornée
(et donc dans H), E(XZ) = E(YZ) soit (8.1.1). D’ou I’existence cherchée dans ce
cas. Noter que par propriété de la projection orthogonale, I’espérance condition-
nelle sur L? est ainsi linéaire.
En prenant Z = 1 dans (8.1.1), on montre que E(E(X/T)) = E(X). De plus, si
X >0,E(X/T) >0 (prendre Z = Ig(x/)<0 dans (8.1.1)). De ce fait, pour X € L2,
onaE(|X|/T)>|E(X/T) | et donc, prenant I’espérance, |[E(X/T)|1 < || X|1-
Achevons la preuve du Théoreme 8.1.1. Supposons que X soit dans L'. On peut
trouver une suite X, de variables de L? telle que ||X,, — X||; — 0. On a par consé-
quent |E(X,/T) —E(X,/T)||1 < ||Xx —X,||1 et donc E(X,,/T) est une suite de
Cauchy dans L' (Q,o(T),P) qui converge vers une variable ¢ (7 )-mesurable no-
tée E(X/T). Pour tout Z, (T )-mesurable et borné, on aE(X,,.Z) =E(E(X,/T).Z)
et donc par passage 2 la limite L', E(X.Z) = E(E(X/T).Z). O

8.2 Propriétés de I’espérance conditionnelle

Regardons d’abord les principales propriétés de 1’espérance conditionnelle.

8.2.1 Proposition. Soit T une variable aléatoire et soit X une v.a.r. intégrable. On a :
() E(./T) est un opérateur linéaire positif continu sur L'

(ii) Si X est o(T)-mesurable, E(X/T) =X, p.s.

(iii) Si @ est convexe sur R, o(E(X/T)) <E(¢(X)/T) p.s.

() [ECX/T)] < X

(V) Si X, — X p.s., etVn >0, X, |<Y € L', E(X,/T) — E(X/T) dans L.

PREUVE :

Les propriétés (i),(ii) et (iv) se prouvent aisément a partir de la preuve du théoreme pré-
cédent .

On pourrait prouver (iii) en refaisant une démonstration du style de celle de 1’inégalité
de Jensen. On peut aussi utiliser ce qui sera démontré au chapitre suivant : 1’espérance
conditionnelle E(¢(X)/T) est obtenue comme intégrale de ¢ par rapport a la loi condi-
tionnelle. La propriété (ii1) est alors une conséquence de 1’inégalité de Jensen (c’est-a-dire
le Théoreme 1.6).

Enfin, supposons satisfaites les hypotheses de (v). Notons que par convergence dominée,
X, — X dans L'. Or, par (iv),

[E(X,/T) —EX/T)[lh <E(| Xo =X |) = [|X, — X[}

Onadonc E(X,/T) — E(X/T).
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Enfin, ||f(T)E(X,/T) — f(T)Z||1 < ||f||«|E(X,/T)—Z||1 — 0. On déduit de ce qui pré-
cede que E(f(T)Z) =E(f(T)X) etdonc Z=E(X/T). O

Il sera souvent utile de considérer I’information apportée dans le conditionnement sous la
forme d’une sous-tribu B de F, le cas précédent correspondant 2 B = ¢ (7T'). La Définition
8.1.1 s’étend alors naturellement :

8.2.2 Définition. Soient X une variable aléatoire réelle intégrable, et ‘B une sous-tribu
de F. On appelle espérance conditionnelle de X sachant B [’'unique variable aléatoire
Y, B-mesurable, telle que pour tout Z, B-mesurable bornée, E(X.Z) = E(Y.Z).

Une propriété utile qui se déduit de la définition précédente est I’emboitement des condi-
tionnements successifs.

8.2.3 Proposition. Soient X une variable aléatoire réelle intégrable et B’ C B deux sous-
tribus de F. Alors E(X/B') = E[E(X/B)/B].

PREUVE : On remarque que E(E(X/B)/B’) est une variable aléatoire B’-mesurable et
que, pour toute variable aléatoire Y, B’-mesurable bornée, on a

E(YE[E(X/B)/B']) =E(Y.E(X/B)) =E(Y.X),
la derniere égalité résultant du fait que Y est aussi B-mesurable. ]

Notons enfin, pour clore ce paragraphe sur 1’espérance conditionnelle, que si X et T sont
indépendantes, la relation (8.1.1) est évidemment vérifiée en prenant Y égale a la constante
E(X), et donc, vu I"unicité de I’espérance conditionnelle, on peut énoncer le corollaire
suivant :

8.2.4 Corollaire. Soient X une v.a.r. intégrable, et T une variable aléatoire telles que X
et T soient indépendantes. Alors, E(X /T) =E(X) p.s.

{> Exercice 8.1

Soit (B;)icr la famille de toutes les sous-tribus de F et X une v.a. intégrable. Montrer
que la famille (E®/(X));c; est équi-intégrable.

Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable.
On pose Var(X/G) = E[(X —E(X/S))?/S]. Montrer que

Var(X) = E[Var(X/G)]| + Var(E(X/9)).

a) 1) Soit (X,Y,Z) tel que (X,Z) a méme loi que (Y,Z). Montrer que pour toute
f>0etmesurable, E(f(X)/Z) =E(f(Y)/Z).

2) On pose h;(X) =E(g(Z2)/X) et hy(Y) =E(g(Z)/Y) pour g mesurable positive
donnée. Montrer que h; = hy, lL-pp, ou u désigne la loi de X.

b) Soient T1,...,T, des variables aléatoires réelles intégrables indépendantes et
de méme loi.

Onpose T =T;+---+T,.

b1) Montrer que E(T/T) =T /n.

b2) Montrer que E(T/T1) =T + (n— 1)E(T7).
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Soit (X,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes a valeurs dans
R?. On pose So = 0,8, = X| + -+ X,,, T, = 6(Sk, k < n). Montrer que pour toute
f:R? — R borélienne bornée,

E(f(Sn)/gjn—l) = E(f(Sn)/Sn—l)

et calculer cette quantité.

{> Exercice 8.5

Soient Iy, F,, F; trois sous-tribus de F. On dit que F et F, sont conditionnellement
indépendantes sachant 33 si V(A,B) € F} x 3,

E(Iul5/F3) = E(Ly/F3)E(I5/T3).

Montrer que cette condition équivaut a : pour toute variable Y, F,-mesurable bor-
née, on a E(Y/.rfg,) = E(Y/g‘“]_?,), ou 9513 = 6(371,?3).




Chapitre 9
Lois conditionnelles

De méme que la loi d’une variable aléatoire X contient I’information probabiliste requise
pour I’utilisation de cette variable, on a naturellement besoin d’une notion correspondante
pour I’information qu’apporte cette variable lorsqu’on connait en plus une autre variable
aléatoire T'. C’est le r6le que va jouer la loi conditionnelle.

9.1 Lois conditionnelles

Soient X une variable aléatoire a valeurs dans (E, &) et T une variable aléatoire. Le pro-
bleéme qu’on se pose est le suivant : construire une mesure vy sur (E, E) telle que pour
toute fonction f : E — R mesurable bornée, on ait E(f(X)/T) = [ f(x)vr(dx). Natu-
rellement, une telle relation va imposer a vy d’étre une mesure aléatoire, et méme plus
précisément que 1’aléa se lise a travers T (puisque par définition, E(f(X)/T) est une
variable ¢ (T')-mesurable).

L’idée qui vient naturellement est de définir la mesure vy par vr(A) = E(I4(X)/T). Le
probléme est que la relation précédente, une égalité entre variables aléatoires, n’a de sens
que p.s. et donc, sauf dans le cas particulier o X prend un nombre dénombrable de
valeurs, il n’est pas du tout évident que vz (®) ainsi définie soit une probabilité sur (E, ).
De ce fait, on a en fait besoin de trouver ce qu’on nomme une probabilité conditionnelle
réguliere qui permette de définir une véritable mesure aléatoire.

La définition formelle suivante fixe le cadre.

9.1.1 Définition. Soir (E,&) un espace mesurable et T une variable aléatoire a valeurs
dans (F,F). On appelle T-probabilité de transition sur E une application v définie sur
Q x & et a valeurs dans — [0,+o0] telle que :

(i) Pour tout A € €, — v(w,A) est une variable aléatoire o(T )-mesurable

(ii) P-p.s., v(o,dx) est une mesure de probabilité sur (E, &)

Pour une variable aléatoire X a valeurs dans un espace mesurable quelconque, on ne peut
pas trouver en général de loi conditionnelle réguliere. Le résultat suivant est de ce fait tres
important.

9.1.2 Théoreme et Définition. Soient X une variable aléatoire a valeurs dans (E,E)
un espace métrique complet séparable muni de sa tribu borélienne, et T une variable
aléatoire. 1l existe une T-probabilité de transition vy sur E telle que pour toute f : E — R
mesurable bornée,

E(/(X)/T)(0) = [ f(x)vr(@.dx) ps.

On l’appelle loi conditionnelle réguliere de X sachant 7.
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PREUVE : Nous nous contenterons de faire la démonstration pour £ = R. Le cas général
s’obtient en étendant le résultat & R puis en utilisant le fait qu’un espace polonais est un
espace mesurable isomorphe a une partie borélienne de [0,1]. Le lecteur que tout cela
excite pourra trouver des détails dans [13].

Soit donc E = R et X une variable aléatoire réelle. Pour r € Q, définissons

F(Y‘, CO) = E(]IX<r/T)<w)p'S'

(i) Soient r < ' des rationnels. On a p.s. F(r,0) < F(r',®). Soit N, » I’ensemble négli-

geable sur lequel I’inégalité n’est pas vérifiée. Posons N = U N,y.OnaP(N) =0,
(r,r)eQ?

etpour € N Vr <r F(r,0) <F(r,0).

(ii Pour r € Q fixé, F(r — %, ®) 1 F(r,®) p.s. puisque ]IX<r—% T Ix<r p.s.

Soit N I’ensemble négligeable sur lequel on n’a pas convergence. Posons N = U N
reQ

Ona P(N') =0etVo € N, F(r—1,0) 1 F(r,0),r € Q donc F(.,®) est continue a

gauche sur Q.

(iii) On a F(r,w) — 1 p.s. quand r — oo puisque Iy, — 1 p.s. quand r — +-oo. Soit

N I’ensemble négligeable ot la convergence n’est pas vraie. Pour @ € N¢, F(r,®) — 1

quand r — oo,

(iv) De méme on a un N’ négligeable tel que si ® € N, F(r, ) — 0 quand r — —oo.
Soit alors N = NUN'UNUAN’. On a P(N) = 0 et pour @ € N, posons pour x € R,

F(x,0) = supF(r,®). Pour ® € N¢, F(.,®) est croissante, continue 2 gauche et on a
r<x
lim F(x,w)=1et lim F(x,®)=0.
X——+oo X—r—0o0
Pour @ € N¢, F(.,®) est donc la fonction de répartition continue 2 gauche d’une mesure
de probabilité sur R, que nous notons vy (dx, ), soit la condition (ii) de la Définition
9.1.1.

Montrons que la condition (i) est également satisfaite. Soit
L={A€&/vr(A,m)est 6(T)— mesurable et p.s. vr(A) = E(I4(X)/T)}.

L est clairement un A-systéme (voir 1’exercice 2.1) qui contient par construction tous les
intervalles | — oo, 7], 7 € Q qui forment clairement un 7-systeme. Par le 7A théoreme, £
contient la tribu borélienne B(R).

Légalité p.s. E(f(X)/T) = / f(x)vr(dx) pour f mesurable bornée est alors obtenue par
E

un raisonnement classique. ]

La démonstration précédente dans le cas E = R permet d’obtenir une preuve du Théoréeme

de Kolmogorov 3.3.7 dans le cas E = RN,

9.1.3 Corollaire. (Théoréme 3.3.7) Soit (W,)n>0 une famille de probabilités sur les es-
paces produit (R B(R"™ 1)) qui satisfait la condition de compatibilité

,un(dxo,...,dxn):/R,unﬂ(dxo,...,dx,,,dan).

Alors il existe une unique probabilité P sur I’espace canonique RN telle que sous P le
processus canonique X admette les lois |, comme répartitions finies.
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PREUVE : Il suffit de démontrer qu’on peut trouver un espace de probabilité (Q,F,P) et
une suite de variables aléatoires réelles (X;),>0 telle que pour chaque n > 0, la loi de
(Xo,...,X,) est donnée par L,. La probabilité cherchée est alors la loi du processus.
D’apres I’Exercice 3.7, sur I’espace ([0, 1],B([0,1]),P) ot P est la mesure de Lebesgue,
il existe une suite de variables aléatoires indépendantes (U,),>o de loi uniforme sur
[0, 1]. Supposons que (X, ...,X,—1) soit construit tel que (Xy,...,X;) soit o(Uy,...,Us)-
mesurable et suive la loi L pour tout k < n— 1, et construisons X,,. L’idée va étre de se dé-
brouiller pour que cette variable admette la bonne loi conditionnelle sachant (Xp, ..., X,—1).
Considérons I’espace E = R"*! muni de la probabilité Q = u,, et (Yo,...,¥,) le n+ 1-
uplet des projections canoniques. Le vecteur aléatoire (Yy,...,Y,) admet donc la loi p,,.
Notons que par la condition de compatibilité, (¥p,...,Y,_1) admet la loi w,_;.

D’apres le Théoreme 9.1.2, il existe une loi conditionnelle réguliere de ¥, sachant (Y, ...,Y,_1),
dont on note F;(t;Yy,...,Y,_1) la fonction de répartition.

Pour (yo,-..,Vy,—1) donné, soit

Gu(y:Y0, -+, yu_1) = inf{t € R, E,(t:y0,...,Yn-1) >y}

I’inverse généralisée de F,. On sait (cf. la démonstration du Théoreme 6.3.11), qu’alors
Gu(Un3 Y0, - -+, yn—1) suit laloi F,(dz;y0,- -+, Yn—1)-
On sait que ¢ — F,(t;yo,...,yn—1) est croissante et continue a droite. On a donc

Gl’l(y;y()? X 7)’n—1) <t — Fn(t;y07 e 7yn—l) >V
De ce fait, puisque la mesurabilité de (yo,...,yu—1) — Fu(t;Y0,---,yn—1) résulte du choix
d’une version réguliere, (y,Y0,---,Yn—1) = Gn(¥;Y0,--.,Yn—1) €st mesurable et on peut
donc considérer la variable aléatoire X,, = G,(Uy; Xo, - - ., Xn—1)- Il est clair par construc-
tion que X, est o(Uy, .. .,U,)-mesurable.
Examinons maintenant la loi du vecteur (Xp, ..., X,). Soit ¢ : R"*! — R mesurable bor-
née.
Comme U, et (Xp,...,X,—1) sont indépendants, on a

E<(p(X05 <o 7Xn)) = E((P(X(), cee 7Xn—17Gn(Un;X07 cee 7Xn—l)>

([ 0o, Ko 1R (20, X))

= EQ(/R (p(Y()? cee aYn—17Z>Fn(dZ;YO’ ce 7Yn—1))
= EQ(EQ((P(Y(), <o 7Yn—1;Yn)/Y07 cee ,Yn—l))

= Eg(@(F0.--. %)) = [ 000+ )taldso... )

donc (Xy, ..., X,) suit la loi y, ]

9.2 Cas particuliers

L’exemple le plus important ot la définition 9.1.2 s’applique est celui ou le vecteur (X, T)
est a valeurs dans R"*¢ et y admet une densité A (x1,...,X.:1,...,1;). La loi condition-
nelle se calcule alors tres aisément :
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9.2.1 Proposition. Soit (X,T) un vecteur aléatoire a valeurs dans R"*? dont la loi admet

une densité A(xy,...,Xu3t1,...,t7). Alors la loi conditionnelle de X sachant T est p.s. la
Alxr, ..., xp;T)

/lul, Jup; T)duy .. dun

loi sur R" admettant la densité ar(xy,..

PREUVE : Naturellement, la loi aléatoire a densité précédente est bien une 7 -probabilité
de transition sur R".

Considérons p(t) = Jgn A(u1,. .. ,unt)du; ...du, la densité de la loi de T.

Pour f (resp. g) boréliennes bornées sur R” (resp. R?) , on peut écrire grice au théoreme
de Fubini qui s’applique puisque f et g sont bornées,

E(f(X)s(T) = [ F(0s0A(xr)dxds

R x R4

= [Lel [ s> asipr = [ sl [ staadpar

ol p(t) = Jga AUy, ... uy;t)duy ...du, est la densité de la loi de T. De ce fait, on a

E(f(X)g(T)) = E(g(T)[ g f(x)ar (x)dx]) et p.s. E(f(X)/T) = [ga f(x)otr (x)dx. [

Soient 71,75, ... des variables aléatoires de loi exponentielle de paramétre A indé-
pendantes. Onpose T =T, +---+ Tj,.

a) Déterminer la loi conditionnelle de 7} sachant T et calculer E(7,/T) (voir 'Exer-
cice 8.8.3).

b) Calculer E(T2/T) et E(T1T»/T).

> Exercice 9.2

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1].
Déterminer la loi conditionnelle de (X —Y )™ sachant Y.

Soit X a valeurs dans R” tel que X = ¢(Y)+Z ou Y et Z sont indépendantes.
Montrer que la loi conditionnelle de X sachant ¥ est g y) (dz) ou u, est la mesure
sur R™ définie par

Fmalds) = [ fla+2)na(dz),
R R




Chapitre 10
Vecteurs gaussiens

Dans ce chapitre, nous allons étudier plus en détail le cas particulier des vecteurs gaus-
siens. Son importance provient du fait que I’indépendance des composantes d’un vecteur
gaussien s’exprime de fagon tres simple.

10.1 Distributions normales dans R*

Rappelons qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi normale centrée réduite si sa
densité est donnée par

On a alors

10.1.1 Définition. On appelle variable gaussienne toute variable aléatoire Y telle qu’il
existe une variable X normale centrée réduite et deux réels m et ¢ > 0, tels que

Y =0X+m.
On notera la loi d’une telle variable N(m, 62).
On peut noter en particulier qu'une variable constante ¢ est gaussienne, de loi N(c,0).
10.1.2 Proposition. La fonction caractéristique de Y de loi N(m,c?) est donnée par

1022
@y (t) = exp (_ET—Htm)'

2
PREUVE : On sait que la fonction caractéristique de X de loi N(0,1) est @x(f) = e 2.
Soit Y de loi N(m,c?). Par définition, il existe une variable X normale centrée réduite
telle que Y = 6X 4+ m. On a alors

o022

oy (1) = E(e") = E(e19Xem) = ™oy (10) = exp(——5— +itm). u
On pose alors la définition suivante en dimension k.
Xi
10.1.3 Définition. On dit qu’un vecteur aléatoire X = | ... | est gaussien si, quelle que
Xk

soit la matrice A € Mg (1,k), la variable aléatoire réelle Y = AX est gaussienne.
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La définition précédente permet alors d’obtenir immédiatement la stabilité du caractere
gaussien par transformation linéaire.

X1
10.1.4 Propriété. Si X = | ... | est gaussien, et A € Mg(n,k), alors AX est un vecteur
%0
gaussien de R".
X1
Soit X = | ... | un vecteur gaussien. On définit comme d’habitude le vecteur espérance
X
E(X))
E(X;) . . . .
E(X) = et la matrice de dispersion (ou de covariance) par
E(X)

Dx = (Cov(Xi, Xj))1<i<k,1<j<k-

Il est pratique d’écrire que Dy = E(XX') (ot X’ désigne le transposé de X, qui est donc
un vecteur ligne). Il est ainsi clair que Dy est une matrice symétrique positive.
On a alors immédiatement

10.1.5 Propriété. Soit X un vecteur gaussien de R¥. Soient A € Mg (n,k) et Y = AX.
Alors
E(Y) = AE(X),Dy = ADxA’.

Nous allons voir que de la méme fagon qu’en dimension 1, la loi d’une variable gaussienne
est parfaitement déterminée par la donnée de I’espérance et de la variance, en dimension
k elle est caractérisée par celle du vecteur espérance et de la matrice de dispersion.

Supposons d’abord que E(X) = 0. La fonction caractéristique de X est donnée par @x (t) =

I I
: t . t .
E(e’<t’X>) ont=| 2| Fixonst=| ? |. (t,X) = 11X + - - - + 1,X, est une variable
Iy Iy

réelle gaussienne de loi N(0, 62) olt
o’ = Var(t1X1 +-- —l—l‘an) =E ((l‘]X] + - —I—l‘an)2> .

On vérifie immédiatement 6> = t'Dyt. Par conséquent, @x(t) = exp(—wTXt). Si E(X)
est quelconque, on se ramene au cas précedent en posant ¥ = X — E(X) et on obtient
oy(t) = exp(—&zyt +i(t,E(X))). En résumé,

10.1.6 Proposition. La loi d’un vecteur gaussien X de R¥ est entierement déterminée
par son espérance E(X) et sa matrice de dispersion Dx. Sa fonction caractéristique est
donnée par

ox (1) = exp(—%t’DXH— H(tE(X))).

La loi d’un vecteur gaussien de R¥ d’espérance E(X) et de dispersion Dy est notée
N (E(X),Dx).

On déduit de la forme précédente de la fonction caractéristique la propriété fondamentale
suivante concernant 1’indépendance.
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X

10.1.7 Proposition. Soit X = | ... | un vecteur gaussien de R¥. Les variables aléatoires
X

rélles X1,X3,...,X; sont indépendantes si et seulement si Dy est une matrice diagonale.

PREUVE : Si X1,Xp,...,X; sont indépendantes, Cov(X;,X;) =0 si i # j et donc Dy est
diagonale.
Réciproquement, supposons que Dy soit diagonale de coefficients 612, ceey sz. Alors,

E(ei(t1X1+"'+”‘X")) = ¢x(t)
= exp(—Yi_ 2o +iY!_ nE(X}))

2.2
=TT, exp(— 55 +inE(Xp)) = ITE-, ox, (1)-

Ceci prouve I’indépendance cherchée. ]
La proposition précédente montre que dans le cadre des vecteurs gaussiens centrés, 1’in-
dépendance stochastique des composantes est équivalente 2 I’orthogonalité dans L?.

Une autre propriété fondamentale des vecteurs gaussiens est leur stabilité par conver-
gence en loi (et donc a fortiori pour les autres types de convergence). Nous aurons besoin
d’abord d’un petit résultat d’algebre linéaire.

10.1.8 Lemme. Soit (Ay),cn une suite de matrices symétriques de My (R) telle que pour
tout t € R, la suite (Y Apt),cn converge dans R. Alors (A,)nen converge dans M, (R).

PREUVE : si (s,t) € RF x R¥, comme A, est symétrique, on a

SAt=—[(s+t)A(s+1t)— (s—t)Ay(s—t)].

FN-

De ce fait, (s’A,t),cn est une suite convergente dans R. Soient 1 <i<k,1 < j <k. Notant
ay j le terme de la i-ieme ligne et j-ieme colonne de A,,, on a

aj; = tiAnt;
0
N 0 N . )
out, = | | avec le 1 ala r-ieme place. De ce fait, (a j)neN converge. ]
0

10.1.9 Théoréme. Soit (X,,),>0 une suite de vecteurs aléatoires gaussiens de R*. On note
M, = E(X,) et D, la matrice de dispersion de X, et on suppose que X, A x lorsque

n — oo, Alors X est un vecteur gaussien.
PREUVE : Puisque pour tout t € R,

_ e—%t’Dnt—i—it’M,,

ox, (1)

il est clair qu’il suffit de prouver que (D,),en et (My),en sont des suites convergentes
dans M (R) et R¥ respectivement.
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Par hypothése, Vt € R¥, @x (t) — @(t). Alors

1y
| ox,(t) |[=e 2P =] o(r) | .

Notons que | @(t) |# 0. En effet, puisque ¢(0) = 1 et ¢ est continue, on peut trouver
a > 0 tel que si [|s|| < a alors | @(s) |# 0. Soit alors t € R¥,# #£ 0. On a
/ a'p at |’ [
A0 (PR () [ £ 0
De ce fait, (t'Dyt),cn est une suite convergente vers —21In | ¢(t) |. En appliquant le lemme
10.1.8, on obtient la convergence de (D,),cn vers D € My (R).
On déduit alors que pour tout t € R¥,

M = 1Pl (1) = y(r).
My
Posons M,, = | ... |.Il faut maintenant montrer que V1 < j <k, (M;l) n>0 converge dans
My
0
R.Pour 1 < j <k, considéronst;= | 1 | (Ielestala j-ieme place).
0

On a, pour A € R,
MM} — A My _y v(At;).

Le théoreme de convergence dominée permet alors d’obtenir pour tout r > 0,

/re'Wf"'dz N /rl,/(mj)dz. (10.1.1)
0 0

Distinguons alors deux cas.
1. Premier cas : 0 n’est pas valeur d’adhérence de la suite M;’.

Alors, au moins pour n assez grand,

o n
le

ro
Comme y(0) = 1 et y est continue en 0, il existe ry > 0 tel que / y(At;)dA #0.
0

Comme e/ = e™tMi 5 y(rot j)> on déduit de (10.1.1) la convergence de M/
y(rotj) —1
vers

W AG)A
2. Second cas : 0 est valeur d’adhérence de la suite M;?. Soit une sous-suite M}”‘ — 0.

On a alors e*M;" 1,VA et donc y(At;) = 1,VA. De ce fait, eMMj — L,VA.
Supposons que (M7),>0 ait une autre valeur propre que 0 : M;k —m € R\ {0}.
Alors,

. k
ro. i =1
/ el)LM;'kdl = e—n — O
0 le"

-
donc / v (At;)dA = 0,Vr, ce qui contredit y(0) = 1 et y continue en 0. Donc 0
0

est seule valeur propre de (M/),>o dans R et donc M — 0. O
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<> Exercice 10.1

Soit (B;),;cr+ un processus stochastique indexé par R vérifiant les conditions
suivantes :

() V1 <tp <--- <ty, (By,...,By,) €st un vecteur gaussien centré;

(ii) Y(s,t),E(BsB;) = s \t;

(iii) p-s., t — B;(w) est une fonction continue.

Ce processus est I'exemple le plus important de processus a temps continu. On
I'appelle le mouvement brownien.
a) Montrer que (B;) est a accroissements indépendants et stationnaires

le.Vty <tp <---<ty, By,B;, — By, ...,B;, — B;,_, sont des variables indépendantes
et Vs <t,B;, — B; a méme loi que B;_;.

n—1
b) Soit # > 0. On pose G} = Z (Brit, —Bkt)z. Montrer de deux fagons différentes

k=0
qu’il existe une suite n,, telle que G,” —1p.s.

c) Soit# > 0. Montrer que p.s., s — Bs(®) n’est pas a variations finies sur 'intervalle
[0,1].

<> Exercice 10.2

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi centrée, de
variance 1.

a) On suppose X et Y gaussiennes. Trouver une condition nécessaire et suffisante
sur les réels a, b, ¢, d pour que aX + bY et cX 4+ dY soient indépendantes.
Montrer en particulier que X +Y et X —Y sont indépendantes.

b) On suppose que X +Y et X —Y sont indépendantes.

b1) Montrer que @, fonction caractéristique de X est telle que

0(2t) = 9(t)>d(—1).

b2) Montrer que ¢ ne s’annule pas.
b3) Montrer que ¢ (1) = ¢(—t) pour tout ¢ (considérer p(t) = ¢(¢)/d(—1)).
b4) Déduire que X et Y sont gaussiennes.

<> Exercice 10.3

Soit (U,)n>0 une suite de v.a.r. indépendantes de loi commune la loi N(m,6?), 6 >
0.

Soit a > 0 donné. On considére Xy = 0 et on suppose que X, = aX, + U, pour
chaque n > 0.

a) (Xi,...,X,) est-il un vecteur gaussien ?

b) Calculer E(X,) et Var(X,).

c) c1) On suppose que a < 1. Montrer que (X,),>1 converge en loi.

c2) On suppose que a > 1. Montrer que afffl converge dans L? vers une v.a.r. X
dont on déterminera la loi.

c3) On suppose a = 1. Que peut-on dire de X, ?
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{> Exercice 10.4

Soit (X1,X2,X3) ~N3(0,13) un vecteur Gaussien centré de R* de matrice de disper-
sion la matrice identité d’ordre 3. SoientU = X| —Xo + X3, T1 = X; + X3, Tr = X5 + X3,
T3 =X, — Xs.

a) Quelle est la loide U ?

b) Montrer que U est indépendante de (71,75, 73).

<> Exercice 10.5
Soit (X;);>1, une suite de variables indépendantes de loi normale centrée réduite.
OnposeX =1y" Xets?=-Ly" (X;—X)%.

a) Quelle est la loi de X ?

b) Montrer que X et S? sont indépendantes.

10.2 Le Théoréme Limite Central dans R¥

10.2.1 Théoréme. (TLC dans R¥) Soit (X,)u>1 = ((Xu1,.- ., Xuk))u>1 une suite de vec-
teurs aléatoires indépendants et de méme loi dans R¥, tels que max, E(X?,) < +oo.
Notons c= (cy,...,cx) = (E(Xn1),- .., E(Xu)) le vecteur d’espérances de la loi commune,
et soit £ = (0y) la dispersion associée : G,y = E ((Xpu) — cu) (E(Xu) — ¢v))-

Alors X+ +X
1 n — nc iN(C,Z),
N

out N(c,X) désigne la loi de la variable Gaussienne d’espérance c et de matrice de dis-
persion X.

PREUVE : Soit Y un vecteur Gaussien centré de covariance X. Soit t = (1, ..., et notons

Zn = Zlgugktu(xnu — Cu), etZ = ZlgugktuYM'
Par le Théoreme de Cramér-Wold (Théoreme 7.2.5), il suffit de montrer la convergence
en loi des variables réelles Zl+—ﬂ Ly , ce qui découle directement des hypotheses et

du TLC sur la droite. ]

10.3 Vecteurs gaussiens et conditionnement

La caractérisation de I’'indépendance des composantes d’un vecteur gaussien va étre tres
utile pour calculer simplement des lois conditionnelles.
Commencgons par un lemme qui fait apparaitre une telle relation d’indépendance.

10.3.1 Lemme. Soient X et Y a valeurs dans R¥ et R respectivement. On suppose que
M Rx R

(X,Y) est un vecteur gaussien de moyenne X) et de covariance X0 on
My Ryx Ry

suppose Ry inversible. Il existe A telle que X — AY et Y soient indépendantes.

PREUVE : Commengons par remarquer que

(57)=6 2 6)
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Y

I, —A Rx Ryy I 0\ (I —A Rx — RxyA™ Ryy
0 I, Ryx Ry —A* I, ~\0 I, Ryx —RyA* Ry
. Rx — RxyA* —ARyx +ARyA* Rxy —ARy
- Ryx — RyA* Ry '

et donc que le vecteur ( ) est gaussien. Sa matrice de dispersion est donnée par

Il y a indépendance d’apres la proposition 10.1.7 si Ryy — ARy = 0 (ce qui implique
Ryx — RyA* = 0 puisque les matrices de dispersion sont symétriques), et on prend A =
RxyRy ! pour avoir le résultat qu’on cherchait . ]

On a alors la proposition :

10.3.2 Proposition. Sous les conditions du lemme 10.3.1, la loi conditionnelle de X sa-
chant Y est la loi gaussienne de moyenne E(X /Y ) = Mx -I—nyR;1 (Y —My) et de disper-
sion Ry — nyRglRyx.

PREUVE : Prenons A = RxyR, I satisfaisant aux conclusions du lemme 10.3.1. Comme
X = (X —AY) +AY et que X — AY et AY sont indépendantes, en appliquant le résultat de
I’exercice 9.3, on déduit que la loi conditionnelle de X sachant Y est la translatée par AY
de laloi de X — AY. D’apres la preuve du lemme 10.3.1 cette derniere est une loi normale
de dispersion Ry — RxyyA* — ARyx +ARyA* et de moyenne My — AMy. Remplacant A
par sa valeur RxyR, I, on obtient que le vecteur X — AY est gaussien et suit la loi de
probabilités N(MX — nyR;IMy,RX — nyR;lRyx). ]

Une application intéressante est donnée ci-apres. Il s’agit d’un cas élémentaire de filtrage
linéaire.

Soit (Z,),>0 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. On suppose que pour
tout n, Z, ~ N(0, ¢2) ot ¢, > 0. Soit X une variable aléatoire réelle de loi N(0, 62) (¢ > 0),
indépendante de la suite (Z,),>0. On pose ¥, =X +Z,, G, = 6(Y1,...,Y,), X, =E(X/G»).
On pose Y" = (Yy,...,Y,) .

10.3.3 Lemme. Soient 6 > 0,a € RY et C une matrice d x d définie positive. Alors

C ladc!

C 2 n—1 — C—l - .
(C+o“ad) 21 (Clad)

PREUVE : Il suffit de calculer

_ 1, 11
(C+ szd/)(c - G§2+?gvga7a>)
= I+c%adC! - m(aa@_l +06%ad'C~lad'Cc1)
2001,
= I+c6%adC ! - —;fgig,li’l’;))aa@’l =1. ]

On peut alors obtenir comme suit X,, et E((X — X,,)?).

Y

10.3.4 Proposition. La loi conditionnelle de X sachantY" = | ... | est une loi normale
Y,

1

S Y

Yo Ck_zYk

o2+ Y ¢

de moyenne X, = 5 et de variance E((X — X)) =
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PREUVE : Par la Proposition 10.3.2, la loi conditionnelle de X sachant Y” est gaus-
sienne de moyenne X, = My -+ RxyRy, (Y" — Myn) et de variance E((X — X,)?) = Ry —
RXYnR;n]Rynx. ICi, MX = O, Myn = (0,0, ce 70),

Ryn =E(Y"(Y")) = (E[(X+Z)(X +Zj)])1<ij<n = (E(X?) +E(ZiZ)))1<i,j<n
= C,+0c%ee

ou e est le n-vecteur ne contenant que des 1, et

2
€]
C% 0 Y] E(XY]) (o)
C,= Rxyn =E(X = )= EXR) | Z o7 | = o’e
0 - Y, E(XY,) 6?2

Remplagant ces valeurs dans les expressions précédentes, et utilisant la relation (obtenue
du Lemme 10.3.3)

1 G, leeC!
Ryn =G = 6 2+(C,le,e)’
on obtient )
%, = (C, 'Y, e) _ Yio1¢ Yk
024+ (Crlee) o 2+Y0 C]:Z
) o5 \2 22 1 G led'C,! 2 v
E(<X_Xn) ) =0"—0 e(Cn - sz—l— <Cn_l€,€>)(6 e) )

soit encore, en remarquant que ¢’ (C, 'ee/C; e = (C, 'e,e)? et en réduisant au méme
dénominateur

1 |

62+ (Cylee) B o2+Y}, ck_z'

[

10.3.5 Corollaire. X, — X dans L? si et seulement si Y ;2 = oo,

PREUVE : Comme

, 1
X-X|3=E(X-X,)?) =
X =X [2 = E((X = X,)7) P T

le résultat est immédiat. ]



Chapitre 11
Simulation

Le but du présent chapitre est de donner quelques informations sur une technique qui a
pris beaucoup d’importance dans les applications des probabilités : 1a simulation par ordi-
nateur d’une loi de variable aléatoire ou de 1’utilisation de cette loi, par exemple a travers
un calcul d’espérance. En effet, si ’on ne veut pas se limiter a des résultats théoriques,
il est nécessaire de mettre en ceuvre des méthodes pratiques qui permettent un usage de
quantités dépendant du hasard. Le lecteur désireux d’approfondir les méthodes qui seront
juste effleurées ici pourra se reporter a [7] ou [5].

La plupart des ordinateurs possedent des générateurs de nombres au hasard sous forme
d’une fonction random. Naturellement, un ordinateur ne peut fournir que des nombres
obtenus de fagon déterministe, puisqu’ils sont résultat d’un algorithme programmé. Néan-
moins, certaines procédures fournissent des réels de I’intervalle [0, 1] de telle sorte qu’ils
satisfont tres raisonnablement aux tests statistiques vérifiés par des nombres obtenus par
tirage selon la loi uniforme sur [0,1]. Nous considérerons ainsi comme point de départ
qu’on sait simuler le tirage d’une variable U de loi uniforme sur [0,1], et plus générale-
ment d’une suite de variables aléatoires (U, ),> indépendantes et de méme loi uniforme
- puisque chaque appel a une fonction random fournit le tirage d’une variable “aléatoire”
de loi uniforme indépendante des appels précédents. Dans la suite, U (resp. (Uy),>1) dé-
signera ainsi une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] (resp. une suite de variables
aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [0,1]).

11.1 Quelques méthodes classiques

Nous présentons ici trois grandes méthodes pour simuler des lois de variables a partir de
U ou (Up)p>1-

11.1.1 Variables aléatoires discretes

n
Soient p1, pa, ..., p, des réels positifs tels que Z pi = 1. On pose en outre pg = 0.
i=1
On considere la loi de probabilités

n
n= Z piOx;
i=1
qu’on désire simuler. Posons
.
X0 = ;xiﬂijlopj<U<Zj-opj'
On vérifie immédiatement que P(XY = x;) = p;, c’est-a-dire que XY suit la loi y.

85
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11.1.2 Meéthode de I’inversion

Soit t une loi de probabilités sur R, de fonction de répartition F. On pose
G(x) =inf{r € R,F(t) > x} (pseudo-inverse de F).

On sait alors (voir Exercice 6.3.6) que la variable aléatoire X = G(U) suit la loi ut.

Exemple : Simulation de la loi exponentielle de parameétre A > 0.
Pour cette loi, on sait que F(r) = 1 —e * pour 7 > 0, et donc G(x) = —% In(1 —x) pour
0 <x < 1.SiU est une variable de loi uniforme sur [0, 1], noter que 1 — U suit encore la

méme loi. On pose donc

X = 1an
=—7 )

La variable X suit une loi exponentielle de parametre A (densité le_’lxﬂpo).

11.1.3 Méthode du rejet

Soit i une loi de probabilités admettant une densité f a support compact sur |a,b] telle
qu’il existe K €]1,4o0[ avec sup f(x) <K.

x€la,b)
On va utiliser pour la simuler deux suites indépendantes (U, ) et (V,,) de variables indé-
pendantes de méme loi uniforme sur [0,1]. Posons

Ty = inf{n > 1,KV, < f(a+ (b—a)U,)}

et
X=a+(b—a)Uy.

En pratique, cela signifie donc qu’on regarde le point (a + (b — a)U,,KV,) du rectangle
[a,b] x [0,K] et qu’on “accepte” le point s’il se trouve dans la partie située sous la courbe
de f. On a alors

11.1.1 Proposition. Sous les conditions précédentes, X et Tk sont des variables indépen-
dantes telles que

1. La variable X suit la loi i

2. Tk suit la la loi géométrique de parametre —K(bl_ m

1 1

PIx=n) = xo-a' " k=0

)n—l.

En particulier, Tx < +oo p.s. et E(Tx) = K(b —a).

PREUVE : posons pour simplifier U,=a+ (b—a)U, et V,, = KV,,. Ce sont deux suites in-
dépendantes de variables aléatoires indépendantes de lois respectives uniformes sur [a, b]
et [0,K].

Soient A un borélien de [a,b] et n € N. On a

PX €A Tx=n)= PWU,€AT=n)
= P(Un €A>V1 Zf(Ul)w-'aVn—l Zf([]n—l)avn <f(Un>)
= 12/ PV > f(0:)P[0, € A, Vi < £(T)].
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On
: P> f(0)) = (Kb~ )" fiuspeior Ly sdedy
= [K(b—a)]" [ dx(K = f(x))
—[K(b—a)]”
t
) PU,cAV, < f(U,))= [K(b—a)]™ f[a px[0.x] Lrealy< p(x dxdy
= [K(b—a)]” f[ab J () Leadx
H(A)K(b—a)™!
De ce fait,
P(X €A, Tx =n) = u(A)[K(b—a)] ' (1-[K(b—a)]')""". O

11.2 Simulation de lois particulieres

Les méthodes que nous avons présentées précédemment sont générales. Néanmoins, pour
simuler certaines lois usuelles, il est plus efficace d’utiliser des techniques spécifiques a
ces cas particuliers.

11.2.1 Loi binomiale B(n, p)

On sait qu’une telle loi est celle de la somme de n variables indépendantes de loi de Ber-
noulli de parametre p. Partant donc de la donnée de n variables indépendantes Uy, ...,U,
de loi uniforme sur [0,1], on pose

n
X - Z ]IUi<p'
i=1

11.2.2 Loi de Poisson de parametre A > 0
La méthode repose sur un résultat préliminaire.

11.2.1 Lemme. Soient n € N* et X1,...,X,+1, n+ 1 variables aléatoires indépendantes
de loi exponentielle de paramétre A > 0. Alors

A’I’l
PXi+ - +X,<1 <X1+---+Xn+1):e_’1?.

PREUVE : La loi de (X, ..., X, 1) admet sur R"*! la densité

+1,—A(x1+4x,
A e A "+1)Hx1>0,...,Xn+1>0dxl ceedxpy-

Ona
PXi+ - +X, <1<Xi+-+Xu1)
1 —A(x)4+x,
= A"t - dxy...dxps 1€ (x1 x1+1)Hxl>07~~~7xn+1>0Hx1+~~-+xn§1<x1+~-~+x,l+1
— )Ln/ dx ...dxne*l(x1+...+xn)]lxl>0 1111 20 [/ Aef/lxnﬂdxnjq]
R" xptetan <l S L= (x4 xy)
= A" Xm - .dxnefl(xl+...+xn)]1)cl>o ,,,, ys0€ lek(xl+...+xn)
R” X+ txp <1
_ )
= Ale d danx1>0 ..... X, >0+ +x, <1

Rn
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Or, par le changement de variable uy = xj,up = x| +x2,...,uy = X1 +x2+---+x,, On
obtient
dxi .. -danXI>0,...,xn>0,x1+--~+xn§1 = / duy .. -dun]I0<u1<u2<~--<un<l = ]
R” R» n.

Partant d’une suite (U;);> de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1],
on obtient donc la simulation suivante pour une loi de Poisson :

X=inflneNT1+ - +T,<1<T1+ - +T1}

ouTl; = —%ln U, soit encore
n+1 | n
X=inflneN,JJU«<e 7 <[] U« }-
k=1 k=1

11.2.3 Variable normale réduite

On a d’abord le résultat suivant.

11.2.2 Lemme. Soient R et ©® deux variables aléatoires réelles indépendantes de lois
respectives exponentielle de parametre % et uniforme sur [0,27]. Alors le vecteur aléatoire
de R?

X = (V/Rcos®,VRsin0)

suit une loi N(0,1).
PREUVE : Soit f borélienne bornée de R? dans R. On a

E(f(X)) = El(fl(\/l_?cos&\/l_?sin@))

. _1
= Ez/sz(\/?cose,\/?sme)e 2"T,~0,0¢(0,27]drd6.

Effectuant le changement de variables

X = +/rcos
y = /rsinf ’

on obtient

1 2 4y?

E(f(R) = 5= [, ny)e™ "5 dxdy. =

Soient donc U et U, deux variables aléatoires indépendantes de lois uniformes sur [0,1].
Appliquant le Lemme 11.2.2, on obtient que

X =+/—2InU; cos(2nU;)
suit une loi normale centrée réduite. Naturellement, on a méme plus puisque
Y =+/—2InU;sin(27U;)

suit aussi une telle loi, et est indépendante de X .
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11.3 Calculs d’espérances

Il arrive fréquemment dans la pratique que pour résoudre un probleme, on soit en fait
ramené au calcul de I’espérance d’une variable aléatoire X. Nous supposons dans cette
section que la variable X est “obtenue” sous la forme d’une simulation f(Uy,...,U,) ou
les U; sont comme précédemment des variables aléatoires indépendantes de méme loi
uniforme sur [0,1]. On suppose en outre que E(X) existe, et nous allons présenter deux
méthodes pour le calcul de cette espérance.

11.3.1 Meéthode de Monte-Carlo

Elle repose sur des tirages indépendants. On considére une suite (U;);>o de variables
indépendantes de loi uniforme sur [0,1], et on pose, pour k > 0,

Xk = f(Ukm .. '7Ukn—|—(n—l))'

La suite (Xj)ren est alors composée de variables aléatoires indépendantes de méme loi
que X (I'indépendance provenant du fait que les indices intervenant dans les variables U;
sont a chaque fois différents). Par la loi forte des grands nombres, %ZZ=1 X, — E(X) p.s.
et dans L.

Si X est de carré intégrable, I’'inégalité de Bienaymé-Chebyshev donne une estimation de
la probabilité que I’approximation soit plus ou moins bonne sous la forme

Var(X)
ne?

PUE) -, Y Xl o) <

11.3.2 Suites a discrépance faible

Pour le calcul numérique de I’espérance de X, on peut cependant avoir intérét a utiliser
une suite de points déterministes convenablement choisie plutot que de faire des simu-
lations a partir de variables aléatoires. Un choix efficace est celui des suites dites a dis-
crépance faible. Pour simplifier la présentation, nous allons supposer ici que X = f(U)
et que E(X) est donc de la forme fol f(x)dx. 1l est cependant possible d’étendre la mé-
thode au cas de la dimension d (voir [7]) mais c’est surtout quand d est petit que cette
méthode s’avere efficace car les constantes apparaissant dans les majorations peuvent ex-
ploser rapidement avec d. En grande dimension, il est ainsi préférable d’utiliser des suites
de variables aléatoires uniformes pour lequelles le comportement asymptotique est indé-
pendant de la dimension. Nous ne donnons ici que quelques résultats et renvoyons a [22]
pour des prolongements.

11.3.1 Définition. Pour une suite (xy);>1, on appelle discrépance de rang r la quantité

D, = sup |
ye[0,1]

Y T () =y -

1 r
" =1

On dit que la suite est équirépartie si D, tend vers O quand r — oo,

On vérifie aisément que la condition D, — 0 est équivalente a la convergence étroite
des mesures %lezl Oy, vers la mesure de Lebesgue sur [0,1]. La remarque importante

est qu’il est possible de trouver des suites pour lesquelles la convergence de %Zzzl Ox,
vers la mesure de Lebesgue est plus rapide que celle de %212:1 oy, si (Uy,...,U,) sont des
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variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. On a bien siir intérét a choisir
des suites pour lesquelles la discrépance est la plus faible possible.

Un exemple de telle suite sont les suites de Van der Corput. Soit p € N* un nombre
premier. Pour r > 1, il existe une unique décomposition (dite p-adique) de r sous la forme

_ P np np Lk,
r_ao _|_a] p_f_..._f_akr,pp np

ou k;, , est un entier non nul, 0 < azp <p—1, akp 2 0. On pose alors

11.3.2 Proposition. Pour le choix précédent de Xy, pour toute fonction f a variation finie
sur [0,1], il existe une constante Ky telle que

1 r Kflnr
\;jzzlf( /f

Cette vitesse de convergence est donc meilleure que celle qu’on aurait obtenue avec une
suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1], pour laquelle on peut
Inlnr

montrer un comportement de 1’ordre de
-



Chapitre 12
Martingales a temps discret

12.1 Généralités

On fixe un espace de probabilités filtré (Q, (F,),,F,P). On suppose que F contient ses
ensembles négligeables mais les tribus J, ne sont pas nécessairement supposées com-
pletes. On sait que la famille d’ensembles J,,~oJ, n’est pas une tribu. On définit donc
Foo = 6(Up>0Tn). Fe est une tribu, en général plus petite que F, qui jouera un rdle im-
portant dans la suite.

e Un processus réel adapté (X,),>0 est appelé une martingale (resp. une surmartingale,
une sous-martingale) s’il est intégrable et si, pour tout n € N),

E(X,11|Fn) =X, p.s. (resp. <,>).

Donc (X;,),>0 est une martingale (resp. une surmartingale, une sous-martingale) si et
seulement si pour tout A € ¥, on a

[ XovrdP = [ X,dP (resp. <, 2)
A A

Notons que (X,),>0 est une surmartingale si et seulement si (—X),),>0 est une sous-mar-
tingale (et réciproquement) et que (X, ),>0 est une martingale si et seulement si (X,),>0
est a la fois une surmartingale et une sous-martingale.

Les définitions ci-dessus sont encore valables si on remplace “X,, intégrable"” par “X,
positif”. On parlera alors de martingale (resp. surmartingale, sous-martingale) positive. Il
reste entendu qu’une martingale (resp. surmartingale, sous-martingale) sans adjectif est
nécessairement intégrable.

"s

Exemple Soit X € L' ou > 0. On vérifie, grAéce aux propriétés de 1’espérance condition-
nelle, que X,, = E(X | F,) est une martingale.

Enfin un processus X = (Q,F, (X,),>0,P) sera dit une martingale (resp. une surmartinga-
le, une sous-martingale) si c’est une martingale (resp. une surmartingale, une sous-mar-
tingale) par rapport 2 la filtration 30 = 6(Xy, ..., X,,).

e Il est clair que le processus (X,),>0 est une martingale (resp. une surmartingale, une
sous-martingale) si et seulement si E(X,,+1 — X, | F,,) = 0, (resp. <, >). Donc si (¥,,),>0
est un processus adapté (intégrable ou positif), alors X,, =Yy +Y; +... + Y, définit une mar-
tingale (resp. une surmartingale, une sous-martingale) si et seulement si E(Y,; | F,) =0,
(resp. <0, > 0). En particulier si (¥;),,>0 est une suite de v.a. indépendantes intégrables ou
positives et si on pose So =0, S, = Yo+ Y| +...+ Y, pour n > 1, alors (S, ),>0 est une mar-
tingale (resp. une surmartingale, une sous-martingale) pour la filtration o (Y, Y1, ..., Y,) si,
pour tout n > 1, E(Y,;) =0, (resp. <0, > 0).

91
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12.2 Premieres propriétés

e (i) Si (X,,),>0 est une martingale (resp. une surmartingale, une sous-martingale), la suite
(E(Xy))n>0 est constante (resp. décroissante, croissante).

(it ) Si (X,)n>0 est une martingale (resp. une surmartingale, une sous-martingale), on a,
pour m < n, E(X,, | Fn) = Xin p-s. (resp. <, >).

(iii ) Si (Xn)n>0 et (Yn)n>0 sont des surmartingales, il en est de méme de X, + Y, et de
X, N\Yy,.

(iv) Si (Xy)n>0 est une martingale (resp. une surmartingale) et f est une fonction concave
(resp. concave croissante) telle que f(X,) est intégrable ou positive pour tout n > 0, alors
Y, = f(X,) est une surmartingale (ceci résulte de 1’inégalité de Jensen). En particulier si
(X, )n>0 est une martingale, |X,| et X2 sont des sous-martingales.

(v) Si (X,)n>0 est une martingale (resp. une surmartingale, une sous-martingale), il en
est de méme du processus stoppé XY = X,ay, out Vv est un temps d’arrét de la filtration
{F .} En effet, d’apres la définition de temps d’arrét,ona {v>n-+1} = {v<n}‘ € T,
et donc
E(Xl’:/-i-l _Xr:/ ’ ?n) = E((Xn+1 _Xn)l{van} | ffn) =
= 1{v2n+1}E(Xn+l =X | Fn).
e On dit qu’un processus adapté (A,),>0 est un processus croissant prévisible si Ag = 0,

Ap < Apy etsiAygg est F, mesurable. Soit (X,),>0 une sous-martingale intégrable. On
définit

(12.2.1)

Ap = 07 An+1 =Ay +E(Xn+1 — Xy | ?n)

Par construction, (A,), est un processus croissant prévisible intégrable et M,, = X,, — A,
vérifie E(M,,.1 — M, | F,) = 0 (puisque A, est F, mesurable!). La décomposition est
de plus unique car si X, = M, +A, = M, +A,,ona Ay =Aj =0et

Ay — Ay = X1 — Xn — (Myy1 — My)

d’ol, en conditionnant par F,, A}, | —A;, =E(X,11 | F)) — Xy = A1 —A, do0 A, = A,
puis M, 11 = M,,. On en déduit :

12.2.1 Théoreme. (Décomposition de Doob).

Toute sous-martingale intégrable X,, s’écrit, de fagon unique, sous la forme X,, = M,, + A,
avec (M,,),>0 martingale intégrable et (A,),>0 processus croissant prévisible intégrable.

Un tel processus croissant (Ap)n>0 s appelle le compensateur de la sous-martingale (Xy,),>0-

12.3 Le théoreme d’arrét

e Soit (X;),>0 une surmartingale. On a donc, pour m < n, E(X,, | F,,) < X, p.s. Cette
propriété reste-t-elle vraie si I’on remplace m et n par des temps d’arrét i.e. : si V| et v,
sont deux temps d’arrét avec v; < vy, a-t-on E(Xy, | y,) < Xy, ou encore

pour tout A € Fy,, /le dP > / Xy, dP. (12.3.1)
A A

Supposons d’abord que vi < v, =k e N. Vuque AN{v; = j} € Fj,ona, pour j <k
fAﬂ{vl — i1 Xj dpP > fAﬂ{vlzj} X, dP. Sommant en j, on obtient,

k k
Xy, dP = / X;dP > / Xde:/X dP
/A " ;) An{vi=/} ! J;) An{vi=j} A"
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Supposons maintenant que Vi < v, < k € N. Alors, appliquant 12.3.(v), pour A € Jy,,

/Xv,dP:/Xvadpz/X,j2dP:/XV2dP.
A A A A

On a montré,

12.3.1 Théoreme. Soient (X,),>0 une martingale (resp. une surmartingale, une sous-
martingale) intégrable ou positive et V| et Vo deux temps d’arrét bornés avec Vi < V;
alors on a E(Xy, | Fy,) = Xy,, (resp. <, >).

Prenant I’espérance, on obtient,

12.3.2 Corollaire. Soient (X,),>0 une martingale (resp. une surmartingale, une sous-
martingale) intégrable ou positive et vV un temps d’arrét borné, alors E(X,) = E(Xp),
(resp. <, >).

e Dans ces énoncés, la condition v borné est essentielle et ne peut étre levée sans hy-
potheses supplémentaires. Considérons par exemple la marche aléatoire So = 0, S, =
X1 +Xo+ ...+ X, ot les (X,),>0 sont des v.a. indépendantes telles que P(X; = 1) =
PX,=—-1)= % On sait (Exercice 3.11) que v = inf(n; S, = 1) vérifie P(v < 4o) = 1.
Par ailleurs (Sy),>0 est une martingale (12.2). On a d’une part E(Sy) = E(S,) =0 et
d’autre part Sy, = 1 p.s. et donc E(Sy) = 1. La conclusion du Corollaire 12.3.2 n’est donc

pas satisfaite ; v n’est pas borné car P(v > n) > (3)" > 0.

12.4 Inégalités maximales

e Ce sont des inégalités concernant les v.a.

Orggank, [max | Xkl Slrllen; sup X
Donnons deux exemples simples mais caractéristiques.

Soit (X,),>0 une surmartingale positive. Posons, pour a > 0, v = inf(n,X,, > a). Rap-
pelons que v = 4o0 si () = 0. On a alors {sup, Xy > a} = {vV < +oo} et Xy > a sur

{V < +oo} et donc Xyny > algy<,y. On en déduit E(Xo) > E(Xuny) > aP(v < n) et,
faisant tendre n vers 4-o0, aP(v < 4-o0) <E(Xp).

De méme, si (X;,),>0 est une sous-martingale positive, on a (avec le méme v), {maxo<g<, Xy >
a} ={v <n}.Pourk <n,

d’ou

/ X, dP g/ X, dP,
{v=k} {v=k}
n
XydP=) / X, dP <
k=0

P(v < </
aP(v <n) < -

< / XndP:/ X, dP < E(X,).
,;6 {v=k} {v<n}

{v<n}

(12.4.1)

On a montré,

12.4.1 Théoreéme. On a, pour a > 0,
(i) si (Xn)n>0 est une surmartingale positive, P(sup, X, > a) < 1E(Xp);
(ii) si (Xy)n>0 est une sous-martingale positive,

P( max X; >a) <

1
/ X, dP < ~E(X,).
0<k<n {maxogkank>a} a
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A partir de ce théoreme, on peut montrer

12.4.2 Théoreme. (Inégalité de Doob) Soient p > 1 et X,, une martingale telle que sup, E|X,|P <
+oo. Alors sup, | X,|P est intégrable et,

p
Isup |Xalllp < —— sup||Xa]l-
n n

Preuve : Il suffit de montrer la propriété pour une sous-martingale positive puisque si (Xj;)
est une martingale, (| X, |) est une sous-martingale positive.
Noter d’abord que || X,,|| , est croissante en n. Soit ¥, = maxy<,, Xi. Par le Théoreme 12.4.1
11, on a

aE(ly,~q) = aP (Y > a) <E(Xuly,>a)

et, en multipliant par pa”~2 et en intégrant,

oo oo
/ pa?VE(ly, a)da < / pa?2E (X, ly, ~a)da. (12.4.2)
0 0

Puisque tout est positif, d’un c6té on a

—+oo

~+oo
| By da =B pa 1y, uda) = EE) = ¥l
0 0

et d’un autre coté

oo ) oo )
/ pal “E(Xyly,~>q)da = E(Xm/ pal 1y ~.da) =
0 0

p -1
= —E(X,Y’ ).

Appliquant I’inégalité de Holder pour p et g = p%l,
EXnY ) < 1 Xmllpl1Y0 " g = 11Xl pl[ Y|

et, injectant cela dans (12.4.2), on obtient || Y ||5 < q|| Xl p | ¥m Hgil ; divisant par \|Ym||§71
(qui est finie) on obtient ||Y,, ||, < g||Xm|| -

Enfin, on remarque que si m — +o0,Y,, = maxy<,, Xi 1 sup, X,. ]
Le cas le plus important est p = 2 pour lequel on a E[sup, X?] < 4sup, E(X2).

12.5 Martingales de carré intégrable

e Soit (M,),>0 une martingale telle que E(M2) < +oo. Remarquons que (M,),>o est
une sous-martingale et donc E(M?) est croissante. On note ((M),),>0 le processus crois-
sant (A,),>0 intervenant dans la décomposition de Doob de la sous-martingale (M;%)nZO
(voir 12.4). Donc (M), 1 est F,, mesurable et (M? — (M),) est une martingale intégrable.
Puisque E(M, ,M,,) = E(M,E(M,,.., | F,) = E(M?), on a

E((My+p _Mn)z) - E(MZ

n+17) - E(M;%) = E(<M>n+p) - E(<Mn>> (12.5.1)

e Supposons maintenant que la martingale (M, ), soit bornée dans L? i.e. que sup, E(M?) <
+-o0. En fait, vu que E(M?) est croissante, E(M?) ,/ m*. On a alors, d’apres (12.5.1),
E(My1p—M,)* <m*—E(M?)d ot sup, E(My+ —M,,)?* —, 0, ce qui montre que (M,,),>0
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est une suite de Cauchy dans L? et donc converge dans L?. Montrons que (M,),>0 con-
verge p.s.. Soit V,, = sup; ., |[M; — M;|. Evidemment V,, \ V' et il suffit de montrer que
V =0 p.s. car, alors, M, est p.s une suite de Cauchy et donc converge p.s.. Utilisant le
théoreme 12.4.2 et I’'inégalité de Markov, on a, pour tout p > 0,

P(V, > p) =P sup |M; — M| > p) <P(sup|M; M, > 2) <

i,j>n i>n 2

16
< — supE(M; — M,)*> — 0.
P i>n

Ceci implique P(V > 0) =0etle:

12.5.1 Théoréme. Soit M,, une martingale telle que sup, E(M?) < oo, Alors My, conver-
ge p.s. et dans L?.

12.6 Théoremes de convergence

12.6.1 Proposition. Soient (X,),>0 une sous-martingale bornée en module par K. Alors
(Xn)n>0 converge p.s.

PREUVE :

Soient (X,),>0 une sous-martingale bornée en module par K et X, = M,, + A, sa dfe-
composition de Doob. On a E(A,) = E(X,) — E(M) < 2K et donc E(A.) < 2K d’ou
Ao < 400 p.s. On pose T, = inf{n;A, 1 > p} : 7, est un temps d’arrét etAy < p. Puisque
| Mz pn I<| Xt nn—Ag,an |< K+ p, M est une martingale bornée donc de carré intégrable
qui converge p.s. On en déduit la convergence p.s. de (X, ),=0 puis celle de (X, ),>0 sur
(tp = +o0). Enfin (X,),>0 converge p.s. puisque, A, étant p.s. finie,

o) [}

U (5p = +o0) = | (A < p) = (As < +00) []

p=1 p=1

e On déduit de cette proposition un théoreme est tres agréable a utiliser car ses hypotheses
sont tres simples a vérifier. Rappelons qu’une v.a positive peut prendre des valeurs infinies
avec une probabilité positive.

12.6.2 Corollaire. Soit (X,),>0 une surmartingale positive. Alors elle converge p.s. vers
une v.a. Xe et 'on a X, > E(Xeo | F,). De plus, si P(Xp < +o0) = 1, P(Xeo < +00) = 1.

PREUVE :

Si (Xu)n>0 est une sur-martingale positive, la fonction exponentielle étant convexe et
croissante, Y, = e *# est une sous-martingale telle que 0 <Y,, < 1. Donc, d’apres la pro-
position précédente (Y,),>0 et (X,,)n>0 convergent p.s. De plus, le lemme de Fatou donne

E(Xoo/Fk) = E(liﬁXn/ffk) < liﬁE(Xn/ffk) < Xy

Ceci implique que pour tout M > 0, E(Xeo 1 (x,<pr)) = E(Xo1(x,<p)) <M etdonc Xeo < +o00
sur (Xp < +o0). O
Bien entendu, une martingale positive est une surmartingale positive et le théoreme pré-
cédent donne également la convergence dans ce cas.

12.6.3 Théoreme. Soit (X,),>0 une sous-martingale telle que sup, E|X,| < +eo. Alors
(X )n>0 converge p.s.
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PREUVE :
Soit X" = M,, + A, la décomposition de Doob de la sous-martingale (X, ),>0. On a

E(A.) =supE(A,) <E(| My |) +supE(| X, |) < +oo.
n>0 n>0

Si Y, =M, +E(As/F,), vu que ¥, > X7 > X, (Y,)n>0 est une martingale positive et

Z, =Y, — X, est une surmartingale positive. Evidemment, X,, =Y,, — Z,, qui donc converge

p.s. puisque d’apres le Théoreme , E(Y.) < +o et E(Z.) < +o0 et donc Yo, < o0 et

Zoo < o0 p.S. ]

A propos de ce théoreme, notons que, si (X;),>0 est une sous-martingale intégrable, on a,
puisque |x| = 2xT —x, E|X,| = 2E(X,") —E(X,) < 2E(X,") — E(Xp). Donc sup, E|X,| <
+oo si et seulement si sup, EX," < +oo. De méme pour une surmartingale intégrable,
sup, E|X, | < 4o si et seulement si sup, EX,, < +oo.

e 11 faut noter que, contrairement au cas L?, la condition sup, E|X,,| < 40 n’implique
pas la convergence dans L' comme le montre I’exemple suivant. On choisit Q = [0, 1],
F = B(R), P = mesure de Lebesgue, F,, = o([k27",(k+1)27"[,k=0,...,2" — 1), X, =
ljp2-n[. On vérifie facilement que X, est une ¥, martingale, que X, converge vers 0, que

E|X,| = E(X,) = I et donc que X, ne converge pas vers 0 dans L!.
e Considérons notre premier exemple de martingale i.e. X, = E(X | F,), X € L!. Alors

E|X,| = E[E(X | F,)| <E(E(|X] | F,)) = E(E(|X])) = E[X].

Donc (Th. 12.6.3) X,, — X p.s. Etudions la convergence dans L'. Ecrivant X =X+ — X,
on peut supposer X > 0. Soit a > 0. D’apres le théoreme de convergence dominée || X —
X Aal|l;1 — 0 lorsque a — +o0. On vient de voir que E(X Aa | F,) converge p.s. mais,
étant borné, E(X Aa | F,) converge aussi dans L'. Tl suffit alors d’écrire que

[E(X | F0) —EX [ F)l1 <
<EX [Fn) —EX Aa | Fp) i+ [[EX Aa|Tn) —EX Aa|Tn)lli+
HIEX Aa | Fn) —EX [ Fn)li <
<2[X —XAali +[[E(XAa|Fn) —EX Na| Tl

pour en déduire que E(X | F,) est une suite de Cauchy dans L' et donc converge dans L.
Par définition de X,,,

pour tout A € F,, /XndP: / XdP,
A A
d’ot, puisque X,, converge dans L',
pour tout A € F,, / XoodP = / X dP. (12.6.1)
A A

Il est facile de voir par un argument classique que (12.6.1) est valable pour tout A € F.. =
6(Un>09%)- Ce qui montre que X = E(X | F). En résumé,

12.6.4 Théoreme. Soit X € L'. La martingale X, = E(X | F,) converge p.s. et dans L'
vers E(X | ).

¢ Enfin, au sujet des martingales inverses, nous mentionnerons seulement,

12.6.5 Théoréme. Soient X € L' et G, une suite décroissante de tribus avec Goo = My G-
Alors la suite X, = E(X | G,) converge p.s. et dans L' vers E(X | S..).
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12.7 Martingales régulieres

e Une martingale de la forme X, = E(X | F,), X € L', est appelée réguliere. On vient
de voir qu’une telle martingale convergeait p.s. et dans L' vers X.. = E(X | F..). Réci-
proquement, soit X, une martingale convergeant dans L' vers une v.a. X. Puisque |X;| <
|X| 4 |X — X,|, on a sup, E|X,| < +oc. Donc (Th. 12.6.3), X,, converge p.s. vers X. On a
alors, pour tout p, pour tout A € F,,

/ Xy pdP = / X, dP,
A A

et, faisant tendre p vers +oo, vu que X, , converge dans L',
pour tout A € F,, / XdP = / X, dP,
A A

ce qui signifie que X, = E(X | ). En conclusion,

12.7.1 Théoréme. Une martingale est réguliére si et seulement si elle converge dans L'.
e Soit X, une martingale réguliere de limite X.., la martingale est fermée en ce sens que
(Xu,n € N) est une martingale i.e. vérifie la définition pour tout m < n < +4-oo. Alors, si v

est un temps d’arrét a valeurs N, Xy, est parfaitement définie par X, = X, sur {v = +oo}.
Dans ce cas, le théoréeme d’arrét prend une forme particuliérement agréable,

12.7.2 Proposition. Soit X, = E(X | F,,), X € L!, une martingale réguliére. Alors,
(i) siv estuntemps d’arrét, Xy est intégrable et X, = E(X | &),
(ii ) si vi < vy sont deux temps d’arrét, E(Xy, | Fy,) = Xy,.

Exercices

| Exercice 12.1 |

a) Soit X = (X,,),>0 une surmartingale telle que E(X;,) soit constante. Montrer que
(Xi)n>0 st une martingale.

b) Soit (X,),>0 un processus intégrable adapté a la filtration (5,),>0. Montrer
que (X,),>o0 est une (F,),>0-martingale si et seulement si, pour tout temps d’arrét
borné 7 de (F,),>0, on a E(X;) = E(Xp).

| Exercice 12.2 |

Soit (Q,F, (F,)n>0,P) un espace de probabilité filtré sur lequel on considére deux
martingales (X,),>o0 et (Y,)n,>o0 de carré intégrable.

a) Montrer que, pour m < n, on a E(X,,Y,, | ) = XY p.S.

b) Montrer que E(X,Y,) — E(XoYo) = X_; E((Xk — Xi—1) (Ye — Yi1)).-

|Exercice 12.3 |

Soit (Q,F,(F,)n>0,P) un espace de probabilité filtré sur lequel on considéere une
martingale réelle (M,,),>o telle que, pour tout n > 0, |M,| < K. On pose

n
X, =Y,
k=1

(Mk—Mk_l).

x| =

Montrer que (X,,),>1 est une (F,),>o-martingale qui converge p.s. et dans L>.
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| Exercice 12.4 |

Soit (Y,),>1 une suite de v.a. indépendantes de méme loi normale N(0,c2), ou
6 >0.0npose ¥, =0c(Y1,...,Y,) et X, =Y +---+Y,. On rappelle que

E(e) =0 /2, (12.7.1)

1) Soit Z* = exp(uX, —nu>c/2). Montrer que, pour tout u € R, (Z%),>; est une
(Fn)n>1-martingale.

2) Montrer que, pour tout u € R, (Z%),> converge p.s. vers une v.a. Z% finie. Que
vaut cette limite ? Pour quelles valeurs de u € R, (Z¥),> est-elle une martingale
réguliére ?

| Exercice 12.5 |

On dit qu’un processus (M, ),>o est a accroissements indépendants si, pour tout n,
la v.a. M, 1| — M, est indépendante de la tribu &, = 6(My, ..., M,).

1) Soit (M,),>0 une martingale de carré intégrable et a accroissements indépen-
dants. On pose 6§ = Var(My) et, pout n > 1, o} = Var(My — My_1).

1a) Montrer que Var(M,) = Y?_, 07

1b) Soit ((M),).>0 le processus croissant associé a (M,,),>o . Calculer (M),,.

2) Soit (M,),>0 une martingale gaussienne (on rappelle que le processus (Mj),>0
est gaussien si, pour tout n, le vecteur (My, ...,M,) est gaussien).

2a ) Montrer que (M,),>0 est a accroissements indépendants.

2b ) Montrer que, pour tout 0 € R fixé, le processus

2

70 = M= "7 (M) (12.7.2)

est une martingale. Cette martingale converge-t-elle p.s.?

|Exercice 12.6|
Soit (X,),>0 une suite de v.a. a valeurs [0,1]. On pose ¥, = o(Xp,...,X,). On
suppose que Xp =a € [0, 1] et que

X

I+X
P(Xn+1 :7 1

"fn> —1-X,, P(X,m _

5—",,) —X,.

1) Montrer que (X,).>0 est une martingale qui converge p.s. et dans L? vers une
va. Z.

2) Montrer que E((X,11 —X,)?) = tE(X, (1 —X,,)).

3) Calculer E(Z(1—2Z2)). Quelle est la loi de Z?
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| Exercice 12.7 |

A l'instant 1 une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On tire une
boule et on la remplace par deux boules de la méme couleur que celle tirée, ce
qui donne la nouvelle composition de 'urne a l'instant 2, et ainsi de suite suivant le
méme procede.

Onnote ¥, et X, =Y, /(n+ 1) le nombre et la proportion de boules blanches dans
I'urne a l'instant n. On pose ¥, = o(Y1, ..., Yy).

1) Montrer que (X,),>1 est une martingale qui converge p.s. vers une v.a. U et
que I'on a, pour tout k > 1, ngrEME(X,f) = E(U%).

2) Onfixe k > 1. On pose, pourn > 1,

7 _Yn(Yn—I—l)...(Yn—l—k—l).
" (m+1)(n+2)...(n+k)

Montrer que (Z,),>1 est une martingale. Quelle est sa limite ? En déduire la valeur
de E(U%).

3) Soit X une v.a. réelle telle que |X| < M < 4 p.s. Montrer que sa fonction
caractéristiqgue se développe en série entiére

_ v ¢%(0)
o= Tt

(12.7.3)

pour tout r € R.
4) Quelle estlaloide U?

| Exercice 12.8 |

(Une preuve de la loi 0-1 de Kolmogorov par les martingales) Soit (Y;),>1 une suite
de v.a. indépendantes. On définit

F,=0(1,....Y,), ”J"oo:G<U&"n>
n>1
T =0, Yui1,...), Fo= )"

n>1

1) Soit A € 3. Montrer que P(A) = 0 ou 1. (Suggestion : Z, = E7(1,) est une
martingale ...).
2) Montrer que, si X est une v.a.r. ¥”-mesurable, X = a p.s.

| Exercice 12.9 |

(Une preuve par les martingales inverses de la loi forte des grands nombres) Soit
(Yx)n>1 une suite de v.a. réelles, indépendantes, de méme loi et intégrables. On
pose So=0,S,=Y1+---+Y,etG,=c(Y1+--+Y,, Vi1, Y0i2,...).

1) Montrer que, pour 1 < m < n, E9(Y,,) = E9(Y;) p.s. et en déduire que
ES (Y1) = S,/n p.s.

2) Que peut-on dire de la convergence de Z, = E9(Y;)?

3) Montrer que X =E(Y]) p.s.
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|Exercice 12.10|

Soient (Q,F, (F,)n>0, (Myn)n>0,P) une martingale de carré intégrable et ((M),),>0

le processus croissant associé. On note (M ). = liril (M),.
n—s—oo

1) Soit T un temps d’arrét. Montrer que ((M),n1)n>0 €st le processus croissant
associé a la martingale (M;),>o (on rappelle que M} = M,xz) .

2) Soit a > 0. Montrer que 1, = inf{n, (M), > a} est un temps d’arrét.

3) Montrer que la martingale (M;),~o converge p.s. et dans L2

4 ) Montrer que, sur {(M)e < +oo}, (M,),>0 converge p.s.

| Exercice 12.11 |

Soit (Q, F, (F,)n>0, (Mn)n>0,P) une martingale de carré intégrable. On note A, =
(M), le processus croissant associé et A, = lim,_, T A,. On a vu dans I'Exercice
12.10 que cette martingale converge p.s. sur I'événement {A. < +oo}. Dans cet
exercice, on précise ce qui se passe sur {A. = +e}. On pose

" M) — M, _
X = 0. Xn:Z k k—1

TR a1
A

1) Montrer que (X,),>0 est une martingale de carré intégrable et que

1 1
E71[(X, — X,_1)?] < — :
(X0 = X)) = 1+A,1  1+A,
En déduire que (X), < 1 pour tout n et que (X,),>0 converge p.s.
2a) Soient (a,),>0 une suite de nombres strictement positifs telle que LIT Ta, =
n oo

+oo et (un),>0 UNe suite de nombres réels convergeant vers u. Montrer que
1 n

—Z(ak—ak_l)uk —  U.
an =1 e

2b ) (Lemme de Kronecker). Soient (a,),>0 une suite de nombres strictement
positifs telle que LHE 1 a, = +o et (x,),>0 Une suite de nombres réels. On pose
n oo

Sp = X1+ -+ +x,. Montrer que si la série de terme général x, /s, converge, alors

. Sn
lim — =0.

3) Montrer que, sur {Aw = oo}, M, /A, —n— 0 P.S.
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|Exercice 12.12|

Soit (Z,),>1 une suite de v.a. indépendantes telles que P(Z; = 1) = P(Z; =
—1) =% pour i = 1,2,... On pose Sy =0, S, = Zi + -+ Z,, Fo = {Q,0} et
F, = o(Zy,...,Z,). Soient a un entier > 0 et T = inf{n > 0,5, = a} le premier
temps de passage par a.

a) Montrer que

o e

) —
" (cosh@)"

est une (7,),>0-martingale. Montrer que, si 8 >0, (X%, .),>0 est une (7,),>o-mar-

tingale bornée.

b1) Montrer que, pour tout 8 > 0, (X%, ,),>0 converge p.s. et dans L? vers la v.a.

th eQa

= oy <+ (12.7.4)

b2 ) Montrer que P{t < 4} = 1 et que, pour tout th >0,

E[(cosh8) 7] =e %,

| Exercice 12.13 |

Soit, comme dans I'Exercice 12.12, (Z,),>1 une suite de v.a. indépendantes telles
queP(Z;=1)=P(Z;=—1)=1%pouri=1,2,... Onpose Sy =0, S, =Z; +---+Zy,,
Fo = {Q,0} et F, = o(Zy,...,Z,). Soient a un entier > 0 et A un réel tel que
0 <A <m/(2a). Soit T =inf{n > 0,|S,| = a} le temps de sortie de | —a,a].

a) Montrer que X, = (cosA) " cos(AS,) est une (F,),>0-martingale.

b) Montrer que

1 = E(Xunz) > cos(Aa)E((cosA) 7).

¢ ) En déduire que E((cosA)~%) < (cos(Aa))~! puis que 7 est p.s. fini et que la
martingale (X,z)»>0 est réguliére.
d) Que vautE((cosA) ")? Atontel’ p>17?

| Exercice 12.14 |

Soit (S,),>0 une marche aléatoire simple sur Z : So =0, S, =U; +---+ U, ou
les v.a. U; sont indépendantes et de méme loi et telles que 0 < P{U; =1} = p <
LP{Ui=—-1}=1—-p:=q.

a) SoitZ, = (%)S". Montrer que (Z,),>0 est une martingale positive.

b)

Déduire d’'une inégalité maximale appliquée a la martingale (Z,),>0 que

p k
P{supSn > k} < (—)
n>0 q

et que, lorsque g > p,

E(supSn> < i
n>0 q—7p
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| Exercice 12.15 |

On considére une suite (X,),>1 de v.a. réelles indépendantes de méme loi normale
N(m,c?) avec m < 0 et on pose So = 0,

Sn=X1+-+Xy

et

B, =0(S0,---,5) W =supS,.

n>0

Le but de cet exercice est de montrer certaines propriétés de la v.a. W.
1) Montrer que P(W < +o0) = 1.
2)) On rappelle que, pour A réel, E(e*X1) = e}*0/2¢2m_Que vaut E(e*Si+1 | B,,) ?
3) Montrer qu’il existe un Ay > 0 unique tel que (e%S")nzo soit une martingale.
4) Montrer que, pour touta > 1,0n a

PV > a) <

Q=

et que, pourr >0, P(W >1) <e M,
5) Montrer que

~+o0
E™) =141 / HMP(W > 1) dr (12.7.5)
0

et en déduire que, pour tout A < Ao, E(e*V) < +co. En particulier la v.a. W a des
moments de tous les ordres.

| Exercice 12.16 |

Soit (Q,F, (Fn)n>0, (Xn)n>0,P) une sous-martingale telle que sup,~o E|X,| < +oo.
1) Montrer que, n étant fixé, la suite (E7~ (X)) p=n est croissante en p.

2) On pose M, = lim,_,o T E?n(X;). Montrer que (M,),>o0 est une martingale
positive intégrable.

3) On pose Y, = M, — X,. Montrer que (Y¥,),>0 est une surmartingale positive
intégrable.

On conclut donc que toute sous-martingale bornée dans L! s’écrit comme la différence
d’une martingale et d’une surmartingale positives intégrables (décomposition de Kricke-
berg).
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| Exercice 12.17 |

Soit (¥,),>0 une suite de v.a. indépendantes et de méme loi telles que P(Y; =
1) =P(Y, = —1) = 4. On pose By = {0,Q}, B, = 6(11,...,Y,) et So = 0,5, =
Y1 +---+7Y,,n>1.0n note sign la fonction

1 six>0
sign(x) =4¢ 0 six=0
—1 six<0

et on considére le processus défini par

n
My=0, M, = Zsign(Sk,l)Yk, n=1,2,...
k=1

1) Quel est le compensateur de la sous-martingale (S52),>0 ?
2 ) Montrer que (M,),>o est une martingale et calculer le compensateur de

(Mr%)HZO-
3) Quelle est la décomposition de Doob de (|S,|),>0? En déduire que M, est
mesurable par rapport a la tribu & (|S1],. .., |Su])-

| Exercice 12.18 |

Soient p et ¢ deux probabilités sur un espace discret E telles que p # g et g(x) >0
pour tout x € E. Soit (X,),>1 une suite de v.a. indépendantes a valeurs E et de
méme loi g. Montrer que la suite

Y,= fl p(st

k=1 Q(Xk

est une martingale positive dont la limite p.s. est 0. La martingale est-elle régulie-
re ? (Suggestion : calculer la moyenne de /Y,,.)

| Exercice 12.19 |

Soit (¥,),>1 une suite de v.a. positives indépendantes d’esperance 1 et F =
{0,Q}, 5, = o(Yi;k <n). On pose Xy =1 et X,, =[T;_, Y-

1) Montrer que (X,),>0 est une martingale pour la filtration (F,),>0 et en déduire
que (v/X,)n>0 est une surmartingale.

2 ) On suppose que [];y_E(v/Y;) = 0. Etudier la convergence et la limite de
(v/Xn)n>0 €t puis de (X,),>0. La martingale (X,),>o est-elle réguliere ?

3) On suppose que [T;-; E(v/Yx) > 0. Montrer que (v/X,).>0 est une suite de
Cauchy dans L? et en déduire que la martingale (X,),>0 est réguliére.
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|Exercice 12.20|

Le but de cet exercice est de fournir une version du Lemme de Borel-Cantelli pour
une famille de v.a. non nécessairement indépendantes, ce qui est souvent utile.
On rappelle que, pour une martingale (M,),>0, les trois conditions

supE(|M,|) < +oo, supE(M,5) < oo, supE(M, ) < o0
n>0 n>0 n>0

sont équivalentes.

Soient (Q,F, (F,)n>0,P) un espace de probabilités filtré et (¥,),>1 une suite de v.a.
positives, intégrables, adaptées (pas nécessairement indépendantes).

1a) On pose Xp =0,X, =Y, +---+Y,. Montrer que (X,),>0 est une sous-martin-
gale et déterminer le processus croissant associé (A, ),>1.

1b) Montrer que, pour tout @ > 0, 7, = inf{n,A, | > a} est un temps d’arrét.

1c) On pose Z, = X, — A,. Montrer que, pour tout n, Z,,. < a. En déduire que
(Zapz, )n>0 converge p.s.

1d ) Montrer que {lim,_, T A, < 400} C {lim;,_,c T X, < 40} p.s. (suggestion :
se placer sur {7, = +oo}).

2) On suppose, de plus, que sup,~ Y, € L!. Montrer que

{lim X, < feo} = {lim T4, < +e} ps.

(on pourra introduire le temps d’arrét o, = inf(n, X,, > a) et considérer Z,;FA%).
3) Soit (By),>1 une suite d'événements adaptés. Montrer que

{Z PI-1(B,) < +oo} = {Z 1p, < +oo} p.S..

n>1 n>1
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|Exercice 12.21 |

Soit (X,),>1 une suite de v.a. réelles, de carré intégrable, adaptées, définies sur
(Q, F,(Fn)n>0,P), et (62),>0 une suite de nombres positifs. On suppose que p.s.,
pour toutn > 1,

E71(X,) =0, E7-1(X?) =07 ps.

(cette condition est satisfaite, par exemple, si les v.a. (X;,),>1 sont indépendantes
centrées et de variance finie). On pose Sy =0, Ap =0 et, pourn > 1, S, = X +
oA Xy, Ag =02+ + 02, V=52 — A,

1) Montrer que (S,).>0 et (Va)n>0 Sont des martingales intégrables.

2) Montrer que, si Y, 67 < 4o, (Sy)n>0 converge p.s. et dans L2,

3 ) On suppose que (S,),>0 converge p.s. et qu’il existe une constante M telle
que, pour tout n > 1, |X,| <M p.s. Pour a > 0, on pose 1, = inf{n > 0;|S,| > a}.
3a) Montrer que, pour tout n, E(S,%Ma) =E(Anz,)-

3b) Montrer qu'il existe a > 0 tel que P(t, = +o0) > 0.

3c) En déduire que Y7 | 07 < +oo.

Soit (X;),>1 une suite de v.a. réelles, centrées, indépendantes, de carré intégra-
ble. Il est clair gu’une telle suite vérifie les hypothéses de cet exercice. On a donc
retrouvé les résultats classiques :

(i) si Y Var(Xg) < oo, alors Y;” | X; converge p.s.,

(i) siles v.a. X; sont uniformément bornées, alors ) ;° , X; converge p.s. si et
seulement si Y7 ; Var(X;) < +oo.
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|Exercice 12.22|

Soit (Q,F, (Fu)n>0, (Mn)n>0,P) une martingale de carré intégrable et notons A, =
(M), le processus croissant associé. On pose 7, = inf{n > 0;A, .| > a*}.

1) Montrer que 7, est un temps d’arrét.

2) Montrer que P(sup,~o|Munr,| > a) < a *E(Ac Ad?).

3) Montrer que -

P(sup M| > a> <P(An > @) +P<sup Mype, | > a>. (12.7.6)

n>0 n>0

4) Soit X une v.a. positive. Montrer, en appliquant le théoreme de Fubini, les deux
relations

2

/ P(X >1t)dt =E(X AA) pour tout A € [0, +o0],
0

/wa_zE(X/\az)da = 2E(VX).
0

5) Montrer que E(sup,~( |M,|) < 3E(y/A), (on pourra intégrer (12.7.6) par rapport
dade0atoo..).

6 ) Soit (¥,),>1 une suite v.a. centrées, indépendantes, de méme loi et de carré
intégrable. On pose Sy =0, Fp = {Q,0} et, pourn > 1, S, =Y +---+Y,, F, =
o(Y1,...,Y,). Montrer que si 7 est un temps d’arrét tel que E(1/7) < +oo, alors
E(S;) =0.

Il est interessant de comparer le résultat de la question 6) avec celui de la partie
A de I'Exercice 12.24 pour m = 0. On en déduit que le temps de passage 7 de la
partie A4) de I'Exercice 12.24 est de plus tel que E(1/7) = +oo.

|Exercice 12.23|

Sur un espace de probabilité (Q,F,P) on considére des v.a. X\, n=1,2,...,i=1,2,
indépendantes et de Bernoulli B(1,3). On pose S, = Y7, X}, v; = inf{n; S}, = a}
ou a est un entier > 1. On pose v = v A V.

1) Montrer que P(v; < +o0) = 1,i=1,2.

2) On pose, pouri=1,2 ettoutn >0,

M =28 —n, M = (28 —n)(28) —n) —né; ;
n n n n n 2]

ol §; ;=1 sii= j et =0 sinon. Montrer que (M), et (M), sont des martingales
par rapport a la filtration

F,=0(X,i=1,2,k<n).

3) Montrer que E(v) < 2a.

4) Montrer que E(M}’) =0.

5) Montrer que E(|S!, — S2|) < \/a (suggestion : considérer la martingale M,"' —
2My” 4+ M),
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|Exercice 12.24|

(Identités de Wald) Soit (¥,),>1 une suite de v.a.r. indépendantes, intégrables, de
méme loi. On pose m =E(Y}), So =0, Fo={Q,0} et,pourn>1,S, =Y, +---+7Y,,
F,=o0o(Y1,...,Y,). Soit v un temps d’arrét intégrable.

A1) On pose X, = S, —nm. Montrer que (X,),>0 est une martingale.

A2) Montrer que, pour tout n, E(Syay) = mE(nA V).

A3 ) Montrer que Sy est intégrable et que E(S,) = mE(v) (considérer d’abord le
cas Y, > 0).

A4) Supposons P(Y, = —1) =P(¥, = 1) = 4, pour tout n et T = inf{n;S, > a}, ou
a est un entier > 1. Dans 'Exercice 12.12, on a montré que T < 4+ p.s. Montrer
que T n’est pas intégrable.

B) On suppose de plus que E(Y?) < + et on note 6 = Var(Y;). On suppose
d’abord que m = 0 et on pose Z, = S2 —no>.

B1) Montrer que (Z,),>0 est une F,-martingale.

B2 ) Montrer que, pour tout j < k, E[Y;li;c\\Yily<yy] = 0 puis que
E[Y7 | ¥Z1ji<yy] < +oo (suggestion : on utilise A)).

B3 ) Montrer que (Suay)a>0 est une suite de Cauchy dans L?. En déduire que
Surv —n_see Sy dans L2.

B4) Montrer que E(S2) = 62E(v).

B5) On ne suppose plus m = 0. Montrer que E((Sy —mv)?) = 6°E(v).

| Exercice 12.25 |

Soit (Q,F,(F,)s>0,P) un espace de probabilité filtré et v une mesure finie sur
F = F.. On suppose que, pour tout n > 0, P domine v sur J, et on note X, la
densité de Radon-Nikodym : X, est donc F,-mesurable et

V(A) = /A X, dP

pour tout A € F, (en particulier X, > 0).

a) Montrer que (X,),>0 est une martingale.

b) Montrer que (X,),>0 converge p.s. vers une variable intégrable X.

¢ ) Montrer que si P domine v sur F.., X est la densité de Radon-Nikodym corres-
pondante.

d) On suppose que les deux mesures v et P sont étrangéres sur J.., c’est a dire
qu’il existe S € F, tel que P(S) =1 et v(S) = 0. Montrer qu’alors X =0 p.s.
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| Exercice 12.26 |

Soit (X,,),>0 une martingale intégrable définie sur un espace (Q,F, (F,),>0,P) et
soit v un temps d’arrét vérifiant

P(v<4o)=1,  E(Xy|) < +oo, / X,|dP — 0.
{v>n}

n—oo
1) Montrer que

/ X,[dP — 0
(vn) n—oo

2) Montrer que E(|Xyr, —Xy|) — 0.
3) Endéduire que E(Xy) = E(Xp).

|Exercice 12.27 |

(Un résultat d’arrét pour un temps d’arrét non borné) On considére une surmartinga-
le intégrable (Q, 5, (F,)n>0, (Xn)n>0,P). On suppose qu'il existe une constante M
telle que, pour tout n > 1,

EV-1(X,— X, 1) <M ps.

1) Montrer que, si (V,,),>1 est un processus positif tel que, pour tout n > 0, V,, soit
F,_1-mesurable, on a

E(Y ValXo —Xo1l) <ME(Y V).
n=1 n=1

2) Soit v un temps d’arrét intégrable. On rappelle que E(v) =Y~ P{v > n}.
2a) Déduire de 1) que E(Y,>1 1jy=n) X0 — Xu—1]) < +oo.

2b) Quevaut Y~ l{y>,) (X, —X,—1) ? En déduire que X, est intégrable.

3) Montrer que (Xva,)p>0 tend vers X, dans L! lorsque p — o

4) En déduire que , si v < v, sont deux temps d’arrét avec v, intégrable, on a

E<XV2 | ?V1) < XVl

(on peut se servir du fait suivant : si A € Fy,, alors AN{v; <k} € Fy, r, aprés
I'avoir prouvé .. .).




Chapitre 13
Processus de Poisson

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre au processus a temps continu le plus élémen-
taire, appelé processus de Poisson pour des raisons qui apparaitront bientdt. Ce processus
est un exemple de processus ponctuel qui modélise des phénomenes d’arrivées aléatoires
dans le temps. L’exemple classiquement proposé est celui des instants de désintégration
d’un matériau radioactif.

13.1 Processus ponctuel

Un processus ponctuel sur R se fait a travers la donnée d’une suite (7,),>1 strictement
croissante de variables aléatoires a valeurs dans R™, représentant les instants (aléatoires)
ou se produisent successivement les phénomenes étudiés (arrivées). On suppose en outre
que 7, converge presque sirement vers +oo.

Par convention, on pose Tj = 0. Naturellement, la donnée des (7;);>; est équivalente a
celle des (7;);>1, ou 7; = T; — T;_ sont les intervalles entre les arrivées. On a en effet

n
T, = Z Tj.
j=1

La condition de stricte croissance de la suite (7;,),>0 revient a supposer que 7; > 0 pour
tout .
On appelle fonction de comptage la fonction (aléatoire) N; définie sur R par

N; =sup{n >0,T, <t}.
Le nombre N, désigne donc le nombre d’arrivées qui se sont produites avant I’instant 7.

On a naturellement Ny = O puisque 77 > 0 p.s. et N; < +oo p.s. puisque T, — +-oo.

13.2 Le processus de Poisson

Nous allons maintenant nous concentrer sur un cas particulier.

13.2.1 Définition. On appelle processus de Poisson un processus ponctuel (T,,),>1 pour
lequel la fonction de comptage satisfait aux deux conditions suivantes :

(i) quels que soientn € N et des réels 0 <ty <t; <--- <ty, les variables (Ny; e\ J1<j<n
sont indépendantes (accroissements indépendants) ;

(ii) si s < t, alors Ny — Ny a méme loi que N,;_ (stationnarité).

La proposition suivante explique d’ou vient le nom processus de Poisson.

109



110 Chapitre 13. Processus de Poisson

13.2.2 Proposition. Si (7,,),>1 est un processus de Poisson, il existe une constante 6 >0
telle que pour tout s € R™, Ny suit une loi de Poisson de paramétre 6s. Ce paramétre 0
s’appelle ’'intensité du processus, et il exprime le nombre moyen d’arrivées par unité de
temps.

PREUVE : Notons pour 0 < u < 1, f;(u) = E(u™) la fonction génératrice de la variable
entiere Ny. Comme pour tous réels 0 < s <z, on a N; = Ny + (N, — N;), que les variables
Ny et N; — Ny sont indépendantes, et que la loi de N, — N est celle de N,_, on a f;(u) =
fs(u) fi—s(u) soit encore, pour tous s et ¢ réels positifs

Sres(u) = fi(u) fs(u). (13.2.1)

La fonction s — f;(u) étant clairement décroissante (puisque Nj est croissante), un rai-
sonnement classique (en raisonnant d’abord sur les entiers, puis sur les rationnels) montre
que la solution de (13.2.1) est de la forme f(u) = exp(—s6(u)) ou 0 (u) est un réel positif.

On a
e(l/l) — hmh\L() l—exp(—he(u))
limhu) —1 —E}(lu h)
. 13.2.2
limy o a1 3PN = k) (1 — u¥) ( )

= timygo | "D (1 - ) + oo PN = ) (1 - )|

Notons que 0 < Y>> %P(Nh =k)(1 —uk) < P(NZZZ). Ona
U Nar = Nowty 2 2,Nia1y0 = 0) € (T < Ty + ), (13.2.3)
n>1

’union étant disjointe. Notons que P(7, < 71 + h) | 0 quand & — 0 puisque 7} < T p.s.
Calculant la probabilité de la réunion dans (13.2.3), on obtient en utilisant I’indépendance
de Nyp — N 1)n et de N, 1y, ainsi que le fait que Ny, — N, 1), a méme loi que N,

Y. PNy > 2)P(N(y—1y, = 0). (13.2.4)

n>1

On a, P(N(,—1), = 0) = f(,—1)»(0) = exp(—6(0)(n — 1)h), et donc (13.2.4) devient

Y exp(—0(0)(n— 1)h)P(N; > 2) = (1 —exp(—6(0)h)) ' P(N, > 2).

Utilisant alors I’inclusion de (13.2.3), on obtient

0 <P(N, =2) < (1—exp(—6(0)h))P(T, < T\ +h)
et donc limy, o w =0.
De ce fait, de (13.2.2), on tire

P(N, = 1)

0(u) = [li 1 —u).
(1) = ltm (1)
PN, =1
Posant 6 = 1}%1 L, on obtient f(u) = exp(—0s(1 —u)) et 1’on reconnait la fonc-
tion génératrice d’une loi de Poisson de parametre Os. ]

Nous allons maintenant nous intéresser a la premiere arrivée apres un temps déteministe
s fixé.
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13.2.3 Proposition. Soit (T,,),>1 un processus de Poisson de paramétre 6.

Soit s > 0. Le temps d’attente apres s du premier point du processus est Ty 1 — s et
suit une loi exponentielle de parametre 0. En particulier, Ty suit une loi exponentielle de
parametre 6.

PREUVE : On a clairement
(Tn,41—85>1) = (T 41 > s+1) = (Nyyy — Ny =0).

Comme Ny, — Ny suit la méme loi que N, c’est-a-dire, d’apres la Proposition 13.2.2 une
loi de Poisson de paramétre 8¢, on obtient que P(Ty, 1 —s >t) = e~ % d’oli I'on déduit
que Ty,+1 — s suit une loi exponentielle de parametre 6. ]

13.3 Quelques propriétés du processus de Poisson

Introduisons la notion d’échantillon uniforme réordonné. Supposons que X1, ..., X, soient
n variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur I’intervalle |0,7]. Notons que pour
chaque 1 <i<n, 1 <j<n,i# j I’événement (X; = X;) est de probabilité nulle, ce qui
fait que p.s., les (X;)1<i<, prennent des valeurs différentes : ils sont donc ordonnables en
une suite strictement croissante. On pose ainsi

X; =min{X;,1 <i<n},X; =min{{X;,1<i<nE\{X{}}...

etp.s. X| < X5 <Xj <--- <X, . Un calcul simple montre que la loi de (X},...,X,’) admet

sur R" la densité |
n!
dn(sl yoeo 7sn) = t_nHO<s1<sz<---<sn<t-
Cette loi u, s’appelle la loi d’un n-échantillon uniforme réordonné. On a le résultat sui-
vant :

13.3.1 Proposition. On considére (T,),>1 un processus de Poisson. Soientt > 0 et n >
fixés. La loi conditionnelle de (T,...,T,) sachant N; = n est celle d’un n-échantillon
uniforme réordonné.

PREUVE : Fixons des réels t; et h; tels que
O<tyi<thi+h <h<tr+h < - -<t,<tp+h,<t.

Ona

Ph<Ti<ti+h,h<Th<tr+hy.. t,<T,<t,+h,/N;=n)
= P(l‘] <hh<t+h,h<h<tythy,.. t,<T,<t,+h,;N; :n)/P(N; :n).

Or,

Ph<Ti<ti+h,b<Th<tr+hy,..t,<T,<t,+h;N =n)
= PN, =0,N;j4n, — Ny = LN,y —=Nyypny =0, Ny, — Ny, = 1,N; — Ny, = 0).
(13.3.1)
Cette derniere probabilité peut €tre calculée sans probleme puisqu’elle ne fait intervenir
que des accroissements indépendants de la fonction de comptage. Noter que si u < v,

P(N,—N,=0)=¢ 0% PN, —N, =1) =e 01 (y—y).



112 Chapitre 13. Processus de Poisson

L’expression (13.3.1) est donc égale a

67911 e—@h, (ehl)efe(l‘zf(l] +h1))efeh2<6h2) o e—e(zf(thrh,,)) — efel‘ ﬁhlen
i=1

Comme P(N; = n) =e~%0"+"/n!, on obtient
n! £
P(ry <T1 <ti+hi,in <Ta <try+hy,... .ty <Tp <tn+ho/N,=n)=—]]hi
"

qui est bien I’expression de la mesure p, de [T, |t;,t; + hil. ]

Un des intéréts de faire I’hypothese que les temps d’arrivée suivent un processus de Pois-
son est la tres grande stabilité du modele qui permet aisément d’obtenir des estimations de
probabilités. L’exercice suivant étudie un exemple d’étude d’encombrement d’un serveur.

| Exercice 13.1 |

Des clients se présentent aux guichets d’'un service (par exemple a la Poste) a des
instants donnés par un processus de Poisson de paramétre 6. On suppose que
le n-iéme client a besoin d’un temps de service donné par une variable Z,, et on
suppose que les Z, sont indépendantes entre elles ainsi que du flot des arrivées,
et de méme loi sur R*, admettant une espérance finie (ce qui est raisonnable!).
On suppose en outre formellement qu’il y a une infinité de guichets potentiels, ce
qui fait que tout client est immédiatement recu. On se pose la question du nombre
Vv, de guichets occupés a un instant ¢, ceci afin naturellement de planifier le nombre
raisonnable de guichets a ouvrir.

a) Soit ¢ fixé. Calculer la probabilité p, pour qu’un client arrivé a un temps aléatoire
uniformément distribué entre 0 et ¢ soit encore présent au temps .

b) Déduire que conditionnellement a N; = n, v; suit une loi binomiale de parameétres
net p;.

c) Déduire que v, suit une loi de Poisson de paramétre de paramétre 6¢p,. Quelle
est la limite en loi de v; quand ¢ tend vers o0 ?

Une propriété centrale des processus de Poisson est qu’ils repartent d’un temps s détermi-
niste pris comme nouvelle origine des temps comme un nouveau processus de Poisson. En
effet, si I’on considere (7,f = Ty,+n — 5)n>0, il est facile de vérifier que les conditions de la
définition sont satisfaites. Mais en fait, nous allons montrer une propriété beaucoup plus
forte, dite propriété de Markov forte : le résultat reste valable si s est remplacé par une
variable aléatoire d’un type particulier, un temps d’arrét, que nous allons définir d’une
facon qui prolonge le cas discret de la Définition 3.3.3.

13.3.2 Définition. On appelle temps d’arrét du processus de Poisson (T,,),>1 une va-
riable aléatoire positive S telle que pour toutt > 0, (S <t) soit 6(Ns,s < t) mesurable.

On note F; = o(Ny,s < t) la filtration naturelle du processus. La propriété d’accroisse-
ments indépendants permet alors d’écrire que si ¢t < u < v, N, — N, est indépendant de ;.
Quand S est un temps d’arrét, on note

Fs={Atelsque Vs > 0,AN(S <s) € F}.

On vérifie aisément qu’il s’agit d’une tribu dite tribu du passé de S (faire le parallele avec
la Proposition 3.3.5). Par ailleurs, il est clair que si S et T sont deux temps d’arrét tels que
S<T,FgC Fr.

On a alors la proposition :
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13.3.3 Proposition. Soit (T,,),>1 un processus de Poisson de parametre 0 et soit S un
temps d’arrét. Alors, le processus (T, = Tng+n — S)n>1 est un processus de Poisson de
parametre 0, indépendant de J.

PREUVE : notons N la fonction de comptage du processus (7). La variable aléatoire N,
compte donc le nombre d’arrivées T, entre 0 et s, ¢’est-a-dire le nombre de T; qui arrivent
entre S et S+ 5. On a donc N, = Ngis—Ns.

Commencons par démontrer le résultat quand S est a valeurs dans une suite croissante de
réels (sj, j > 1). Soient donc des temps 0 < 1] <1, < --- < t7, A un événement de Jy et
ni,...,ny des entiers. On a

P(A,]V,1 = nl,Ntz —N,l =ny,... ,N,é —]V,#l =ny)
= P(A,Ngyy, —Ns =ni,Nsys, —Nsisy =n2,...,Nsiy, = Nsyyy, | =1y)
= ZjZl P(S = sijvNSfH] —st = nlvNSsz —st+;] =ny,... ,st+t(, —st+t(,71 = l’lg)
(13.3.2)
Mais comme A € Fs, AN (S = ;) € Fy; et donc les accroissements de N présents dans
(13.3.2) sont indépendants de J;. De ce fait, (13.3.2) devient

Y j>1P(S=s5j,A)P(Ns; 1y — Ny; = 11, Ny 41, — Nyjty = 12, s Nsjt, — Nyjvty g = 1)
Yi>1P(S=s;,A)P(Ns; 41y — Ny, = n1) .. . PNy — Ny 0, = 1g)
(en utilisant I’indépendance des accroissements)

= Y1 P(S =5, A)P(Nyy = )P(Npy—y =n2) ... P(Nyy—, )

= PPN, =n)P(Nyy—y =m2)... PNy, )

et ceci établit donc le résultat cherché.
Supposons maintenant que S soit un temps d’arrét quelconque. Pour n > 1, on définit

k+1

S, = — 1T ktl -
n Z NS
k>0

Il est clair que S" | S. On a donc si u < ¢, en utilisant la continuité a droite de r — N,
HNSn+z—Nsn+u:k — ]INS+I_NS+u:k' De ce fait,

ngr_{_loo P(A7NSn+t1 _NSn =n 7NSn+l‘2 _NSn-H] =ny,... 7NS,1+Z‘4 _Nsn-i—l‘[,l = né)

= P(A,Nsiy, —Ns =n1,Nsiy, —Nsiyy =n2,...,Nsjs, — Nsiqy | = 1y).
Notons que S, est un temps d’arrét. En effet, si s > 0 on vérifie les égalités suivantes

(S"SS):([’?S]T—FlSS):(Sg[ns]T_l

) € F

puisque ["S]T_l < s (ol [a] est la partie entiere du réel a). Puisque S, > S, ona: Fg C Iy, .

Soit A € Fg. Comme A € Ty , et que S, est a valeurs discretes,

P<A7Nsn‘|‘tl _NSn - n17NSn+t2 _NSn+tl - nz’ e ’NSn“H(:‘ - NSn+té’¥l - nZ)
= P(A)P(N;, =n1)P(Nyy—y, =n2) .. .P(Nyy—y,_,)-

Passant a la limite, on obtient donc que

P(A,Ns4y —Ns = n1,Ns+1, — Nsiry =n2, .-, Ns1, — Nsir,_, = 1)
= P(A)P(N,1 = n1)P(Nt2—t1 =ny).. -P(Ntz—tcfl)

et c’est ce qu’on voulait démontrer. ]

On obtient alors immédiatement la loi des intervalles entre les arrivées.
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13.3.4 Corollaire. Si (7,),>1 est un processus de Poisson de paramétre 0, les variables
1; = T; — T;_1 sont indépendantes et suivent une loi exponentielle de parametre 6.

PREUVE : On sait déja d’apres la Proposition 13.2.3 que 77 suit une loi exponentielle
de parametre 6. Comme par la Proposition 13.3.3 appliquée avec le temps d’arrét 71,
(T, — T1)n>2 est aussi un processus de Poisson de parametre 0, dont le premier temps
d’arrivée est T, — T = 71, cette variable suit une loi exponentielle de parametre 0, et
est indépendante de 77 = 7. On poursuit ainsi par récurrence, et on obtient le résultat
cherché. ]
Une treés curieuse application de la Proposition 13.3.4 est le paradoxe de I’autobus. Sup-
posons que les temps de passages d’autobus a un arrét donné soient représentés par un
processus de Poisson d’intensité 6. L’écart entre deux autobus est alors donné par les va-
riables 7;, qui suivent une loi exponentielle de parametre 8. En moyenne cet écart vaut
donc E(1;) = é. De plus, si un passager arrive a un temps s, son temps d’attente suit une
loi exponentielle de parametre 0. Or, si les temps de passage étaient régulierement es-
pacés de %, le passager arrivant a un instant aléatoire uniformément distribué entre deux

autobus attendrait en moyenne %. Son temps d’attente est donc en moyenne doublé.

13.4 Intégrale stochastique

Nous allons ici définir une intégrale par rapport a un processus de Poisson et étudier
ses propriétés. Rappelons d’abord quelques notions sur I'intégrale de Stieltjes. Quand
f R — R est une fonction croissante et continue a droite, on peut définir une mesure sur
R, notée d f, par I’égalité

df([a,b]) = f(b) - f(a).
Pour g mesurable bornée, on peut alors donner un sens a ’intégrale | f g(s)ds. Bien en-
tendu, ceci s’étend sans probleme au cas ol f est réelle a variations bornées (puisqu’elle
s’écrit alors comme différence de deux fonctions croissantes), et par extension quand elle
est complexe a variations bornées.
Quand f est de classe C!, on a df(ds) = f'(s)ds (ou ds désigne la mesure de Lebesgue).
Quand f est une fonction croissante, nulle en zéro, continue a droite, en escalier dont
les sauts valent 1 (ce qui sera le cas des trajectoires d’un processus ponctuel), on vérifie
aisément que

df(ds) = i O, (ds)
k=1

ou les 7, sont les instants de sauts de f. De plus, si ¢ est une fonction de N dans R (ou
dans C),

dlgo fl(ds) = [o f(s) —@of(s—)ldf(ds) (13.4.1)
ol f(s—) désigne la limite a gauche de f en s.
Si (N;);>0 est un processus ponctuel, par définition méme, les trajectoires ¢ — N;(®) sont
p.s. continues a droite et croissantes. De ce fait, pour tout processus C;(@) tel que p.s.
t — Cy(w) soit mesurable et bornée, on sait définir la variable aléatoire

b
I(l7b(C) — / CSdNS
a

a comprendre comme

b
Lp(C)(0) = [ C(@)aN.(@) ps.
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Cette variable aléatoire est dite intégrale stochastique de G par rapport a V.

Nous allons voir que si N est un processus de Poisson, pour des processus G bien choisis,
I’intégrale stochastique possede d’intéressantes propriétés en tant que variable aléatoire.
Commencgons par prolonger la définition donnée au Chapitre 12.

13.4.1 Définition. Soir (M,),>( un processus stochastique indexé par R. Notons
F =0 (M;,s <t).
On dit que (M;);>¢ est une martingale si, pour tous 0 < s <1,
E(M;/F;) = M;.

Notons qu’une martingale est par définition méme un processus adapté au sens ol pour
tout #, M; est F;-mesurable. On étendra par ailleurs naturellement la définition précédente
en disant que (M; )o<,<7 est une martingale si E(M;/JF;) = M est valable dés que 0 < s <
t<T.

Une question importante est de savoir, étant donné un processus de Poisson (N;);>0, com-
ment il est possible de définir une martingale (M;);>¢ a 1’aide de ce processus. Une ré-
ponse est donnée par le théoréme suivant. A partir d’ici, (N;);>0 est donc un processus de
Poisson de parametre 6 et on pose N; = N, — 8. On pose F; = 6(Ny,s <t) = 6(Ny,s < 1),
et les martingales et processus adaptés sont considérés par rapport a cette filtration.

13.4.2 Théoreme. Soit (C;)o<;<1 un processus adapté, borné et tel que t — C;(®) soit
p.s. continu a gauche. Alors, posant M; = fé CsdNy, (My)o<,<T est une martingale.

PREUVE : Commengons par supposer que C; = I, ) ()[4 ou A€ F,. Soient 0 <s<r<T.
Ona

r T 3
M, — M, = / C.dN, = ]IA./O ]I[s,t]ﬁ}mb](u)dNu
s

et, en distinguant les cas de positionnement de a et b par rapport a s et ¢, on vérifie aisément
que E(M; —M,/F;) = 0. Par exemple, si a <5 <t <b, I[; 44 = I[s, €t donc

T 5 T 5 5 5
/O T i) ()N, = /0 T ()dN, = Ny — Ny = (N, = Ny) — 0t —s).

Mais N, — Nj est indépendante de F5 et A € F;. Donc E(M;, — M /F;) =14 (E(N, —Ny) —
6(t—s)) =0.

Notons que 1’ensemble des ]a,b] x A, A € F, est clairement un 7-systéme noté L.

Soit maintenant 3 la classe des processus (C;)o<;<7 bornés tels que M; = fé CydN; soit
une martingale, c’est-a-dire

t S
VO§s§t§T,E(/ CudNu/S”S):/ CudN,.
0 0

Il est clair que J{ est un espace vectoriel qui contient les constantes, et est stable par
limite monotone uniformément bornée. Comme H contient le m-systeme £, d’apres le
Théoreme 2.1.4, il contient les processus bornés o(£)-mesurables.

Il reste donc a vérifier que C; pris comme dans 1’énoncé est (£ )-mesurable. Or, si (C;);>0
est continu a gauche et adapté, on a

%)

Cl = ngl}»lookz()CkH]k k+1](t)

n

n’ n
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et comme C; est adapté, C est Fx-mesurable, et };> ,C H}K el ](t) est o(L)-mesurable,

n in’> n

ainsi que (1, 0) — G(o). " ’ O
Nous allons tirer du Théoréeme 13.4.2, une importante caractérisation des processus de
Poisson parmi les processus ponctuels. Enoncons d’abord un lemme technique sur I’inté-
grale de Stieltjes.

13.4.3 Lemme. Soient f et g deux fonctions a variations bornées de R™ dans R, continues
a droite. Alors

1050 = F)806)+ [ gt + [ gtu-)drw) (13.4.2)

PREUVE : D’apres le théoreme de Fubini,
(0O =)~ = [ artw) [ de) = [ [ saradse). (343
Posons A = {(u,v) €]s,t]>,u <v} et B={(u,v) €s,t]>,u>v}.Ona

| sty = [ (] drwase)
= [ ()~ 7(s)dg0)

Js.1]

— /Sl f)dg(v)— f(s)(g(t) —g(s)).

’

De méme,
| farwasty = [ (] arwase)
= ] (s gl
= B —g) 0 - 1)
En sommant, on obtient 13.4.2. []

On peut alors énoncer le théoreme de caractérisation suivant, di a Watanabe dans sa
version la plus générale.

13.4.4 Théoreme. Soit (N;);>0 un processus ponctuel. Sont équivalentes :
(i) (Nt)1>0 est un processus de Poisson de paramétre 0 ;
(ii) (N; — 0t);>0 est une martingale.

PREUVE : (i) = (ii) : Supposons que (N;);>0 soit un processus de Poisson de paramétre 6.
Soient s <t.OnaN,; — 0t = [(N; — N;) — 0(t —s)] + [Ny — Os]. Or, N, — N est indépendante
de J, et de loi de Poisson de parametre 0 (7 — s). On a donc

E(N, — N,/F;) = E(N; —Ny) = 0(t — s)

et donc
E((N,—N;)—0(t—s)/F) =0.

Comme, de plus, Ny — Os est Fg-mesurable,

E(N, — 61/7,) = N, — 6s.
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(i1) = (i) : Supposons maintenant que (N; — 61);>0 soit une martingale. Appliquant la
formule (13.4.2) & u +— e!Ne et y e~ 0ule“=1) on obtient

ei0N o= 01(e'“~1)  _  giaN;o—0s(e®—1)

_ fsteiaNue(eia - 1) —0u( e’“—l ft —Ou(ei®—1) locN,,,dNu

ce qui se réécrit
olaN: _ eiaNgee(t—s)(e’a—l) . /l(eia . 1)eiaNu,e—e(z—u)(ef°‘—1)(dNu — 0du)
N

ot on a utilisé d[e’®Me] = (e* — 1)e!*Nu-dN,, (voir (13.4.1).

L application u — (e’® — 1)e!®Vu-e=0(—1)(e~1) gtant bornée et continue A gauche,

s<r<t

o ; it
(/ (eza i 1)ezaNu,efG(tfu)(e 71)(dNu . Gdu))
N
est une martingale par le Théoreme 13.4.2. De ce fait,
( lOtNt/g' ) l(XNsee(l‘ S‘)(ela*l) (1344)

Soientalors 0 <7y <t <--- <tyetqQy,...,o desréels, on a

E(eia]Nfl ela2(]vtz 71\61) ...e (]th Ivtn l))
= E(e/®MNuel@Wo—Ny) oMy =Ny o) (0% N =Ny ) /g )
. n—
E(eial}vtl eiaz (MZ _Ml ) ... (Ntn 1 7Ntt172) )ee([n*[n—l )(elan - 1)

grice a (13.4.4). Par conditionnements successifs, on obtient (avec 7y = 0)
n—1 o
E(H elak Ntk+1 Ntk H e tk+1 tk I k — 1)

k=0

ce qui prouve simultanément que les accroissements de N sont indépendants et qu’ils
suivent la loi de Poisson attendue. ]
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