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Développer en série de Fourier la fonction 2π-périodique impaire définie par

f(x) =

{
cosx, 0 < x < π
0, x = π

et étudier la convergence.
Calculer

∞∑
k=0

(−1)k
2k + 1

16k2 + 16r + 3

SOLUTION : Comme la fonction est impaire, on a an = 0 pour tout n.

bn =
2

π

∫ π

0

cosx sinnxdx =
1

π

∫ π

0

[sin(n+ 1)x+ sin(n− 1)x]dx.

Pour n = 1, b1 = 1
π

∫ π
0

sin(2x)dx = 1
π [− cos(2x)

2 ]π0 = 0.
Pour n ≥ 2,

bn = − 1

π
[
cos(n+ 1)x

n+ 1
+

cos(n− 1)x

n− 1
]π0 =

− 1

π
((−1)n+1 − 1)(

1

n+ 1
+

1

n− 1
) =

1

π
((−1)n + 1)

2n

n2 − 1
.

On a donc

f(x) ≈
∑
n≥2

1

π
((−1)n + 1)

2n

n2 − 1
sin(nx) =

8

π

∞∑
k=1

k

4k2 − 1
sin(2kx)

Il est clair que théorème de Dirichlet va s’appliquer en tout point de R (justi-
fier!). Si on choisit x = π

4 , on a

f(
π

4
) =

√
2

2
=

8

π

∞∑
r=0

2r + 1

4(2r + 1)2 − 1
(−1)r =

8

π

∞∑
r=0

(−1)r
2r + 1

16r2 + 16r + 3

d’où
∞∑
r=0

(−1)r
2r + 1

16r2 + 16r + 3
=

√
2

16
π.
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Développer en série de Fourier la fonction 2π-périodique paire définie par

f(x) =

{
sinx, 0 ≤ x < π
0, x = π

et étudier la convergence.
Calculer

∞∑
k=1

(−1)k

16k2 − 1

SOLUTION : Comme la fonction est paire, on a bn = 0 pour tout n.

an =
2

π

∫ π

0

sinx cosnxdx =
1

π

∫ π

0

[sin(n+ 1)x− sin(n− 1)x]dx.

Pour n = 0, a0 = 2
π

∫ π
0

sinxdx = 2
π [− cosx]π0 = 4

π .

Pour n = 1, b1 = 1
π

∫ π
0

sin(2x)dx = 1
π [− cos(2x)

2 ]π0 = 0.
Pour n ≥ 2,

bn = − 1

π
[
cos(n+ 1)x

n+ 1
− cos(n− 1)x

n− 1
]π0 =

− 1

π
((−1)n+1 − 1)(

1

n+ 1
− 1

n− 1
) =

1

π
((−1)n + 1)

−2

n2 − 1
=

− 2

π

(−1)n + 1

n2 − 1
.

On a donc

f(x) ≈
2

π
− 4

π

∑
k≥1

1

4k2 − 1
cos(2kx)

Il est clair que théorème de Dirichlet va s’appliquer en tout point de R (justi-
fier!). Si on choisit x = π

4 , on a

f(
π

4
) =

√
2

2
=

2

π
− 4

π

∑
k≥1

1

4k2 − 1
cos(k

π

2
) =

2

π
− 4

π

∑
r≥0

1

4(2r)2 − 1
(−1)r =

2

π
− 4

π

∑
r≥0

(−1)r

16r2 − 1
.

d’où
∞∑
r=0

(−1)r
1

16r2 − 1
= −π

4
(

√
2

2
− 2

π
) = (

1

2
− π
√

2

8
).
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