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Les solutions des trois exercices seront rédigées sur trois copies différentes. Le can-
didat veillera à bien porter son nom sur chacune d’elles.

Les trois exercices sont indépendants. Dans chacun des exercices, il est possible
d’admettre une ou plusieurs questions pour répondre aux suivantes.

Ex. I On considère un F -mouvement brownien réel W sur l’espace filtré (Ω,A,F ,P)
et on pose τ := inf{t > 0 : W (t) ∈ (−A,B){}, avec A et B > 0.

(1) Montrer que pour tout θ ∈ R le processus Xθ défini par

Xθ(t) := exp

(
1

2
θ2t

)
cos

(
θ

(
W (t)−

(
B − A

2

)))
, t ≥ 0,

est une martingale.

(2) τ est-il un temps d’arrêt ? Montrer que

Xθ(τ) = exp

(
1

2
θ2τ

)
cos

((
A+B

2

)
θ

)
.

(3) Montrer que si θ ∈ [0, π/(A + B)) (on fera cette hypothèse pour la suite de
l’exercice) alors Xτ

θ (comme d’habitude Xτ
θ (t) := Xθ(t ∧ τ)) est une martin-

gale positive.

(4) Déduire de (3) que

E

[
exp

(
1

2
θ2τ

)]
≤ cos ((A−B)θ/2)

cos ((A+B)θ/2)
.

(5) Montrer alors que E supt |Xτ
θ (t)| <∞ et conclure que

E

[
exp

(
1

2
θ2τ

)]
=

cos ((A−B)θ/2)

cos ((A+B)θ/2)
.

Ex. II Étant donné un mouvement brownien réel (Bt)t > 0 de filtration naturelle
(Ft)t > 0, on considère l’équation différentielle stochastique

∀t > 0, dXt = Xtf(Xt)dt+
√
f(Xt)dBt, X0 = 0, (Eq 1)

où f est une fonction de classe C1 sur R, telle que

∃K,λ,Λ > 0, ∀x ∈ R, λ 6 f(x) 6 Λ, |f ′(x)| 6 K
1

1 + |x|
.

On pose également Φ : x ∈ R 7→
∫ x

−∞
exp(−y2)dy. On rappelle lim

x→+∞
Φ(x) =

√
π.

1



(1) Montrer que l’EDS (Eq 1) admet une unique solution X, appartenant à M2.

(2) Montrer que le processus (Yt = Φ(Xt))t > 0 est une martingale.

(3) Pour a > 0 et b > 0 donnés, on définit

σa = inf{t > 0 : Xt 6 − a}, σb = inf{t > 0 : Xt > b},
avec la convention inf ∅ = +∞. Rappeler pourquoi σa, σb et τ = σa∧σb sont
des temps d’arrêt, puis, démontrer que

∀t > 0, E
[
Y 2
t∧τ
]

=
π

4
+ E

∫ t∧τ

0

exp(−2X2
s )f(Xs)ds.

(4) En déduire que E(τ) < +∞.

(5) Calculer E[Yt∧τ ] pour tout t ≥ 0 et montrer que

P (σb < σa) =

√
π − 2Φ(−a)

2Φ(b)− 2Φ(−a)
.

(6) Montrer que P(σb < +∞) =

√
π

2Φ(b)
, puis que P

(
sup
t > 0

Xt = +∞
)

=
1

2
.

(7) Dans cette question, on admet que toute martingale positive et continue
converge presque-sûrement. Montrer finalement que (Xt)t > 0 converge vers
+∞ avec probabilité 1/2 lorsque t tend vers l’infini.

Ex. III. Étant donnés un mouvement brownien réel (Bt)t > 0 de filtration natu-
relle (Ft)t > 0 sur un espace de probabilité (Ω,A,P) et deux réels r ∈ R et σ > 0,
démontrer qu’il existe une probabilité Q sur (Ω,F1), équivalente à P, sous laquelle
le processus (Xt)0 6 t 6 1, donné par,

∀0 6 t 6 1, Xt = exp
(
rt+ σBt

)
,

soit une martingale.


