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Les deux exercices sont indépendants. Dans chacun, il est possible d’admettre une
ou plusieurs questions pour répondre aux suivantes.

La barème est purement indicatif.

Ex. I

Partie A. (3,5 points) Étant données une filtration (Ft)t > 0 et (Mt)t > 0 une sous-
martingale continue à valeurs positives relativement à cette filtration, vérifiantM0 =
0, on définit, pour un réel a > 0, la quantité τ := inf{t > 0 : Mt > a} (inf ∅ = +∞).

(1) Rappeler pourquoi τ est un temps d’arrêt.

(2) Montrer, pour un réel T > 0, que

aP{τ 6 T} 6 E
[
MT1{τ 6 T}

]
.

En déduire

a3P
{

sup
0 6 t 6 T

Mt > a
}
6 a2E

[
MT1{ sup

0 6 t 6 T
Mt > a

}].
(3) En intégrant l’inégalité ci-dessus par rapport à a sur ]0,+∞[, montrer que

E
[

sup
0 6 t 6 T

M4
t

]
6 (4/3)E

[
MT sup

0 6 t 6 T
M3

t

]
.

Indication : on rappelle que, pour x > 0 et p ∈ N∗, xp = p
∫ +∞
0

ap−11{x > a}da.

Partie B. (8 points) Étant donnés un mouvement brownien réel (Bt)t > 0 relative-
ment à la filtration (Ft)t > 0 et un processus (Ht)t > 0 dans M2

loc, on choisit

∀t > 0, Mt =

∫ t

0

HsdBs.

(1) Montrer que (Nt = M4
t − 6M2

t 〈M〉t + 3〈M〉t)t > 0 est une martingale locale.

(2) En définissant pour n ∈ N, τn := inf{t > 0 : |Mt|+ 〈M〉t > n}, montrer que
(Nt∧τn)t > 0 est une martingale.

(3) En déduire qu’il existe une constante universelle C > 0 telle que

∀t > 0, E
[
M4

t∧τn

]
6 CE

[
〈M〉2t∧τn

]
.

Montrer, pour la même constante C, que

∀t > 0, E
[
M4

t

]
6 CE

[
〈M〉2t

]
.
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(4) (Plus difficile.) En utilisant la partie A, montrer finalement qu’il existe une
constante universelle Γ > 0 telle que

∀T > 0, E
[

sup
0 6 t 6 T

M4
t

]
6 ΓE

[
〈M〉2T

]
.

Ex. II (8,5 points) Etant donnés une filtration (Ft)t > 0 et un mouvement brownien
réel (Bt)t > 0 relativement à cette filtration, on considère l’EDS

∀t > 0, Xt =

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

σ(Xs)dBs, (1)

les coefficients b et σ étant supposés bornés par une constante Λ et Lipschitz de
constante K. La fonction σ est par ailleurs supposée minorée par une constante
λ > 0.

(1) Montrer que (1) admet une unique solutionX. A quel espace appartient-elle ?

Dans la suite, on appelle τ := inf{t > 0 : |Xt| > 1} (inf ∅ = +∞).
(2) On suppose b = 0. Montrer que

∀t > 0, E
[
X2
t∧τ
]

= E
[∫ t∧τ

0

σ2(Xs)ds

]
.

En déduire que E(τ) est bornée par une constante ne dépendant que de λ.
(3) On NE suppose PLUS b = 0. Montrer que l’on peut trouver c > 0, ne

dépendant que de λ et Λ, tel que

∀t > 0, E
[
exp(cXt∧τ )

]
> E

[∫ t∧τ

0

exp(cXs)ds

]
.

En déduire que E(τ) est bornée par une constante ne dépendant que de λ et
Λ.

(4) Etant donnée une fonction f de classe C2 sur R, montrer, en appliquant la
formule d’Itô, que

∀t > 0, E
∫ t∧τ

0

f ′′(Xs)σ
2(Xs)ds 6 C sup

|x| 6 1

|f ′(x)|,

pour une constante C ne dépendant que de λ et Λ.
(5) Etant donnée une fonction g continue sur R, montrer qu’il existe une constante

Γ ne dépendant que de λ et Λ telle que

E
[∣∣∣∣∫ τ

0

g(Xs)ds

∣∣∣∣] 6 Γ

∫ 1

−1
|g|(x)dx.


