Université Denis Diderot Année 2009-2010
Paris VII M2 modeéles aléatoires

Examen final

Durée : trois heures. Pas de document, ni de note, ni de calculatrice, ni de
téléphone portable autorisés.
Le baréme approximatif est 3/6/11.

Exercice 1 Soit (B;);>p un mouvement brownien réel de filtration naturelle
(Ft)e>0 sur un espace de probabilité (Q2, A,,P). Soient r,o €]0, co[. Démontrer
qu’il existe une probabilité Q sur (92, F7), équivalente & P, sous laquelle le pro-
cessus (Xt)oge<1 donné par

X: = exp(rt + oBy)
est une martingale.

Exercice 2 Soient (B;, B;) un MB bi-dimensionnel. On pose

t t
Xt:/ Bsst—/ B,dB;
0 0

1. Montrer que (X¢)¢>0 est une martingale de carré intégrable.
2. Soit A > 0. Justifier que

E[e”‘Xt] =E[cos(AX})]

3. Soient g et h deux fonctions déterministes de classe C? sur R*. Ecrire les
processus suivants sous forme de processus d’It6 :

Vo= cosAX), 2= hit) — A0 (87 4 )

Calculer le crochet (Y, Z).

4. Montrer que Y;e?t est une martingale si les fonctions g et h vérifient le
systeme d’équations différentielles ordinaires :

dh

(6 =g()* =¥%  —(t) =9(t) (1)

dg
dt

5. Soit r > 0. Vérifier que les fonctions
g(t) = Atanh (\(r — t)), h(t) = —log [cosh (A(r — t))]

sont solutions du systeme (1).
6. En déduire E[eX1].



Exercice 3 Soit (By):>0 un mouvement brownien réel et b(z) et o(z) deux fonc-
tions satisfaisant les conditions d’It6. Soit (X:):>0 la solution de I’équation
différentielle stochastique :

dXt = b(Xt)dt + O'(,th)d.Bt7 XO =T

On note

Pour a < x < 8 on introduit le temps de sortie
7 =inf{t > 0, Xy €]o, B[}

avec la convention inf ) = co.

1. Soit f € C3(R,R) & support compact. En utilisant la formule d’It6, mon-
trer que pour tout t > 0 :

tAT

E[f(Xinr)] = f@) +Ba| [ £F(X,)ds]

0

2. Supposons qu'il existe une fonction u € C?([a, 8], R) telle que Lu(x) < —1
pour tout = €|a, B[. Montrer que E,[7] < co et 7 < 0o P,-ps.
3. (a) Supposons qu'il existe une fonction u € C?([w, (], R) telle que Lu(z) =
—1 pour tout =z €a, 8] et u(a) = u(f) = 0. Montrer que u(zr) =
E.[7].
(b) Sio:R —]0,00[ et b =0, montrer que E,[7] < 00 et 7 < 00 P,-ps.
Trouver une expression de E,[7] en fonction de o.
Calculer P, (X, = «) et P, (X, = 8) (vérifier que ces probabilités ne
dépendent pas de o).
(¢c) Sioc=1et b=0 (X; est alors le mouvement brownien issu de z),
montrer que E,[7] = (z — a)(8 — ).

4. Soit A > 0.

(a) Supposons qu'il existe une fonction u € C?([e, ], R) telle que Lu(z) =
Au(x) pour tout & €]a, B et u(a) = u(B) = 1. Montrer que E, [exp(—AT)] =

Indication : on pourra considérer e~ u(X;).

(b) Si o =1etb=0, montrer que

1 — cosh [V2A(8 — a)]

Eafexp(=An)] = cosh [VAXe—a)]+— e

sinh [\/ﬁ(:ﬂ—a)}

(¢) On considere 79 = inf{t > 0, B; = 0}.
Montrer que pour tout > 0 et A > 0 on a E,[exp(—A1g)] =
exp(—v2\x). Montrer que 19 < 0o P,-ps mais E,[ro] = oo.



