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TRAVAUX DIRIGES

RAPPELS DE PROBABILITES

1. THEOREME DE LA CLASSE MONOTONE & APPLICATIONS
Etant donné un ensemble €, on appelle classe monotone une classe M C P(Q) telle que :
(1) Qe M,
(2) (A,B)e M?>, ACB= B\Ae M,
(3) (Ap)nso € MY, ¥n > 0,4, C Apy1 = Upsod, € M.

Il est facile de vérifier que l'intersection d’une famille de classes monotones est encore une classe
monotone, de sorte que, pour une collection C de parties de €, il existe une plus petite classe
monotone contenant C. On la notera M(C).

On appelle m-systeme une classe C C P(2) stable par intersection finie :
A BeC=ANBEeC(.

On rappelle le théoréme suivant, dit de la classe monotone :
Théoréme 1.1. Si C est un w-systéme, alors M(C) = o(C).

Preuve du théoréme.

Exercice 1. (1) Montrer qu'une collection F de parties de €2 est une tribu ssi c’est a la fois
un mw-systeme et une classe monotone.

(2) Soit C un m-systeme, et
Dy :={AeM(C):VCeC,ANC e M(C)}.
Comparer D; et M(C).
De méme, comparer M(C') avec
Dy :={A e M(C):VC e M(C),ANnC € M(C)}.

(3) Déduire de la question précédente que si C est un w-systeme, alors M(C) est également un
m-systeme. Conclure.

Applications.

Exercice 2. (Egalité de lois)
Soient P; et Py deux mesures de probabilité sur un espace mesurable donné (£2,.4).

(1) Montrer que 'ensemble M = {A € A, P1(A) =P2(A)} est une classe monotone.
(2) En déduire que si P; et Py coincident sur un 7-systéme qui engendre A, alors Py = Ps.
(3) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles telles que

Ve e Q, P{X <z} =P{Y <«z}.

Montrer que X et Y ont méme loi.



Exercice 3. (Critére d’indépendance)

(1) Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et Cy, .. ., C, n w-systeémes inclus dans A et contenant
tous 1'élément Q. Montrer que les sous-tribus ¢(C1),...,0(Cy,) sont indépendantes si et
seulement si :

n

Vie{l,...,n}, YC; € G, ]P’(ﬂ C’i> =[P
=1

i=1
Indication. On pourra introduire la classe :
n n
D = {B €A, Y(Cy,...,Ch) €Cox - X Cp, [P(B a <ﬂ c)) = IP’(B)IP’(ﬂ c,-) }
i=2 j
puis des classes Dy, Dj... judicieusement choisies.

(2) Soit (C;,i € I) une classe quelconque de m-systémes inclus dans A et contenant tous ’élément
Q. Montrer que les sous-tribus o(C;), 4 € I sont indépendantes si et seulement si :

D n
Vp € N, V{i1,...,ip} C I, VC;;, € Ci;,j € {1,...,p} P(ﬂ C,-j> =[P
=1 =1

Exercice 4. (Comparaison de deux variables aléatoires)

(1) Etant donné un espace de probabilité (Q, A,P), on suppose qu'il existe un 7-systeme C
engendrant A et contenant ), ainsi que deux v.a.r. intégrables X et Y tels que

VA e, E[lAX] :E[lAY].
Montrer que P{X =Y} = 1.

(2) Construire un espace de probabilité (€2, A, P), un w-systéme C engendrant 4 et contenant
), ainsi que deux v.a. intégrables X et Y tels que

VAeC, ElAaX] <E[QAY]et P{X <Y} <1
(3) Etant donné un espace de probabilité (€2, .4, P) et une algebre C engendrant A, montrer que
VA€ A, Ve >0, 3B €C, P(AAB) < ¢,
ou AAB désigne la différence symétrique de A et B, i.e. AAB = (AN B°) U (A°N B).
Supposons maintenant qu’il existe deux variables aléatoires intégrables X et Y telles que
VA€, E[14X] <E[14Y].
Montrer que P{X <Y} = 1.

Exercice 5. Sur un espace (2, F,P), on consideére (X;);er une famille quelconque de variables
aléatoires et Z une variable aléatoire bornée. Par ailleurs soit 79 € I. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) E[Z | (Xi)ier] = E[Z | X;,]
(ii) Pour tout p € N et {i1,...,ip} € [ on a
ElZ | Xig, Xiys s Xi,)] = E[Z | X5
On pourra considérer la classe
C:={AecF:E[14Z] =E1AE[Z | X;,]]}-
2



Théoréemes de classe monotone fonctionnels Le théoreme de classe monotone possede des
versions en termes de fonctions plutét que d’ensembles. Quitte a passer des ensembles aux fonctions
indicatrices d’ensembles, on obtient tout d’abord une traduction presque immédiate.

Théoréme 1.2. Soit H une classe de fonctions de 0 dans R, mesurables et bornées tel que

-1cH

— H est un espace vectoriel

~ Si (fn) € (H)N est une suite croissante de fonctions positives convergeant vers f € H bornée,
alors f € H.

St par ailleurs C est un w-systeme tel que VC € C, 1¢ € H, alors H contient en fait toute fonction

o(C)-mesurable, bornée.

Il existe une version un peu plus sophistiquée, parfois tres utile.

Théoreme 1.3. Soit H une classe de fonctions vérifiant les mémes hypothéses que dans le théoréeme
précédent, et K C H stable par multiplication. Alors H contient en fait toute fonction bornée, o(K)-
mesurable.

On rappelle que
o(K)=0o(f'(B),f€K,BeBR)).

L’exercice IV.6 de cette feuille fournit un exemple d’application du théoreme 1.3.

2. CONVERGENCES

Exercice 1. Rappeler les définitions des convergences en distribution, en probabilité, dans IL?,
presque sure. Tracer le diagramme résumant les implications entre les différentes formes de conver-
gence. Enfin, pour assurer l'invalidité de chacune des implications réciproques, exhiber des contre-
exemples simples.

Exercice 2. (Slutsky) On suppose que les suites de variables réelles (X)), resp. (Y;,) convergent
en loi vers les variables X, resp. Y.

Lorsque pour un réel ¢, P(Y = ¢) = 1, que peut-on dire des suites ((X,, Y5))n, (Xn+Yn)n, (XnYn)n?
Que peut-on dire de ces suites dans le cas général ?

Exercice 3. Etant données une suite de v.a.r. (Xn)n>1 convergeant en probabilité vers une v.a.r.
X, et une fonction continue f de R dans lui-méme, montrer que (f(X,))n>1 converge en probabilité
vers f(X). On commencera par montrer que, pour tout € > 0, il existe un réel K, tel que P{|X,,| >
K} < e pour tout n > 1.

Exercice 4. Etant donnée une suite de v.a.r. (X,,),>1 convergeant en probabilité vers une v.a.r.
X, montrer qu'il est possible d’extraire une sous-suite (n,),>1 telle que (X, ),>1 converge presque-
stirement vers X.

On suppose la suite (X,)p>1 dominée par une v.a. intégrable. Montrer que X,, — X également
dans L.
Exercice 5. (Uniforme Intégrabilité) Une famille (U;);cz de v.a.r. est dite uniformément intégrable
(U.L. en abrégé, on dit également équiintégrable) si :

(a) sup;ez E(|Uil) < +o0,

(b) Ve >0, 36 >0, VA e A, P(A) < = sup;er E(14|U;]) < e.

(1) Montrer que (U;);ez est U.L si et seulement si :

Jm supE[Ljg5q) |Uil] = 0.
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(2) (Quelques exemples) Montrer que toute v.a.r. intégrable constitue a elle seule une famille
U.I. Montrer que toute famille (U;);ez dominée par une v.a.r positive intégrable Y (i.e.
Vi € Z, |U;] <Y) est UL Montrer que toute famille (U;);ez bornée dans L'*t(Q, A, P)
pour un certain a > 0 est U.L

(3) Etant donnée une suite (Un)n>0 de v.a.r convergeant en probabilité vers une v.a.r U, on
suppose que la famille (|Uy|P)p>0 est uniformément intégrable pour un certain p > 1. Mon-
trer que U € LP(Q), A,P), puis que la convergence a lieu dans LP(2, A, P). Retrouver en
particulier le théoreme de convergence dominée.

3. VARIABLES ET VECTEURS (GAUSSIENS

Exercice 1. (1) Soit X ~ N (p,0?). Calculer E[exp(tX)],t € C.
(2) Soit X ~ N(0,0?%). Pour tout n € N, calculer E[X™].
(3) Soit X ~ N(0,1). Montrer que pour tout z > 0,
1

\V2Tx

Exercice 2. Rappeler la définition de vecteur gaussien.
On considere ici X = (X1, ..., Xp,) ~ N (i, ) un vecteur gaussien.

P(X >z) < exp(—z2/2).

(1) Exprimer la fonction caractéristique de X.

(2) On suppose dans cette question que det(X) = 0. Déterminer le sous-espace K C R"™ de
dimension minimale tel que P(X € K) = 1.

(3) On suppose dans cette question que det(X) # 0. Retrouver la densité jointe de X.
Exercice 3. Etant donnée une suite de v.a. gaussiennes (X,)n>1, on désigne, pour tout n > 1,
my, = E(X,) et 02 = V(X,,).

(1) On suppose que les suites (my)n>1 et (02),>1 sont convergentes. Montrer que la suite

(Xn)n>1 converge en loi vers une v.a. gaussienne dont on précisera la moyenne et la variance.
(2) On suppose que la suite (X,,),>1 converge en loi vers une v.a.r. X. Montrer que X est
elle-méme gaussienne et que les suites des moyennes et des variances sont convergentes.
Exercice 4. On considere une suite (X;),>1 de v.a. gaussiennes convergeant en probabilité vers
une v.a.r. X.
(1) Montrer que, pour tout p > 1, la famille (| X,|P),>1 est uniformément intégrable.
(2) En conclure que la convergence de (X,,) vers X a également lieu dans tout LP(Q2, A, P),
p > 1.

Exercice 5. Etant donnée une suite de vecteurs gaussiens (X,,),>1 de dimension d convergeant
en loi vers un vecteur X & valeurs dans R?, montrer que X est lui-méme gaussien. Quelles sont la
moyenne et la matrice de covariance de X 7

Exercice 6. On consideére une famille (X;);>0 de v.a.r. vérifiant la propriété suivante : pour tout
(t1,--.,tn) € R}, (Xygy,...,Xy,) est un vecteur gaussien (une telle famille est appelée processus
gaussien). On désigne alors par H le sous-espace de Hilbert de L?(€2, A, P) donné par :

2
H= Vect{Xt, t e R+}L (Q”AP).

(1) On considere Z € H. Montrer que Z suit une loi gaussienne.

(2) En déduire que tout vecteur aléatoire composé d’éléments de ‘H forme un vecteur gaussien.
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4. ESPERANCE CONDITIONNELLE
Exercice 1. Rappeler la définition de 'espérance conditionnelle.

Exercice 2. Rappelons la définition de variance conditionnelle :
var[X | F] := E[X? | F] - E[X | F)*.
Montrer que
Var[X] = E[Var[X | F]] + Var[E[X | F]].
Exercice 3. (1) On suppose que X et Y sont des variables réelles, de carré intégrable, vérifiant
EX |Y]=Y, ElY | X] = X.
Que peut-on conclure ?

(2) Peut-on étendre le résultat lorsque X et Y sont seulement supposées intégrables ?

Exercice 4. Soit (X,,) une suite de variables réelles i.i.d, intégrables, et S, = > | X;.
(1) Trouver E[X | Xo|, E[S, | X1], E[Sy | Sn—1]-

(2) Montrer que si (X, Z), (Y, Z) ont la méme loi jointe, alors pour tout fonction f positive et
mesurable (et pour laquelle les espérances ci-dessous sont bien définies), on a

E[f(X) | 2] =E[f(Y) | Z].
En déduire E[X; | Sy].
Exercice 5. (Cas d’indépendance)
Soient B une sous-tribu de A, X un v.a. a valeurs dans R™, Y un v.a. a4 valeurs dans RP et

f : R*"P — R une application borélienne bornée. On suppose que X est B-mesurable et que Y est
indépendante de B.

Montrer 'égalité :
ou 'application ¢ : R®™ — R est définie par :

Vo € R", ¢(x) = E[f(z,Y)].
Exercice 6. (Caractérisations de l’indépendance.)

Soit B une sous-tribu de A et X une v.a.r. Montrer que les trois propositions suivantes sont
équivalentes :

(i): La v.a.r. X est indépendante de B.
(ii): Pour toute application f : R — R borélienne bornée, on a
E[f(X) | B] = E[f(X)].
(iii): Pour tout t € R, on a
Elexp(itX) | B] = Elexp(itX)].
Exercice 7. (Marche aléatoire gaussienne.)

Soit (X, )nen une suite de v.a.r. telle que Xy = 0, on pose F,, = o(Xp,..., Xy,). Pour tout A € R,
on définit alors une suite (Y,)),en de v.a & valeurs complexes par

A . n)\2
Y =exp | 1AX,, + - ) Vn € N.
Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i): Pour tout A € R, la suite (Y,)),en est une (F,)-martingale.
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(ii): La suite (X,)nen est une marche aléatoire gaussienne centrée réduite, i.e. il existe une
suite (Up)pen+ i.i.d de loi N(0,1) telle que :

X, =Y Uy, VYneN-.
=1

Exercice 8. Soient X et YV i.id, ~N(0,1),Z=X+Y W=X-Y.
(1) Montrer que Z et W sont indépendants. Quelle est la distribution de W' ?
(2) En déduire la distribution et I'espérance conditionnelles de X sachant Z.
(3) Calculer E(XY | Z2), E(XYZ | 2).

Exercice 9. (Vecteur Gaussien et conditionnement : cas général)

Soit X ~ N (u, M) tel que X = <§),

EcRF AR avecp=k+1, pu= (/;9) et M = <%§5 %ZZ) . Ci-dessus, M¢¢ est une matrice
3 $

k x k, Mgy une matrice | x [, et Mgy = Mg; une matrice k x [.
On suppose dans tout I'exercice que det(Mee) # 0. Montrer que

(i): Presque stirement

E(0]6) = o + Moe M. (€ — pe),
V(0| §) = Mgy — Mo M Mep.

(ii): La loi conditionnelle de # sachant & est gaussienne
N (g + Moe M. (€ — pe), Mop — Mpe M, Mep).

(iii): Les vecteurs aléatoires £, 6 — M@gMgglf sont indépendants.

5. MARTINGALES

Exercice 1. Rappeler (sans les démontrer) les énoncés ou définitions suivants :
) la définition de (sur/sous)-martingale.

2

3

(1

(2) la définition de processus prévisible.
(

(4) le lemme de décomposition de Doob.
(

(

(

(

la définition du processus C' e M, ou C est prévisible et borné, et M est une martingale.
5) la définition du crochet d’une martingale de carré intégrable.

7
8

)
)
)
)
6) la définition de temps d’arrét, de martingale arrétée.
) le(s) théoreme(s) d’arrét pour une martingale.

) Le théoreme de convergence des surmartingales.

)

I'inégalité L' de Doob pour une (sous-)martingale positive.

(9

(10) 'inégalité L (p > 1) de Doob pour une (sous-)martingale positive.

Exercice 2. (Qqs preuves dans un cadre simple : le cas d’une martingale bornée dans L?)
Soit Y une martingale de carré intégrable, que ’on supposera issue de O.

(1) Montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes
(i): Y est bornée dans L2

(ii): Do E[(Yit1 — Vi.)?] < oc.



(iii): E[(Y)so] < 0.
Dans la suite de I’exercice, on suppose que ces trois conditions sont vérifiées.

(2) Commencer par montrer que pour tout (n,p) € Nz,
E[(Yasp — Ya)?) = E[Y2,,] - E[Y?2).

n+p n
En déduire que (Y,,),>0 est une suite de Cauchy, donc convergente, dans L2
D’autre part, est-on en mesure d’appliquer le théoreme de convergence ?
Que peut-on finalement conclure ?
(3) On aurait pu ici se passer de l'utilisation du théoreme de convergence : montrer que

l'inégalité L2 de Doob permet de déduire la convergence presque sire de (Y )n>1 de sa
convergence L2.

(4) Dans cette question on cherche finalement une preuve qui ne fait intervenir que des argu-
ments élémentaires (on ne se servira ni du théoréme de convergence, ni de I'inégalité IL2).

Pour € > 0 et n,p fixés, on pose pour 1 < k <p
k—1

By ={[Yntrx — Yol > 5}ﬂ ﬂ{|Yn+i —Y,| <e}.
i=1

de sorte que la famille (E})1<k<p réalise une partition de

E={sup |V —Yy|>c}
1<k<p

Montrer que
Bl Yoy — Yal L) 2 E[[Yaik — Yallg,) > cP(Ep)
et en déduire
P(E) < e 'E[|Yyip — Yal].
Conclure que la suite (Y},)n>1 converge p.s. vers Y.

6. MARCHES ALEATOIRES

Exercice 1. (Culture générale) On considere ici d € N*, et des variables X;,7 > 1 i.i.d & valeurs
dans R?, et enfin Sy = 0,5, = > | X.

Si vous suivez le cours sur les chaines de Markov, vous considérerez également le cadre des marches
aléatoires sur des graphes.

(1) Rappeler les propriétés de Markov et Markov forte.
2
3

(2) Donner un exemple de marche aléatoire récurrente positive.
3)
4) Donner un exemple de marche aléatoire transiente.
p
()
(6)

Donner un exemple de marche aléatoire récurrente nulle.

5) Pour une marche sur R, quelles sont les valeurs possibles de lim sup,,_, ., Sn, liminf, . Sy, 7

6) Sauriez-vous rappeler, pour la marche simple sur Z :
— le principe de réflexion ?
— le théoreme du scrutin ?
— la loi de I’arcsinus pour le dernier passage en 07 la loi de I'arcsinus pour le temps passé

a droite de 'origine ?

Pour plus de détails on pourra par exemple consulter le chapitre 3 de [1], ou encore [2], pp.71 et
suivantes.
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Exercice 2. (Marche aléatoire simple sur Z.)
On fixe p € (0,1), on considere {X;,7 > 1} des variables i.i.d avec
]P)(XZ‘ZI):p, P(Xiz—l):1—p,

et toujours,
n
So=0, Sp=)» X
i=1

(1) Que vaut lim,_,o P(S, € [na,nb]) 7 On distinguera la réponse suivant les valeurs de a et b.

(2) Dans cette question on suppose que p = 1/2, etonfixep e N, 0 < t1 <ty < ... < tp.
Déterminer la limite en loi, lorsque n — oo, de
1
iz (Stnta)s Sntag = Spaas- -+ Staty) = Siaty)

(3) Dans cette question on suppose que p = 1/3, et on note ®(0) = %e‘e + Lef. et enfin

B = log(®(log(2)/2)) ~ —0.059. Montrer que (MT(LG) := exp(0S, — log(®(0))n),n > O) est
une martingale, en déduire que
P(S,, > 0) < exp(np).
(4) Pour a,—b € N*, on considere Ty, = inf{n > 0:S,, = a ou S,, = b}.
Déterminer P(St, , = a).

Calculer
Elexp(—ATgp)], A > 0.
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