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TRAVAUX DIRIGÉS NUMÉRO 2

PROCESSUS, MOUVEMENT BROWNIEN

1. Lois fini-dimensionnelles, Continuité

Exercice 1. Est-il possible de construire un processus (Xt)t≥0 de carré intégrable et à trajectoires
p.s. continues, tel que Xs et Xt soient indépendantes pour s et t différents ?

Exercice 2. (1) On considère un processus (Xt)t≥0 à trajectoires continues à droite (et à va-
leurs réelles). Montrer que l’application (t, ω) ∈ R+×Ω 7→ Xt(ω) est mesurable (le produit
R+ × Ω est muni de la tribu produit). On pourra penser à approcher X par un processus
en escalier.

(2) On suppose dans cette question qu’on a fix une filtration (Ft, t > 0. On rappelle qu’un
processus (Xt, t ≥ 0) est dit progressif si pour tout t ≥ 0, l’application (s, ω) ∈ [0, t]×Ω 7→
Xs(ω) est mesurable pour la tribu B([0, t])⊗Ft. Montrer que si X est adapté à la filtration
Ft et à trajectoires continues à droite, alors X est progressif.

Exercice 3. On considère un processus (Xt)t≥0 à trajectoires continues (et à valeurs réelles).

(1) Montrer que les applications suivantes définissent des v.a. :

ω ∈ Ω 7→ sup
0≤t≤1

(Xt(ω)), ω ∈ Ω 7→
∫ 1

0
Xs(ω)ds.

(2) Etant donné un processus Y de même loi que X, également à trajectoires continues, montrer

que sup0≤t≤1Xt et sup0≤t≤1 Yt d’une part et
∫ 1
0 Xsds et

∫ 1
0 Ysds d’autre part ont même loi.

(3) Etant donné un processus Z, indépendant de X, également à trajectoires continues, mon-

trer que sup0≤t≤1Xt et sup0≤t≤1 Zt d’une part et
∫ 1
0 Xsds et

∫ 1
0 Zsds d’autre part sont

indépendantes.

Exercice 4. Soit (Xt)t≥0 un processus gaussien de moyenne m et de fonction de covariance Γ.
Montrer que X est à trajectoires continues dans L2 est équivalent au fait que les fonctions t ∈
R+ 7→ m(t) et (s, t) ∈ R2

+ 7→ Γ(s, t) sont continues.

Exercice 5. On suppose que X est un processus gaussien de moyenne m et de fonction de cova-

riance Γ, à trajectoires continues. Montrer que le processus (
∫ t
0 Xsds)t≥0 est également un processus

gaussien dont on pécisera les fonctions de moyenne et de covariance. Qu’obtient-on dans le cas où
X est le mouvement brownien ?

Exercice 6. On suppose que (Xt)t≥0 est un processus gaussien. Pour des fonctions φ, ψ de R+

dans lui même, montrer que (Yt := φ(t) +Xψ(t))t≥0 reste un processus gaussien.
Calculer les fonctions de moyenne et de covariance de Y lorsque X est un mouvement brownien, et
φ(t) =

√
t+ t/2− t2 ψ(t) = 3(t− sin(t))

Exercice 7. On suppose que (Xt)t≥0 est un processus gaussien, à trajectoires continues. On suppose
que Y est un processus indépendant de X, à valeurs dans R+. Le processus (Zt := XYt)t≥0 reste-t-il
nécessairement un processus gaussien ?
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Exprimer le plus simplement possible les fonctions caractéristiques des lois fini-dimensionnelles du
processus (XYt)t≥0.

Exercice 8. Le but de cet exercice est de démontrer le théorème de continuité de Kolmogorov.
Soit (Xt)t∈[0,1] un processus à valeurs dans un espace métrique complet (E, d), muni de la tribu
borélienne E = B(E). On fait l’hypothèse

(H) ∃(q, ε, C) ∈ (R∗+)3 : ∀(s, t) ∈ [0, 1]2 E [d(Xs, Xt)
q] ≤ C|s− t|1+ε.

(1) On note D = {t ∈ [0, 1] : t =
∑p

k=1 εk2
−k, avec εk = 0 ou 1 ∀k ∈ {1, ..., p}}, et on fixe

α ∈]0, ε/q[.
Montrer que l’hypothèse (H) entrâıne que

P
(
d(X(i−1)2−n , Xi2−n) ≥ 2−nα

)
≤ C2nqα2−n(1+ε).

(2) En déduire que ∑
n≥1

P

(
2n⋃
i=1

{
d(X(i−1)2−n , Xi2−n) ≥ 2−nα

})
<∞.

(3) On pose

Kα(ω) := sup
n≥1

(
sup

1≤i≤2n

d(X(i−1)2−n , Xi2−n)

2−nα

)
.

Montrer que Kα(ω) est fini presque sûrement, puis qu’il existe une constante C > 0 telle
que

∀(s, t) ∈ D d(Xs, Xt) ≤ CKα(ω)|t− s|−α.
(4) En déduire le théorème de continuité de Kolmogorov : le processus X possède une modifi-

cation qui est hölderienne d’exposant α pour tout α ∈]0, ε/q[.

(5) Montrer que la démonstration précédente se généralise facilement au cas où on considère
(Xt)t∈I avec I un intervalle borné de R. Que dire du cas où I est non borné ?

(6) Application : Montrer que le mouvement brownien admet une modification qui est locale-
ment hölderienne d’exposant η pour tout η ∈]0, 1/2[.

2. Mouvement Brownien, Transformations et propriétés trajectorielles

Exercice 9. On considère un mouvement Brownien (Bt)t≥0.
Montrer que le processus (−Bt)t≥0 est un mouvement brownien.

Étant donné un réel a > 0, montrer que le processus (Ba+t −Ba)t≥0 est un mouvement brownien,
indépendant de (Bt)0≤t≤a.

Étant donné un réel c > 0, montrer que le processus (cBc−2t)t≥0 est un mouvement brownien.

Exercice 10. Etant donné un mouvement brownien réel (Bt)t≥0, on désigne sa filtration naturelle
par (Ft)t≥0.

(1) On définit la tribu F0+ =
⋂
ε>0

Fε. Pour ε ∈]0, 1[, on pose Gε = σ(Bt − Bε, ε ≤ t ≤ 1).

Montrer que la tribu Gε est indépendante de F0+.

(2) Montrer que
⋃

0<ε<1

Gε est un π-système. En déduire l’indépendance des tribus F0+ et

σ(
⋃

0<ε<1

Gε).

(3) En déduire la loi du tout ou rien de Blumenthal : ∀A ∈ F0+, P(A) ∈ {0, 1}.
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Exercice 11. On considère un mouvement Brownien (Bt)t≥0.

(1) Établir que P(∀ε > 0, supt∈[0,ε]Bt > 0) = 1.

(2) Montrer que P-p.s. {supt≥0Bt = +∞, inft≥0Bt = −∞} (on pourra se servir de la question
précédente et de la propriété de scaling). En déduire que (Bt)t≥0 est récurrent.

Exercice 12. On désigne par (Bt)t≥0 un mouvement brownien et par (B̃t)t≥0 la famille de v.a.r.
donnée par :

B̃0 = 0, ∀t > 0, B̃t = tBt−1 .

(1) Démontrer que (B̃t)t>0 est un processus gaussien centré et de fonction de covariance (s, t) ∈
R2
+ 7→ s ∧ t.

(2) Montrer que P-p.s., limt→0 B̃t = 0, et en déduire que (B̃t)t≥0 et (Bt)t≥0 ont même loi.

Exercice 13. On appelle mouvement brownien de dimension d un processus à valeurs dans Rd de
la forme (Bt = (B1

t , . . . , B
d
t ))t≥0, où les (Bi

t)t≥0, 1 ≤ i ≤ d, sont des mouvements browniens,0 uni-
dimensionnels, indépendants. Montrer pour un tel B et pour une matrice orthogonale U de taille d
que le processus (UBt)t≥0 à valeurs dans Rd est encore un mouvement Brownien de dimension d.

Exercice 14. Étant donné un mouvement brownien réel (Bt)t≥0, on définit un processus (Zt)0≤t≤1
par la relation :

∀t ∈ [0, 1], Zt = Bt − tB1.

(1) Montrer que (Zt)0≤t≤1 est un processus gaussien indépendant de B1 (appelé pont brownien).
On précisera la moyenne et la covariance du processus.

(2) On définit le processus retourné en temps (par rapport au temps 1) :

∀t ∈ [0, 1], Yt = Z1−t.

Montrer que les deux processus suivent les mêmes lois fini-dimensionnelles (et sont continus).

(3) Pour t ∈ [0, 1[, on pose Wt = (1 − t)Bt/(1−t). Pour t = 1, on pose W1 = 0. Montrer que le
processus est continu et admet la même loi que Z.

Exercice 15. Étant donné un mouvement brownien (Bt)t≥0 et un temps d’arrêt τ (supposé fini),
montrer que (Bt+τ −Bτ )t≥0 est un mouvement brownien, indépendant de (Bt∧τ )t≥0.

Indication. On pourra approcher τ par τn =
∑

k≥0 2−n(k + 1)1[2−nk,2−n(k+1)[(τ).

Exercice 16. Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien réel.

(1) Étant donnés deux réels 0 ≤ s < t, montrer que, presque-sûrement, la trajectoire du mouve-
ment brownien n’est pas monotone sur [s, t]. En déduire que, presque-sûrement, la trajectoire
n’admet aucun intervalle sur lequel elle est monotone.

(2) Etablir que, presque-sûrement, la trajectoire du mouvement brownien n’est différentiable
en aucun point de [0,+∞[.

On pourra par exemple déterminer les intervalles de monotonie de processus de la forme
(Bt + at)t≥0.

Exercice 17. Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien réel.

(1) En utilisant la loi du 0-1 de Blumenthal, montrer que, presque-sûrement, le mouvement
brownien change de signe une infinité de fois sur tout intervalle [0, t], t > 0. On pourra
considérer, pour tout t ≥ 0, At = {infs∈[0,t]Bs ≥ 0} puis ∪n≥1An−1 .
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(2) Pour tout ω ∈ Ω, on définit le sous-ensemble de R+ suivant :

Z(ω) = {t ≥ 0, Bt(ω) = 0}.
Montrer que, presque-sûrement, Z(ω) est un ensemble fermé, admettant 0 pour point d’ac-
cumulation et de mesure de Lebesgue nulle.

Exercice 18. On désigne par (Bt)t≥0 un mouvement brownien réel. Étant donnée une subdivision
π de l’intervalle [0, 1] donnée par t0 = 0 < t1 < · · · < tm = 1, m ≥ 1, on désigne par |π| le pas de
la subdivision défini par |π| = max1≤i≤m |ti − ti−1|.
Pour une telle subdivision, on désigne par Vπ =

∑m
i=1 |Bti − Bti−1 | la variation de B le long de la

subdivision π et par Qπ =
∑m

i=1(Bti −Bti−1)2 la variation quadratique de B le long de π.

(1) Montrer que E[(Qπ − 1)2] ≤ 2|π|.
(2) Étant donnée une suite de subdivisions (πn)n≥1 dont les pas tendent vers zéro, montrer que
Qπn converge dans L2 vers 1. Montrer que la convergence a lieu au sens presque-sûr sous
l’hypothèse supplémentaire

∑
n≥1 |πn| < +∞.

(3) On suppose qu’il existe ω ∈ Ω tel que supπ Vπ(ω) soit fini (le supremum porte sur les
subdivisions de l’intervalle [0, 1]). Montrer que limn→+∞Qπn(ω) = 0 pour toute suite de
subdivisions (πn)n≥1 dont le pas tend vers 0.

En déduire qu’avec probabilité 1, les trajectoires du mouvement brownien sont à variation
infinie sur [0, 1] (plus généralement, ce résultat s’étend à tout segment, de longueur non nulle,
inclus dans [0,+∞[).

Retrouver le résultat de l’exercice 16 (1).
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