Université Paris 7 - M2 Modélisation Aléatoire - Calcul Stochastique

TRAVAUX DIRIGES NUMERO 5

FORMULE D’'ITO, PROCESSUS D'ITO

1. FORMULE D’ITO ET APPLICATIONS

Exercice 1. (cf exo 2 feuille 4, et examen 07) On considre un F-mouvement brownien réel W sur
Pespace filtré (€2, A, F,P) Pour tout § € R, A > 0, B > 0 le processus Xy est défini par

X%(t) := exp <;02t> cos <9 (W(t) - <B ; A))) . t>0,

Exercice 2. (d’apres examen 08) Soit (B;)¢>0 un F-mouvement brownien réel sur un espace filtré
(Q, A, F,P), z un réel strictement positif et F' la fonction ¢ € R — — In(cosh(t)). Pour un processus

(ut)i>0 dans M2, i.e. Vt >0, Efot u?ds < 400, et une condition initiale x € R, on pose

Calculer dX?.

tAT
Xt:x+Bt+/ ugds, t>0,
0

ol 7:=inf{t > 0: X; € (0,2)°}.
(1) Montrer que la fonction F' est solution de ’équation différentielle ordinaire :
Vvt >0, F'(t)—(F'(t))*+1=0.

(2) Pour (u¢)e>0 et (X¢)e>0 comme ci-dessus, on définit :
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En appliquant la formule d’It6, montrer que (V;)>0 est une sous-martingale (i.e. V; intégrable
pour tout ¢ > 0 et Vg < E[V;|Fs], 0 < s <t).

(3) On admet ici que 7 fini presque-sirement. Déduire de la question précédente que

tAT 1
VE>0, Vi=F(Xin)+ / ~(u2 + 1)ds.
0

F(z) < E[/OT %(ui +1)ds + F(X,)].

Exercice 3. Pour n € N, on pose
1) a2
Hn(xvy) = dam [exp(ax - ?y)] |a=0" xz,y € R.

(1) Vérifier que Ho(z,y) = 1, Hi(z,y) = z, Ha(x,y) = 2% —y, H3(z,y) = 23 —3zy et H*(z,y) =
x* — 622y + 3y?. Plus généralement, montrer que H, est un polynoéme en (z,y). (On ne
cherchera pas & calculer les coefficients.)

(2) Que dire de (H;(Bt,t))i>0, @ € {0,---,4} 7 (Ici, (Bg)i>0 est un (Fi)¢>o-mouvement brow-
nien.)

(3) Montrer que, pour tout n € N,

0H, 10H, 9
—_n =0 R~.
3y @y)+55 2@y =0, (z,y)€
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(4) En déduire que, pour tout n € N, (H, (B¢, t))t>0 est une (Ft)s>o-martingale.

Exercice 4. (d’aprés examen 09) Soient (By, B;) un MB bi-dimensionnel. On pose

t _ t
Xy :/ BdB; —/ BdB,
0 0

(1) Montrer que (X;);>0 est une martingale de carré intégrable.
(2) Soit A > 0. Justifier que
E[ei’\xt] =E[cos(AXy)]

(3) Soient g et h deux fonctions déterministes de classe C? sur RT. Ecrire les processus suivants
sous forme de processus d’Ito :

Y, = cos(AX}), Z; = h(t) — g(;)(Bt2 + B})

Calculer le crochet (Y, Z).

(4) Montrer que Y;e? est une martingale si les fonctions g et h vérifient le systeme d’équations
différentielles ordinaires :

(1) iy =g -2 Py = g0

(5) Soit r > 0. Vérifier que les fonctions
g(t) = Atanh (A(r —t)), h(t) = —log [cosh (A(r —t))]
sont solutions du systeme (1).
(6) En déduire E[e*Xt].

Exercice 5. Dans cet exercice et le suivant (.,.) désigne le produit scalaire de R™. Soient (X}t >
0),1 < i < n qui sont des processus d’It6 et des martingales locales continues, tels que pour tous

]
(X', X))y = 05t
(1) Soit § € R™. Montrer que si fp(z,t) = exp {i(0,z) + 3[0]*t},

<Mt9 = fo(Xy,1),t > 0>

est une martingale continue.
(2) En déduire que pour s < t, la variable X; — X est indépendante de F et suit une loi
gaussienne centrée et de matrice de covariance (¢t — s)I,,. Conclure.
Exercice 6. Soit B un mouvement brownien n-dimensionnel, issu de zg, et U; := |By|? = (By, By).
(1) Exprimer dUy.
(2) Montrer que X, défini par (Xt = g %dB;, t> 0) est un mouvement brownien uni-
dimensionnel.

(3) Montrer que

t
Ut = ‘l'0|2 +/ 2\/ Utht + nt.
0
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Exercice 7. Etant donnés un mouvement brownien réel (Bt)i>0 relativement & une filtration
(Ft)e>0 et deux processus (by)i>0 et (0¢)r>0 progressivement mesurables (pour la filtration (F3)¢>0),
on suppose que

vt >0, P{lby| < K} =1, P{loy| < K} = 1, P{loy| > A} = 1,

pour deux constantes strictement positives A et K. Pour un point xg € R, on définit par ailleurs
t t
Vi >0, Xy =z —l—/ bsds —|—/ 0sdBs.
0 0

Etant donné un réel a > |zg|, on considére la quantité 7, = inf{t > 0, |X;| > a} (inf § = +o0).
(1) Montrer que 7, est un temps d’arrét.
(2) On suppose que Vt > 0, P{s;X; > 0} = 1. En appliquant la formule d’It6 au processus
(X?)t>0, montrer que E(7,) < +00.

Exercice 8. Etant donnés une filtration (Ft)e=0 et un (F¢)e>o-mouvement brownien (By)¢>0, on
considere un processus (ut)i>0 (Ft)e>0-progressivement mesurable tel que 3K > 0, Vi > 0, P{|us| <
K} =1.

(1) On définit pour tout ¢ > 0,

t 1 t
M; = exp<—/ usdBg — / u?ds).
0 2 Jo

Montrer que (My)¢>0 est une (F;)¢>0 martingale de carré intégrable.

(2) On définit maintenant pour tout ¢ > 0,

t
Xt :/ Usd$+Bt.
0

Montrer que le processus (X¢M;):>0 est une (F3)¢>0 martingale locale. Remarquer qu’elle
est en fait de carré intégrable.

Exercice 9. Dans tout l'exercice, (By);>0 désigne un mouvement brownien d-dimensionnel, d > 3,
et (F;)i>0 sa filtration naturelle. On fixe par ailleurs un point xg de RY, zo # 0.

(1) Montrer que la fonction u : z — |z|>~% est de classe C? sur R? \ {0}, et que pour = # 0,
Au(z) = 0.

(2) On fixe 6 €]0,1] tel que |zo| €]6,61[. On peut trouver une fonction 1 de classe C>° valant
1 sur {x,|z| > d} et 0 en dehors de {z, |z| > §/2}, de sorte que le produit un est de classe
C? sur R? tout entier. Appliquer la formule d’Tt6 & ((un)(xo + By))i>o-

(3) On considere
7O = inf{t > 0, |wg+ B <6}, 0@ =inf{t >0, |zo + B, > 6}

Montrer que 7 et 0(® sont deux temps d’arrét. En déduire que p(5) = 70 A o) et un
temps d’arrét. Montrer que o(®) et p(5) sont p.s. finis.

(4) Montrer finalement que E [u(zo + Bp(5>)] = u(xp).
(5) En déduire la relation
u(zg) = 627 P{r®) < ¢} 4 §472P{r ) > 5O
(6) En notant 7(9) = inf{t > 0, |z + B;| = 0}, déduire que u(z)d? 2 > P{r(0) < 5},
(7) Déduire finalement P{7(®) < 400} = 0.



2. FORMULE DE CAMERON-MARTIN
Exercice 10. On consideére l'espace filtré (2, F, (F), P), et un mouvement brownien (By,t > 0).
On note G 'espace gaussien engendré par (Bi)>0, et une variable Y € G.
(1) Rappeler pourquoi il existe f € L2(R.) telle que Y = fR+ f(s)dBs.
(2) Pour A € F on note

Q(A) :=E [1A exp (Y — ;IE[YQ])] :

Montrer que ceci définit une mesure de probabilité Q équivalente a P.
(3) Pour t > 0, on pose

Y, =E[Y |F], p:=E [exp (Y — ;E[YQD y ]—“t] .

Montrer que (Y:)¢>0, (pt)t>0 sont des martingales. Exprimer Y;, p; a l'aide de f, B.
Vérifier enfin que p; est une version de % sur F;.
(4) Calculer (B,Y ), (B, p):-

Vérifier que (B; — (B, Y )¢)¢>0 est un processus gaussien. Montrer que ce méme processus
est une martingale sous la mesure Q.

Calculer, toujours sous la mesure Q, la fonction de moyenne et de covariance de ce
processus. Conclure.

(5) Que venons-nous de prouver dans le cas particulier ou Y = ABp?



