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Exercice 1 Soit la chaine X a temps continu sur E = {1,2,3,4} de générateur

ARl

. Exprimer le noyau de transition IT associé. Décomposer I'espace d’états en classes de

communication, en précisant lesquelles sont récurrentes ou transientes.
Donner 'ensemble des probabilités invariantes de la chaine.

Calculer Py (T3 < Ty).

Calculer Eq[T3].

Montrer que X; — 3 converge en loi lorsque ¢ — oo vers une variable de Bernoulli
dont on précisera le parametre.

. On a
0 5/6 1/6 0
= 3/4 0 0 1/4 ’
0 0 0 1
0 0 1 0

de sorte que 1 <+ 2, 3 <+ 4, et {1,2} — {3,4} mais {3,4} - {1,2}. Ainsi {1, 2} est
une classe non fermée, donc transiente, {3,4} est une classe finie fermée, donc
récurrente positive.

. 1l existe une unique probabilité invariante associée & X (qui charge son unique classe

récurrente positive), et AQ = 0 conduit & A(3) = 3A(4). Finalement (0 0 2 1) est
I'unisque probabilité invariante de X.

. Par Markov au premier temps de saut de X issu de 1, on a

5

]P)l(Tg < T4) = 6

Py (T3 < Ty) +1/6.
et par un raisonnement similaire
3
]P)Z(T3 < T4) = ZPI(TB < T4).

En résolvant le systeme il vient finalement

4
Pl(Tg < T4) = §



4. La loi de J; sous P; est exp(6) d’espérance 1/6 et en Jq, la chaine se rend en 3 avec
probabilité 1/6, et sinon en 2. Par Markov en Jj, on obtient donc

1 5
Eq[T3] = 5 + 6E2[T3]-

Par un raisonnement similaire

1 3 1

et enfin E4[7T5] = 1/3. Finalement

3 1 5 5 4

°EL T 22 =

BBl =5+t =9
et donc 29
Eq|Ts] = —.
1[T3] o7

5. Le théoreme de convergence s’applique a la chaine restreinte a {3,4} (celle-ci est
irréductible, récurrente positive), disons sous P35 par exemple. Pour une distribution
initiale 1 quelconque, T3 < oo p.s. sous P, (cf le raisonnement de la question 4), et
(X744¢,t > 0) a méme loi que X sous P3. On en déduit que comme sous P3, la loi de
X; sous P, tend vers A\. Autrement dit, sous P, X; — 3 converge en loi lorsque
t — oo vers une variable de Bernoulli de parametre 1/4.

Exercice 2 Dans cet exercice, on fixe un parametre o € R et on considére la chaine X a
temps discret sur £ = N*, et dont le noyau de transition est donné par

[ \" n \"
P 1) =0Ca — 1 ) *7 P(n,n—1) =0Cy yn=2,
(n,n+1)=C ( n—i—l) neN (n,n—1)=C ( n—l) n

P(1,1)=1-P(1,2)=1- 2(::72, P(n,n)=1—-P(n,n—1)— P(n,n+1),n > 2.

ot Cy > 0 et C, < min(3, 20/2 W) La définition précise de C, n’a qu’une

importance marginale pour la suite, on notera simplement qu’il est choisi assez petit pour
que P(n,n) > 0 pour tout n € N*.
Comme usuellement, on note P, la loi de la chaine issue de la distribution initiale p sur N*.

Pour s > 1 on note )
C(s) = Z s
keN*

1. Montrer que la chaine X est irréductible, apériodique.
2. Montrer que pour tout k > 2,

Pk, k+1)
Pk, k+ 1)+ P(k,k—1)

Pu(Xpi1 =X+ 1| Xp =k, Xps1 # Xp) =

et que cette quantité tend vers 1/2 lorsque k — oo.

3. (a) Montrer que la mesure A telle que A(n) = n~% n € N* est une mesure invariante
de la chalne, et que celle-ci est réversible.



(b) Pour quelles valeurs du parametre « la chaine X est-elle récurrente positive ? On
notera D, ’ensemble de ces valeurs.

(c) Montrer que si a € Dy,

1
R0 =2) =2 5wy

4. On considere la fonction A : N* — R, telle que

n

h(1) =0, h(n) = (k(k—1))**n>2.

k=2

(a) Montrer que h est P harmonique sur N*\ {1}, i.e. que Ph(n) = h(n),n € N*\ {1}.

(b) Soit limy, o0 h(n) =: Hy € R} U {+00}. Déterminer D := {a € R: H, = +00}.

(c) Soit Ty y = inf{k > 0: X, € {1, N}}. Montrer que h(X, a7, ) est une
(Fn)-martingale.

(d) Pour k € {2,..., N — 1}, montrer que Py(Xp, y = N) = %

(e) Exprimer Pr(T} < co) en fonction de h(k), Hy et en déduire que la chaine est
récurrente si et seulement si o € D.

5. Pour quelles valeurs de « la chaine est-elle récurrente nulle ?
6. On suppose a € D, et on pose f,(n) =n",n € N*. Montrer que si max(y,v) < a—1

on a
koo Fy(Xk) ps; C(a—1)

Shh S (X) e Lo =)

1. Comme P(n,n+1) et P(n+ 1,n) sont > 0 pour tout n € N*, la chaine est
clairement irréductible. Par ailleurs P(1,1) > 0 car C, < 2%/2 de sorte que la chaine
est apériodique.

2. Par Markov au temps n,

]P),LL(X'I”L—‘,-I =X,+1 ‘ Xn =k X1 ;é Xn) = ]P)k(Xn+1 =k+1 ‘ Xnt1 7& k‘)
Pk, k + 1)
Pk k+1)+ Pk k—1)

et comme P(k,k+ 1) et P(k,k — 1) tendent tous deux vers C, > 0 lorsque k — oo,
on obtient bien une limite 1/2 pour la quantité ci-dessus.

3.(a) On a pour tout n € N*

o n \" Cq
A(n)P(n,n+1) = Cyn ( n+1> va

(0%
1 C
A+ )P+ 1n) = Caln+ 1) (/) = =
n (n(n+1))"
Comme P(i,j) = 0 pour tous 4, j tels que |i — j| > 2, on déduit que A, P satisfont
les équations de balance détaillée. La chaine est donc bien réversible, et A est une
mesure invariante.



(b)

La masse totale de A est finie ssi a > 1 (critéere de Riemann). Dans ce cas il existe
une probabilité invariante de la chaine, 7 := C%)" et elle est récurrente positive.
Dans le cas contraire, A a masse infinie et la chaine ne peut pas étre récurrente
positive (sinon on contredirait le théoreme qui affirme que deux mesures
invariantes d’une chaine récurrente sont proportionnelles). On conclut que

D+ = (1, +OO)

Si a > 1, la chaine est irréductible, apériodique, récurrente positive et son unique
mesure invariante est la mesure m décrite ci-dessus. Le théoréeme de convergence
s’applique et on obtient la convergence en loi de X,, sous P vers une variable X,
de loi 7. En particulier

Pi(X,=2) — 7(2) = ——.
Soit n > 2, on a

Ph(n) —h(n) = P(n,n—1)h(n—1)+ P(n,n+1)h(n+ 1)+ (P(n,n) — 1)h(n)

= P(n,n—1)(h(n —1) — h(n)) + P(n,n+ 1)(h(n+ 1) — h(n))
n a/2 n a/2
= C, ((n—l) (h(n —1) — h(n)) + ( ) (h(n+1) —h(n))) .

n+1

Lorsque n > 3, on a donc bien

Ph(n)—h(n) = Cq (- ( n )aﬂ (n(n —1))*/? + < ” )a/Q (n(n + 1))a/2> =0.

n—1 n—+1

Reste a voir que si n = 2,

Ph(2) — h(2) P(2,1)(h(1) — h(2)) + P(2,3)(h(3) — h(2))

a/200/2 2 o/ /2
= —Ca2"P2*P i Ca(5) B2 =0

On a pour tout n > 3, h(n) < 3,3k et cette somme est finie des que o < —1.
A linverse h(n) > > ;~5(k —1)® et donc h(n) — oo dés que aw > —1. On conclut
que D = [—1,400).

Comme h est harmonique sur {2,3,..., N — 1}, et bornée sur ce domaine,
(h(XnaT, ) est une (F,)-martingale d’apres le résultat général vu en cours.

Sous Py, T1 n est fini p.s. (on peut par exemple le borner par N x G avec G une
variable géométrique). Par Doob (notre martingale est bornée donc les hypotheses
du théoreme d’arrét optionnel sont vérifiées), on obtient donc

Ex[h(X1y )] = h(k)
et on déduit
Po(X1, y = N)R(N) + Po(Xr, , = 1)h(1) = h(k),

ce qui conduit au résultat souhaité puisque h(1) = 0.



(e) Par Markov au temps 1, Py (T} < 00) = P(1,1) + P(1,2)Py(T} < o0). Or

Py(T) < 00) = impy 00 Po(T1 < Tn) = limpy 00 (1 — %) et donc la chaine est

récurrente ssi v € D (et elle est donc transiente si o € D¢, ie. o < —1.
5. D’apres ce qui précede X est récurrente nulle ssi « € [—1.1].

6. Si a > —1 la chaine est récurrente et possede la mesure invariante A. Si v < a — 1,
wa(x))\(w) = ZnEN* n’— = C(OK - 7)? et si ’7/ <o-— 17
S (@A@) =3, e 1Y 7% = ((a — 7). Par théoreme ergodique, on a donc la
convergence presque stre souhaitée.

Probléme

Le probléme est découpé en 4 parties et une annexe.

La partie A (et la question A.3 en particulier) établit un résultat général pour une chaine de Markov & temps
continu, qui sera utile dans les parties C et D.

L’annexe est consacrée a la description des solutions d’une famille d’équations différentielles ordinaires qui
intervient dans certains calculs du probleme.

Les parties B,C, et D se focalisent sur un exemple particulier de chaine a temps continu, modélisant
I’évolution de la taille d’une population de bactéries.

La partie B se consacre aux premieres propriétés et au calcul de la probabilité d’extinction. Elle est
indépendante de la partie A.

La partie C étudie deux martingales associées a la chaine.

Enfin la partie D est consacrée a ’étude des martingales exponentielles de cette chaine, dans le but
d’exprimer la transformée de Laplace de X;.

Bien évidemment, on peut admettre certaines questions du probléme pour traiter une autre question.

A. Soit X une chaine de Markov a temps continu, de générateur @), a valeurs dans
I'espace d’états E, et (F;)i>o0 la filtration engendrée par X. On suppose que la
fonction f : Ry x EF — R est dérivable par rapport a sa premiere variable, que pour
t>0, f(t,X) € LY. Pour t > 0, x € E, on rappelle qu'on note, e.g.

P(S)f(t,l’) = Z(P(S))myf(ta y)v Qf(tl') = Z Q(x,y)f(t,y)
yer yer
On suppose enfin que pour tout 7" > 0 il existe Gp(z) telle que
supyeo,r) (| f (£, @)1, %{(t, x)‘) < Gr(z) et P(s)Gr(x), P(s)QGr(x) restent finis pour
tous s > 0,x € F.

1. Montrer que
E[f(t =+ S7Xt+s) ’ Ft] = P(S)f(t =+ S7Xt)

2. Soit ¢ : R x E — R dérivable par rapport a sa premiere variable, Pour tout 7" > 0
fixé, on suppose qu'il existe Gr(z) telle que
supyepo,)([¥(¢, o)l ‘%—f(t, 1:)’) < Gr(z), etP(s)Gp(z), P(s)QGr(x) restent finis
pour tous s > 0,z € E. On pose ¢(s) := P(s)y(s,x). Montrer que

9(5) = Ple) [Quls.0) + 5 (50

3. Déduire des questions précédentes que si pour tout = € E, Qf(t,x) + %{(t, x) =0,
alors (f(t,X:),t > 0) est une (F;)-martingale.



4. Retrouver a l’aide de la question précédente, le résultat du cours:sig: F — E
est une fonction propre pour () associée a la valeur propre «, et telle que
g(X;) € Lt pour tout t > 0, et P(s)|g|(z), P(s)Q|g|(x) sont finis pour tout ,
alors (g(X¢)exp(—at),t > 0) est une (F;)-martingale.

B. Dans cette partie, et toute la suite de ce probleme, on considere un exemple
particulier de chaine de Markov a temps continu, modélisant 1’évolution d’une
population de bactéries.

On suppose que p € (0,1) est fixé, et qu’indépendamment, chaque individu de la
population meurt a taux 1, et est remplacé instantanément par un nombre aléatoire
de descendants : 2 avec probabilité p, et 0 avec probabilité 1 — p. On note X; la taille
de la population au temps t > 0, avec P; la loi de X lorsque la population initiale est
de taille 1.

1. Montrer que gp = 0 et que pour z € N*, on a
Iz =%, Qoatl =P, Gua—1 =z(1—p).
2. Montrer que sig: F — E on a
Qg9(0) =0 Qg(z) =z[pg(z +1) + (1 —p)g(z — 1) —g(z)], z € N".
3. Exprimer II le noyau de transition associé a ). Décomposer ’espace d’états en
classes de communication, et préciser lesquelles sont récurrentes ou transientes.

4. On s’intéresse dans cette question a h(t) = P1(X; = 0).
(a) En considérant séparément les descendances des 2 individus ancestraux,
montrer que Py(X; = 0) = h(t)%
(b) En utilisant la propriété de Markov forte au premier temps de saut de X sous
Py, montrer que

h(t) = /0 exp(—s) ((1 —p) + ph(t — 5)2) ds
(¢) En déduire que

h(t) exp(t) = /0 exp(u) (1 - p) + ph(u)?) du

puis que h vérifie I’équation (F) de 'annexe.
(d) Conclure a l'aide de I'annexe. On précisera en particulier le comportement
asymptotique de h(t).
C. Dans cette partie on détermine quelques martingales simples associées a la chaine X.
La premiere question permet d’assurer les conditions d’intégrabilité.
1. On souhaite établir que pour tout k € N, (X;)* € L
(a) Montrer que

N-1
]P’l(thN)g]P’<Zeizt>,

i=1

6



ou les (e;,7 > 1) sont indépendantes, e; ~ exp(7).
En déduire que pour tout s > 0,

N-1

P(X; > N) <exp(— H
i=1

S +

(b) Déduire de ce qui précede que P(X; > N) < (]If,tﬂ' et conclure.
2. Montrer que QId = (2p — 1)Id. En déduire (4 laide de la partie A) que
(Xtexp((1—2p)t)),t > 0) est une (F;)-martingale.

3. Soit f(t,x) = 22¢(t) + 1) (t). Montrer que
Qf(t,x) = x(2(2p — D + 1)¢(t) + 2(2p — 1)3(1).

Déduire de la partie A que si p # 1/2, ((Xf + Tl_lXt) exp(—2(2p — 1)t,t > O)
est une (F;)-martingale.
4. Déduire E;[X?] lorsque p # 1/2.
. Le but de cette partie est le calcul de la transformée de Laplace de X, i.e. pour
k€N, A>0etT >0, on cherche a exprimer Ei[exp(—AX7)].
Pour ce faire on détermine une famille de martingales associées a X.

1. Soit A > 0 A l'aide de la partie A, établir que si ¢y est solution de
(E2) AQ\(t) = pexp(—=Ada(t)) + (1 — p) exp(Aga(t)) — 1,

et si fia(t,x) = exp(—Axpy(t)) alors (fi(t, X¢),t > 0) est une (F;)-martingale.

2. Soit 1) la solution de (E) telle que ¥5(0) = exp(—A\). Vérifier a 'aide de 'annexe
que 9 est définie et reste strictement positive sur R;.. Montrer alors, pour 7' > 0
fixé, que ¢x(t) = —3 In(YA(T — 1)), t € [0, T] est la solution de (E,) sur [0,7]
vérifiant ¢, (7") = 1. En déduire que

El [exp(—/\XT] = ’(/J)\(T).

3. En considérant séparément les descendances des individus ancestraux, déduire
finalement que

Ex[exp(—=AX7)] = ¥A(T)",
ou ¥y est la solution de (E) telle que 15(0) = exp(—A).
4. Dans cette question on fixe p = 3/4. On pourra utiliser ’annexe.
(a) En considérant A = log(2), montrer que pour tout 7' > 0,
1+ exp(—T/2)

B2 = (T2

(b) En considérant A = log(3), montrer que (37Xt,¢ > 0) est une (F;)-martingale
(c) Montrer que pour 7" > 0,

5—3exp(=T/2)

Ei[67r] = 15 — 3exp(—T/2)




(d) Exprimer Eq[exp(—AX7)] pour un A > 0 quelconque.

Annexe Les énoncés de cette annexe peuvent étre simplement admis pour la résolution
du probleme.
Soit p € (0,1) fixé. On considere 1’équation différentielle (non linéaire) du premier
ordre dont 'inconnue est un élément de C*°(I,R), avec I C Ry :

(B) f'(t)=pf(t)* = f(t) + (1 -p).
D’apres Cauchy-Lipschitz, pour tout a € R il existe une unique solution maximale de
(E) vérifiant f(0) = a.
Notons que I"équation (E) peut étre réécrite

®) ro=p(r0-1) (r10- 7).

On remarque donc d’ores et déja que la fonction constante égale a 1, et la fonction
constante égale a l;fp sont solutions de (F).

En revanche, on va voir que si f(0) ¢ {1, %}, alors sur l'intervalle maximal de

définition de la solution, f(t) ¢ {1, 1%’}. On suppose donc cette condition vérifiée
dans la suite.

. . 1— . . .
Notons de plus que si f(0) < min(1, Tp), la solution est strictement croissante et

définie sur Ry. Si f(0) se situe strictement entre les deux valeurs {1, 1;%}, la solution

est strictement décroissante et définie sur Ry . Enfin si f(0) > max(1, 1%’), elle est
strictement croissante, et on verra qu’elle n’est définie que sur un intervalle borné.
e On suppose p > 1/2, on détaille les solutions dans ce cas. D’apres ce qui précede
pourvu que f(0) ¢ {1, %}, et t appartienne a l'intervalle de définition de f,

f'(@®)

(0 - -5 "
et donc F(t) £(8)
— =1-2p.
fy-52 fl) -1
On déduit f) - 1
1) — =2
‘f(t)—i = Cexp(t(1 —2p)).
avec €' = ‘W‘ . Quitte & poser plutot xk = %’ on &
(1)~ 132
W—i = rexp(t(1 — 2p)),
et donc

f(t) = (1—p) — rpexp((1 — 2p)t)

p—rpexp((1 —2p)t)
Il faut cependant noter que si f(0) > 1, k > 1 et la solution n’est définie que sur
'intervalle |0, Tl—l log(k)). Dans les deux autres cas la solution est bien définie
sur R .




S

FIGURE 1. Quelques graphes de solutions de I’équation (FE), pour p = 3/4 et diverses condi-
tions initiales.

e Dans le cas p < 1/2, et pourvu que f(0) ¢ {1, 1;%} un raisonnement similaire

conduit a .
) =P (1 —p)exp((2p — 1)t)
p—rpexp((2p—1)t)
ou k' =1/k= % Si f(0) > 1;’3, on a k' > 1 et la solution n’est définie que

sur Uintervalle [0 [ o9 2 log(x)).
Il faut noter qu’on aurait pu écrire f(t) comme dans le cas p > 1/2, mais il
semble plus clair de faire apparaitre des exponentielles décroissantes.

e Enfinsip=1/2,etsi f(0)#1ona

pt(1 = f(0)) + f(0) _ (1 = f(0)) +2f(0)
pt(1 = f(0)) +1 t(1—=fO)+2 °

en notant que si f(0) > 1, la solution n’est définie que sur I'intervalle [0, ﬁ)

ft) =

1. D’apres le cours si g : E — R est telle que g(X;) € L' pour tout t > 0, on a
Elg(Xi+s) | Ft] = P(s)g(Xy), Il suffit d’appliquer ce résultat a g(z) := f(t + s, x)
pour obtenir 1’égalité souhaitée.



. On a défini ¢(s) = >, p(P(5))ay¥ (s, y). Or (P(t),t > 0) est solution de
I’équation forward P'(s) = P(s)Q, et donc

aaS(P(S))nyp(S:y) = (P/(S))xy@b(svy) + (P(s))xygqf(s,y)
oY

= (P(8)Q)ay¥(5,) + (P(8))ay 5 (5,9)

Les hypotheses de 1’énoncé garantissent que celles du théoreme de dérivation sous
le signe somme sont vérifiées, et en sommant sur y il vient donc

919 = Pls) [Qu(s.0) + 5 (s.0)].

comme souhaité.

. En appliquant ce qui précede a ¢ (s,z) = f(t + s,x) on trouve que pour tout

r e FE,
%P(s)f(t +s,2) = P(s) {Qf(t bsa) + g];(t + s,a:)]

Si f vérifie I’équation de 1’énoncé, on a donc que pour tout ¢t > 0,z € FE, la
fonction s — P(s)f(t+ s,x) est constante. On déduit que pour tout w,t > 0,
s — P(s)f(t+ s, Xi(w)) est constante. Mais alors
P(s)f(t+s,X) = P(0)f(t, X¢) = f(t, X¢), et donc, d’apres la question 1,
(f(t, X¢),t > 0) (qui vérifie, par hypothese la condition d’intégrabilité) est une
(F¢)-martingale .
. Quitte a poser f(t,z) = g(x) exp(—at), les hypotheéses d’intégrabilité sont
clairement vérifiées et on a

of

Qf(t,z) + E(t,x) =af(t,z) —af(t,z) =0.

Il suffit donc d’appliquer la question précédente pour conclure.

. Lorsque la population est de taille z € N, la prochaine mort survient au bout d'un
temps qui correspond au minimum des temps de mort (exponentiels de parametre
1 indépendants, p.s. tous distincts) de ces x individus, et donc ce minimum suit
une loi exponentielle de parametre x. On a vérifié que g, = x,x € N, et qu’en ce
temps, p.s. un unique individu de la population a atteint la fin de sa vie.

Notons que lorsque k = 0, qo = 0, autrement dit, ’état 0 est absorbant.

Lorsque x > 1, d’apres les hypotheses, I'individu qui meurt le premier est
remplacé instantanément par deux individus avec proba p (portant alors la taille
de la population & z — 14+ 2 =z + 1), ou par 0 avec proba 1 — p (portant alors la
taille de la population &  — 1). Autrement dit une proportion p de ¢, correspond
a la transition x — = + 1, le reste a la transition z — = — 1, i.e.

Gra+1 = kD, Quo—1 = (1 — p).

. Comme ¢y = 0 on a clairement Qg(0) = 0. Si x € N*,

Qg(z) = zpg(z + 1) + z(1 —p)g(z — 1) — zg(x),

conduisant a la formule souhaitée.

10



3. Le noyau IT est tel que I1(0,0) = 1, et pour tout x € N*,
I(z,z+1) =p,I(x,z — 1) =1 — p. Autrement dit II est le noyau de la marche
simple sur N avec proba p (resp. 1 — p) d’aller vers la droite (resp. vers la gauche)
absorbée en 0.

Les classes de communication sont clairement {0} et N*. La classe {0} est
absorbante, donc récurrente (positive), la classe N* est non fermée
(I1(1,0) = 1 — p > 0), donc toujours transiente.
4. (a) Sion part de deux individus ancestraux, alors X; = Xt(l) + Xt@), ou Xt(l) est la
taille de la descendance du premier individu ancestral au temps ¢, et Xt(2) celle
du deuxieme. Comme les morts et remplacements sont indépendants, Xt(l) et

Xt(2) sont i.i.d, et ont méme loi que X; sous P;. On a montré que la loi de X;
sous Py est égale a la somme de deux copies i.i.d de X; sous P;. En particulier,
la probabilité d’extinction au temps ¢, sous Py correspond a 1I’événement que
les descendances des deux individus ancestraux soient éteintes au temps ¢ :

Py(X; = 0) = Po(X") = 0, X7 = 0) = Py(X; = 0)2 = h(t)*.

(b) Sous Py, J; ~ exp(1). En remarquant que {J; >t} C {X; # 0}, en
décomposant suivant les valeurs de .J; et en utilisant Markov fort en ce temps,
on obtient

Pi(X;=0) = P(J; <t X,=0)

= /0 exp(—s) ((1 —p) + pP2(X;—s = 0)) ds
t
- /0 exp(—s) (1 — p) + ph(t — 5)?) ds

ou on a utilisé la question précédente pour la derniere égalité.

(¢) Quitte a multiplier les deux membres de 'égalité de la question précédente par
exp(t), puis effectuer le changement de variables u = ¢t — s on obtient I’équation

t
r(t)exp(®) = [ explu)(1 - p) + ph(u)?)du
0
En dérivant il vient

R (t) exp(t) = exp(t)((1 = p) + ph(t)® — (1))

et en divisant par exp(¢) on obtient I’équation (E).
(d) Comme h(0) = 0, on déduit de annexe que
o sip>1/2,
(1 —p)(1 —exp((1 = 2p)t))
p—(1—=p)exp((l—2p)t)’
et en particulier h(t) — lp%p lorsque ¢t — 0.

e sip=1/2, h(t) = 5, et en particulier h(t) — 1 lorsque t — oco.

h(t) =
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C.

e sip<1/2,
1= exp((2p— 1))

ht) = 1= = exp((2p — 1)t)°

et h(t) — 1 lorsque t — co.

1. (a) La chaine X n’effectue que des pas de taille 1, donc elle ne peut atteindre N

depuis 1 avant d’avoir effectué N — 1 sauts (autrement dit si Y est la chaine
de sauts associée on a, sous Py, Y;,_1 < n). Lorsque Y,,_1 = i, le n-iétme temps
d’attente est S,, ~ exp(i), mais puisque Y,,—; < n, on peut coupler S, ~ exp()
avec une exponentielle e,, ~ exp(n) de sorte que S,, > e, (pour un couplage
explicite on peut prendre U,, ~ Unif[0,1], S,, = — (Up), avec la

1

convention S, = +00 si Yn —1=0, et e, = —log(U,)). Finalement

N-—
P(X; > N) <IP>Z ) <P() e >t).

Remarque : Une autre maniere de décrire ce raisonnement est qu’on couple X
et la chaine X de naissance pure (qui correspond au cas p = 1) de sorte que
les sauts de X égalent ou précedent toujours ceux de X, et donc X; < X; pour
tout t > 0.

Mais alors par Markov (Chernoff), pour s > 0,

N-1 N-1
P (Z e > t) P (H exp(—se;) < exp(—st))
i=1

Quitte a prendre s =k + 1, on a

i=1
N-1 N
< exp(— H exp(—sei)] = exp(—st) H E
=1 =1

= (k+1)!
Iy < St
pabet i+ k+1 NFk+1

Mais alors par Fubini,

E[Xf] = > P(Xy > N)EN* <Y k(k+1)IN 2 < co.
N>1 N>1

2. On a d’apres B.2,

QId(x) = z[plz+ 1)+ (1 —p)(z —1) —z] = z(2p - 1),

de sorte que QId = (2p — 1)Id. D’apres A.4, on conclut que
(Xrexp(—(2p — 1)t),t > 0) est une (F;)-martingale (les conditions d’intégrabilité
suivent immédiatement de la question précédente).
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3. Toujours d’apres B.2,

Qftz) = z[pf(tx+ 1)+ 1 -p)f(t,z—1) = f(t,2)
= z[(ple+1)* + (1= p)(z = 1)° = 2®)o(t) + (2p — 1)(t)]
z[(2(2p — D)z +1)o(t) + (2p — )3(t)]

Par ailleurs %(t, x) = 22¢'(t) + 2¢'(t). Donc Qf(t,x) + %{(t, x) = 0 est satisfaite
pour tout (¢,z) pourvu que ¢'(t) = —2(2p — 1)é(t), ¥'(t) = —d(t) — (2p — )Y (1),
On voit aisément que ¢(t) = exp(—2(2p — 1)t) satisfait la premiere équation, et
que ¥(t) = Tl—l exp(—2(2p — 1)t) satisfait la deuxieme. D’apres C.1 les conditions
d’intégrabilité sont vérifiées, et on conclut au résultat souhaité grace a A.3.

4. D’apres la question précédente, pour p # 1/2

r 2
2p—1 2p—1

1
E, | X? X —202p—1t)| =1
(324 gy X esa-20 - o) =1+
D’apres C.2, E[X;] = exp((2p — 1)t), et donc

2p 1
E[X7] = 55 =1 OP20@p — 1) — 3

exp((2p — 1)t)

Remarque : Pour p = 1/2 on trouve que (X;,t > 0), (X? — tX;,t > 0) sont des
martingales, d’ott on déduit que Ei[X?] =1 +¢.

1. On a d’apres B.2

Qfi(t,z) = zpft,z+1)+ 1 —p)filt,z—1) — fa(t, )]
= zfat,z) [pexp(=Ada(t)) + (1 — p) exp(Apa(t)) — 1]

et

%(t, x) = —)\.%'¢l)\(t)f)\(t7 .QZ'),

de sorte qu’on a bien Qf + % = 0 lorsque ¢, satisfait (Fs). Le fait que A soit > 0

garantit que f) est bornée, et la question C.1 permet de garantir, avec
Gr(x) = Cpx que P(s)Gr(x), P(s)QGr(x) restent finis, donc les conditions
d’intégrabilité sont satisfaites et on conclut grace a A.3.

2. Puisque A > 0, la condition initiale est strictement comprise entre 0 et 1. D’apres
I’annexe, la solution est alors définie sur R, elle est monotone et prend ses
valeurs dans (0,1).

Remarquons que 1,(0) = exp(—A) équivaut a ¢,(7T") = 1. Et, puisque 1) est
solution de (£),

I
_ %(Tl_t) [PU3 (T — 1) — AT — 1) + (1 - p)]
1-p
= m/u(T—t)—Hm



Mais (T — t) = exp(—A¢a(t)) et donc

AG\(t) = pexp(=Ada(t) — 1+ (1 — p) exp(Ada(t))
On conclut que ¢, est la solution de (Ey) sur [0, 7] telle que ¢, (T) = 1.
Notons alors, comme plus haut, f\(¢,z) = exp(—Azp,(t)), de sorte que d’apres 1.,
(fa(t, Xt),t > 0) est une martingale. En particulier E{[f (T, X7] = f(0,1), ce qui
s’écrit
Eq[exp(=AX70A(T))] = exp(=Apx(0)).
Comme ¢, (1) =1, et exp(—=Apx(0)) = ¥ (T"), on a bien

Eilexp(—AX7)] = ¥a(T),

comme souhaité.

3. Comme dans la question 4(a), la loi de X; sous P, est égale a celle de Zle Xt(i)
ott les X sont i.i.d et ont méme loi que X sous P;. Donc d’aprés la question
précédente,

Eilexp(—AX7)] = Ei

k
exp <—)\ZX¥)>] =\ (T).
i=1

4. Sip=3/4>1/2, notons que (1 —p)/p=1/3.
(a) Si A =log(2), exp(—A) =1/2 > (1 —p)/p et exp(~AX7) = 27X7. D’apres

Pamnexe, = 471 = —1/3
A(T) = 1/4(1 — (—1/3) x (3/4) x exp(—T1/2))

3/4—(=1/3) x (3/4) x exp(=T/2)) ’
conduisant a la formule souhaitée.

(b) Si A =1log(3), exp(—A) = (1 — p)/p de sorte que 1 est la fonction constante
égale a (1 — p)/p = 1/3. Mais alors ¢, est la fonction constante égale a 1, et
(f(t, X¢) = exp(=AX;) = 3¢, t > 0) est une martingale, d’espérance sous Py
(constante) 1/3.

(c) Si A =1log(6), exp(—\) =1/6 < (1 —p)/p et exp(—AXr) = 6~X7. D’aprés

1/6—1/3 1
61 — 5 et alors

_1/4— (1/5) x (3/4) x exp(~T/2)
3/4— (1/5) x (3/4) x exp(—T/2)’

conduisant a la formule de 1’énoncé.

I’annexe, on a alors Kk =

Ya(T)

(d) Pour A € 0 quelconque, quitte a poser

exp(=A) — 3
A ey S S

exp(—A)
1 —3ryexp(—T/2)

Elexp(~AX7)] = (1) = 5= Ao =,

1 —exp(—A) —exp(—T7/2)(1 —3exp(—A))
3(1 —exp(—A)) — exp(=T/2)(1 — Bexp(=A))’

Elexp(—AX7)] =
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