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Question de cours. Soit b > a > 0, M une martingale locale et H une v.a. F,-mesurable bornée.
Montrer que Ny = H(Mnp, — Miag) est une martingale locale. On pourra commencer par le cas ow
M est une vraie martingale.

Exercice 1. Soit M une martingale locale issue de 0 telle que (M), = oo p.s. Montrer que
o, =inf{t > 0: M; = z} est fini p.s. pour tout z € R et que P(o, < 0p) = ﬁ pour a < 0 < b.

Exercice 2. Soit B = (B1,..., B%) un mouvement brownien de dimension d > 2 issu de 7o € R4\ {0}.
On sait que p.s., pour tout ¢t > 0, By # 0. On pose X; = ||B;||*> et R; = ||B||. Montrer qu’il existe
un mouvement brownien 8 de dimension 1 tel que
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Exercice 3. Soit b: R? — R? mesurable et bornée, soient 7o € RZ et T € R,

(a) Montrer que ’E.D.S. bidimensionnelle (avec B un mouvement brownien de dimension 2 issu de 0)
t
Xt =29 + Bt +/ b(XS)dS
0

admet une solution (faible) sur [0,T]. On pourra partir d’un mouvement brownien X = (X!, X?)
de dimension 2 issu de xg, introduire la martingale Ly = fot b1 (X,)dX! + fg bo(Xs)dX?2 et utiliser
le théoréeme de Girsanov pour montrer soigneusement que sous une certaine probabilité, X; — xo —
fot b(Xs)ds est un mouvement brownien de dimension 2.

(b) Montrer que si x¢ # 0, cette solution ne touche p.s. pas 0. On rappelle qu’un mouvement brownien
de dimension 2 non issu de 0 ne touche p.s. jamais 0.

Exercice 4. Soit (B;)¢>o un brownien de dimension 1 issu de 0. Pour y € R, sg(y) = 11,01 — 1{y<0}-

(a) Soit € > 0 et . (y) = v/€2? + y2. Montrer que pour z € R,
pe(Br — ) = e (x) + M + LY,
olt (M;"%)¢>0 est une martingale et (L;"“):>( est un processus croissant, continu, adapté.
(b) Soit T > 0 et z € R. Montrer que supyg 1y |¢e(Br — ) — [By — z|| — 0 p.s. Rappelons que si
a,b>0, Va+b<a+Vb.
(c) Soit T' > 0 et = € R. Montrer que supyg 7 |M,”* — fg sg(Bs — x)dBg| — 0 dans L?.
(d) En déduire que V x € R, LY = |B; — x| — |z| — fot sg(Bs — x)dB; est croissant, continu, adapté.
Les questions (e), (f) et (g) sont indépendantes.

(e) Montrer que pour tout z € R, tout ¢t > 0, fot 1B, #4ydLE = 0 p.s. On pourra utiliser pour calculer
(By — x)? et |B; — z)%.
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(f) Montrer que pour tout x > 0, tout ¢t > 0, max{B;,x} = = + fot 1B,>:dBs + %L‘f
(g) On souhaite montrer que pour f € C.(R), tout ¢t > 0, p.s.,

/tf(Bs)ds—/Rf(x)Lfdx.

(gl) Soit F': R — R définie par F =3 fR |y x| f(x)dz. Montrer, sans se préoccuper des éventuels
problemes techniques, que F'(y) = 5 fR sg(y — z) f(z)dx et que F"(y) = f(y).

(g2) En utilisant (d), montrer, sans se préoccuper des éventuels probleémes techniques, que

F(B;) = F(0) +/O F'(Bs)dBs + %/Rf(x)Lfdx.
(g3) Conclure.

Exercice 5. On considére 0,b: R — R définies par o(y) = 1 et b(y) = —y pour tout y € R.
a) Montrer qu’il y a existence et unicité trajectorielle pour E, (o, b).

(

(b) Montrer que si (X;);>o0 est solution de E.(o,b) avec le mouvement brownien (By);>o, alors
(—X1t)t>0 est solution de E_,(o,b) avec le mouvement brownien (—B;):>o.
(
(

c¢) Montrer que X; = e !(z + fot e*dB,) est solution de E,(a,b).

d) Donner (rapidement) la loi de X; (& ¢ > 0 fixé), puis montrer que X; converge en loi, quand
t — oo, vers une loi p a déterminer.

(e) Montrer que pour (X;);>o solution de E,(0,b) et p = inf{t > 0 : X; = 0}, on a E[p] < .
On pourra utiliser (c¢), Dubins-Schwarz, et se rappeler que si W est un mouvement brownien et si
T, = inf{t > 0: Wy = a}, alors 7, a la méme loi que a*/G?, ou G ~ N(0,1).

(f) Montrer que pour (X;);>o solution de Ey(o,b) et 8 = inf{t > 0: |X,;| = 1/2}, alors E[f] < co. On
pourra utiliser 1t6 pour calculer E[X?,,] et remarquer que 1 — 2z% > 1/2 si |z| < 1/2.

Dans la suite, on fixe z € R et (X;);>¢ solution de E,(0,b) et f: R — R, mesurable bornée.
On introduit la famille de temps d’arrét po = inf{t > 0: X; = 0} puis, pour n > 0,

Opy1 = inf{t > p, : | X¢| =1/2} and  ppy1 = inf{t > 6,41 : Xy =0}
(g) En utilisant (e), (f) et Markov forte pour les E.D.S. (on admet que les hypotheses sont vérifiées),
montrer que E[p; — pg] < 0o, en déduire que Zy = flfol f(Xs)ds est dans L1.
(h) En utilisant Markov forte pour les E.D.S., montrer que la famille de v.a. (pn41 — pn)n>o0 est i.i.d.,
ainsi que la famille (Z,),>0, ol Z,, = fpp”“ f(X)ds.
(i) Soit Ny = Zn>1 1¢,,.<+3- Montrer que lim; o % =aps., ot a=1/E[p; — po]. Observer que
PN, <t < pN,41 et calculer lim,, 2.
18, =bps,ouS, =" ,Z et b=E[Z).

(j) Montrer que limy,, o 7

(k) Montrer que pour tout ¢ > 0, fo s)ds € [Sn,, U + Sny41), ou U = [°
(1) Montrer que lim;_, o + fo X,)ds = ab p.s.
(

m) En se rappelant (d), montrer qu’on a forcément ab = fR fdu si f est continue (et bornée).

Exercice 6. Considérons une v.a. X ~ Ber(1/2) sur un espace de probabilités (2, F,P). Grossir
lespace de probabilités afin de construire une v.a. U ~ U(]0,1]) telle que (avec un petit abus de
notation) X = 1{U>1/2}'



